Superfluide Eigenschaften von Anyonen
in einem eindimensionalen Gitter

Bachelorarbeit

in Physik

von

Simon Becker

Betreuer: PD. Dr. Axel Pelster

Zweitgutachter: Prof. Dr. James Anglin

Tl Rheinland-Pfdlzische
Technische Universitat
P Kaiserslautern
Landau
durchgefiihrt am

Fachbereich Physik
der Rheinland-Pfalzischen Technischen Universitat Kaiserslautern-Landau

24. Februar 2026






ITT

Inhalt

In dieser Bachelorarbeit wird das Verhalten von Anyonen in eindimensionalen Gittern
untersucht. Hierfir wird zunéchst das Anyon-Hubbard-Modell (AHM) fiir ein kanonisches
Ensemble eingefiihrt, um dieses anschliefend mithilfe einer fraktionalen Jordan-Wigner-
Transformation durch ein bosonisches Modell auszudriicken. Da durch die Transformation
eine lokale Peierls Phase entsteht, wird diese durch eine weitere lokale Eichung in eine
globale Peierls Phase umgewandelt, um die globale periodische Randbedingung zuriick-
zugewinnen. Anschliefend wird die Bogoljubov-Transformation eingefiihrt und fiir ein
zuvor hergeleitetes schwach wechselwirkendes Bose-Gas angewendet. Dann wird eine
Bogoljubov-Transformation fiir das AHM durchgefiithrt, um eine Energiedispersion zu
erhalten. Mithilfe dieser konnen zwei Schallgeschwindigkeiten bestimmt werden, eine pro-
pagiert nach links und die andere nach rechts. Ursache fiir die beiden Geschwindigkeiten
ist die Paritdtsbrechung der Anyonen-Algebra. Zum Schluss wird untersucht, inwiefern
die Bogoljubov-Transformation Aussagen iiber die Grundzustandsentleerung treffen kann,
bzw. welche weiteten Berechnungen durchgefithrt werden kénnen, um die Naherung durch
die Bogoljubov-Transformation zu verbessern.






Abstract

In this thesis, the behavior of anyons in one-dimensional lattices is investigated. Therefore,
the Anyon-Hubbard Model for a canonical ensemble is introduced, which is then expressed
through a fractional Jordan-Wigner transformation in a bosonic model. Since a local
Peierls phase arises through the transformation, this is transformed into a global Peierls
phase through a further local gauge, in order to regain the global periodic boundary
condition. Subsequently, the Bogoljubov transformation is introduced and applied to a
previously derived weakly interacting Bose gas. Then, a Bogoljubov transformation is
performed for the AHM to obtain an energy dispersion. Using this dispersion, two sound
velocities can be determined, one for right- and one for left-wise propagation, which arise
due to the parity breaking of the anyon Algebra. Finally, it is investigated to what extent
the Bogoljubov transformation can make statements about the ground-state depletion,
or which further calculations can be carried out to improve the approximation by the
Bogoljubov transformation.
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1 Einleitung

Ununterscheidbare Teilchen in drei Dimensionen sind entweder Bosonen oder Fermionen,
was unmittelbar aus dem Spin-Statistik-Theorem folgt [1]. Der Unterschied zwischen den
beiden ist der Spin. In zwei oder einer Dimension kénnen jedoch Teilchen existieren, die
weder Bosonen noch Fermionen sind. Diese Teilchen werden Anyonen genannt und sie
unterscheiden sich bspw. dadurch, dass sie kein eindeutiges Verhalten unter Vertauschung
von zwei Teilchen haben. So ist die Wellenfunktion von Fermionen antisymmetrisch und
erhélt somit einen negativen Vorfaktor, bei Bosonen ist sie symmetrisch und ist somit
invariant unter der Vertauschung [2]. Anyonen hingegen erhalten eine fiir Anyonen charak-
teristische Phase 6, abhéngig von dieser Phase konnen sich weitere spezielle Eigenschaften
ergeben.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten Anyonen, experimentell zu realisieren [1]. Da diese
Arbeit iiber Anyonen in 1D Gittern handelt, wird auf die Realisierung durch speziell
konstruierte Gittersysteme genauer eingegangen. Hierfiir wird ein Mott-Isolator aus ultra-
kalten Atomen bspw. 8"Rb verwendet [3].

Ein Mott-Isolator ist generell ein Material, welches laut dem Bandermodell metallisch
leitend ist [4]. Die isolierende Charakteristik entsteht dadurch, dass die Ladungstrager
lokal isoliert sind, bzw. sie sich nicht frei bewegen kénnen. Aufgrund dessen, dass sich
ultrakalte Atome in einem tiefen optischen Gitter auch nicht frei bewegen kénnen, sondern
an die Gitterplatze gebunden sind, bezeichnet man diese auch als Mott-Isolatolatoren.
Dies gilt auch wenn die Atome neutral sind und es sich somit nicht um Ladungstrager im
klassischen Sinne handelt.

Nun wird ein 1D Gitter in diesem Mott-Isolator betrachtet, bei dem ein dauerhafter
Energieoffset E pro Gitterplatz eingebracht wird, um die Tunnelamplituden zu senken.
Durch eine zeitabhéngige Modulation §V', welche aus 3 Komponenten besteht, wird im
zeitlichen Mittel eine Phase 6 realisiert, wenn ein Teilchen auf eine besetzte Gitterstelle
tunnelt. Die Komponenten sind die verschiedenen Offsets: F/, E + Uy, E — Uy, sie treten
bei den unterschiedlichen Tunnelvorgéngen auf. Im Grenzfall geringer Dichten sind dies:
einzeln besetzt zu unbesetzt, einzeln besetzt zu einzeln besetzt und doppelt besetzt zu un-
besetzt. All diese Offsets werden dann in ihrer Intensitét zeitlich mit einer Kosinusfunktion
moduliert, wobei die zweite Modulation zusétzlich eine Phasenverschiebung von 6 erhélt.
Durch die Uberlagerung dieser 3 Offsets ergibt sich dann im zeitlichen Mittel die Phase 6,
fiir den Tunnelvorgang an eine bereits besetzte Gitterstelle 3], 5. Dies ist in Abbildung
grafisch veranschaulicht, dabei sind unten die Offsets dargestellt und oben die Phase.
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Abbildung 1.1: Grafische Darstellung des modulierten Gitters zur Realisierung von Anyonen
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Abbildung 1.2: Ergebnisse bzgl. des antisymmetrischen Teilchentransports \|

Es kann des Weiteren ein antisymmetrischer Teilchentransport beobachtet werden, welcher
auftritt, wenn ein abstoBendes Potenzial aktiv ist [3].

In Abbildung sind 4 Graphen zu erkennen, auf den x-Achsen sind jeweils die Gitter-
platze dargestellt, auf den y-Achsen befindet sich eine Zeitskala. Mit der Intensitat der
Farbe wird die Besetzungsdichte des jeweiligen Gitterplatzes dargestellt. Zudem wird das
experimentelle Ergebnis mit der theoretischen Vorhersage gegeniibergestellt. Es ist zu
erkennen, dass die Besetzungsdichten fiir beide Félle 6 = —7 und 6 = 7 antisymmetrisch
entlang der Zeitachse um die Mitte des Gitters sind, welche urspriinglich bei t = Os an zwei
benachbarten Gitterplatzen mit jeweils einem Teilchen besetzt war. Dies bedeutet, dass
Teilchen abhéngig von ihrer Phase 6 es bevorzugen, in eine bestimmte Richtung zu tunneln.
Fir den Fall § = —7 tunneln die Teilchen bevorzugt nach rechts, fir § = 7 bevorzugt
nach links, was einen antisymmetrischen Teilchentransport darstellt. Dies ist eine spezielle
Eigenschaft von Anyonen, welche theoretisch und experimentell gezeigt werden konnte , .

Dieser Arbeit geht bereits eine dhnliche Rechnung von B. H. Tang @ im groffkanonischen
Ensemble voraus. Auf Basis dieser war das Ziel der vorliegenden Arbeit zunéchst, die
Berechnung im kanonischen Ensemble durchzufiithren. Hierfiir wird zunéchst das Anyon-
Hubbard-Modell im kanonischen Ensemble betrachtet, um anschliefend eine Bogoljubov-
Transformation durchzufithren, und die resultierende Energiedispersion der nichtwechselwir-
kenden Quasiteilchen zu erhalten. Anschliefend wird untersucht, inwiefern die Dispersionen
der beiden Ensembles iibereinstimmen. Zum Schluss wird zum einen untersucht, inwiefern
die Bogoljubov-Transformation Aussagen tiber die Grundzustandsentleerung treffen kann.
Zum anderen wird ein Ausblick gegeben, welche weiteren Berechnungen durchgefiihrt
werden kénnen, um die Naherung durch die Bogoljubov-Transformation zu verbessern.



2 Theoretische Beschreibung von
Anyonen

In diesem Kapitel werden Anyonen, deren statistische Eigenschaften in dieser Arbeit
genauer untersucht werden, eingefiihrt. Zuerst wird die Historie der Anyonen e bevor
anschliefend das Anyon-Hubbard-Modell eingefiihrt wird.

2.1 Anyonen in zwei raumlichen Dimensionen

Urspriinglich wurde angenommen, dass es nur zwei Gruppen von ununterscheidbaren
Teilchen gibt: Bosonen und Fermionen. Der Unterschied zwischen diesen besteht darin,
wie sich die Symmetrie der Wellenfunktion unter Vertauschung zweier identischer Teilchen
verhédlt. Bei Bosonen ist die Wellenfunktion symmetrisch, bleibt somit invariant unter
Vertauschung. Bei Fermionen ist sie antisymmetrisch und nimmt somit eine Phase 7 auf.
Diese Annahme basiert zum Beispiel auf dem Spin-Statistik-Theorem [7], was urspriinglich
von Wolfgang Pauli 1940 eingefithrt wurde [8]. Dieses besagt, dass in drei rdumlichen
Dimensionen Teilchen entweder ganz- oder halbzahligen Spin haben. Je nach dem Spin
des Teilchens erhalt die Wellenfunktion eine Phase 7 oder 2.

Ein Argument hierfiir sind die Kommutatorrelationen der Komponenten des Spinoperators,
welche folgendermaflen definiert sind [1]:

wobel

[A,B] = AB — BA, (2.2)

den Kommutators zwischen zwei Operatoren A und B darstellt.

Diese gehoren der su(2) Algebra an, aus welcher in drei Dimensionen (3D) folgt, dass es nur
Bosonen und Fermionen geben kann [7]. In zwei Dimensionen (2D) existiert nur ein einzelner
kontinuierlicher Drehimpuls. Dies ermoglicht in 2D die Existenz einer kontinuierlichen
Familie von Teilchen, die weder Fermionen noch Bosonen sind, was in 3D ausgeschlossen
ist [1].

Genau damit haben sich Leinaas und Myrheim 1977 in ihrer Arbeit ”On the theory of
identical particles” [9] beschaftigt. Sie erklérten, dass nicht die Wellenfunktion der Teilchen,
sondern die Amplituden der Pfade zwischen zwei topologisch verschiedenen Konfigurationen
entscheidend ist. Diese sind nur durch das Unitaritats- und das Kompositionsprinzip
eingeschrénkt [1},/10]. In 2D wird dadurch die Windugszahl relevant. Dies ist ein wesentlicher
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Abbildung 2.1: Grafische Darstellung der Zopfgruppenrelationen [6].

Unterschied zum 3D Fall, denn dort kann jede Windung einfach kontinuierlich aufgelost
werden. Zudem ist nicht mehr die Permutationsgruppe Sy sondern die Zopfgruppe By
relevant. Sie enthélt alle Pfade, die benotigt werden, um N Teilchen zu vertauschen. Sie
kann durch N — 1 Vertauschungsoperatoren T; generiert werden, die das linksdrehende
Vertauschen zweier Teilchen beschrieben [1]. Die zugrunde liegende Algebra der Zopfgruppe
ist durch folgende Axiome definiert [1]:

Zopf Ungleichheit: T, 1+ T, bzw. T? # 1, (2.3)
Lokalitét: T,T; = T;T;, i —g] > 1, (2.4)
Yang-Baxter: 1T, = T; 1,1y, i —j] = 1. (2.5)

Diese Relationen kénnen durch Abbildung grafisch dargestellt werden, was das Ver-
stdndnis erleichtert.

Die eindimensionale Darstellung von By auf R? ist gegeben durch [1]:

T; =e* mit 6 €] — 7, 7] (2.6)

wobei § = 0 den Bosonen und # = 7 den Fermionen entspricht. Fiir andere Werte ergibt
sich ein Phasenfaktor ¢, welcher beliebig ist. Fiir diese Teilchen fiihrte Frank Wilczek
1982 in der Arbeit "Quantum Mechanics of Fractional-Spin Particles” den Namen Anyonen
ein. Darin ging es aber nicht um Anyonen, sondern um infinitesimale Flussrohren, in denen
geladene Teilchen einen Drehimpuls besitzen. Beim Vertauschen von zwei Teilchen ergibt
sich auch eine beliebige Phase. Dies legt einen moglichen experimentellen Nachweis von
Anyonen nahe [11].

2.2 Anyon-Hubbard-Modell

Das Anyon-Hubbard-Modell (AHM) ist im Wesentlichen das Bose-Hubbard-Modell, wobei
jedoch die bosonischen Operatoren durch ihr anyonisches Pendant ersetzt wurden [5]. Im
Bose-Hubbard-Modell wird der Hamilton-Operator durch die Tunnelwahrscheinlichkeit
J zwischen zwei benachbarten Gitterpldtzen, dem chemischen Potenzial u, sowie der
Wechselwirkungsenergie U zwischen zwei Teilchen ausgedriickt. Im 2D Fall wird tiber alle
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benachbarten Gitterplatze summiert [12], im 1D Fall zerfillt dies jedoch in eine Summe
iiber alle Sites j, wobei die Operatoren, die die benachbarten Gitterpliatze darstellen, zu
j + 1 werden [13]:

U
Hgy = —J Z(bl‘Lbi—&-l + bib;‘[+1> + 5 an(nz -1) - MZ”Z (2.7)

Hierbei sind blT und b; die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren und n; = b;r b; bezeich-
net den Besetzungsoperator fiir Bosonen an der Gitterstelle 7. Sie sind durch folgende
Vertauschungsrelationen definiert [14]:

[bi, b] = 6,5, (2.8)
[b:,b;] = [bf, b]] = 0. (2.9)

Ob der Term des chemischen Potenzials u relevant ist, hangt von der Wahl des statistischen
Ensembles ab. Wird ein grolkanonisches Ensembles betrachtet, so ist u relevant, da die
Gesamtzahl der Teilchen nicht festgelegt ist und somit eine Energie durch das Hinzufiigen
oder Entfernen von Teilchen auftritt. Beim kanonischen Ensembles ist hingegen die
Gesamtzahl der Teilchen festgelegt. Dann wird kein chemisches Potenzial i benotigt, da
es keine Energiedinderung durch die Zahl von Teilchen gibt [15].

Zudem werden die bosonischen Operatoren durch anyonische ersetzt, welche durch folgende
Vertauschungsrelationen definiert sind [5]

aja} — e OEGR Gty — 5 (2.10)

a;ay = ewsgn(j’k)akaj, (2.11)

Hierbei ist die Signumfunktion sgn(j — k) wie folgt definiert:

-1, <k
sgn(j — k) =10, j=k . (2.12)
1, j>k

Diese Vertauschungsrelationen repréasentieren im Wesentlichen die eindimensionale Dar-
stellung der Zopfgruppe. Hierbei erzeugt die Exponentialfunktion zusammen mit der
Signumfunktion den Phasenfaktor, welcher bei Vertauschung zweier Teilchen auftritt [16].
Zudem folgen aus ihr im bosonischen Fall # = 0 unmittelbar die Kommutatorrelationen
fir Bosonen, sowie im fermionischen 6 = 7 die bekannten Antikommutatorrelationen |14],
letzteres jedoch nur Falls k& # j.
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>
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o

ajal, — e 0 R gl — 5, a;al, — ala; = 05, = [bs, b]] (2.13)
o=, ajal, + ala; = 85, = [fl,f |+, wennj # k, (2.14)

ajap — eiesgn(j_k)akaj -0 = ajap — aga; =0 = [b;, b], (2.15)
b=m, ajay + akaj =0=1f;, fjl+, wennj # k,  (2.16)

a}aL — e_wsgn(j_k)aia} =0 = aTaL - aka =0=[n, J] (2.17)
f=r, Gt ak + ay aT =0=[f, ,fT]+, wennj # k. (2.18)

Eine Besonderheit im fermionischen Fall ist, dass die Vertauschungsrelationen |(2.8)| fur
J = k mit den bosonischen iibereinstimmen. Dies ist eine Verletzung des Pauli-Prinzips,
weshalb dieser Fall im Kontext der Anyonen auch als pseudofermionisch bezeichnet wird
[5].

Der Hamilton-Operator des Anyon-Hubbard-Modells ergibt sich somit nach [5] zu:

HAHM——JZ{ a)l a,+1+hc) an(nz—l)} (2.19)

2.2.1 Verallgemeinerte Jordan-Wigner-Transformation

Als Néchstes wird die verallgemeinerte Jordan-Wigner-Transformation (JWT) verwendet,
um die anyonischen Operatoren in mit Hilfe von bosonischen auszudriicken. Die JWT wurde
urspriinglich verwendet, um Spin 1/2 Operatoren in spinlose fermionische Operatoren
umzuwandeln. Diese werden dann zum Beispiel im 1D Ising bzw. Heisenberg-Modell
verwendet |17} [18]. Explizit ist sie wie folgt definiert [18]. Der Ausgangspunkt sind Spin
1/2 Operatoren

o
Si_(c,t,cn)"<0"), mit o= |o,|, (2.20)

wobei o; die Pauli-Matrizen sowie CL und ¢, die fermionischen Operatoren darstellen.
Betrachtet man die Komponenten des Operators

55 = Spn £ iSyn, (2.21)

so ergibt sich:
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st =clexp (—zﬁr > c}cj) : (2.22)
s, = exp (iw > c}cj) Cn.- (2.23)

(2.24)

In analogie dazu wird die verallgemeinerte JWT fiir Anyonen wie folgt definiert [5]:

a; = bjexp <192n1> : (2.25)

1<j

Mithilfe dieser Transformation konnen die anyonischen Operatoren in Form von boso-
nischen ausgedriickt werden. Eine wichtige Eigenschaft ist die Phase, welche abhangig
vom Gitterplatze ist. Sie hangt ndmlich unmittelbar von der Summe der Besetzung der
vorherigen Gitterplatze und somit vom betrachteten Gitterpléitze ab. Dies zeigt somit
unmittelbar, dass Anyonen nichtlokale Quasiteilchen sind [5].

Fiir den anyonischen Besetzungsoperator folgt durch Verwendung von Gleichung

nj = a}aj = exp (—z’@ZnZ) b}bj exp (z@an) , (2.26)

i<j i<j

Da ¢ < j gilt und somit die Operatoren bjb;- mit b}bj nach Gleichung |(2.8)| miteinander
vertauschen, folgt

nj = b}bj exp (—i@ZnZ) exp (2«92711) = b}bj. (2.27)

1<J 1<J

Damit ist der Besetzungsoperator unter der Transformation invariant.

Damit die verallgemeinerte JWT konsistent ist, muss sie die anyonischen Vertau-
schungsrelationen Gleichung [(2.10)| [(2.11)] erfiillen, wenn die bosonischen Operatoren b;
und b} den Vertauschungsrelationen |(2.8)| [(2.9)| geniigen.

Zum Beweis wird im Folgenden ¢ < j angenommen. Die Verwendung von Gleichung

fihrt zu:
aiaj» = bye'? Licime ™ 2wg; "fb}. (2.28)

Da die Teilchenzahloperatoren n;, n; fiir verschiedene Gitterplétze [,{" vertauschen, kann
folgendermaflen vereinfacht werden:
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aia;r- = he Yici<s nlb}. (2.29)

Dies lasst sich auch schreiben als:

aia} — e g™ bib} e~ mi, (2.30)

Unter Verwendung von Gleichung ergibt sich fiir das komplex Konjugierte:
ala; = e 2™ b}bi e < (2.31)
Wieder kann aufgrund der Vertauschbarkeit von n;, n; folgendermaflen vereinfacht werden:

ala; = e Licies "D, (2.32)

Nun wird folgende Nebenrechnung durchgefiihrt, um eine nititzliche Vertauschungsrelation
herzuleiten. Hierfiir wird zunéchst die Operatoridentitét [19]

(€4 Bt _ ki i' A [A, . [A,B]]..], (2.33)

sowie die Vertauschungsrelationen
[, b] = mib; — byn; = b; (blb; — bbl) = —b; [b;,b]] = ~by, (2.34)

verwendet. Beide werden dann kombiniert zu

ei@njbje—wnj _ kz_%) o (_1)k‘b] _ e—iebj’ (235)
Hieraus folgt schlief3lich:
bje—ien]' — €_i0(nj+1)bj. (236)

Aus Gleichung |(2.30)], und der hergeleiteten Relation ergibt sich somit:

aia} — e Pafa; = e i ™ (bib;e_w”i - e_w(”iﬂ)b}bi)

‘ A , (2.37)
_ e_wzi<l<j ny (6_20(""“)1),-17; _ 6—19(ni+1)b;[bi) )
Somit ergibt sich die gewiinschte Vertauschungsrelation Gleichung |(2.10)| fir ¢ < j:
aia} . e*wagaj _ 672'9 Zi<l<j nlefzﬂ(m+1) [b“ bﬂ =0. (238)

Analog lésst sich dies auch fiir ¢ > j herleiten. Im Fall i = j ergibt sich direkt:
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aial.L — aTai = bl.e“9 Zl<i"le_1921<i ”lbl.L —_e W Zl<i"lbjbi€le<i ™

i | | (2.39)
= (bibl — bib;)e " 2uci™e® 2™ = [, b]] = 1.

Somit erfiillt die verallgemeinerte JWT die anyonischen Vertauschungsrelationen und es ist

eine konsistente Moglichkeit, die anyonischen Operatoren in Form von bosonischen Opera-

toren darzustellen. Woraus folgt, dass sich Anyonen durch bosonische Atome simulieren

lassen konnen. Dies wurde kiirzlich in den Experimenten [3} 20] ausgenutzt.

2.2.2 Homogenisierung der periodischen Randbedingung

Um einen unendlichen Raum durch ein endliches Gitter beschreiben zu konnen, wird eine
periodische Randbedingung eingefiithrt. Die zugrunde liegende Idee ist, dass durch eine
beliebige Aneinanderreihung von endlichen Gittern ein unendlicher Raum abgedeckt wird.
Die periodische Randbedingung lautet:

ar+1 = ay, (240)

wobei L die Zahl der Gitterplédtze bezeichnet. Hierbei besagt |(2.40)| dass der Operator
am Gitterplatz L + 1 mit dem am Platz 1 identisch sein muss, da es sich aufgrund der
Periodizitat um denselben Gitterplatz handelt.

Aus der verallgemeinerten JWT folgt dann mit der Randbedingung

bL+1€iGZf:1 = bl. (241)

Hieraus ergibt sich die folgende Randbedingung fiir die bosonischen Operatoren

bpie™ = by, (2.42)

hierbei bezeichnet N

L
N=3n, (2.43)
=1

den Teilchenzahloperator fiir ein bosonisches Gittermodell. Das Interessante hierbei ist,
dass die bosonischen Operatoren eine lokale von der Besetzung abhéngige Phase erhalten.
Diese wird auch als dichteabhéngige Peierls-Phase bezeichnet.

Wenn nun die verallgemeinerte JWT fiir Anyonen in den Hamilton-Operator des AHM

eingesetzt wird, ergibt sich:

L » ) U L
HAHM = —JZ (e ZGZKJ' nlb}b]urlelezkﬂ'l = + hC) -+ 5 Zb;rbj(b;rbj — 1) (244)

J J
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Da n; mit b;,1 und sich selbst vertauscht, kann der erste Summand weiter vereinfacht
werden. Zudem wird der letzte Summand isoliert, da dieser dann eine zusétzliche Phase
enthélt:

L—-1 ) ) ) U L
Hama = =7 37 (bje "™ bja +hoe.) = J (0L o™ hue.) + 2 37 blb; (b, — 1),
J J

(2.45)

Dieser zusétzliche Term fiir den Phasenshift kann vermieden werden, wenn die Verschiebung
iiber alle Gitterplétze gleichméafig verteilt und damit homogenisiert wird. Hierfiir wird die
folgende lokale Eichung eingefiihrt [6].

b; = e "Pid, (2.46)

wobei a den Gitterabstand bezeichnet und die geeignete Eichung 3 noch zu bestimmen ist.
Ziel der Eichung ist es eine globale periodische Randbedingung fiir den neu definierten
bosonischen Operator d; zu erhalten. Wird auf den Hamilton-Operator
angewendet, ergibt sich:

L—-1
Hamg = —J Z (bT iaﬁjeienje—iaﬂ(j+1)bj+1 + hC) —J (bTLei‘wLew”Le‘wﬁ(LH)blei(Laﬁ_eN) + hC)

Uty it
52 10 (bib; — 1).
j
(2.47)
Nun kann die Eichung 3 so gewahlt werden, dass die Phase Laf — N im zweiten Term

verschwindet. Die Eichung lautet dann wie folgt

8= LN. (2.48)

Diese wird nun in den Hamilton-Operator |(2.45)|eingesetzt, wobei aufgrund des kanonischen
Ensembles N, was fiir beliebige Systeme der Teilchenzahl sein miisste, durch die Gesamt-

zahl der Teilchen N ersetzt werden kann, da diese festgelegt ist. Der homogenisierten
Hamiltonion lautet dann folgendermafien:

L . U
Hai = —J 3 (e dypy +he.) + 2 S dld;(djd; — 1), (2.49)
J J

Somit konnte durch eine geeignete lokale Eichung die lokale Phase in eine globale tiberfiihrt

werden. Die Kombination von

bL_HeieN = bl, (250)

und zeigt:
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efiaﬁ(LJrl)dL_i_leiGN — efiaﬁdl

. A 2.51
e—zaBdL_H — e—mﬂdh ( )

Wodurch die urspriingliche periodische Randbedingung der bosonischen Operatoren, also
jene ohne Peierls-Phase

dLJrl == dl, (252)

wiederhergestellt ist.
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3 Bosonische
Bogoljubov-Transformation

In diesem Kapitel wird zunédchst der Hamilton-Operator fiir ein schwach wechselwirkendes
Bose-Gase in Gittern vom Orts- in den Fourier-Raum tiberfiithrt. AnschlieBend werden
die allgemeinen Eigenschaften der Bogoljubov-Transformation diskutiert. Sie ermoglicht
es, ein System von wechselwirkenden Teilchen nédherungsweise durch ein System von
nicht-wechselwirkenden Quasiteilchen zu beschreiben [21} [22]. Zum Schluss wird diese
Bogoljubov-Transformationen fiir den zuvor hergeleiteten Hamilton-Operator angewendet.

3.1 Schwach Wechselwirkendes Bose-Gas

Im kanonischen Ensemble eines bosonischen Systems lautet der Hamilton-Operator fir
freie Teilchen nach [23]:

|
Hy= [ds <2Mﬁ2> b, (3.1)

Hierbei sind b}, b, die bosonischen Vernichtungs- bzw. Erzeugungs-Operatoren, d.h. sie
erzeugen bzw. vernichten Bosonen mit Masse M am Ort x. Sie sind durch ihre Vertau-
schungsrelationen definiert [23]:

[bwa bll} = 6w,m” (3.2)
by, bar] = 0, (3.3)
b1, 61,] = 0. (3.4)

Und der Impuls Operator p ist wie folgt definiert:

p = —ihV. (3.5)

Um den Hamilton-Operator fiir die Wechselwirkung zu erhalten, ist es zunachst notwendig,
ein geeignetes Potenzial zu finden, welches die Wechselwirkung beschreibt. Da eine Wech-
selwirkung zwischen zwei Teilchen an den Orten x, 2’ betrachtet wird, ist es notwendig,
dass das Potenzial U(x, ") von diesen abhéngig ist. Falls nun beachtet wird, dass nach
Newton jede Zwei-Teilchenwechselwirkung betragsméafig identische und entgegengesetzte
Kréfte hervorruft, so muss das Potenzial von der Differenz der Orte abhéngig sein [2]:
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Ulx,2') =U(x — ). (3.6)

Der Hamilton-Operator fiir die Wechselwirkung mit einem Potenzial U(x, x’) lautet somit
[23]:

1

Wir beschreiben ein unendlich grofies System durch ein beschrinktes Volumen V = L3
und folgender periodischen Randbedingung;:

by = bgire, ,i=1,23. (3.8)

Mit einer Fourier-Transformation ergibt sich fiir die bosonischen Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren im Ortsraum [23]:

1 .
by = —— Y bpe*®. 3.9
VR (39

Hierbei sind k die Wellenvektoren im reziproken Raum und b, beschreiben Operatoren,

die Bosonen mit entsprechenden Wellenvektoren vernichten.
Wird die Fourier-Transformation auf die periodische Randbedingung angewendet, so
ergibt sich:

1 . 1 )
W Z bk@ka = ﬁ Z bk@Zk(m+Lei). (310)
k k

Hieraus folgt, dass die Wellenvektoren im reziproken Raum durch die diskreten Gitterpunkte
gegeben sind:

k= (l{iz), ki=—n;, n, €%, i1=123. (311)

Diese Form des Operators wird in Gleichung eingesetzt und Hj ergibt sich zu
1 ek
Hy = / Pr =3 e CKepl ey (3.12)
Viw
wobei die kinetische Energie gegeben ist durch:

h2k2
2M

(3.13)

€ —

Das Integral tiber den Ortsraum in|(3.12)|fithrt zu einem Kronecker-Symbol:

/dgdi (Ei(kikl)m = Vék,k/. (314)
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k kE+p
>\/\/\A/\éW\/\/\<
K’ K —p

Abbildung 3.1: Feynman-Diagramm fiir die Wechselwirkung.

Damit ergibt sich Zu:

Hy = Xk:b};ﬁkbk- (3.15)

Nun wird auch der Hamilton-Operator fiir die Wechselwirkung in den Fourier-Raum
tiberfithrt. Das Potenzial der Wechselwirkung lautet [23]:

Ulx — ') = ‘1/ Ek: e*@=2 (k). (3.16)

Dies kann nun zusammen mit in Gleichung eingesetzt werden:

1 . - N ; ’
Hyw = 55 / &x / Ba' Y ke githa k) ik k)2 [ (bl bl by by, (3.17)

k,k1,k2,k3,ka

Die beiden Ortsintegrale ergeben analog zu zwei Kronecker-Symbole:

1
HWW = W Z 5k4+k,k1 5k3—k,k2 U<k:)b21b£2bk3bk4 (318)
k.k1,k2,ks,ka

Durch die beiden Kronecker-Symbole reduzieren sich die 5 Reihen schlieflich auf 3:

1

Hyw = = > U(@)b}, o0k gbrbr (3.19)
2V 4o,

Der Hamilton-Operator in kann als Feynman-Diagramm interpretiert werden, siche
Abbildung 3.1} Bei tiefen Temperaturen haben die Bosonen so geringe Energien, dass sie
nur auf einem Raumpunkt miteinander wechselwirken. Das Wechselwirkungspotenzial
kann dann durch eine Kontaktwechselwirkung vereinfacht werden |2, |23].

Ulx—z') =g (x —a'). (3.20)

Hierbei gilt fiir die Wechselwirkungsstérke:
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k kE+p

k' K —p

Abbildung 3.2: Vereinfachtes Feynman-Diagramm fiir die Kontaktwechselwirkung.

Amha
M b

g = (3.21)
wobei a die s-Wellenstreuldnge bezeichnet. Dieses Potenzial |(3.20)| kann nun in den
Hamilton-Operator fiir Wechselwirkungen |(3.19)| eingesetzt werden, dieser lautet somit:

Hyw = 2v > b, » bl Db (3.22)

kK ,q

Der Hamilton-Operator in kann gemifl Abbildung auch als vereinfachtes
Feynman-Diagramm von Abbildung interpretiert werden. Kombiniert man nun den
Hamilton-Operator eines freien Teilchens und den Hamilton-Operator fiir die
Wechselwirkung so ergibt sich der folgende Hamilton-Operator fiir ein schwach
wechselwirkendes Bose-Gas:

Hpose = Y bléwbi + Z Dk bbb b (3.23)
k

kk:’

3.2 Bogoljubov-Transformation

Die Grundidee der Bogoljubov-Transformation besteht darin, ein Gas aus wechselwirken-
den Bosonen ndherungsweise, durch ein Gas von nicht-wechselwirkenden Quasiteilchen
zu approximieren 21} 22]. Dies geschieht durch eine lineare Transformation der urspriing-
lichen bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren by, b,Tc auf neue bosonische
Operatoren By und B,i, die Quasiteilchen vernichten und erzeugen. Da die Quasiteilchen
nicht wechselwirken, wird die lineare Transformation dadurch festgelegt, dass der neuen

Hamilton-Operator diagonal wird, d.h. nur noch Terme der Form B,TCBk enthélt |22, [23].

3.2.1 Eigenschaften der Bogoljubov-Transformation

Die Bogoljubov-Operatoren der Quasiteilchen sind wie folgt definiert [22, [23]:
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By = ugby + vb' 4,

(3.24)
Bl = uibl 4 vib_y.
Die entsprechend invertierte Transformation lautet:
bk = (u_kBk — Ukak) " _—
1 .

b, = (u_x B} — v;B_ .
k ( Fok Tk k) VEU_ — UpU_

wobei 1 und v, komplexe Koeffizienten sind. Um deren Eigenschaften dieser bestimmen
zu konnen, werden die standardméafiigen bosonischen Vertauschungsrelationen auch fiir die
Operatoren der Quasiteilchen verwendet [22, 23]:

[Bk, Bf] = 0k, (3.26)
(B, Bp) = 0, (3.27)
By, Bj] = 0. (3.28)

Zunéchst wird Gleichung|(3.24)|in|(3.27)| eingesetzt. Dadurch ergibt sich unter Verwendung
der Bilinearitat des Kommutators:

[Bk, Bk/] =0= (ukv_k + Uku_k)5k7_k/. (329)

Entsprechenden folgt aus |(3.26)f

[Bk, B;L/] = (Uku;;/ — UkU;;/)(Sk’k/. (330)

Zudem wird Gleichung ((3.25)| in dieselbe Kommutatorrelation, fiir die urspriinglichen
Operatoren eingesetzt und |(3.3)| verwendet:

V_pU*  — UV

[bk, bk’] — 0 -

Op 1t
(Vpv* — ugu* ) (VoK — Ufu_g) k,—k (3.31)

Somit gilt zunéchst:

upu’ g, — vy, 7 0. (3.32)

Aus den hergeleiteten Relationen folgt unmittelbar:



18 3 Bosonische Bogoljubov-Transformation

Uk UV
3.20) = L L2 3.33
(3.29) T o (3.33)
(3.30)] = lug|® — |vk)? = 1, (3.34)
(3.31) = u“’“ - ”U‘k’“ (3.35)
—k

Da die Gleichung|(3.34)| der trigonometrischen Identitdt der Hyperbelfunktionen entspricht,
wird die folgende Substitution vorgeschlagen:

uy = cosh(Py), (3.36)
v, = sinh(®y,). (3.37)

Der Winkel @y, ist hierbei ein Parameter, mit welchem die Diagonalisierung des Hamilton-Operator
realisiert werden, kann [21], 22]. Damit diese Substitution ohne Einschrankung der Allge-
meinheit konsistent ist, miissen die Relationen , erfiillt sein. So ergibt sich fiir

die erste Relation mit der Definition der Hyperbelfunktionen [24]

cosh(Py) _ éinh(fbk) 7 (3.38)
cosh(®_g) sinh(®_y)
somit folgt zunéchst, da sinh(0) = 0:
oy, # 0, fir alle k. (3.39)
Wird Gleichung ausmultipliziert
sinh(®_g) cosh(Py) + sinh(Py) cosh(P_x) = 0, (3.40)

so kénnen nun die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen [24] verwendet werden, es
ergibt sich:

sinh(®_j + &) = 0. (3.41)
Woraus die Asymmetrie des Bogoljubov-Winkels in &

Dy = —D_y, (3.42)

folgt. Aufgrund von |(3.36)| und |(3.42)| gilt:




3.2 Bogoljubov-Transformation 19

u_g = cosh(P_g) = cosh(—Py) = cosh(Pg) = uy. (3.43)

Werden und |(3.35)| kombiniert, so ergibt sich aufgrund von |(3.43)

I 3.44
uy U ( )
Dies ist aquivalent zu:
up = —u’ . (3.45)
Analog ergibt sich aufgrund von ((3.35);
vp = =0, (3.46)

Wird [(3.45)| und |(3.46)| in den Faktor der inversen Transformation |(3.25)| eingesetzt, so
ergibt sich unter Verwendung von |(3.34)

* * * *
(3.47)

= Jug|?* = |vp]* = 1.

Somit kénnen die Bogoljubov-Koeffizienten ohne Einschrankung der Allgemeinheit mit den
Hyperbelfunktionen ausgedriickt werden. Zudem vereinfacht sich die inverse Bogoljubov-

Transformation |(3.25)| aufgrund von |(3.47)| und |(3.45)| zu:

br = upBx — v B'

3.48
b,t: = ukB,i — UkB_k. ( )

3.2.2 Implementierung der Bogoljubov-Transformation

Da in dieser Arbeit verschiedene Hamilton-Operatoren betrachtet werden, auf die eine
Bogoljubov-Transformation angewendet wird, wird im Folgenden eine Transformation
fiir einen generalisierten Hamilton-Operator durchgefiihrt. Hierzu wird die Bogoljubov-
Transformation zunéchst fiir die folgenden Operatoren mithilfe von Gleichung
bereitgestellt:
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bibg = (uqég - vqé_q> (uqéq - "UqBT,q> (3.49)

= uiégﬁq + vgé_qéiq - uqvqégéiq — uqugB_4By (3.50)

bgbl, = (uqé,q — vqéb (uqéiq — vqéq) (3.51)
= uié_qéiq + USB:;B,] — uqugB_yB, — uqvql%;l%iq : (3.52)

bgbiq = (uqé:g — vqé,q> (uqéiq — vq3q> (3.53)
= u?ll%;éiq + vgé,qéq — uqvqégéq - uqvqé,qéiq : (3.54)

Die Grundidee ist die folgende. Die meisten Hamilton Operatoren, auf die die Bogoljubov-
Transformation angewendet wird, haben die Form

Heen = Heeno + Y (Agbibg + Bbgb—q + B_gblbl ) , (3.55)
970
wobei A, und B, Koeffizienten sind, welche vom beschriebenen System abhangen. Aus der
Unitaritat des Hamilton-Operator

HGen - Hg;en; (356)

ergeben sich folgende Eigenschaften der Koeffizienten:

Aq = Al (3.57)
By = B, (3.58)

Da die Summanden in |(3.55)[ nicht symmetrisch sind, ist es vorteilhaft, diese zu symmetri-
sieren. Hierfiir wird folgende mathematische Identitit verwendet:

S /@)= 5 S ) + f(-a). (3.59)

T

Wird dies auf den generellen Hamilton-Operator Gleichung unter Beriicksichtigung
von [(3.57)}, (3.58)| angewendet, so ergibt sich

1 |
HGen = HGen,O - 5 Z A_q + 5 Z (Aqb:gbq -+ A—qb—qbiq)
e i (3.60)
1 .
53 [(By+ By (bab-y + bipl ) + ]

q#0

wobei die bosonischen Kommutatorrelationen verwendet wurden. Wird die zuvor hergelei-
tete Transformation der Operatoren |(3.50), [(3.52)} |(3.54)| in diesen Hamilton-Operator
eingesetzt, ergibt sich:
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1
HGen, Bogo — HGeH,O + 5 Z { _A_q
q7#0

[ qUa + A_qua — (Bq + B:;) uqvq} Egéq
{A vl +A_qul — (B + B;) uqvq} B_ ET_ (3.61)
[ (Ag + A_q) uqvg + (Bq + B_q) ul + + B* ) vg] BgéT

[ 2

(Bi+ B,
+ = (Ag + A_g) ugg + (B + B* ) ug + (By + B_g) vi| B_gB, }

Die Idee der Bogoljubov-Transformation besteht darin, dass der transformierte
Hamllton—Operator diagonal wird. Deshalb miissen die Koeffizienten der nicht-diagonalen
Terme B_ B B BT verschwinden. Dies fithrt zu folgenden Gleichungen

(Bq+ B_g)ug + (By + B*,) va -
(By+ B, ) uz+ (Bg+ B_g) v2 — (Ag + A_g) ugvg = 0. (3.63)

Werden beide Gleichungen kombiniert, resultiert folgendes:

2Re (By+ B_y) (u2 +v2) = 2(Ag + A_g) ugvg. (3.64)

Nun kénnen die hyperbolischen Funktionen in verwendet werden, um die Koeffizien-
ten uq und vg zu eliminieren und nur eine Abhéngigkeit von ®, zu erhalten. Auch konnen
die Additionstheoreme fiir die hyperbolischen Funktionen [24] verwendet werden:

2Re (By + B_y) _ ugug 2 c(;sh o, si‘nh ;I)q —  tanh2d,. (3.65)
A+ A, uZ +v2  cosh” ®g + sinh” Py

Nun koénnen weitere Additionstheoreme verwendet werden [24], um folgende Ausdriicke
fiir die Koeffizienten zu erhalten:
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1 1 1
u? = cosh? ®, = ~ [cosh (2®,) + 1] = - +1 (3.66)
! T2 ! 2 \/1 — tanh? (20,)
A, +A_
_1 2q+ ! -+ 11, (3.67)
2 [V(Ag+ A g)" = [2Re (B, + B_y)
v2 = sinh® @, = E fq + 4 = — 1] , (3.68)
2 [V(4g + Ay — [2Re (B, + By)]
UqUq = cosh @, sinh @, = L sinh 2®, = 1__tanh2®, (3.69)
2 2 /1 — tanh? 20,
1 2Re (B; + B_y) . (3.70)
2(Ag+ Ay — 2Re(Bg + By
(3.71)

Wenn nun diese Koeffizienten in den diagonalisierten Hamilton-Operator eingesetzt
werden, folgt:

1 AL A
]—]Gen7 Bogo — HGen,O ‘1’5 Z{ [Aqug + A_q’Ug - (Bq + B;) quq} B;Bq
70 (3.72)
+ [Aqvg + A_qui — (Bq + B;) uqvq] (BL,B_, — 1)}.

Mithilfe folgender Nebenrechnung

Aqug + A_qvg - (Bq + BZ) UgUq = Aqvg + A_qug - (Bq + B;) UqUyq
1 Ag+A_y)? 1
25 (QQ tI) 2—0—5(14,1—14,(1)
V(A + A — [2Re (B, + B-y)]
1 9Re (B, + B_y)’ (3.73)
2\(Ag + A — 2Re (B, + By
1
= 9 {\/(Aq + A*q)2 — [2Re (B, + qu)]2 + (Ag — Aq)} = Fq,
hierbei wird die Bogoljubov Dispersion £, definiert als:
1 1 2 2
By =5 (A= Ag) + 5\/(Ag + Ay)’ — [2Re (By + By (3.74)

Mithilfe dieser kann nun der diagonalisierte Hamilton-Operator geschrieben werden als:

1 PN
[—[Gen7 diag — HGen,O + Z 5 (Eq - Aq) + EqB:;Bq (375)
q#0
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Dieser Hamilton-Operator beschreibt jetzt ein System nicht-wechselwirkender Teilchen
die mit B((IT) erzeugt bzw. vernichtet werden, sowie deren Dispersion F£,. Hierbei ist zu
beachten, dass diese Quasiteilchen geméaf eine Superposition der urspriinglichen
Teilchen bgﬂ sind.

Der resultierende Hamilton-Operator besteht aus den drei Komponenten des Grundzustand
Hamilton-Operators Hgen o, einer weiteren Energieverschiebung aufgrund von Quantent-
luktuationen %Zq;eo (Eq — Ay) und dem Term, der thermische Fluktuationen beschreibt.

3.3 Bogoljubov-Transformation fiir das schwach
wechselwirkende Bose-Gas

Um die Bogoljubov-Transformation durchzufithren, wird zunéchst die makroskopische
Besetzung von p = 0 beriicksichtigt. Dies hat zwei Effekte auf den Hamilton-Operator
Gleichung [(3.23)] Zum einen konnen die Grundzustandsoperatoren isoliert und aus der
Summe separiert werden. Der zweite Effekt ist, dass aufgrund der geringen Besetzung,

Anregungen hoherer Ordnung (b,g)éko)3 vernachléassigt werden konnen.

Die Berechnung wird fiir den vorliegenden kanonischen Fall durchgefiihrt. Zudem
gilt aufgrund der Impulserhaltung folgendes fiir den Wechselwirkungsterm:

ptq|p—q|p| p
0 0 q | —q
q —q |0
p 0] p
0 p P 0
0 -q | 0] —q
q 0 q| 0
0 0 [0] 0

Tabelle 3.1: Impulse der Operatoren im Wechselwirkungsterm des bosonischen
Hamilton-Operator

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Bogoljubov-Transformation ist, dass der urspriingliche
Vakuumzustand p = 0 makroskopisch besetzt ist |21, [22]. Deshalb kénnen die Operatoren
fiir diesen Zustand naherungsweise durch Thre c-Zahl ersetzt werden bgbo = Ny. Die Wurzel
ergibt dann by ~ bg) ~ /Np.

Eine weitere Folge ist, dass die Operatoren nun miteinander vertauschen, denn:

[bo, b5] = [y/No, \/No] = (3.76)

Wendet man die Eigenschaften der Impulse aus Tab. auf den Hamilton-Operator
an, so ergibt sich:
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Hiose = cobbbo + 3 e,b1b, + —=bibbboby

2V
p#0
+ % ; (bgbgbqb, + BEbT bobo + bl bibobg + bibEbgbo + BEbT Jbob_g + biqbgb,qb())
p#0
N2 29N° bib, NoS~ (bb_o + bibT
~r —I—Z +W ()Z(qr—q+ q—q)

(3.77)

Nun wird der Hamilton-Operator in zwei Teile separiert. Ein Teil hingt von der Gesamt-
teilchenzahl N ab und der andere von der Besetzung des Grundzustands Ny. Hierfiir wird
ausgenutzt, dass sich die Gesamtteilchenzahl als die Summe aller Teilchenzahlen, bzw. die
Summe aller Teilchenzahl-Operatoren, darstellen lasst:

N = No+ > blb,. (3.78)
p#0

Wird dies angewendet und Anregungen héherer Ordnung vernachléssigt, ergibt sich aus
(3.77)f

+> b,bp —i——NE bgb_q + b0 3.79
2V p#0 2 OP#O( ! q) ( )

HBose =

Der Hamilton-Operator lasst sich in zwei Teile separieren, der erste Teil hingt nur von der
Gesamtteilchenzahl N ab, der zweite hingegen von der Grundzustandsbesetzung N, und
den Fluktuationen. Dieser Operator hat nun die Form des generellen Hamilton-Operator
Gleichung , weshalb man nun die entsprechenden Koeffizienten ablesen kann:

N
Ap,Bose €p + gvo
(3.80)
B Al
p,Bose o .

Mit diesen kann nun die Bogoljubov Dispersion |(3.74)| fiir das schwach wechselwirkende
Bose-Gas bestimmt werden:

29N
E, = \/ep <ep + gv 0). (3.81)

Der diagonalisierte Hamilton-Operator fiir das schwach wechselwirkende Bose-Gas lautet
dann:
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gN*? gNo
2V + Z |: D, Bose ™ (ep + v):| + Z EPB;BP (382)
P?éo p#0

HBose =

Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Kleinert in Ref. [23] iiberein.

Eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Energie-Dispersion ist, dass das Nambu-Goldstone
Theorem erfillt ist [25, 26]. Dieses besagt, dass es fiir jede gebrochene kontinuierliche
Symmetrie eine masselose Anregung geben muss. Die gebrochene Symmetrie ist die
Phaseninvarianz des Hamilton-Operators, welche durch eine makroskopische Besetzung des
Grundzustands auftritt [23]. Masselos bedeutet eine lineare Dispersion ohne Energieliicke.
Dies ist fiir kleine Impulse p — 0 der Fall:

p—)O
2g N,
B, =l (3.83)

Uber folgende Formel kann man daraus die Schallgeschwindigkeit im Bose-Gas bestimmen:

1 . aEp’Bose . apa p,Bose _ gNO (3 84)

|
_  lim
nEso Ok hro0 0k p %
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4 Bogoljubov Theorie fiir Anyonen

In diesem Kapitel wird die Bogoljubov-Transformation fiir das AHM durchgefiihrt, das in
Abschnitt eingefithrt wurde. Hierzu wird der zugrunde liegende Hamilton-Operator
Zunéchst normal geordnet, anschliefend wird eine deformierte Fourier-Transformation
angewendet. Der Hamilton-Operator kann nachfolgend in zwei Teile separiert werden. Der
erste liefert durch Extremisierung den Impuls des Grundzustands k. Am zweiten Teil
kann die Bogoljubov-Transformation durchgefithrt werden, um durch Diagonalisierung die
Energiedispersion nicht-wechselwirkender Landau-Quasi-Teilchen zu bestimmen.

4.1 Normalordnung des Anyon-Hubbard-Modells

Die Normalordnung eines Hamilton-Operators ist elementar fiir die Berechnung von physi-
kalisch realistischen Systemen, da sie die Divergenz der Vakuum-Grundzustandsenergie
eliminiert [14]. Der Term ¢*" benétigt dafiir weitere Uberlegungen, da er noch nicht
normal geordnet ist. Hierfiir wird zunédchst die Exponentialfunktion in eine Potenzreihe
expandiert:

e = fj (i6)" (did;)™. (4.1)

|
m—0 m:

Das Problem ist, dass die Operatoren (d}dj)m nicht normal geordnet sind. Um eine mogliche
Umformulierung zu erhalten, wird zunéchst angenommen, dass es einen Koeffizienten K¢,
gibt, sodass die folgende Gleichung gilt:

(did;)™ Z (4.2)
Zunachst gilt K" = 0, fir m > 0 aufgrund von:

(0] (dfid;)™ |0) = 60,1 (4.3)

Nun gilt fiir die nichste Potenz:

(did;)™t* = (Z KM(dh( ) did;. (4.4)

Mithilfe der Vertauschungsrelation kann folgende Umformung durchgefiihrt werden:
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(dh)e(d;)"(dld;) = (d})?d; ... d; did;
g-mal

= (dD)?d;...d;j(d\d; + 1)d s
(¢g—1)-mal ( ’ )

= ¢ (d})"(d))" + (d) ™+ (d;)"*".

Wird dies in die Gleichung |(4.4)| eingesetzt, ergibt sich:
(Z K;"(di)q(dj)q) did; = 3 K" [a(d})?(d)* + ()™ ()]

! -~ (4.6)

m+1

= > (K + ahg)(d])(dy)".
q=1
Durch einen Vergleich der Potenzen ergibt sich folgende Relation fir die Koeffizienten K™
K = K" 4 qK) (4.7)
Das ist die rekursive Formel fiir die Berechnung der Stirling-Zahlen zweiter Art [27]

S(m+1,q) = S(m,q— 1)+ qS(m,q). (4.8)

Auch der Wechselwirkungsterm des AHM kann durch Anwendung der bosonischen Vertau-
schungsrelationen |(3.26 )| normal geordnet werden:

did;did; — did; = di(did; + 1)d; — did; = (d})*(d;)>. (4.9)

Somit lautet der normal geordnete AHM Hamilton-Operator:

L oco m 0™ ) U L
Hauna =—-JY_ > S(m,q)(m)' e T (d) Y (dy) ;1 + e, | + 3 > (dh*(d))?.
7j=1m=0g=1 : i

(4.10)

4.2 Fourier-Transformation des Anyon-Hubbard-Modells

Nun wird wie in Abschnitt die Fourier-Transformation verwendet, um die bosonischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des AHM in den Impulsraum zu transformieren.
Um die Fourier-Transformation anzuwenden, miissen zunachst die Impulse definiert werden,
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woftr die periodische Randbedingung berticksichtigt wird. Somit ergeben sich die
folgenden diskreten quasi-Impulse:

=200

2mn {n € Zso N [—5, é] L ist gerade (4.11)

La |neZn [——1, Q] , L ist ungerade

2

Die transformierten Operatoren der bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
lauten dann [23]:

- 72 ci

(4.12)
- Z zk]a
f ;
Werden die beiden Gleichung |(4.11)} |(4.12){ kombiniert, so ergibt sich:
dL+] \/_ Z efzk L+j)a ks
_ ﬁ S dy ehinei (4.13)
k

- dj.

Dies ist gerade die periodische Randbedingung , somit ist die diskrete Fourier-
Transformation valide. Da eine Bogoljubov-Transformation durchgefithrt wird, muss
zudem der Grundzustand makroskopisch besetzt sein, da dies nach Abschnitt [3.3] eine
Voraussetzung fiir diese ist. Somit kann in Gleichung der Impuls des Grundzustands
ko aus der Summe isoliert werden. Eine wichtige Eigenschaft aufgrund der Symmetrieb-
rechung der Paritdt durch die Anyonen-Algebra fiir 6 € ]0, 7| ist, dass der Impuls des
Grundzustands nicht mehr bei ky = 0 liegt [28, 29]. Ein makroskopisch besetztem Grund-
zustand ist charakterisiert durch dy, = dLO ~ \/NikO und k¢ # 0. Demnach lautet dann die
deformierte Fourier-Transformation fiir die bosonischen Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren:

1 ikoja ikja
di = 7 (,/Nkoe’w + Y e d;) ,

k7o (4.14)
d] = ﬁ (1/Nk06_1k0]a + Z e_lk]a dk) .
kKo

Der normal geordnete Hamilton-Operator |(4.10)[ zum AHM lautet dann:
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Hpamv = —JZ i i (eieivS( (10) (\/_ \/7 iko 4 Z dT ’Lk]a])

j=1m=0q=1 m! kko
1 . L .
% [ —— /Nk e—zko + Z dke—zkja —zkga(k+1)
(\/Z [ i k#ko
S gygitaesn Ui L[ e 5 ]|
+ de " + h.c. — — |4/ Nj, e + de™’”
kko 2 (5 \VL ’ k#ko

1 / iko EL: —ikja
8 (\/z [ Nkoeil " k#ko dke ] )
(4.15)

AnschlieBend werden die Potenzen in 2. Ordnung entwickelt, sowie die Terme mit O((d},)?, (dj)?)
vernachléssigt:

J SR ~9)m 1 ikoja ot
B =—TL 323 (¢ o o (V)

7j=1m=0q=1
L
lko]a T 'Lk]a (q + 1)
+ g+ 1) (YN’ 3 de ]
0
AN o AN
% ( /Nkoezko]a) (Z dl]LgeZkJa) }{ < /Nkoe—zk0]a>
£7ko . (4.16)
oo \4— —
q (\/Nk06_1k03a> k; dpe~kia 4 q2
0
-2 [ L ?
% ( /Nkoe—ik’oja> Z dke—ikja
k£ko
L
X (,/Nkoe—i’foa(f“) + 3 dke—i’m(jﬂ)) —|-h.c.).
k£ko

Die einzelnen Teile konnen nun ausmultipliziert und die diskrete Fourier-Transformation
angewendet werden, um die Terme zu vereinfachen. Eine Vereinfachung aus lautet
bspw:
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ooone L N
(q+1>< /Nkoezko]a> Z zk]a ( /Nkoe—zkoja)
k#ko
L
xS dye e [Ny e ikoalty (4.17)

k' #ko

= Ni e7™g(g + 1) Z dl dye'*=F)i
k, k' +£ko

Da in|(4.17)[ wegen |(4.16)| iiber alle Gitterpunkte summiert werden muss, kann die Identitét

L
> e = Loy, (4.18)

zur weiteren Vereinfachung verwendet werden:

N e *0%q(q + 1) Z dkdk,Ze (b=K)ja

K,k #ko j=1

L
= L1 q(q + 1)nzoe_’k°a > s
kKo

(4.19)

wobei ng, = N, /L die Besetzungsdichte des Grundzustands bezeichnet. Dies kann auch
fiir alle anderen Terme analog durchgefiithrt werden. Eine weitere Folge der diskreten
Fourier-Transformation ist, dass die Terme O(d}, d;) aufgrund von

L L L
iy Z dhe®e = . x Y ST dier = x 3 di L =0, (4.20)
ksko

j=1 §=1 k+ko k£ko

verschwinden. Zudem kann Gleichung |(2.48)| verwendet werden, um folgende Umformung
durchzufithren:

e T = eiPa (4.21)

Der verbleibende Ausdruck fiir den Hamilton-Operator lautet dann schlieflich:
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L
ndtt 4 7((1 * ni, Z i,

+ h.c.
k
’ L k£ko

Higy = —J Z Z S(m 0) {Lei(kow)a

m=0 g=1

L
+nf, [(q = 1) (g + Ve ®otD 4 (g4 1)e kD] §7
(q+1) 7 (4.22)
g dat1)
e ot e Z de%o

2 k£ko

—1 ) )
_’_nzo [q(q2 )6—1(160-‘1-5)(1 +qe—z(2k0 k+B)a ] Z ddeko ) + h.c. }

+ nko

k£ko

Neben H iy ldsst sich auch der Wechselwirkungsterm von vereinfachen:

U
H/[AJHM -5

om L . L .
L (nio + Lko Z nk> —+ Ny Z (an + dzdgko—k + dkd2ko—k>] . (423)
kKo k+£ko

Werden Gleichung|(4.22)},|(4.23)| kombiniert, so ergibt sich fiir den AHM Hamilton-Operator
aus ((4.22)[ und |(4.23)

H{Jzz

m=0 g=0

@)™ [ 441 1 N~ gy | emitlotfa
m,q)——— | ng, + (a4 ng, > e

m k#ko

U 2 L A
+he| + 2 | + 2ny, Z g
k#ko
5 )"
Yy
k?éko { m=0 ¢=0 ( m!
ny, (( 1)(q+ 1)e ikotda 4 (g4 1)671(%5)(1) P (4.24)

Q< + ) —z' a
+ nko B (ko+5) dldékof

1 . )
_I_nzo <Q(q2 )e—z(ko—i-,@)a + qe—z(Qko k+pB)a )dk’kog

+ h.c.)

Falls die Gesamtbesetzungsdichte n mithilfe der Gesamtteilchenzahl N aus |(3.78)| ausge-
driickt wird, ergibt sich

Un R
+ Tko (an + dzdgkofk + dkd2k0—k) }

L
n = Ng, + Z ﬁk, (425)
k#ko
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Die Potenzen von ((4.25)| lassen sich dann bis zur 1. Ordnung in den Fluktuationen
entwickeln:

L q
nd = (nko + Z ﬁk)

K7k (4.26)

= 2
= nj +an01 i +0 ({dzdk} ) .
k£ko
Somit kann der AHM Hamilton-Operator in Gleichung |(4.24)| vereinfacht werden.
Der resultierende Hamilton-Operator kann in zwei Teile

Hama = Hif + Hig (4.27)

aufgeteilt werden. Der erste Teil hangt von der Gesamtteilchenzahl ab

{0 5,5 (50 @ enc) o Ll

m=0 ¢q=0 '

und der zweite Teil enthélt die Fluktuationen der angeregten Zustande:

i)™

Hi = Y {—Ji > (S<m,q><m!

k#ko m=0 g=0

X [nio ((q —1)(g+ 1)e hotha 4 (4 4 1)e—i(/€+,3)a) A

1t Me—i(koﬂ-ﬁ)ad};(ﬁ (4.29)

2ko—k

Der Hamilton-Operator kann also wie in Abschnitt [3.3]in einen von der Gesamtteilchenzahl
abhéingigen Teil HXEM und einen von der Grundzustandsteilchenzahl abhéngigen Teil

+ nzo <q<q2 )e—z(k0+/3)a + qe—z(Qko—k-f—ﬁ)a) ddeko—k +he.

Un N
+ Tko (QTLk + dzdgkofk + ddeko—k> }

HS%M aufgeteilt werden. Ebenso ist der erste Teil die makroskopische Energie und der
zweite enthalt die Fluktuationen der angeregten Zustande.
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4.3 Eigenschaften des Grundzustands

Mithilfe von H/(;)&M kann der Impuls des Grundzustands ko durch eine Extremisierung
bestimmt werden. Hierfiir werden zunachst die Stirling-Zahlen mithilfe einer erzeugenden
Funktion G(60, n) ausgedriickt |27, 28]. Dabei wird folgende Relation fiir die Stirling-Zahlen
zweiter Art verwendet:

m

Tin(n) =Y S(m,q)n’, (4.30)

q=0

wobei T,,,(n) die Touchard-Polynome bezeichnet [30]. Diese sind statistisch definiert als
die Erwartungswerte der m-ten Potenz einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen n |27, 2§].
Weiterhin kénnen sie durch die folgende erzeugende Funktion G(6,n) ausgedriickt werden
[30]:

= i (ifjlme(n) = ("), (4.31)

m=0

Kombiniert man diese beiden Relationen so ergibt sich die folgende Umformung;:

-3 'm)‘m T,(n) = G(60,n). (4.32)

m=0 q=0 ! m=0

Die Touchard-Polynome kénnen zudem iiber folgende Rekursionsformel berechnet werden
[30]:

Ts1(n) = n(1+ 0,)Tn(n). (4.33)

Als zusatzliche Notation fiihren wir den folgenden Operator ﬁ(n) = nd, ein. Dieser kann
dann wie folgt auf die erzeugende Funktion G(,n) angewendet werden:

m

S(m,q) gn?. (4.34)

D(n)G(6,n) = nd,e™’~ = Z Z

Die beiden Gleichungen |(4.32)| und |(4.34)| konnen nun auf angewendet werden, um
HgﬁM in folgende vereinfachte Form zu bringen

HY\ = L{ — J2Re [G(e n)e " ikotHa ] n+ 12]7#} (4.35)

Durch Verwendung der Definition von G(6, n) aus und 3 aus ergibt sich dann:

. U
Hin = L{ — J2e 2" 3 cos (nsin 6 — koa — nf) n + 2n2} = Ey. (4.36)
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Hier beschreibt Ey(n, ko, 0, J,U) das kanonische Potenzial, da das AHM in Abschnitt
fiir ein kanonisches Ensemble hergeleitet wurde. Des Weiteren sind fiir ein gegebe-
nes kanonisches System alle Parameter aufler ky definiert, somit kann dieser durch die
Extremisierung von Fy bestimmt werden.

0F, 2

——r [—JQe’Q"S‘n 7 gin (nsin € — koa — nb) na} =0. (4.37)
ko

Da J, L,n,a > 0 aufgrund ihrer Definition gilt, ergibt sich unmittelbar:

inf — nb
sin (nsinf — kpa —nf) =0 = k(,):nsm i +m7r, m € 7. (4.38)
a

Zudem muss das Extremum ein Minimum sein, es gilt also fiir die zweite Ableitung

O*’E o
20 =L [J2€72nsm 3 cos (nsinf — koa — nb) naZ] . (4.39)
k3
ko=k}, ko=k},
Einsetzen von |(4.38)|in |(4.39)| ergibt
*’E o
ak‘go o =T {J26*2”5m %cos(—mﬂ) naﬂ >0, (4.40)
0=Fg

Somit ist m gerade. Fir den Impuls des Grundzustands folgt |(4.38);

ing — ¢
g = b = 6) (4.41)

a

Hier ist direkt zu sehen, dass fiir den bosonischen Fall § = 0 der Impuls des Grundzustands
ko bei 0 liegt, was identisch zum kanonischen Bose-Gas in Abschnitt ist.

4.4 Bogoljubov-Transformation des
Anyon-Hubbard-Modells

Die Bogoljubov-Transformation kann fiir den Fluktuationsteil|(4.29)|des AHM Hamilton-Operator
durchgefiihrt werden. Hierfiir wird der Operator zunéchst in die generalisierte Form von
(3.55)| gebracht. Zunéchst wird die Substitution ¢ = k — ko durchgefihrt, sodass sich der

H AIHM ergibt zu:



36 4 Bogoljubov Theorie fiir Anyonen

L
IVNEDD _J(K[D(”ko)2 — e Rt 4 [D(ny,) + e @) ]
q7#0

D 24+ D ;
+ [ (nko) ;’ (nko)e—l(k0+5)a] d;_ko

N [D(nk‘o)Q — D(ny,)

dT

ko—q

; efi(koJrﬁ)a + D(nko)ei(kotﬂrﬁ)a] dq+k‘0dk‘0*q ) (G(H’nko) —|—h.C.)

Unk R
+ TO (2nko+q + dq—i-kodko—q + d;;-i-kod};o—q) :
(4.42)

Dies lasst sich auf folgende Form bringen

L
Hiva = > (Agfginy + Bydlydfy ,+he) (4.43)
q7#0

Die Koeflizienten A, und B, in lauten somit:

A, = —J([D(nko)2 — 1]e " *kotBa L 1D(ny, ) 4 1]eatkotHa h.c.)G(@, Ny ) + Unigg s

(4.44)
B, - _J{ [D(nko>2 + D(nko)e—i(ko+ﬂ)a1 GO.m) + [D(nko)2 _ D(nko)e—i(k‘o—l—ﬂ)a
2 ’ 2
—i(ko—q+B)a * Unk’o
+ D(ny,)e "0 1 G(0,ng,)" + h.c. p + (4.45)
Fiir die bessere Ubersicht werden zunéchst die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt:
v = Je—2nk0 sin? g, (446)
© = Ny, sin () — koa — nb, (4.47)
N = N - (4.48)

Nun kann die Definition von G(0,n) aus [(4.31)[ und g aus |(2.48)| auf |(4.44)| und |(4.45)|
angewendet werden. Es ergibt sich anschliefend fiir die Koeffizienten A, und B,, wobei
die Terme durch Anwenden der trigonometrischen Additionstheoreme weiter vereinfacht
wurden:
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2
A, = —27[ — 2ng sin (g) sin (Z + go) — 4n? sin (g) cos (¢ + 0) — cos(p)

0 0
+ 2ng sin (2 +p— qa) sin <2> + cos (¢ — qa)] + Uny, (4.49)
0 0 0\
B, = —v [ — 2ny sin <2> sin (2 + go) — 4n sin <2> cos (¢ +0)
. (0 0 —if —i(p+qa) Ung
+ 2ing sin <2> cos <2 + go) + ny (e - 1) e "PTIY 4 5 (4.50)

Anschlieend kann die Bogoljubov-Dispersion E, unmittelbar aus fiir den AHM
abgelesen werden:

E,= (4Un0”y cos(p) (1 — cos(qa)) + 472{605(@)(1 — cos(qa))
[cos(gp)(l — cos(qa)) + 8n? sin® (g) cos(p + 0)

s (3 (3) 0 e[ 1)

-5 o (2) o (24) s v

(4.51)

Es ist zu beobachten, dass der Wurzelterm in beziiglich ¢ — —q gerade ist, wah-
rend der verbleibende Term ungerade ist. Um zu iiberpriifen, ob die Dispersion keine
Energieliicke besitzt, kann die Dispersion fiir ¢ — 0 gendhrt werden. Dabei gelten fir die
trigonometrischen Funktionen die folgenden Naherungen:

sin(ga) = qa, (4.52)
2
cos(qa) P (q;t). (4.53)

Die Dispersion fiir ¢ — 0 lautet dann:

6 0 0
Eylg—o0 =~ {272 cos [8n(2) sin? 2 cos(f + ¢) + 8ng sin 2 sin<2 + g@)]

(4.54)

2
0 0
+ 2Ungyy cos(go)} lga| — 2 [2710 sin 3 cos(2 + go) + sin go] qa.
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(a) 6 =0.25m, ©=0. (b) ¢ = —0.257, U/J=0.

Abbildung 4.1: Energiedispersion E, als Funktion von ¢ fiir ng = 0.3.

Es ist zu sehen, dass die Dispersion liickenlos ist, also E,|,—,o = 0 gilt. Dies ist auch anhand
der dargestellten Dispersionen in Abbildung zu erkennen, welche fiir verschiedene
Werte von U/J, 6 und ¢ geplottet wurden. Somit erfiillt die Bogoljubov-Dispersion des
AHM, genauso wie die Bogoljubov-Dispersion fiir wechselwirkende Bose-Gase in Abschnitt
.3 das Nambu-Goldstone Theorem. Die hier erhaltene Energiedispersion kann mit der
der groflkanonischen Rechnung von B. H. Tang [6], verglichen werden:

E,cx = <4Un07 (1 —cos(qa)) + 472{(1 — cos(qa)) [(1 — cos(qa)) + 8ng sin® (Z) cos(6)

— 4ng sin® (g) (1-— cos(qa))] }) — 29ngp sin fsin(qa).
(4.55)

Die grolkanonische Energie-Dispersion |(4.55)| kann auch fiir ¢ — 0 untersucht werden:

1
2

0 0
E,cklg—o =~ (272 [871(2) sin? 5 cos(6) + 8ng sin? 2] + 2Un0'y) |qa| — 2yng sin Oqa. (4.56)

Vergleicht man|(4.54)|und |(4.56)} so ist zu sehen, dass die kanonische Bogoljubov-Dispersion
unabhéngig von ¢ keine Energieliicke besitzt. Dies bedeutet dann wiederum, dass ¢
keinerlei Einschrankung unterlegen ist und damit ein freier Parameter ist. Um das durch
die Bogoljubov-Transformation entstehende System aus nicht wechselwirkenden Landau-
Quasi-Teilchen, vollstdndig beschrieben zu kénnen, muss dafiir ¢ noch bestimmt werden.
Denn solange das System nicht vollstandig beschrieben ist, konnen nur in Teilen belastbare
Aussagen gemacht werden. Bei der grofikanonischen Bogoljubov-Dispersion von B. H.
Tang [6] ist ¢ bereits dadurch bestimmt, dass fiir eine Dispersion ohne Energieliicke das
chemische Potenzial aus einer Molekularfeldndherung eingesetzt werden muss. Dadurch
wird ko und somit auch ¢ festgelegt, was zu einem vollstandig beschriebenen System fiihrt.
Und wir beobachten, dass fir o =0 in iibergeht. Zudem existiert auch bei
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der grolkanonischen Dispersion keine Energieliicke, was in zu sehen ist. Weiterhin
gibt es in einen in ¢ geraden Term und einen in ¢ ungeraden Term. Dies fithrt dazu,
dass es zwei unterschiedliche Schallgeschwindigkeiten fiir ¢ — 0" und ¢ — 0~ gibt, was
eine direkte Folge der Paritdtsbrechung durch die Anyonen Algebra ist [28]. Die beiden
Schallgeschwindigkeiten lauten:

+_ LOE,
h Oq

C

= j:% (2Un0Je_2"° sin? § cos(yp)
g—0*

1
. 0 0 (0 i
+16.0% 105 5 o5 lng sin’ 5 cos(0 + ) +nosin 5 sin(2 + go)} )

2]6—2710 sin? g

“ongsin S cos( &4 o) + s
- in — — ne|.
- nosin 5 cos| 5 + ¢ sin
(4.57)
Sie konnen nicht weiter angewendet werden, da ¢ noch nicht selbstkonsistent festgelegt wur-

de. Mit der Bogoljubov-Transformation kann im néchsten Schritt die Grundzustandsdichte
ngo unter Berticksichtigung der Fluktuationen bestimmt werden.
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5 Entleerung des Grundzustands

In diesem Kapitel wird die Entleerung des Grundzustands von Anyonen untersucht. Es
wird also untersucht, wie viele Teilchen sich fiir vorgegebene Systemparameter N, L, U, J, 0,
im Grundzustand befinden. Hierfiir gibt es verschiedene Néaherungen, die Bogoljubov- und
die Popov-Naherung, welche fiir die Grundzustandsbesetzung Ny bzw. deren Dichte ng, in
diesem Kapitel untersucht werden.

5.1 Bogoljubov-Nahrung

Fiir alle Naherungen wird grundséatzlich die Gleichung verwendet die die Grundzu-
standsbesetzung festlegt. Jedoch werden die urspriinglichen Operatoren by, bL mit
durch die Bogoljubov Operatoren By, B,i ausgedriickt, um die Grundzustandsbesetzung
zu berechnen:

1 N 1
n= Z Z<NkO+Q>Hdiag = no + Z Z<6L0+q bk0+q>gdiag' (51>

q q#0

Hierbei ist (Nj4q) fla, der Erwartungswert der Teilchenzahl. Der Erwartungswert (-) 4
ist hierbei wie folgt definiert

() 1y = (01 -10), (5.2)

wobei |0) den Vakuumzustand der Landau-Quasiteilchen bezeichnet, d.h. es gilt:

By 10) =0, (5.3)
(0] B, = 0, (5.4)
(0BL[BLO) = (k|K) = 1. (5.5)

Setzt man die Transformation |(3.25)in die Gleichung ein, so ergibt sich:

1 ~ A~
n=mng+ L Z(Ug + Ug)<Bl];o—q Bko_q>Hdiag + 2)2
= (5.6)

- (uqvq + uqv‘I) (<B£0+q B]'Lo_q>f{diag - <Bk0+q BkO_q>Hdiag) :
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Hierbei verschwindet der letzte Term aufgrund von |(5.3)] [(5.4)| und |(5.5). Der erste fiihrt
aufgrund von nichtwechselwirkenden bosonischen Quasiteilchen, auf eine Bose-Einstein-
Verteilung. Werden die Gleichungen und fiir die Bogoljubov Koeffizienten u,
und v, eingesetzt, so ergibt sich:

1 A+ A, 1
n =mng + E Z 5 3 Eq
70 /(4,+ A-y)* = 2Re (B, + B, i —1 -
1 A+ A, |

—15.
2 { \/(Aq + A—q)2 — [2Re (B, + B—q)]2 }

Bei T' = 0K verschwindet die Bose-Einstein-Verteilung, zudem koénnen die Koeffizienten
A,, B, aus , eingesetzt werden. Anschlieffend liefert die Anwendendung der
Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen eine vereinfachte Form. Damit
ist die Grundzustandsbesetzung von der Form:

= 1
ne =% n— 7 > An(g). (5.8)
q#0

Die Funktion An(q) beschreibt die spektrale Entleerung des Grundzustands, d.h. die
Anzahl der Teilchen, die sich in einem Anregungszustand mit Impuls ¢ befinden. Sie lautet

An(g) = 240 _

1
Ng) 2 (5.9

Wobei die Koeffizienten Z(q) und N(q) wie folgt definiert sind:

et (o )

U c
+ 2 cos psin® (q2a> + 2—7}0@2"0 blnz(g), (5.10)

N(q) = {cowsin2 (qza) [U;Oe?"o 5in*(%) 4 2 cos psin? (qza)

+ 8ng sin® (g) cos(f + @) + 8ng sin (g) sin (Z + go) cos? (qza)] } . (5.11)

Hierbei wurde die Abkiirzung ¢ aus|(4.47)| verwendet.
Zunéachst lasst sich folgendes fiir den bosonischen Fall, also 8 = 0, ohne Wechselwirkung,
somit U/ = 0, feststellen:
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B cos  sin? (%) 1 0

6=0,U=0 9 (g - faa 2 (5.12)
. J[cowsm (3)] [cos sin® ()]

Somit befinden sich alle Teilchen im Grundzustand und es liegt, wie zu erwarten, ein
vollstandiges Bose-Einstein-Kondensat vor.

AuBderdem muss gewéihrleistet sein, dass der Radiant im Nenner von positiv sein
muss. Dies fiithrt auf folgende Bedingung;:

An(q)

U .
0 < cos @ sin’ <qa> [noem} sin®() 4 2 cos psin® (qa>

2 J 2
(5.13)
5 . o0 (O . (0 5 (qa
+ 8ngsin [ = | cos(f + ¢) + 8ngsin | = | sin { = + ¢ | cos <> .
2 2 2 2
Wird diese nach U/s aufgelost, so ergibt sich die Bedingung
U 2no siHQ(g)
7 > _eno 2 cos p sin? <c12a)
(5.14)

I 871(2) sin? (Z) COS(6' + ()p) + 8np sin (Z) sin <§ + <,0> cos> <q;> ] )

wobei U/y immer grofier als 0 sein muss. Abhéngig von q konnen verschiedene Falle
betrachtet werden. Zum einen gilt fiir ¢ — 0

: (5.15)

S

> —8e2msin(5) gip <§> [no sin <z> cos(0 + ) + sin (Z + 90)

woraus folgt, dass ng < 1 sein muss, damit die Ungleichheit fiir beliebige 0, ¢ erfiillt ist.
Aus dem Fall ¢ — +7 ergibt sich

262710 sin? (g)

7
> - [cos ¢ + 4nj sin® () cos(f + @)
Un 2

, (5.16)

<

somit gilt fiir 0 =

(5.17)

N | —
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Abbildung 5.1: Darstellung der Wellenvektoren ¢ in der ersten Brillouin-Zone.

Um eine stetige spektrale Entleerung tiber die erste Brillouin-Zone fiir alle § zu gewéahrleis-
ten, nicht mehr als die Halfte der Teilchen im Grundzustand sein.

Wird die Definition von ¢ aus mit der Formel fiir den Impuls des Grundzustands ko
aus kombiniert, so ergibt sich:

© = ng, sin (0) — kya — nd
= ny, sin (0) — ny, sin () + nf — nd (5.18)

= (ng, —n)sin (9) .

Des Weiteren kann in [(5.8)| die Summe iiber ¢ im Hinblick auf den thermodynamischen
Limes in ein Integral tiberfihrt werden. Hierfiir wird die Euler-Maclaurin-Formel [24] in
fithrender Ordnung verwendet:

Z An(q) = /ab An(q)dg. (5.19)

Wird nun die Definition von ¢ = k — ko und k aus verwendet, so ergibt sich fiir die
Summe |(5.8)| fiir ungerades L:

27

EZA”(Q) == V__La An(g)dg + /;ko An(f])dql : (5.20)

440 2 m—ko

Bei der Integration wird also der Wellenvektor ¢ = 0, bzw. k = kj, an dem es zu
makroskopischen Besetzung kommt, ausgespart. Dadurch erhalten die Integrale einen
Infrarot-Cutoff £27/La. Falls N, n als konstant und L als variable Gréfle betrachtet wird,
ergibt sich zudem:

N

L=—. 5.21

- (5.21)
Wenn nun beachtet wird, dass ein Gitterplatz im Impulsraum eine Ausdehnung 27/La hat
und dies auch fiir den Grundzustand gilt, was in Abbildung dargestellt ist, kann der
Infrarot-Cutoff zu £7/Na reduziert werden:
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(a) Relative Besetzung ng/n iber 6 fiir verschiedene (b) Spektrale Besetzungsdichte An(q) itber Wellen-
Besetzungszahlen n. vektor ¢ fiir verschiedene 6 mit n = 0.2.

Abbildung 5.2: Nummerische Berechnung der Grundzustandsbesetzung mit Molekularfeld-
naherung, N =41, V/7 =0 und ¢ = ppmp = 0.

2 > An(g) = 2i l / ™ An(g)dg + /gko An(q)dql - (5.22)

440 m —m—ko

Fir die Bogoljubov-Néaherung wird fir die spektrale Grundzustandsdichte An(q) die
Molekularfeldndherung verwendet, also:

An(g) (5.23)
no=n
Somit gilt fir ¢ nach |(5.18)]
omr = 0. (5.24)

Dies ist moglich, da die Energiedispersion in Abschnitt unabhéngig von ¢ keine
Energieliicke hat. Somit ist ¢ durch die Bogoljubov-Transformation nicht festgelegt und
kann beispielsweise durch die Molekularfeldndherung festgesetzt werden.

Wird nun pyr verwendet, so kann ng fiir verschiedene # und n numerisch berechnet werden.
Die Ergebnisse sind in Abbildung dargestellt. In dem Graphen sind direkt zwei
Probleme zu erkennen. Zum einen ist ng/n fir manche 6 negativ, was unphysikalisch
ist. Das andere Problem ist, dass die Grundzustandsdichte fiir kleine 8 grofer ist als die
Gesamtdichte. Der Grund hierfir ist in Abbildung [5.2 (b)| erkennbar, denn dort ist die
Besetzungsdichte fiir gewisse ¢ negativ. Dies ist nicht realistisch, da eine Dichte nicht
negativ sein kann. Somit kann die einfache Bogoljubov-Naherung nicht verwendet werden,
um die Grundzustandsdichte korrekt zu berechnen.
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Abbildung 5.3: Darstellung von fi, fo aus als Funktion von ng. Mit N = 41,
n=0.1,U/;r =0 und ¢ = (ng — n)sin(f). Schwarze Linie: fi, gestrichelte Line markiert den

Giiltigkeitsbereich ng < n.

5.2 Popov-Naherung

Der néchste Schritt ist eine Popov-Néherung mit Selbstkonsistenz. Hierbei wird fiir ¢
Gleichungverwendet. Zudem wird das Ergebnis fiir ny immer wieder in die Gleichung
eingesetzt, somit gilt nicht mehr ng = n wie bei der Molekularfeldtheorie, sondern ng
wird iterativ berechnet. Falls nun die Berechnung terminiert, also die Anderung von n
kleiner als ein gewisser Schwellwert ist, kann ng als berechnet angesehen werden. Alternativ
kann folgende Uberlegung angestellt werden, wenn ein ng existiert, fiir das gilt:

L (7% aptavda+ [ An(o)d 5.25
no=mn— o /_ n(q)dq + - n(q)dq | . (5.25)

So miissen sich, wenn man dies grafisch betrachtet, zwei Kurven schneiden. Die eine Kurve
lautet

fi(no) = no, (5.26)
und die andere
1 - w—ko
fa(ng) =n — Py / An(q)dq + / An(q)dq ) . (5.27)
™ —m—ko e

Falls es einen Schnittpunkt gibt, so ist dieser Schnittpunkt eine Losung fiir die Selbst-
konsistenzgleichung. Des Weiteren kann auf Basis des Schnittpunkts die physikalische
Konsistenz der Losung untersucht werden, da ng bspw. nicht negativ oder grofler als n
sein darf.

In Abbildung [5.3|sind die beiden Funktion f;(ng) und fo(ng) fiir verschiedene 6 dargestellt,
wobei N = 41 aufgrund von Experimenten mit dhnlicher Teilchenzahl [31] gewéhlt wurde.
Es ist zu erkennen, dass es zwar fiir alle 6 einen Schnittpunkt gibt. Jedoch kann es fiir
kleine # Schnittpunkt geben, die aulerhalb des Giiltigkeitsbereichs 0 < ng < n liegen. Es
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Abbildung 5.4: Berechnung der relativen Besetzung ng/n mittels Selbstkonsistenz auf 6

fiir verschiedene n. Mit N = 41, % =0 und ¢ = (ng — n)sin(6).
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Abbildung 5.5: Berechnung von An(q) fiir verschiedene U/s, 0. Mit N = 41, ny = 0.1,
n=10.2 und ¢ = (ngp — n)sin(0).

ist jedoch zu beobachten, dass dies durch eine Wechselwirkung U/s > 0 korrigiert werden
kann. So existieren in Abbildung Schnittpunkte aulerhalb des Giiltigkeitsbereichs
bei ng > 1, in Abbildung [5.3 existieren aber Schnittpunkte mit ng > 1 nicht. Dies
kann damit erklart werden, dass es hier zwei Arten von Grundzustandsentleerungen
gibt, eine die durch die Statistik der Anyonen entsteht und eine andere die durch die
Wechselwirkung zustande kommt [28]. Die Wechselwirkung sorgt nun dafiir, dass der
statistische Zuwachs ng > n durch eine entsprechende Entleerung ausgeglichen wird. Dieser
Ausgleich fehlt jedoch, wenn keine Wechselwirkung existiert, weshalb dann eine zu grofie
Grundzustandsdichte in Abbildungen [5.4 (a)}, [5.4 (b)| zu beobachten ist. Weiterhin tritt
dieses Problem nicht nur fir kleine n auf, sondern unabhéngig davon, was Abbildungen
zeigt. Um die Ursache fiir zu grofien Dichten zu finden, konnen die spektralen
Beitrage der angeregten Zustande An(q) genauer untersucht werden.

Hierzu ist in den Abbildungen [5.5] zu erkennen, dass eine negative Besetzungsdichte
abhingig von U/7 und ng fiir kleine ¢ existieren kann, was zu einem Ansteigen der
Grundzustandsdichte ny im Gegensatz zu n fithren kann. Dies folgt unmittelbar aus der
Gleichung [(5.8)] da ng groBer als n ist, falls die Summe bzw. das Integral aus Gleichung
negativ ist. Eine weitere Beobachtung ist, dass der negative Anteil von An(q) kleiner
wird, falls eine Wechselwirkung existiert, wie aus Abbildung hervorgeht. Dadurch
wird das Integral wieder positiv und somit verschwindet die Inkonsistenz, dass ng grofler
als n ist. Das Gleiche tritt auch fiir groflere 6 auf, wie in Abbildung zu sehen
ist. Da An(q) die Dichte der angeregten Zusténde beschreibt, sollte diese nicht negativ
sein und somit auch keine Nullstellen besitzen. Um den Zusammenhang zwischen den
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negativen Beitrdgen und den Variablen ng, ¢, 6,V /7 zu untersuchen, konnen die Nullstellen
der Funktion An(q) genauer betrachtet werden. Aufgrund der positiven Divergenz bei
q = 0, was unmittelbar aus dem Nenner der Gleichungfolgt, muss es negative Beitrige
geben, falls eine Nullstelle existiert. Wird die Gleichung gleich null gesetzt und fiir
kleine ¢ entwickelt, so ergibt sich fiir die Nullstellen von An(q) folgende Naherung:

. Nz(q)
qa = Nu()’ (5.28)

Hierbei treten die folgenden Koeffizienten Nz(q) und Ny(q) auf:

Nz(q) = a*cos*(0 + @) + 4a® cos(6 + ¢) sin <g> sin (g + gp) + 402 sin® <§>

5 (5.29)
.o (0 . (0) . [0 p
xsin® | =4+ ¢ | +af|acos(d+¢)+2sin| = |sin|=+¢]||+—,
2 2 2 4
Ny(q) = o® cos(f + ) sin (g) sin (g + gp) + 202 sin® <Z> sin? (g + gp)
(5.30)
— 2 ( sin 4 —1]sin Q+ cos( )+%sin 4 sin Q+
2 p Y ORI A 2 ¥
Und es wurden der besseren Ubersicht wegen die folgenden Koeffizienten definiert:
. (0
a = 2ngsin <2> , (5.31)
ﬁ _ %627“] SinQ(g>‘ (532)

J

Nun kann folgende Uberlegung angestellt werden. Da Gleichung von den Variablen
no, ¢, 0,U/7 abhangt, kann ein geeignetes ¢ existieren, um einen negativen Beitrag zu
vermeiden.

Das ist in der Abbildung die Gleichung fiir verschiedene ¢ dargestellt. Es gibt
zwei wichtige Beobachtungen. Zum einen geht die Nullstelle von An(q) fir ¢ = 0 fiir
kleine 6 gegen 0, was die negativen Beitrage von An(g) in Abbildung erklart. Dies
liegt daran, dass ¢ = (ng — n)[sin(f) — 0] verwendet wurde, was fir kleine 6 gegen 0 geht.
Deshalb riickt die Nullstelle immer vor den Infrarot-Cutoff, was zu negativen Beitragen
des Integrals und ng > n fithrt. Die zweite Beobachtung ist, dass geeignete ¢ existieren,
bei denen die Nullstelle entweder weit entfernt von ¢ = 0 liegt oder gar nicht existiert,
wobei hierfiir primér nur der Bereich fiir kleine ¢ aufgrund der Néherung relevant ist.

Somit ist die Popov-Néherung, welche eine Selbstkonsistenzgleichung fiir ng verwendet,
nicht zwangsléufig falsch, sondern lediglich zu ungenau. Dies konnte daran liegen, dass
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Abbildung 5.6: Naherung der Nullstellen von An(q) fiir ¢ — 0 auf € fiir verschiedene ¢,
gestrichelte Linie markiert Impulsabschnitt des Grundzustands. Mit U/7 = 0 und ng = 0.2.

die Energiedispersion der Bogoljubov-Transformation unabhéngig von ¢ liickenfrei
ist. Somit ist ¢ nicht festgelegt und ein weiterer Freiheitsgrad. Eine neue Naherung fir
ko konnte ¢ nun so festlegen, dass dann die negativen Beitrdge von An(q) verhindert
werden, was dann zu einem realistischen Ergebnis fiir ng fithren wiirde. Diese Naherung
konnte dadurch erhalten werden, dass nicht nur der Grundzustand wie in Abschnitt
extremisiert wird, sondern auch der zusatzliche Beitrag

DN | —

; (Eq — Aq) (5.33)

welcher durch die Bogoljubov-Transformation entsteht Somit wiirde eine weitere
Selbstkonsistenzgleichung fiir ko entstehen, was zu zwei gekoppelten Selbstkonsistenzglei-
chungen fiir kg und nq fithrt, welche anschliefend gelost werden miissen. Im Rahmen der
vorliegenden Bachelorarbeit konnte zumindest gezeigt werden, dass eine Selbstkonsistenz-
gleichung nur fiir ny nicht ausreicht, um die Grundzustandsdichte korrekt zu berechnen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und es wird
ein Ausblick gegeben, welche mogliche Fragestellungen sich daraus ergeben. Ausgang
dieser Arbeit war eine Vorangegangene von B. H. Tang [6], in welcher das eindimensionale
Anyon-Hubbard-Modell in einem grofkanonischen Ensemble untersucht wurde. Ziel dieser
Arbeit war es, das Anyon-Hubbard-Modell fiir ein kanonisches Ensemble herzuleiten und
anschlieffend eine Bogoljubov-Transformation durchzufithren. Abschliefflend sollten die
erzielten Ergebnisse mit denen des groflkanonischen Ensemble verglichen werden.

Zu Beginn wurden die fiir Anyonen definierenden Kommutatorrelationen [(2.10)]
sowie das Anyon-Hubbard-Modell eingefithrt. AnschlieBend wurde mittels einer
fraktionalen Jordan-Wigner-Transformation das Anyon-Hubbard-Modell in ein bosonisches
Modell tiberfiithrt. Aufgrund dieser Transformation entstand ein lokaler Phasenfaktor
in Form einer Peierls-Phase. Diese wurde mithilfe einer lokalen, von der Besetzungs-

zahl abhingigen Eichung |(2.46)|, |(2.48)| eliminiert, um die globale Randbedingung |(2.52)

zuriickzugewinnen. AnschlieBend wurde der Hamilton-Operator des AHM’s mittels Taylor-
Entwicklung normal-geordnet und in den Impulsraum transformiert, siehe , .
Nachfolgend wurde eine Bogoljubov-Transformation in Abschnitt verwendet, um den
Hamilton-Operator zu diagonalisieren. Diese lieferte eine Energiedispersion ohne Energie-
liicke laut Gleichung , was dem Nabu-Goldstone-Theorem entspricht. Der Vergleich
zum groBkanonischen Resultat zeigte, dass die Energiedispersion beim kanonischen En-
semble unabhéngig vom Impuls des makroskopisch besetzten Grundzustands liickenfrei ist.
Dies ist ein wichtiger Unterschied, da im groflkanonischen Ensemble die Energiedispersion
erst durch Einsetzten eines chemischen Potenzials liickenfrei wird, welches sich aus einer
Molekularfeld-Naherung ergibt [6]. Anschlielend konnte gezeigt werden, dass zwei fir die
Propagation nach links und rechts unterschiedliche Schallgeschwindigkeiten existieren,
siche Gleichung was eine Folge der Parititsbrechung durch die Anyonen-Algebra ist
[28]. Zum Schluss wurde die Grundzustandsentleerung von Anyonen zu untersucht. Hierbei
wurde zunéchst die Bogoljubov-Naherung verwendet, um die Grundzustandsdichte ngy zu
berechnen. Danach ergaben sich zum einen Grundzustandsdichten, welche grofler als die
Gesamtdichte sind und zum anderen negative Dichten, was in Abbildung zu sehen
ist. Der bosonische Fall § = 0 lieferte jedoch die erwarteten Ergebnisse geméaf3 . Da
die Bogoljubov-Nédherung im Allgemeinen nicht sinnvoll war, wurde eine Popov-Nédherung
mit Selbstkonsistenz verwendet, jedoch konnten auch hier negative Besetzungsdichten fiir
die angeregten Zustande beobachtet werden. Dies lief§ sich an einer zu groflen Grundzu-
standsdichte erkennen, wie in Abbildung zu sehen ist. Eine genauere Untersuchung
der spektralen Besetzungsdichten von angeregten Zustanden zeigte, dass diese wie in
Abbildungen negative Beitrage besitzen. Eine Nullstellenanalyse gemafl lieferte
die Erkenntnis, dass eine mogliche Ursache fiir die negativen Beitrige eine ungenaue
Naherung fiir den Impuls des Grundzustands ist. Dies liegt daran, dass bei diesem nur der
Beitrag des Grundzustands berticksichtigt wurde, jedoch nicht der Beitrag der angeregten
Zustédnde gemaf , welcher durch die Bogoljubov-Transformation entsteht. Es ist also
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notwendig, eine eigenstandige Gleichung zur Bestimmung des Impulses des Grundzustands
herzuleiten. Hierzu konnte die Gesamtenergie betrachtet werden, die sich aus einem Beitrag
der Molekularfeldtheorie und einem Beitrag der Quanten-Fluktuationen zusammensetzt,
siehe Eine Extremalisierung der Gesamtenergie beziiglich des Impulses des Grund-
zustandes legt dann diesen fest. Somit sind dann zwei Gleichungen selbstkonsistent zu
l6sen, eine fiir die Grundzustandsbesetzung und eine fiir den Impuls des Grundzustands.
Anschlieend wére das durch die Bogoljubov-Transformation entstehende System aus
Landau-Quasiteilchen vollstdndig bestimmt, welches dann auch belastbare Ergebnisse fiir
die Grundzustandsdichte und den Impuls des Grundzustands liefern kénnte.

Danach konnte die Suprafluiditdt des Systems untersucht werden, indem man einen
gleichféormige Translation des Systems durchfithrt und die lineare Antwort bestimmt.
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