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Einleitung

In vielen Problemen der Physik, Chemie, Biologie und anderen Naturwissenschaften spie-
len mikroskopische Einfliisse eine wichtige Rolle. Diese konnen jedoch héufig nicht exakt
behandelt werden, weil entweder genaue Kenntnisse iiber die mikroskopischen Strukturen
fehlen oder einfach deshalb, weil die Anzahl der beteiligten Freiheitsgrade fiir praktische
Anwendungen viel zu grof} ist. Ist man letzten Endes nur an makroskopischen Ergebnissen
interessiert, so ist eine exakte Behandlung der mikroskopischen Effekte mitunter auch gar
nicht notwendig.

In solchen Fillen bietet sich die Behandlung des Problems mit stochastischen Methoden an
[Gar85], bei denen die Gesamtheit der mikroskopischen Einfliisse als Fluktuationen oder
Rauschen zusammengefafit wird. Ein klassisches Beispiel fiir ein solches System ist mit
dem Brownschen Teilchen gegeben, das wegen seiner grofien Anschaulichkeit im Anschlufl
an diese Einleitung eingehender untersuchen werden soll, um einige Grundbegriffe der
Theorie stochastischer Prozesse zu verdeutlichen.

Der Botaniker Robert Brown untersuchte bereits 1827 die scheinbar chaotische Bewegung
von winzigen Pollenkoérnchen in Fliissigkeiten. Zwar konnte er zeigen, dafl diese nicht
organischen Ursprungs sein kann, doch liefl eine befriedigende Erklarung des Verhaltens
noch lange auf sich warten: erst im Jahre 1905 liefert Einstein mit seiner Verdffentlichung
,Uber die von der molekularkinetische Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in
ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen“ [Ein05] eine befriedigende Erklérung des
Phénomens.

Das zwar kleine aber dennoch im Vergleich zu den Wassermolekiilen makroskopische Pol-
lenteilchen ist fortwdahrend Kollisionen mit den Wassermolekiilen ausgesetzt und dndert
dadurch in unvorhersagbarer Weise seinen Bewegungszustand. Es ist daher im allgemeinen
vollkommen unmoglich, den Aufenthaltsort des Brownschen Teilchens zu einem gegebenen
Zeitpunkt vorherzusagen. Wiederholt man das Experiment bei gleichen Anfangsbedingun-
gen, wird immer ein anderes Ergebnis herauskommen.

Dennoch kann man fragen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich das Teilchen
zum Zeitpunkt ¢ in einem bestimmten Raumgebiet um z befindet. Alternativ konnte bei
N-facher Durchfithrung des gleichen Experiments abgezéhlt werden, in wie vielen Fallen
n(x,t) das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ im Raumgebiet um z angekommen ist. So laBt
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sich eine Wahrscheinlichkeitsdichte W (z, t) definieren, fiir die der Quotient n(z,t)/N den
experimentellen Schitzwert darstellt.

Fiir diese Wahrscheinlichkeitsdichte 1a8t sich nun eine Bewegungsgleichung, die Fokker-
Planck-Gleichung [Ris84] angeben, welche Gegenstand dieser Arbeit sein wird. Da es nur in
sehr wenigen Féallen moglich ist, die Fokker-Planck-Gleichung analytisch zu 16sen, besteht
grofles Interesse an geeigneten Nidherungs- und Losungsmethoden.

Lost man die Fokker-Planck-Gleichung storungstheoretisch als Entwicklung in einer Kopp-
lungskonstanten, so erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im allgemeinen eine
divergente Reihe mit verschwindendem Konvergenzradius. Typischerweise wachsen die
Koeffizienten der Reihe in n-ter Ordnung mit n! an, alternieren aber im Vorzeichen.

Solche divergenten Schwachkopplungsreihen sind auch in anderen Bereichen der theoreti-
schen Physik bekannt und von Interesse, wie z.B. in der Quantenstatistik oder in der Theo-
rie kritischer Phéanomene. Dort wurden verschiedene Resummationsverfahren entwickelt,
um aus den divergenten Reihen endliche Resultate fiir alle Werte der Kopplungskon-
stanten zu extrahieren. Eine gute Ubersicht befindet sich in Kapitel 16 der Monographie
[KSFO01]. Besonders erfolgreich ist die von Kleinert entwickelte Variationsstérungstheorie
[K1e95], die eine systematische Erweiterung des Variationsverfahrens von Feynman und
Kleinert darstellt [FIKX86]. Dort wird ein anharmonisches Quantensystem durch ein har-
monisches Vergleichssystem angenédhert. Die Stédrke seiner Ankopplung ist durch einen
Variationsparameter gegeben, dessen Wert nach einem Prinzip minimaler Sensitivitat
[Ste81] zu bestimmen ist. Das fithrt zu einer Resummation der Schwachkopplungsreihe
mit konvergentem Ergebnis. Dieses Verfahren wurde am Beispiel der Grundzustandsener-
gie des anharmonischen Oszillators bis zur 200. Ordnung mit sehr gutem Resultat getestet
[JK95, KJ95]. Es zeigte sich, dass die Variationslosungen schnell und gleichférmig gegen
den exakten Wert konvergieren. AuBerdem ermoglichte dieses Verfahren, in der ®*-Theorie
kritische Exponenten mit hoher Genauigkeit in D = 4 — € bzw. D = 3 Dimensionen ab-
zuleiten [KSFO1].

In der vorliegenden Arbeit wird die Variationsstorungstheorie auf divergente Reihen ange-
wandt, die bei der Losung der Fokker-Planck-Gleichung auftreten. Dabei soll ein nichtli-
nearer stochastischer Prozef3 durch ein effektives Brownsches Teilchen angenéhert werden,
dessen Dampfungskonstante als Variationsparameter aufgefait wird. Erst kiirzlich wurde
in zwei Arbeiten [KPPO1, OkoO1] die erste Ordnung eines solchen Variationsverfahrens
erfolgreich auf die Wahrscheinlichkeitsdichten angewandt. Die vorliegende Untersuchung
wurde unabhéngig und gleichzeitig mit diesen Arbeiten begonnen und liefert eine systema-
tische Untersuchung der Variationsstorungstheorie und ihrer Konvergenz auch in héheren
Ordnungen fiir die Fokker-Planck-Gleichung.

vii



Aufbau der Arbeit

Zur besseren Orientierung sei an dieser Stelle das Grundgeriist der vorliegenden Arbeit
kurz erlautert. Abbildung 1 stellt dies in einer Art Ablaufplan dar. Kapitel 1 beginnt
mit einer anschaulichen Darstellung des Problems der Brownschen Bewegung. Es werden
einige Begriffe der zugrunde liegenden Theorie stochastischer Prozesse eingefiihrt sowie
Eigenschaften der Fokker-Planck-Gleichung und ihrer Lésungen betrachtet. Fiir das har-
monische System des Brownschen Teilchens wird eine exakte Losung bestimmt, die als
Grundlage fiir die stérungstheoretische Behandlung der nachfolgenden Kapitel dient. Das
anharmonische System wird definiert und die exakt l6sbare stationdre Verteilung fiir den
Grenzfall grofler Zeiten bestimmt.

In Kapitel 2 wird die dann Variationsstorungstheorie dann am Teilproblem der Normie-
rungskonstanten der stationdren Verteilung getestet. Hierzu wird die Normierungskon-
stante in Schwach- und Startkopplungsreihen entwickelt. Die divergente Schwachkopp-
lungsentwicklung wird dann mit Hilfe der Variationsstorungstheorie in eine konvergente
Reihe iiberfiihrt. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Bestimmung des optimalen
Wertes fiir den Variationsparamter gelegt.

Kapitel 3 behandelt die Variationsstorungsrechnung fiir die Verteilungsfunktion. Die Schwach-
kopplungskoeffizienten werden hier mit Rekusionsrelationen bestimmt, was deutlich auf-
wendiger und daher langer als der entsprechende Abschnitt in Kapitel 2 ausfallt. Zuséatzlich
zur gewohnlichen (flachen) Stoérungsreihe wird die sogenannte Kumulantenentwicklung be-
trachtet, da sie in Bezug auf die stationdre Verteilung und die Positivitdat der Verteilungs-
funktion bessere Ergebnisse verspricht. Anschliessend wird die Variationsstorungsreihe fiir
die Wahrscheinlichkeitsverteilung abgeleitet. Als Maf fiir die Giite der Variationslosung
wird noch eine numerische Losung des Problems bestimmt, bevor mit der Optimierung des
orts- und zeitabhéngigen Variationsparameters fiir ausgewéhlte Parameterséitze begonnen
wird. Dabei wird wiederum besonderes Augenmerk auf die Moglichkeiten bei der Auswahl
und damit auf die Nullstellenstruktur der Ableitungen der Variationsstorungsreihe gelegt.
Zum Abschlufl wird noch das Problem des double-well Potentials fiir negatives v betrach-
tet.

Es ist geplant, fiir weitergehende Informationen eine WWW-Seite zu dieser Arbeit unter
folgender Adresse einzurichten:

http://www.physik.fu-berlin.de/ dreger/diplom
Dort werden neben Korrekuren auch Daten wie MATHEMATICA-Notebooks oder die berech-
neten Storungskoeffizienten zu finden sein, die aus Platzgriinden nicht in dieser Arbeit
wiedergegeben werden konnten.
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Kapitel 1

Motivation und Grundlagen

1.1 Brownsche Bewegung

Die Fokker-Planck-Gleichung trat erstmalig bei der Behandlung der Brownschen Bewe-
gung auf [Fok14, Plal7]. Aus diesem Grund und weil das Verhalten des Brownschen Teil-
chens sehr anschaulich und leicht verstédndlich ist, soll hier mit einer Betrachtung eines
solchen Systems begonnen werden.

Gegeben sei ein kleines Teilchen der Masse m in einer Fliissigkeit der Temperatur 7. Das
Teilchen soll zwar klein sein, im Vergleich zu den Fliissigkeitsmolekiilen jedoch als grof3
betrachtet werden konnen. Den Einflufl der thermisch fluktuierenden Fliissigkeitsmolekiile
zerlegt man nun in zwei Anteile.

Den ersten Anteil bezeichnet man als Viskositét: aus allen Richtungen stoflen Fliissigkeits-
molekiile gegen das Teilchen. Bewegt sich das Teilchen nun selbst durch die Fliissigkeit, so
ist der Impulsiibertrag auf die winzigen StoSpartner in Bewegungsrichtung am groften.
Das Teilchen erfahrt daher eine bremsende Gegenkraft, die mit dem Stokes’schen Gesetz
modelliert werden soll:

Fliores = —Q, a > 0. (1-1)

Mit dieser Reibungskraft alleine lauten die Bewegungsgleichung und ihre Losung:
mo(t) + av(t) = 0, v(t) = v(0)e m’. (1-2)

Die Geschwindigkeit des Teilchen nimmt also exponentiell mit der Relaxationszeit 7 =
m /o ab: das Teilchen kommt zur Ruhe. Fiir ein im Vergleich zu den Fliissigkeitsmolekiilen
sehr schweres Teilchen wére dies eine gute Naherung. Entwickelt man die Kréfte, die auf

1

das Teilchen einwirken, in der inversen Masse m ™", so entspricht dieser Anteil der 0.ten

Ordnung.

!Man denke daran, was passiert, wenn man einen Tennisball gegen einen heraneilenden Zug wirft. Das
hier betrachtete Teilchen ist zwar deutlich langsamer, der Effekt aber dennoch vorhanden.



2 1.1 Brownsche Bewegung

Fiir kleinere Massen mufl man noch einen weiteren Anteil beriicksichtigen, denn das Teil-
chen besitzt aufgrund des Gleichverteilungssatzes der Thermodynamik eine mittlere ki-

netische Energie:
1

Smiv?) = %I{:BT. (1.3)
Hierbei bezeichnet kp die Boltzmann-Konstante und 7' die Tempertur der umgeben-
den Fliissigkeit. Fiir kleine Massen m sollte diese thermische Bewegung beobachtbar
sein, d.h. es mufl auch beschleunigende Kréifte geben. Diese sind in den individuellen
StoBlen der Fliissigkeitsmolekiile gegen das Teilchen zu suchen. Es ist jedoch schon auf-
grund der schieren Anzahl dieser Prozesse nicht méglich, die Bewegungsgleichungen aller
Fliissigkeitsmolekiile zu losen, um alle Kollisionen exakt zu beriicksichtigen. Der zweite
Anteil, der alle diese Stofle zusammenfafit, soll daher durch eine fluktuierende stocha-
stische Kraft Fiu(t) modeliert werden. Eigenschaften dieser Kraft sind nur im Mittel

bekannt, insbesondere soll gelten:
e alle Raumrichtungen seien gleich wahrscheinlich:
(Fouxe (£)) = 0,
e die Krafteinwirkung erfolge instantan (Kollisionsdauer < Relaxationszeit):

<Fﬁukt (t>Fﬂukt (t/)> =4q 6(t - t/)

Die zweite Bedingung, dass die Autokorrelationsfunktion proportional zu einer ¢-Funktion
ist, hat weitreichende Konsequenzen. Die stochastische Kraft Fyu(t) ist damit zu jedem
Zeitpunkt vollkommen unabhéngig vom vorherigen Verlauf. Diese Eigenschaft fithrt dazu,
dass sich das hier betrachtete Problem als Markov-Prozess auffassen 148t, was wiederum
Grundlage fiir die Giiltigkeit der Fokker-Planck-Gleichung ist.

Der Parameter ¢ sagt etwas iiber die Stérke der stochastischen Krafteinwirkung aus. Er
ist so zu wéhlen, dass sich die richtige mittlere thermische Energie ergibt. Man erhélt
unter dieser Bedingung das Fluktuations-Dissipations-Theorem [Ris84]:

q= 2akBT/m2, (1-4)

welches besagt, dass das mittlere Schwankungsquadrat der Fluktuationen proportional
zur Reibung und zur Temperatur ist. Mit der stochastischen Kraft lautet die Bewegungs-
gleichung fiir das Brownsche Teilchen nun:

mi(t) = Fyokes(t) + Faukt(t) = —av(t) + Faue(t). (1-5)

Eine Gleichung dieser Art wird aufgrund des stochastischen Terms als stochastische Dif-



1.1 Brownsche Bewegung 3

Abbildung 1.1: Realisierungen der stochastischen Differentialgleichung (1.5) fir a =m =kp =T = 1.

ferentialgleichung (SDE) bezeichnet. Haufig findet sich auch die Bezeichnung Langevin-
Gleichung [Lan08]. Die stochastische Natur der DGL iibertrigt sich auf die Losungen, die
somit auch stochastischen Charakter annehmen. Man spricht daher statt von Losungen
auch von Realisierungen der DGL. Abbildung 1.1 zeigt 10 Realisierungen der SDE (1-5),
die mit einer einfachen numerischen Simulation erzeugt wurden. Offensichtlich 148t sich
itber die Geschwindigkeit und Position eines bestimmten Brownschen Teilchens nichts
vorhersagen. Betrachtet man jedoch ein Ensemble von solchen Systemen, so kann man
z.B. fragen, wie viele Systeme zu einem bestimmten Zeitpunkt eine Geschwindigkeit im
Intervall (v, v+ dv) haben. Damit 148t sich eine Wahrscheinlichkeitsdichte W (v, t) definie-
ren, so dass die Wahrscheinlichkeit, fiir ein System mit einer Geschwindigkeit im Intervall
(v,v 4 dv) zum Zeitpunkt ¢ durch W(v,t)dv gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
hangt von der Anfangswahrscheinlichkeitsdichte W (v,0) und der Zeit ¢ ab. Die zeitliche
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte wird durch die folgende Gleichung beschrieben
[Ris84]: ,

%W(v,t} - %a% W (v,1)] + a?]jf’;T%W(v,t) (16)
Dies ist eine der einfachsten Fokker-Planck-Gleichungen. Wenn es gelingt, diese Gleichung
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Abbildung 1.2: Numerische Simulation zur Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung W(z, t).

fiir eine gegebene Anfangsverteilung zu l6sen, lassen sich die Mittelwerte fiir jede beliebige
Funktion f(v) berechnen:

() = / " )W (0, 1), (7)

In Anhang A ist ein kleines C-Programm angegeben, welches eine Simulation fiir ein En-
semble von N = 1000000 Brownschen Teilchen entsprechend Gleichung (1-5) durchfiihrt
und ein Histogramm H(v,t) = n(v,t)/N erstellt. Das Ergebnis ist in Abbildung 1.2
wiedergegeben. In der t-v-Ebene wurden stellvertretend 10 Geschwindigkeitstrajektorien
in roter Farbe eingezeichnet. In griiner Farbe ist die Anfangsverteilung und in blau die
Wahrscheinlichkeitsverteilung bei ¢t = 0.5 aufgetragen.

1.2 Fokker-Planck-Gleichung

1.2.1 Definition

Die allgemeine eindimensionale Fokker-Planck-Gleichung hat die Form [Ris84]:

0 0 0?
EW(Q?J) = —G—OS[K(%’?)W(%J)] toa

Mathematisch gesprochen handelt es sich um eine lineare partielle Differentialgleichung

[D(z, t)W(x,t)]. (1-8)

zweiter Ordnung parabolischen Typs. Ein Physiker wiirde die Gleichung vermutlich eher
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als Diffusionsgleichung mit zusétzlicher erster Ortsableitung bezeichnen. Die Koeffizienten
in (1-8) tragen folgende Bezeichnungen:

K(z,t) Drift-Koeffizient, (1.9)
D(x,t) Diffusions-Koeffizient. (1-10)

Im allgemeinen Fall konnen zu einer stochastischen Differentialgleichung des Lamgevin
Typs:

= h(z,t) + g(x, t)I'(¢) (1-11)
verschiedene Fokker-Planck-Gleichungen gehoren und umgekehrt. Hierbei bezeichnet I'(t)
eine Gauss-verteilte, d-korrelierte Zufallskraft mit Mittelwert O:

(C(t) =0, (DOTE)) = 28(t —t'). (1-12)

Der Faktor 2 bei der Korrelationsfunktion ist Konvention und wird héiufig weggelassen,
was dann allerdings zu einem Faktor 1/2 vor dem Diffusionsterm in (1-8) fiihrt. Die
Koeffzienten g und A sollen in dieser Arbeit nicht explizit zeitabhéingig sein: g(z,t) =
g(x),h(x,t) = h(x). Der stochastische Term ¢(z)I'(t) wird auch hiufig als Rauschterm
bezeichnet. Fiir den Fall, dafl dieser nicht explizit von = abhéngt, mithin also g(z) = ¢
gilt, spricht man von additivem Rauschen, andernfalls von multiplikativem Rauschen. In
dieser Arbeit werden ausschlieflich Probleme mit additivem Rauschen betrachtet. Unter
diesen Bedingungen ergeben sich Drift- und Diffusionskoeffizient der zu (1-11) gehorigen
Fokker-Planck-Gleichung eindeutig zu [Ris84]:

K(z,t) = h(x), (1-13)
D(z,t) = g*. (1-14)
Fiir derartige Probleme erhélt man also einen konstanten Diffusionskoeffizienten sowie

einen Driftkoeffizienten, der nur vom Ort abhéingt. Fiir den Rest der Arbeit werden daher
die Bezeichnungen D statt D(x,t) und K(z) statt K(x,t) verwendet.

1.2.2 Normierung

Die Fokker-Planck-Gleichung (1-8) hat die Form einer Kontinuitédtsgleichung:

9, 9,
aW([L’, t)+ %S(:v,t) =0 (1-15)

mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

S(z,t) = K(z)W(x,t) — D%W(z,t). (1-16)



6 1.2.3 Stationare Losung

Es sollen natiirliche Randbedingungen vorausgesetzt werden, so dafl sowohl die Wahr-
scheinlichkeitsdichte W(x,t) als auch der Strom S(z,t) fiir + — +oo verschwinden. Dies
garantiert mit (1-15) die Erhaltung der Norm:

o [T

o | W(x t)dx = 0. (1-17)

Ist die Anfangsverteilung normiert, so bleibt ihre Norm im Laufe der zeitlichen Ent-
wicklung erhalten. Die in dieser Arbeit betrachteten Losungen der FP-Gleichung sind als
Wahrscheinlichkeitsdichten auf 1 normiert:

+oo
W(z,t)dx = 1. (1-18)

—00

1.2.3 Stationire Losung

In diesem Abschnitt soll eine stationére Losung Wiias () der FP-Gleichung (1-8) bestimmt
werden. Fiir eine stationdre Losung mufl der Wahrscheinlichkeitsstrom iiberall konstant
sein. Mit natiirlichen Randbedingungen verschwindet S(z,t) bei + — 00 und mufl daher
im stationdren Fall iiberall verschwinden:

Sun(x) = 0 = K (2) Wi (2) — D%mm(x). (1.19)

Hieraus 148t sich sofort Wi () durch Trennung der Variablen und anschlieBender Inte-
gration bestimmen:

Wsmt( stat K 1 v
/ Won( 1; / = Wia(z) = Nexp {5/ K(y) dy] . (1-20)

Die Integrationskonstante N 148t sich iiber die Normierungsbedingung (1-18) festlegen:

400 -1
Nz[/ eéfzK(y)dwx] . (1-21)

[e.e]

An dieser Stelle sei noch das Potential ®(z) definiert:

/ K(y (Potential) (1-22)

Fiir den hier betrachteten Fall eines konstanten Diffusionskoeffizienten kann man sich
die deterministische Kraft h(z) in der Langevin-Gleichung (1-11) als Gradienten dieses
Potentials darstellen: h(z) = K(x) = —D 0,®(z). Fir die stationdre Losung (1-20) gilt
dann:

Wstat (ZE) = ./\/'e_@(x). (123)
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Man kann durch Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte W(z, t) nach Eigenfunktionen
1, des Fokker-Planck-Operators? (siehe hierzu Anhang B) zeigen, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir ,,verniinftige” Potentiale bei beliebigen Anfangsverteilungen grundsétzlich
gegen die stationdre Losung Wit () strebt. Im eindimensionalen Fall mit natiirlichen
Randbedingungen ist es ausreichend, wenn das Potential ®(z) positiv ist und fiir z — o0
ansteigt:

W(z,t) =Y ta(z)e ™ 2 gpe ™ = Wi (2). (1-24)
n=0
Dies liegt daran, dass Ao = 0 ist und A, > 0 fiir alle n > 0 gilt. Die hoheren Eigenfunk-

tionen werden also mit zunehmender Zeit exponentiell aus der Summe in (1-24) heraus-
gedampft.

1.3 FP-Gleichung fiir das Brownsche Teilchen

Die Fokker-Planck-Gleichung fiir ein BROWN’sches Teilchen mit dem Driftkoeffizienten:

K(z)=—yx, ~v>0 (Driftkoeffizient fiir Brownsches Teilchen) (1-25)
lautet:
2P(:L‘ t) = 9 [z P(z,t)] + Da—QP(x t) (1-26)
ot Y T gy T oz’

Der durch diese Gleichung beschriebene stochastische Prozess wird héufig als Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess bezeichnet. Es sei nun 0.B.d.A. ty = 0 gewéahlt. Fiir die Anfangsbedin-

gung einer d-Funktion:
P(z,0) = d(x — zp) (1.27)

ergibt sich die folgende Losung® (GREEN’sche Funktion):

o v v (& —me)?
Gz, t0) = \/27TD(1 —e2t) P {_E 1— e 2t

Dies ist eine Gauss’sche Normalverteilung mit dem Mittelwert u(t) = xge™" und der
Varianz %(t) = D(1 —e~?")/, die sich fiir t — oo in die stationire Verteilung aufweitet.

Piat(x) = tlirono Gz, t;z0) = Ne @) = | /%LD exp [—%xg] : (1-29)

2Die hier verwendete Schreibweise suggeriert ein diskretes Eigenwertspektrum. Im allgemeinen kénnen
die Eigenwerte auch teilweise oder ganz kontinuierlich verteilt sein. Die hier getroffene Aussage bzgl. der
stationéren Verteilung bleibt in jedem Fall giiltig.

3eine mogliche Herleitung ist in Anhang C gegeben

(1-28)
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P(z,1) P(z,1)

(@a)y=1,D=1z=1 (b)y=3,D=0.1,20=2

Abbildung 1.3: Sich aufweitende Gaussverteilung P(x,t) fiir P(z,0) = 6(z — x0) zu den Zeitpunkten
t = 0.0, , 0.1,0.2, 0.4 und 10 sowie das Potential ®(x).

Dank der auf 1 normierten Anfangsbedingung und der Eigenschaft der FP-Gleichung, die
Norm zu erhalten, ist die GREEN’sche Funktion (1-28) automatisch zu jedem Zeitpunkt
normiert. In Abbildung 1.3 sind exemplarisch einige Verteilungen dargestellt.

Mit Kenntnis der GREEN’schen Funktion G(z, t; xy) kann man im Prinzip die Losung der
FP-Gleichung (1-26) fiir beliebige Anfangsbedingungen P(x,0) angeben:

P(z,t) = /+°° G(x,t;20)P(z0,0) dx. (1-30)

Fiir beliebig komplizierte Anfangsverteilungen wird sich das Integral in (1-30) im allge-
meinen nicht geschlossen 16sen lassen. Eine Klasse von Anfangsverteilungen, die eine ge-
schlossene analytische Losung erlaubt, ist durch Funktionen der folgenden Form gegeben:

P(z,0) = NgR(x) Py (x; 1, 0°). (1-31)

Hierbei bezeichnet Py (z; i, 0?) eine Normalverteilung mit Mittelwert g und Varianz o

o]

202

1

2ro

Pn(z;p,0%) = = exp [— (Normalverteilung) (1-32)
Die Verteilung Py ist auf 1 normiert. R(z) ist ein beliebiges Polynom. Um eine iiberall
positive Anfangsverteilung zu erhalten, ist es notwendig, dass R(x) positiv definit gewéhlt
wird. A ist eine Normierungskonstante, die von der Wahl des Polynoms abhingt. Die
Normierbarkeit der Anfangsverteilung wird durch den exponentiellen Abfall der Normal-

verteilung fiir x — +o0o garantiert.

Fiir eine beliebige Anfangsverteilung P(x,0) besteht die Moglichkeit, diese nach geeig-
neten orthonormalen Polynomen zu entwickeln und die Reihe dann bei N-ter Ordnung
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abzubrechen. Als Beispiel sei hier eine Entwicklung nach Hermite-Polynomen H,, () be-
trachtet:

R(z) =) coHy(x). (1-33)

Die Koeffizienten ¢, sind so zu wahlen, dass stets R(z) > 0 gilt. Die Hermite-Polynome
H,(x) kénnen mit Hilfe der folgenden generierenden Funktion dargestellt werden:

2

2sr—s 2sr—s

5 = H,(z) = —

o (1-34)

s=0

3
o

Diese generierende Funktion ist selbst von Gauss’scher Form, so dass sich das Integral in
(1-30) fiir diesen Fall 16sen 1a8t. Das Ergebnis enthélt dann nur noch Ableitungen nach s,
die sich leicht bestimmen lassen:

2y [+°
P(x,w“ﬁ“/ Py, 0)G(x, t:y)dy

o0

(1:31) e 5
30 6y, / R(y)Px(y: 11, 0)G . )y

[e.e]

oo N
(133/\6%/ ch w(Y) Py (y; 1, 0%)G (2, 8 y)dy (1-35)

2 (z—ye=7")?

(1ﬁ4)./\/' i iv:c ﬁ e €2Sy_52€_(y2%>76_% 1—e—27t (]
~ Y @n2e?D(I - et =T s |, Y

s=0
Ausfiihren des GauBlschen Integrals fiithrt zu dem Ergebnis:
7 v (w—pe)
P(z,t) = —= 1.
20 = N30 ey |3 D (D e (1-36)
i\f: _" o s((2ze™ — s)yo? + D(e* — 1)(2u + s(202% — 1)))
—~ p D(ezt’y _ 1) + ~vo? - .

In Abbildung 1.4 sind zwei Beispiele fiir Anfangsbedingungen der Form (1-31) dargestellt.
In dieser Arbeit werden nur reine Gaussverteilungen als Anfangsverteilungen verwendet,
d.h. es gilt R(z) =1 = Hy(x). Fiir diesen Fall erhélt man aus (1-36) das Ergebnis:

_ 7 v (w—pe)
Pla,t) = \/27r(D — (D — yo?)e=21) P {_§D — (D — 702)6—27t] ' (1-37)

Fiir diesen einfachen Fall R(z) = 1 148t sich die Losung auch dadurch konstruieren, dass

man eine geeignet gewihlte GREEN’sche Funktion G(z,t; %), die ja eine sich aufweitende
Gaussglocke darstellt, im richtigen Augenblick als Anfangsverteilung betrachtet, mithin
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Abbildung 1.4: Olinks: P(x,0) = (z — 0.3)2(x + 3)?Pn(2;0,1) zu den Zeitpunkten ¢t = 0.0, , 0.1,
, 0.4 und 10 Orechts: P(x,0) = (Hy(x))?>Py(x;0,1) zu den Zeitpunkten ¢ = 0.0, , , , 0.1
und 1 sowie jeweils das Potential ®(z).

also einfach eine Reskalierung der Zeitskala vornimmt (¢t — # = ¢t+#,) und &, entsprechend
wihlt. Es soll also G(z,t + to; T) bei t = 0 mit der Normalverteilung iibereinstimmen:

P(x,0) = Py(; 1,0%) = Ga,t + o o) ,_, - (1-38)

Man erhilt somit als Bestimmungsgleichung fiir ¢, und %,

1 (z—m?*] 2 7 7 (& —Fe )
V27mo? P [_ 202 B \/27‘(’D(1 — e2vh) B Y B pp— (1:39)

mit der Losung

S
fo= —5-log(1=70%/D),  Fo=p/y/1-70°/D. (1-40)
2

Mit dieser Wahl der Parameter t, und %, erfiillt G(z,t — to: Zo) also die Anfangsbeding-
ung (1-38) bei t = 0 und die Differentialgleichung (1-26) fiir alle ¢ > 0. Einsetzen von
und o in (1-28) liefert das Endergebnis:

P(mat) = G(.’L‘,t - go@“o)

gl v (z—pe)? (1-41)
= exp|—=
21(D — (D — vyo?)e=21) PI79D— (D —~o?)e=21

welches wie erwartet mit dem Ergebnis (1-37) iibereinstimmt. Die Anfangsbedingung
P(x,0) = 0(x — ) ist als Grenzfall 02 — 0, 4 — z¢ weiterhin enthalten.

Ein anderer Grenzfall, nimlich 0 = D /~, entspricht einer Anfangsverteilung, die bereits
die Form der stationdren Verteilung besitzt. Die Verteilung ,wandert® dann langsam in
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"'.“ P(x,t) P(z,t)

() y=3,D=0.1,u=2,02=D/y (b)y=3,D=01,up=2,0%=1

Abbildung 1.5: Wandernde(a)/kontrahierende(b) Gaussverteilung P(z,t) fiir P(z,0) = Py(z, u,0?) zu
den Zeitpunkten ¢ = 0.0, , 0.1,0.2, 0.4 und 10 sowie das Potential ®(x).

Richtung Ursprung, ohne ihre Form zu dndern:

-] 0 (g — e .
P(z,t) = 27rDeXp[ 2D(x pe ) (1-42)
Ebenso ist der Fall 02 > D/~ moglich, der einer Anfangsverteilung entspricht, die brei-
ter als die stationére Verteilung ist. Die Verteilung zieht sich also zusammen, statt sich
aufzuweiten. In Abbildung 1.5 sind diese beiden Félle noch einmal verdeutlicht.

Fiir t — oo strebt die Losung (1-41), wie zu erwarten, gegen die stationire Losung, wie
sie durch (1-29) gegeben ist.

1.4 Das anharmonische Potential

In diesem Abschnitt soll das sogenannte anharmonische Potential eingefiihrt werden, wel-
ches eine Erweiterung des bisher betrachteten harmonischen Problems darstellt. Zusétzlich
zur harmonischen Drift tritt im anharmonischen Driftkoeffizienten ein kubischer Term auf:

K,(z) = —yx — ga°. (anharmonischer Driftkoeffizient) (1-43)

Der Koeffizient g muf3 positiv gewédhlt werden, wenn die FP-Gleichung eine stationére
Losung haben soll. Der Koeffizient v kann positiv oder negativ gewihlt werden. Die
Fokker-Planck-Gleichung fiir den Driftkoeffizienten (1-43) lautet:

0 0 0?

—P(z,t) = o [(yz + g2*)P(z,t)] + D@P(x, t). (1-44)
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Abbildung 1.6: Stationére Verteilung Pyt () fiir g = 0.01, g = 0.1, g =1 und g = 10

Gleichung (1-44) ist nicht mehr geschlossen fiir beliebige Zeiten ¢ 16sbar, fiir t — oo jedoch
148t sich wiederum die stationdre Losung angeben. Mit dem Potential:

1 [ 1 1
Dy () = —5/ Ko(y)dy = 5572 + 159" (1-45)

lautet die stationdre Losung:

Paal) = N(3,9) exp | =51 = a'] (1-46)

In Abbildung 1.6 ist die stationére Verteilung fiir positives und negatives ~y fiir verschiede-

ne Werte von g dargestellt. Fiir die Normierungskonstante ergeben sich in Abhéngigkeit
von 7 folgende Ergebnisse:

View(-i5) /]
Nog =1 () /T () firy=0  (147)
tfe (35) /(s [ v [B]) e <o

Hier bezeichnet K,,[z] die modifizierte Besselfunktion 2.Art und n-ter Ordnung sowie I, [z]
die modifizierte Besselfunktion 1.Art und n-ter Ordnung.

Um zu einer Losung von (1-44) fiir beliebige Zeiten zu gelangen, kann man, aufbauend
auf der exakten Losung fiir das harmonische Potential aus dem vorangegangen Abschnitt,
eine storungstheoretische Losung in Form einer Schwachkopplungsreihe in g bestimmen.
Dies wird u.a. Gegenstand des Kapitels 3 sein. Es soll jedoch schon an dieser Stelle darauf
hingewiesen werden, dass es sich dabei um eine Entwicklung um einen singulédren Punkt
handelt. Das qualitative Verhalten der Losungen #ndert sich beim Ubergang von positi-
ven zu negativen ¢ total: Wahrend fiir positive g eine stationére Losung exisitert, zerflieft
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Abbildung 1.7: Singularitéit der Normierungskonstante bei g = 0.

fiir ¢ < 0 jede Anfangsverteilung ins Unendliche. Diese Singularitét ist auch an der Nor-
mierungskonstanten (1-47) abzulesen, die in allen drei Féllen fiir v bei g = 0 erkennbar
wird. In Abbildung 1.7 ist dies verdeutlicht: Links ist die Normierung iiber der v-g-Ebene
aufgetragen. Man erkennt gut den Beginn eines Verzweigungsschnittes bei ¢ = 0. Rechts
ist der Imaginérteil der Normierung fiir v = 1 {iber der komplexen g-Ebene dargestellt.
Offensichtlich liegt also bei ¢ = 0 ein Verzweigungspunkt vor.Aus diesen Griinden ist
damit zu rechnen, dass eine Losung in Form einer Storungsentwicklung um g = 0 zu einer
divergenten Reihe fithren wird.






Kapitel 2

Variationsstorungsrechnung fiir die
Normierungskonstante

In diesem Kapitel soll es um einen ersten Test der Variationsstorungsrechnung gehen. Fiir
diesen Zweck ist die Untersuchung der Normierungskonstanten der stationdren Verteilung
aus mehreren Griinden besonders gut geeignet: Zum einen a3t sich sofort die Schwach-
kopplungsentwicklung um g = 0 sowie eine exakte Starkkopplungsreihe um g = oo fiir die
in geschlossener Form vorliegende Normierungskonstante (1-47) angeben. Zum anderen
vereinfacht sich die Ableitung der Variationsstorungsreihe durch die Tatsache, dass die
Normierung der stationdren Verteilung zeitunabhéngig ist. Die Bestimmung des optima-
len Variationsparameters ist ebenfalls deutlich einfacher als bei Betrachtung einer ganzen
Verteilungsfunktion.

Gleichzeitig spielen bei der Untersuchung der Normierung die gleichen grundlegenden
Ideen wie bei der Untersuchung der Wahrscheinlichkeitsverteilung in Kapitel 3 eine Rol-
le, so dass es schon aus didaktischen Griinden sinnvoll erscheint, mit diesem einfachen
Fall zu beginnen. Schliellich lassen sich die Ergebnisse dieses Kapitels zu einem gewissen
Grad auf die Untersuchung der Wahrscheinlichkeitsverteilung {ibertragen, weil die Nor-
mierungskonstante der stationdren Losung als Grenzfall fiir x = 0 und ¢t — oo in der
vollstdndigen Losung enthalten ist.

2.1 Schwachkopplungsentwicklung

Die stationére Losung der FP-Gleichung mit anharmonischem Driftkoeffizienten lautet:

Pitar(x) = N (7, g) exp [—%xz - %xﬂ . (2-1)

Der Einfachheit halber wurde hier D = 1 gesetzt. Da es in diesem Kapitel primér um die g-
Abhéngigkeit der Normierung geht, wird ab jetzt kurz N (g) statt N (7, g) geschrieben. Aus

15
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0.5t NL7 N=5 N=3 N=1 n \/man
0 1
1 3/4~?
2 | —87/324*
3 2889/128~°
4 | —581157/2048~8
5 38668509,/8192~10
B Nea Ne2 6 | —6373675971/65536~'2
) 0.‘\1 0.2 03 04 05 7 625617932337/262144~14
g 8 | —569935656081837/8388608~16
./\fvge\;)k(g) = Ziyzo ang"™ 9 73872455623183089 /3355443218
10 | —21481331767300537641 /268435456720

Abbildung 2.1: Schwachkopplungsreihe und Schwachkopplungskoeffizienten. Die gepunktete Linie be-
zeichnet die exakte Kurve fiir N'(g).

der Normierungsbedingung folgt die Normierungskonstante der stationdren Verteilung:

N(g) = Uﬁo exp (—%xQ - %x‘*) clx] . (22)

—00

Wie bereits in Abschnitt 1.4 dargelegt wurde, existiert dieses Integral nur fiir g > 0, was
dazu fithrt, dass bei ¢ = 0 eine Singularitdt vorliegt. Um eine Entwicklung um diesen
Punkt zu erhalten, entwickelt man den Integranden bis zur gewiinschten Ordnung N in
g und fiihrt erst dann das Integral aus:

N -1 N
-1\ N +oo g2 .
Néﬁl(%Q) = [Z (4”71)' Y / z'e 2" dx =: Zang . (2-3)
n=0 ) % n=0

Die Koeffizienten a,, wachsen faktoriell mit n an, so dass es sich um eine divergente Reihe
handelt. Die Tabelle in Abbildung 2.1 enthélt die ersten zehn Koeffizienten. Der Plot
links daneben verdeutlicht das divergente Verhalten der Reihe: fiir kleine g liefert die
Entwicklung durchaus gute Werte, versagt aber vollstandig fiir groe g. Die gepunktete
Linie stellt das exakte Ergebnis dar.

2.2 Starkkopplungsentwicklung

Es soll nun das asymptotische Verhalten der Normierungskonstanten fiir grofle g betrach-
tet werden, um eine Starkkopplungsreihe um g = oo zu bestimmen. Die Form einer
solchen Entwicklung 1a8t sich leicht erkennen, wenn man in dem Integral (2-2) folgende
Variablentransformation einfiihrt:

x—g Yy, dz— gy (2-4)
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©
o1
=}

bn

0.390 062 251 089406 774 = ['(3/4) /7
0.131836 797 004 050 253 243 710 v
—0.004 198 378 378 722 963 622 667 72
—0.001419 006 213 792 844 574 33343
0.000 536 178 450 689 882 682 658 7*
—0.000 093 437 511 028 762 875 902 7°
0.000 002 560 437 296 894 109 801 +°
0.000 003 821 662 894 280 317 600 77
—0.000 001 299 156 225 720 384 315 7*
0.000 000 205 153 063 480 381 300 7°
0.000 000 003 395 491 029 312 645 710

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

g
N s
N (9) = AN byg72
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Abbildung 2.2: Starkkopplungsreihe und Starkkopplungskoeffizienten. Die gepunktete Linie bezeichnet
die exakte Kurve fiir N(g).

Die Normierungskonstante lautet damit:

400 —1 N
v .
No) =g | [ e (<gomt ot )| m b =N @9
N

Fiir ¢ — oo verhilt sich N'(g) demnach wie g'/* mit Korrekturen in Potenzen von g~'/2.

Der fithrende Koeffizient ist gegeben durch:

too -1
by = { / e_y4cly} —=T(3/4)/x. (2:6)
Nachdem der g'/4-Faktor abgespalten wurde, ist der Rest der Reihe bei ¢ = oo regulir
und kann direkt durch Taylor-Entwicklung bestimmt werden. In Abbildung 2.2 sind die
ersten zehn Entwicklungskoeffizienten angegeben. Der Plot links zeigt die Starkkopplungs-
entwicklung fiir die ersten fiinf Ordnungen. Die Reihe liefert gute Ergebnisse fiir grofie g,
versagt jedoch fiir kleine Werte des Kopplungsparameters.

2.3 Variationsstorungsreihe fiir die Normierung

In den beiden vorangegangenen Abschnitten wurden zwei Storungsentwicklungen fiir die
Normierungskonstante bestimmt. Zum einen die Schwachkopplungsreihe (2-3), die als di-
vergente Reihe nur gute Ergebnisse fiir sehr kleine Werte von ¢ liefern kann, zum anderen
die Starkkopplungsreihe (2-5), die das asymptotische Verhalten fiir grofie g gut beschreibt,
jedoch fiir kleine g versagt. Obwohl die Schwachkopplungsreihe divergiert, ist in den a,, die
gesamte Information iiber analytische Funktion N (g) enthalten. Deshalb muf es moglich
sein, aus den a, auch die Starkkopplungsreihe zu gewinnen. Im folgenden Abschnitt soll
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V(z), Vo(x) Vi(z), Vi ()

-1 -0.5

Abbildung 2.3: Effektive Kompensation des Storpotentials V' durch das Potential V;; des elementar
l6sbaren Problems. Darstellung dient hier nur der Anschauung, der Parameter « im rechten Plot wurde
nicht systematisch bestimmt.

nun ausgehend von der Schwachkopplungsentwicklung eine Variationsstorungsreihe be-
stimmt werden, die zwischen diesen beiden Féllen vermittelt und in der Lage ist, ein
fiir alle Werte von g giiltiges Ergebnis zu liefern. Zunéchst sei die grundlegende Idee der
Variationsstorungstheorie dargestellt.

2.3.1 Die Idee

Mit Hilfe der Variationsstorungstheorie ist es moglich, eine divergente Storungsreihe der
vorliegenden Art in eine konvergente Reihe umzuformen, so dass sich der Giiltigkeitsbereich
der Reihe zu beliebig groflen Kopplungsstédrken erweitern 1&3t. Die grundlegende Idee da-
bei ist, das Storpotential fiir groffle Kopplungsstiarken teilweise durch das Potential eines
elementar 16sbaren Problems zu kompensieren, indem dessen Parameter geeignet opti-
miert werden. Im hier betrachteten Zusammenhang kann man sich diesen Vorgang als
Einfiigen eines Brownschen Teilchens vorstellen, dessen Driftkoeffizient in jeder Ordnung
und fiir jeden Zeitpunkt so optimiert wird, dass er die Wirkung des z*-Stérterms effektiv
kompensiert, wodurch der Storterm wiederum als klein angesehen werden kann. Abbil-
dung 2.3 veranschaulichte dies fiir ein ax?-Referenzpotential.

Diese Idee soll nun auf das Normierungsintegral (2-2) angewendet werden, indem ein
harmonisches Referenzsystem mit dem Driftkoeffizienten Kq(x) = —Qu eingefiigt wird.
Die Normierung bleibt durch diesen Schritt unveréndert, wenn man den zusétzlichen Term
gleich wieder vom Storpotential abgezieht:

+oo
N(g)™ =/ e gy
—oo 2.7)
+o0 +oo (
_ / 6—7m2—Qr2—gz4+912dx _ / 6_(7+Q)m2_(g$4_912)dl’.

o0 — 00
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Nun soll der zweite Term im Exponenten als Storung gegeniiber dem harmonischen Po-
tential (v + Q)x? betrachtet werden:

e (1) := (gt — Qa?). (2-8)

Die entsprechende Stérungsreihe ergibt sich, wenn man (gx? — Qx?) durch A\(gz* — Qz?)
ersetzt, nach A\ entwickelt und am Ende A = 1 setzt:
N(g)™ = i A" o /+OO e~ (=g =Q2?) .. (2-9)
n! o\ | '

n=0 A=1

Um nun an die Schwachkopplungsentwicklung aus Abschnitt 2.1 anzuschliefen und damit
die bekannten Schwachkopplungskoeffizienten verwenden zu kénnen, bringt man diesen
Ausdruck durch geeignete Variablentransformation zuriick in die urspriingliche Form (2-2).
Mit den Ersetzungen:

T = fux, dz = pdzx, (2-10)

erhélt man fiir die Normierungskonstante den Ausdruck:

1 1 +oo _M{I}Z_%jzl -
N(g) :B/ e B 517 d7. (2-11)

Setzt man nun 8 = /1 + (2 — A\Q)/~ und fiihrt als neue Kopplungskonstante g := Ag/3*
ein, so erhélt man einen Ausdruck der urspriinglichen Form:

+oo
Nl —— / e 1 g, (2:12)
V1+(Q-22) /v S _ oo

Fiir diesen 148t sich sofort eine Schwachkopplungsreihe mit den Koeffizienten aus Ab-
schnitt 2.1 angeben:

N(g) = VIr@aa/7 X Y ang". (2:13)
n=0

Die neue Kopplungskonstante ist dabei gegeben durch:

Ag
BRI CEH A @1)

N}

Es handelt sich also praktisch um die gleiche Schwachkopplungsreihe wie in Abschnitt 2.1,
jedoch héngt die neue Kopplungskonstante g noch vom Variationsparameter €2 ab. Fiir
die unendliche Reihe hebt sich diese Abhéangigkeit von {2 nach Konstruktion heraus. Wird
die Reihe jedoch bei endlicher Ordnung abgebrochen, so bleibt eine Abhéngigkeit vom
Variationsparameter € iibrig. Diese 1483t sich ausnutzen, um den Giiltigkeitsbereich der
Reihe zu erweitern indem ¢(2) durch Optimierung des Variationsparameters ) geeignet
skaliert wird.
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2.3.2 Ableitung der Variationsstorungsreihe

In diesem Abschnitt soll nun eine explizite Darstellung fiir die Variationsstorungsreihe bis
zur N-ten Ordnung in der Stérung (2-8) abgeleitet werden. Diese erhilt man, wenn man
(2-13) bis zu N-ter Ordnung in A entwickelt und anschliessend A = 1 setzt:

N(g) =T @A) /7 x Y a.g"
n=0

(2;4)2 an(1+ (Q — AQ) /)2 <(1 +(© ig/\Q)/V)2>n

n=0

0o \Q O\ 22n
— n)\n n(q + 0 1/2—2n (1 . _) )

;a g"(1+Q/7) P

An dieser Stelle wird die Reihe nun mit Hilfe der Binomischen Formel in A entwickelt und
nach der N-ten Ordnung abgebrochen:

N(g) = ian/\” "1+ Q)2 2nNZn (1/2—2n) (7)\+—QQ>’C

n=0 k=0

Wird nun A = 1 gesetzt und noch der neue Variationsparameter w eingefiihrt, der die
wesentliche g-Abhéngigkeit bereits enthélt:

9
Y= AT (2:15)

so lautet das Endergebnis fiir die Variationsstorungsreihe:

N (g,w ( )MZ% Z (1/2]; 2") (1 - (%)I/Q)k_ (2-16)

Das asymptotische Verhalten dieser Reihe fiir grofle g stimmt mit dem der Starkkopp-
lungsentwicklung aus Abschnitt 2.2 iiberein:

N (g, _91/4ZbN )g 2. (2:17)

Die Koeffizienten ij (w) ergeben sich nach erneuter Anwendung der Binomischen Ent-
wicklung zu:

DY () = (—1 )i/ 1/4Za w" i (1/2;2”> (D

h=0 (2:18)

N
; : dn — 1 —-1/2—=2n\ (N —n
_d/2-1/4 ni_1 j+N+n )
“ D ane"(=1) 4n+2j—1( N-—n )( j )

n=0
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Der Koeffizient bY(w) ist also ein Niherungswert, den das Verfahren der Variations-
storungsrechnung fiir den Starkkopplungskoeffizienten b; liefert. Das hochgestellte N be-
deutet dabei, dass in die Berechnung dieses Naherungswertes die Werte der ersten N
Schwachkopplungskoeffizienten a,, eingegangen sind. Wegen (’;) = 0 fiir j > k gilt grundsétzlich
bj-v (w) =0 fiir 7 > N. Es ist also nicht moglich, mehr Starkkopplungskoeffizienten zu be-
rechnen, als Schwachkopplungskoeffizienten zur Verfiigung stehen.

2.3.3 Bestimmung des Variationsparameters

Bisher wurde noch nichts dariiber gesagt, auf welche Weise ein optimaler Wert fiir den
Variationsparameter w bestimmt werden kann. Wie schon zuvor erwédhnt, ist die exakte
Normierungskonstante und damit die unendliche Stérungsreihe grundséatzlich unabhéngig
von w. Nach Konstruktion hebt sich das Potential des Referenzsystems in der exakten
Losung heraus:

0\ Hoo
a—w/\/v(pt)(g,w) = 0. (2:19)

Fiir jede endliche Ordnung N wird die Variationsstérungsreihe jedoch im allgemeinen
eine Abhéangigkeit von w aufweisen. Dies legt die Forderung nahe, dass der Parame-
ter w so gewihlt werden sollte, dass diese Abhéngigkeit moglichst gering ausféllt. Die
Néaherungslosung N-ter Ordnung soll also moglichst stationdr gegeniiber Variationen des
Parameters w sein:

—WNV(N) (g,w) = 0. (2-20)

W=Wopt

Héaufig wird diese Vorgehensweise auch als Aufsuchen des Bereichs minimaler Sensitivitéit
beziiglich w bezeichnet [Ste81]. Ein auf diese Weise bestimmter Werte fiir den Variations-
parameter wird natiirlich von g abhédngen. Fiir hohere Ordnungen N ist die Bestimmungs-
gleichung (2-20) fiir wepe moglicherweise nur numerisch fiir fest vorgegebenes g zu 16sen.
Desweiteren kann der Fall eintreten, dass die erste Ableitung mehrere Nullstellen besitzt,
so dass die Bedingung (2-20) keine eindeutige Losung liefert. Fiir denn Fall, dass die erste
Ableitung keine Nullstellen besitzt, kann man auch hohere Ableitungen heranziehen:

ak
Dk

!
N (g,0) = 0. (2-21)
W=Wopt
Als mogliche Kandidaten fiir den optimalen Wert des Variationsparameters werden da-
her in den folgenden Untersuchungen an der Normierung die Nullstellen verschiedener

Ableitungen herangezogen:
Wopt, — {wgk) (9)}, i-te Nullstelle der k-ten Ableitung. (2-22)

Da fiir die Normierungskonstante in allen Féllen exakte Ergebnisse vorliegen, 148t sich die
Giite der einzelnen Kandidaten leicht beurteilen. Besonderes Augenmerk soll dabei auf
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Abbildung 2.4: Olinks: Variationsstorungsreihe fiir N = 1 und g = 10 sowie die erste Ableitung mit
Nullstelle wopt. Orechts: optimierter Variationsparameter wepy in Abhéngigkeit von g.

mogliche Muster in der Verteilung der besten Ergebnisse gelegt werden, da sich daraus
moglicherweise heuristische Argumente fiir die Wahl des Variationsparameters in kom-
plizierteren Fillen ergeben, in denen Bedingungen wie (2-21) keine eindeutige Auswahl

zulassen.

2.4 Variationsrechnung erster Ordnung

Es soll nun die Variationsstorungsreihe (2-16) fiir die Normierungskonstante in erster Ord-
nung untersucht werden. Entsprechend den Ausfithrungen im vorangegangen Abschnitt
sollen als Kriterium fiir Stationaritidt die Nullstellen der ersten Ableitung dienen:

N (g, w) = 0. (2:23)

0
% vpt

W=Wopt

Fiir die Variationsstorungsreihe (2-16) und ihre erste Ableitung erhdlt man mit N = 1:

2v/w+ /93w +2)
N(l‘z ) = T 1 ) 2-24
g0 = DI (224

_Nv ,(U - 1
Ow pt(g ) \/§16glw%

In diesem einfachen Fall 148t sich die Bestimmungsgleichung (2-23) fiir beliebiges g ge-

schlossen losen:
2(1+9g — /14 18g)
Wopt(9) = ™ : (2-26)
g
Insbesondere gibt es fiir jeden Wert von g eine und nur eine Nullstelle der ersten Ablei-

tung. Die Wahl des optimalen Wertes w,y fiir den Variationsparameter ist also in diesem
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Abbildung 2.5: Olinks: Variationsstorungsreihe mit optimiertem Variationsparameter wops. Die ge-
punktete Linie bezeichnet die exakte Kurve fiir MNoxact(g). Orechts: relativer Fehler der Variati-
onsstorungslosung erster Ordnung.

Fall eindeutig. In Abbildung 2.4(a) sind NV (g,w) und 9,NW(g,w) fiir g = 10 iiber w
aufgetragen. Fiir w = wep hat die Variationsstérungsreihe erster Ordnung ein flaches Mini-
mum. Der gesuchten Bereich minimaler Sensitivitdt wird also gut durch wqpy beschrieben.
In Abbildung 2.4(b) ist wept(g) gemaB (2-26) tiber g aufgetragen. Die Abhéngigkeit des
optimalen Variationsparameters von g nimmt mit steigendem g ab und wepe ndhert sich

dem Grenzwert: 5

Jim wope(g) = 5~ 0.222.. (2:27)

Die Variationsstorungslosung erster Ordnung lautet mit (2-26):

(1+369) —+/1+ 18g +3+/2+ 189 — 2\/T + 18¢
184/21gv/2 + 18 — 2\/T + 18g '

Diese Niaherungslosung ist in Abbildung 2.5(a) zusammen mit der exakten Kurve (gepunk-

N\E;E(ga Wom) = (2‘28)

tet) dargestellt. Zum Vergleich sind desweiteren die Schwach- und Starkkopplungsentwick-
lungen erster Ordnung eingezeichnet. Die Variationsstorungslosung stimmt bemerkens-
wert gut mit der exakten Kurve iiberein: Abweichungen sind im gewéhlten Mafistab nicht
erkennbar. Abbildung 2.5(b) zeigt den relativen Fehler der Naherungslosung fiir 0 < g < 3.
Fiir ¢ — 0 geht der Fehler wie zu erwarten gegen 0, da die Variationsstorungslosung fiir
kleine g in die Schwachkopplungsreihe {ibergeht. Man erkennt dies leicht, wenn man (2-28)
um g = 0 entwickelt:

1 1 - n
NG, wop) = —= (1 89 — 8 + BTg? — 2l gt 4 ) = 3l (229)

V2r

Die Variationsstorungsrechnung reproduziert die Schwachkopplungkoeffizienten, die als

n=0
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n | an a£}> 11— an/ag)\ J | b b§1) 11— bj/by)‘
0 || +0.398942 | +0.398942 0% 0 || +0.390062 | +0.387366 0.696%
1 || +0.299207 | 40.299207 0% 1 || +0.131837 | +0.136955 3.736%
2 || —1.084624 | —1.009823 7.407% 2 || —0.004198 | —0.008070 47.976%
3 || +9.004252 | +6.816303 32.100% 3 || —0.001419 | 4+0.000317 > 100%
4 || —113.2071 | —60.92071 85.827% 4 1| +0.000536 | +0.000028 > 100%

(a) Schwachkopplungskoeffizienten a,, (b) Starkkopplungskoeflizienten b,

Tabelle 2.1: Vergleich der Koeffzienten der exakten Entwicklung fiir A'(g) mit den Entwicklungskoeffi-
zienten der Variationsstorungslosung erster Ordnung sowie relativer Fehler.

Input fiir die Variationsstorungsreihe benutzt wurden:

o) = =ap, 2-30)
o) = 2= =a, (2-31)
und liefert Ndherungswerte fiir die hoheren Koeffizienten:
1) _ 81 _ 87 .
2" = Tnvam T8 T Tnsae (2:32)
(1) _ | 2187 ., _ | _2889

Mit wachsendem g nimmt der relative Fehler allerdings zu, bleibt jedoch stets unter 0.7%.
Fiir ¢ — oo lat sich der maximale relative Fehler direkt angeben:

(1) 4
i (12 Mowt@wo) Y () VRVEBY e e
g— -/\/’exact(g>

2-34
[(3/4) 230
Die Variationsstorungslosung approximiert also auch die Starkkopplungsentwicklung sehr
gut. Entwickelt man (2-28) um g = 0o so ergibt sich eine Néherung fiir die Starkkopp-
lungsreihe:
(1) 1421/4 1 /2 _ 1,1 1 3/2 14OO (1) —j/2
/\/th(g,wopt) =g [ (1—|— mg_ /2 _ 4_89_ + mg_ / -+ ) =:gq / ij g_j/ .
§=0

V3T

(2-35)
In Tabelle 2.1 sind die Entwicklungkoeffizienten aus (2-29) und (2-35) mit denen der Rei-
hen (2-3) und (2-5) verglichen. Dass die Variationsstorungsreihe fiir grofie g so gute Werte
liefert, liegt vor allem daran, dass der fiihrende Koeffizient by mit so hoher Genauigkeit
approximiert wird. Die hoheren Koeffizienten ab j > 2 werden zwar nur schlecht approxi-
miert, spielen jedoch aufgrund der guten Konvergenz der Starkkopplungsreihe keine grofie
Rolle (by ist bereits 3 GroBenordnungen kleiner als by).



2.5 Variationsrechnung zweiter Ordnung 25

0.2
! (2) (2)
vat(lo,woptl) vat(lo,woptz)

} } 0.1
0 . .
Woptl W\ZW\
0.0
0 0. 05 0.1 0. 15 0.2 0 2 4 6 8 10
w g
2 2
(2) N2 (g = 10,0), 0N (g = 10,0) (b) @opt1 (9), Wopt2(9)

Abbildung 2.6: Olinks: Variationsstorungsreihe fiir N = 2 und g = 10 sowie die erste Ableitung mit
Nullstellen wept1 und wepta. Orechts: optimierte Variationsparameter wopti, wopt2 in Abhéngigkeit von g.

Hiermit sollen die Untersuchungen an der ersten Ordnung fiir diesen einfachen Fall ab-
geschlossen werden. Die Bestimmung eines optimalen Wertes des Variationsparameters
machte vor allem deshalb keine Probleme, weil sich eine eindeutige Nullstelle der ersten
Ableitung fiir beliebige Werte von g bestimmen lief3. Damit war der Bereich geringster Sen-
sitivitdt gegeniiber dem Variationsparameter schnell gefunden. Die Betrachtung hoherer
Ableitungen war daher nicht notwendig und liefert in diesem Fall auch deutlich schlechtere
Ergebnisse.

2.5 Variationsrechnung zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt soll die zweite Ordnung der Variationsstorungsreihe untersucht wer-
den. Es werden dabei die gleichen Schritte wie im vorangegangen Abschnitt bei der Be-
trachtung der ersten Ordnung durchgefiihrt. Die Variationsstorungsentwicklung (2-16)
und ihre erste Ableitung lauten fiir N = 2:

12/gw (2-3w) —4dw+g (124 60w — 87w?)

N (g, w) = J : 236

vpt(g w) \/ﬁ32g% wi ( )

QN,(Q)(Q W) = —3(dw+4/gw (15w —2)+g(4— 60w+ 203w?)) (2:37)
Ouw™ P V27128 g1 wi ’

Als optimale Werte fiir den Variationsparameter werden wieder die Nullstellen der ersten
Ableitung herangezogen:

_w vpt(g7w) =0. (238)
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Abbildung 2.7: Relativer Fehler der Variationsstorungsreihe erster und zweiter Ordnung. Der rechte
Plot ist eine Vergrosserung des kleinen Rechtecks unten links im linken Plot.

Im Unterschied zur ersten Ordnung im vorangegangen Abschnitt treten jetzt fiir beliebiges
g stets zwei Nullstellen der Ableitung auf:

—2(—247+30v/22+4203(—15++/22) g1/ 80809—14820+/22—406(—4365+697v/22)g)

Wopt1(g) = 41209 g ) (2-39)
4944-60+/22-+406(15++/22) g—2+/ 80809+14820/22+406(4365+697+/22)
Wopt2(9) = ’ \/412099 = (2-40)

Abbildung 2.6(a) verdeutlicht dies fiir ¢ = 10. In Abbildung 2.6(b) sind wepti(g) und
Wopt2(g) tiber g aufgetragen. Es gibt nun a priori keinen Grund, die eine Nullstelle der ande-
ren vorzuziehen. Da in diesem Fall die exakte Losung vorliegt, 148t sich leicht iiberpriifen,
welche Nullstelle die besseren Ergebnisse liefert. In Abbildung 2.7 ist der relative Fehler
der Variationsstorungslosung zweiter Ordnung fiir beide Fille iiber g aufgetragen. Die ge-
naueren Werte ergeben sich offenbar bei Verwendung der betragsméfig grofferen Nullstelle
Wopt2- Zum Vergleich ist der relative Fehler der ersten Ordnung Variationsstorungstheorie
aus dem letzten Abschnitt eingezeichnet. Diese liefert in diesem Fall bessere Werte, wenn
man einmal von dem Bereich sehr kleiner ¢ absieht, der im rechten Plot vergrofiert dar-
gestellt ist. Das gegeniiber der ersten Ordnung verbesserte Schwachkopplungs-Verhalten

n || an Wb | 11— /0| | i | L= /a0
0 +0.398942 | +0.398942 0% | +0.398942 0%
1 +0.299207 | +0.299207 0% | +0.299207 0%
2 —1.084624 | —1.009823 0% | —1.084624 0%
3 +9.004252 | +6.790190 32.607% | +8.076643 11.485%
4 —113.2071 | —17.95512 > 100% | —80.66973 40.334%
5 +1883.118 | —1404.396 > 100% | +-947.2808 98.792%

Tabelle 2.2: Vergleich der Schwachkopplungskoeffzienten der exakten Entwicklung fiir A'(g) mit den
Entwicklungskoeffizienten der Variationsstorungslosung zweiter Ordnung sowie relativer Fehler.
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n || bj bgz}optl 11— bn/ bgl%c)uoptl bgzdoptz 1 —bn/ 51(12,2;0pt2|
0 || +0.390062 | 40.379763 2.711% | +0.382568 1.959%
1| +0.131837 | +0.143178 7.921% | +0.140789 6.359%
2 || —0.004198 | —0.010575 60.300% | —0.009603 56.280%
3 || —0.001419 | 40.000928 > 100% | +0.000692 > 100%
4 || +0.000536 | —0.000061 > 100% | —0.000027 > 100%
5 || —0.000093 | +0.000002 > 100% | —0.000000 > 100%

Tabelle 2.3: Vergleich der Starkkopplungskoeffzienten der exakten Entwicklung fiir A'(g) mit den Ent-
wicklungskoeffizienten der Variationsstérungslosung zweiter Ordnung sowie relativer Fehler.

war zu erwarten, da die Variationsstorungsreihe zweiter Ordnung die ersten drei (statt
zwei) Schwachkopplungkoeffizienten reproduziert, die als Input verwendet wurden. Mit

der zweiten Nullstelle sind auch die Ndherungswerte ag)

und af) fiir die Koeffizienten
as und ay etwas besser als in der ersten Ordnung. Allerdings fithrt dies nicht notwendi-
gerweise zu besseren Resultaten: Da die Schwachkopplungsreihe divergent ist, bedeutet
eine genauere Approximation der ersten Koeffzienten nicht, dass sich das Endergebnis

verbessert.

Fiir groBe g dominiert das g/*b,-Verhalten der Reihe. Da der Koeffizient b(()2) ungenauer
ausfallt als b(()l) in der ersten Ordnung, ist auch die Abweichung vom exakten Ergebnis fiir
grofle g stdrker. Der maximale Fehler bleibt bei Verwendung der betragsméflig kleineren
Nullstelle wopt1 stets unter 2.65%, fiir wopto ist er kleiner als 1.93%. Die Betrachtung der
zweiten Ableitung ergibt eine eindeutige Nullstelle, die zu Werten zwischen diesen beiden
Féllen fithrt. Der Maximalfehler ist in dem Fall kleiner als 2.34%. In den Tabellen 2.2 und
2.3 sind die einzelnen Koeffizienten fiir n < 5 aufgelistet.

2.6 Variationsrechnung fiir die
Starkkopplungskoeffizienten

In den vorangegangen zwei Abschnitten war die Bestimmung eines optimalen Wertes fiir
den Variationsparameter w besonders einfach, weil sich die Nullstellen in Abhéngikeit
von ¢ geschlossen angeben lieflen. Bei der zweiten Ordnung trat jedoch das prinzipiel-
le Problem mehrerer — zunéchst gleichberechtigter — Nullstellen der ersten Ableitung
auf. In diesem Abschnitt sollen jetzt die Starkkopplungskoeffizienten mit Hilfe der Va-
riationsstorungsreihe direkt aus den Schwachkopplungskoeffizienten a,, bestimmt werden.
Dabei sollen gleichermaflen hohe Ordnungen und hohe Ableitungen untersucht werden.
Zwar kennt man in komplizierteren Féllen selten derart viele Storungskoeffizienten, um
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by’ (w)
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Abbildung 2.8: Variationsstérungsreihe fiir den Starkkopplungskoeffizienten b)Y (w) fiir N = 1, ..., 10.
Die gepunktete griine Linie bezeichnet den exakten Wert by = I'(3/4) ~ 0.390 062.

zu solch hohen Ordnungen gehen zu konnen, jedoch kénnen sich aus dieser Untersuchung
bestimmte Gesetzméfigkeiten ableiten lassen, die sich auch auf die Bestimmung des op-
timalen Variationsparameters in komplizierteren Féllen {ibertragen lassen.

Aus der Variationsstorungsreihe N-ter Ordnung (2-16) ergibt sich der vom Variationspa-
rameter w abhingige Starkkopplungskoeffizient béy (w) zu

N
4 . 4dn —1 —1/2 -2 N —
b;\/(w> _ u)3/271/4 § :anwn(_l)]JrNJrnn—( / n) ( . n> (241)
n=0

dn+25 —1 N —n J

Als erstes soll der fithrende Koeffizient der Starkkopplungsentwicklung betrachtet werden,
fiir den sich mit (2-41) ergibt:

by (w) = w Y ()N (_1]\/[2__n2”) . (2-42)

n=0

Der exakte Wert, mit dem die Ergebnisse der Variationsstorungsrechnung verglichen wer-
den sollen, lautet:

bo =T1'(3/4)/m ~ 0.390 062 251 089 406 773 850 463 399 075459 284... (2-43)

In Abbildung 2.8 ist b (w) fiir N = 1,...,10 iiber w aufgetragen. Fiir kleine w dominiert
grundsitzlich der w™/4-Term, so dass die Reihe fiir alle N bei w = 0 gegen 400 strebt.
Fiir grofle w kommt dagegen das divergente Verhalten der Schwachkopplungskoeffizienten
a, zum Tragen und b)Y (w) strebt fiir gerade N gegen —oo, fiir ungerade N gegen +o0.
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Dazwischen liegt ein Bereich von w-Werten, fiir die die Variationsstorungsreihe ein ver-
gleichsweise stationéres Verhalten zeigt. Fiir die hoheren Ordnungen ist in Abbildung 2.8
ein regelrechtes Plateau im Bereich 0.03 < w < 0.09 zu erkennen.

Betrachtet man diesen Bereich genauer, 0 301
wie in nebenstehender Vergrosserung von

Abbildung 2.8, so zeigt sich, dass das Pla- 3%
teau noch recht , hiigelig” ist. Die gepunk-  0.39
tete griine Linie bezeichnet das exakte Er- | s50c

gebnis. Um die w-Werte, fiir die b)) (w) sta-

tiondr wird, zu bestimmen, sei wieder die * 38%, 02 0.04 0.06 0.08 0.1
k-te Ableitung der Variationsstérungsreihe
betrachtet:
o Tn—3) —2n —1/2
—b _ —1/4 k . 1 N+n ] 9.44
Owk o ;a n———k:) S (=1) N—n (2-44)

Aufgrund des w™/4-Faktors nimmt der Grad der Reihe beim Ableiten nicht ab. Die Reihe
selbst, wie auch die k-te Ableitung, besitzt N zum Teil komplexe Nullstellen. In Abbildung
2.9 sind die Nullstellen der ersten Ableitung von b)Y (w) fiir N = 1, ..., 20 in der komplexen
w-Ebene dargestellt. Fiir die Bestimmung des optimalen Wertes des Variationsparameters
kommen nur die reellen Nullstellen in Betracht. Wie viele relle Nullstellen es in N-ter
Ordnung gibt, 148t sich nicht allgemein bestimmen. In Abbildung 2.10 links sind die
reellen Nullstellen der ersten Ableitung nach Grofe sortiert dargestellt: die betragsméflig
kleinste Nullstelle ist jeweils rot eingezeichnet, die néachstgrofiere gelb, usw. Im Plot rechts
daneben ist der relative Fehler bei Verwendung dieser Nullstellen als Variationsparameter
aufgetragen. Zuséatzlich wurden die Ergebnisse fiir die Nullstellen der zweiten Ableitung
als farbige Kreise eingezeichnet. Man erkennt gut, dal die Anzahl der reellen Nullstellen
mit steigender Ordnung zunimmt. Ein sehr gutes Ergebnis fiir eine gegebene Ordnung N
liefert dabei die betragsmaflig grofite Nullstelle. Da die Reihe fiir ungerade N gegen +oo
und fiir gerade N gegen —oo strebt, wechseln sich hierbei die erste und zweite Ableitung
meistens ab: Der letzte stationiire Punkt, bevor die Reihe gegen 400 strebt, springt dann
zwischen Extremum (N ungerade) und Wendepunkt (N gerade) hin und her. Dies ist in
Abbildung 2.11 links fiir N =8 und N = 9 verdeutlicht.

Zur Bestimmung eines optimalen Wertes des Variationsparameters 148t sich daher folgen-
de Strategie angeben: man betrachte die ersten beiden Ableitungen und wéahle diejenige
Nullstelle als Wert fiir den Variationsparameter, die betragsméafiig am grofiten ist. In Ab-
bildung 2.10 rechts sind die nach diesem Verfahren ausgewihlten Werte durch schwarze
Kreise markiert. Bis auf einen Fall (N = 1) liefert diese Regel immer die bestmogliche Null-
stelle. Der Ausreifler bei N = 1 wére jedoch auch ohne Kenntnis des exakten Ergebnisses
sofort als solcher zu erkennen, da die Nullstelle der zweiten Ableitung in einem Bereich
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Abbildung 2.9: Nullstellen von 8%bév (w) in der komplexen w-Ebene fir N = 1,...,20. Die Zahlen in

den Kreisen bezeichnen die Ordnung N.

liegt (w = 10/9), in dem die Variationsstorungsreihe steil ansteigt. Dies ist in Abbildung
2.11 rechts dargestellt. Auch ohne Kenntnis der exakten Losung wire hier eindeutig das
Minimum bei w = 2/9 als stationérer Bereich zu wahlen. Fiir kleine Werte von N ist

also mit Abweichungen von der Regel zu rechnen. Grundsétzlich erscheint es sinnvoll, die
Wahl des optimalen Variationsparameters anhand eines Plots der Variationsstérungsreihe
fiir die betreffende Ordnung auf Plausibilitét zu iiberpriifen.

logqo ‘1 — bév(wo(N, k))/b0|

o
—
@esa5easaaeascseassaasaaeascaeasaeaéaa
2l o
©)
OO@O
® i=3
@@%5686865686688866888686666
® ®
€] =4
o 00e®©88888882888888888
® ®o [
@ 1=0
o 00002288888
® @
®i=0
o
@
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37

N

Abbildung 2.10: Olinks: b}’ (w) und die rellen Nullstellen der ersten Ableitung nach w. Orechts: Relativer
Fehler bei Verwendung der Nullstellen der ersten (o) bzw. der zweiten (o) Ableitung. Die Farben im linken
Plot korrespondieren mit denen im rechten Plot. Die schwarzen Kreise markieren die Nullstellen, die durch

die im Text beschriebene Strategie ausgewahlt wurden.
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Abbildung 2.11: Olinks: Wechsel von Wendepunkt/Extremum fiir gerade/ungerade N. Orechts: Das
Ergebnis fiir den optimalen Variationsparameter nach , Kochrezept“ liegt im Fall N = 1 offensichtlich zu
weit auflerhalb.

Man kann nun weiter fragen, ob sich mit hoheren als der ersten und zweiten Ableitung
noch bessere Ergebnisse erzielen lassen. In Abbildung 2.12 ist der relative Fehler von
by (wo) fiir alle positiven reellen Nullstellen wy der ersten 20 Ableitungen dargestellt. Die
ausgefiillten Dreiecke gehoren zu ungeraden Ableitungen. Die Farben entsprechen wie zu-
vor einer Sortierung nach Grofle: rot bezeichnet die betragsméfig kleinste Nullstelle, gelb
die néchstgrofere, usw. Der schwarze, kleinere Kreis markiert diejenige Nullstelle, die mit
der zuvor beschriebenen Strategie ausgewéhlt wurde, wahrend der gréflere, magentafarbe-
ne Kreis den bestmdglichen Wert bei Beriicksichtigung aller Nullstellen bis hin zur 20ten
Ableitung bezeichnet. Fiir N = 1, ..., 4 fallen beide Ergebnisse zusammen. Fiir N > 5 lie-
fert meistens irgendeine hohere Ableitung noch ein besseres Ergebnis, allerdings scheint
es kein klares Muster zu geben. Zwar liegt héufig ein guter Wert in der Niahe von £k = N
[HPO1], jedoch 148t sich dieses ,in der Néhe von* hier nicht genauer prézisieren, so daf
sich daraus keine neue Strategie zur Auswahl des Variationsparameters ergibt. Es ist des-
weiteren zu erkennen, dass die Ergebnisse, die sich mit Hilfe der ersten zwei Ableitungen
ergeben, schon sehr gut sind: die zwei Kreise liegen in den Plots meist auf gleicher Hohe. In
Abbildung 2.13 sind noch einmal die bisherigen Ergebnisse fiir N = 1, ..., 12, 20, 30, 40 aus
einem anderen Blickwinkel dargestellt. Die hellgriine Linie bezeichnet den exakten Wert
bg, die griinen Rauten entsprechend die Werte von w, fiir die die Variationsstorungsreihe
dieses Ergebnis liefern wiirde. Die Kreise, Dreicke und Quadrate bezeichnen die Werte, die
sich fiir die Nullstellen der ersten, zweiten und dritten Ableitung ergeben. Der schwarze
Kreis markiert den Wert, der durch die im Text beschriebene Strategie ausgewéhlt wurde,
der magentafarbende Kreis bezeichnet dagegen das beste Ergebnis, welches sich bei Be-
trachtung aller Nullstellen der ersten 40 Ableitungen ergidbe. Auch hier ist zu erkennen,
dass die im Text beschriebene Strategie, die grofite Nullstelle der ersten beiden Ableitung
als optimalen Wert fiir den Variationsparameter zu nehmen, sehr gut funktioniert.
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Abbildung 2.12: Relativer Fehler log, |1 —b{ (wo(N, k))/bo| bei Verwendung der positiven reellen Null-
stellen der k-ten Ableitung als Wert fiir den Variationsparameter in N-ter Ordnung. Hat eine Ableitung
mehrere Nullstellen, so sind diese durch verschiedenfarbige Dreicke dargestellt.
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Abbildung 2.13: Ergebnisse der Variationsstérungsreihe fiir b (w), Nullstellen der ersten (O), zweiten
(A) und dritten (O) Ableitung sind markiert.






Kapitel 3

Variationsstorungsrechnung fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung

In diesem Kapitel soll es nun um die vollstédndige orts- und zeitabhingige Losung der
Fokker-Planck-Gleichung mit anharmonischem Driftkoeffizienten gehen. Die Vorgehens-
weise ist dabei dhnlich der im vorhergehenden Kapitel, in dem die Variationsstorungs-
theorie an einem besonders einfachen Grenzfall getestet wurde.

Zunéchst wird eine Schwachkopplungsreihe fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung hergelei-
tet. Die Schwachkopplungskoeffizienten, die im Unterschied zum vorhergehenden Kapitel
nun orts- und zeitabhéngig sind, werden dabei mit Hilfe eines Rekursionsverfahrens be-
rechnet. Die Schwachkopplungsentwicklung fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiithrt
aus den in Abschnitt 1.4 dargelegten Griinden auf eine divergente Reihe.

Auf diese Reihe soll nun die Methode der Variationsstérungstheorie angewandt werden.
Daher wird als néchster Schritt eine Variationsstérungsreihe fiir die Losung der Fokker-
Planck-Gleichung mit anharmonischer Drift bestimmt. Im Anschlul daran wird auf die
Normierung der Variationstérungsreihe eingegangen. Diese Problematik kommt gegeniiber
dem vorhergehenden Kapitel neu hinzu und entstammt der Tatsache, dass hier eine ganze
Verteilungsfunktion optimiert wird.

Als Maf§ fiir die Giite der Variationsstorungslosung soll eine numerische Losung dienen,
die durch direkte Integration der Fokker-Planck-Gleichung gewonnen wird. In einem kur-
zen Abschnitt werden hierzu einige grundlegende Punkte erldutert, bevor die Variati-
onsstorungsreihe fiir ausgewahlte Parameterwerte optimiert wird.

3.1 Schwachkopplungsreihe

In diesem Abschnitt wird eine Losung der Fokker-Planck-Gleichung mit anharmonischer
Drift in Form einer Schwachkopplungsreihe in g bestimmt. Der anharmonische Driftkoeffi-

35
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zient geht fiir ¢ = 0 in den harmonischen Fall {iber, der fiir geeignete Anfangsbedingungen
geschlossen 16sbar ist. Die Storungsreihe wird also auf der harmonischen Losung aus Ab-
schnitt 1.3 aufbauen. Die wesentlichen Schritte bei der Bestimmung der Stérungsreihe
seien hier zur besseren Orientierung vorweggenommen:

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird in die bekannte harmonische Losung
und einen ndher zu bestimmenden anharmonischen Anteil faktorisiert, der die
Storung beschreibt.

e Fiir den noch unbekannten anharmonischen Faktor wird eine Stérungsreihe in
¢ mit orts- und zeitabhéngigen Koeffizientenfunktionen ¢, (x,t) gewéhlt.

e Die Koeffizientenfunktionen werden als Potenzreihen in z mit zeitabhéingigen
Koeffizienten o, ;(t) angesetzt.

e Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Fokker-Planck-Gleichung und Koeffizi-
entenvergleich ergeben sich Bedingungen an die Koeffizenten o, x(¢) in Form
von gekoppelten linearen Differentialgleichungen.

e Das System gekoppelter Differentialgleichungen 1&8t sich auf endliche Rekur-
sionsrelationen fiir die Koeffizienten o, x(t) reduzieren [BWG69], [BW73]. Die
Differentialgleichungen lassen sich unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen integrieren.

Diese Schritte werden im nun folgenden Abschnitt detailliert ausgefiihrt.

3.1.1 Transformation der Zeitskala

Bevor mit der Berechnung der Schwachkopplungskoeffizienten begonnen wird, soll noch
eine Variablentransformation in der Zeitskala durchgefiihrt werden, um die kommenenden
Berechnungen zu vereinfachen. Es sei:

7(t) == 10e " mit 70 =+/1—"~02%/D. (3-1)

Wihrend die physikalische Zeit ¢t von 0 bis co verlauft, lauft die neue Zeitskala 7 von 7
bis 0. Mit den Ersetzungen

1 T 0 0

70
lautet die transformierte Fokker-Planck-Gleichung:

B, 0 -
75 Ple, 1) = o [K(2)P(z, 7)) + Doy

= 9 P(x,T). (3-3)
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Fiir die Losung (1-37) bei harmonischem Driftterm erhélt man mit (3-1)
Po(z,t) = Po(2,7) = | ———L—exp _ v (e er)® (3-4)
’ ’ 2nrD(1 — 12) 2D 1—-712 |’
wobei noch die Abkiirzung:

o M 55)

T +/1—7v02%/D

verwendet wurde. Die Losung (3-4) erfiillt die Anfangsbedingung:

1 (z — p)?

vV 2mo? P [_ 202

Den Grenzfall der Anfangsbedingung P(z,0) = §(x — p) erhilt man mit ¢* — 0 und

Py(z,0) = Po(z,10) = ] = Py(z; p, 0%). (3-6)

entsprechend 75 — 1.

3.1.2 Flache und kumulative Stérungsreihe

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine stérungstheoretische Losung P(z, 1) fiir folgende Pro-
blemstellung zu bestimmen:

) ) ; 0?
e = = D—
172 P(,T) = o (03 + g2)P(a, )] + Do P ) .

P(ZE,TO) = PN(.Z';,U,O'Q)-

Die Losung Py(z, 7) des ungestorten Problems ist durch (3-4) gegeben. Darauf aufbauend
wird nun fiir g > 0 der folgende Produktansatz gewéhlt:

P(x,7) = Polz,7)q(z, 7). (3-8)

Die gesamte g-Abhéingigkeit ist im Korrekturfaktor ¢(z,7) enthalten. Dieser wird als
Potenzreihe in g mit Koeffizientenfunktionen ¢(z, 7) angesetzt:

9z, 7) =D g" dulx, 7). (3:9)

Diese Darstellung der Storungsreihe wird im folgenden als flache Stérungsreihe bezeichnet.
Eine weitere Form, die eine wichtige Rolle spielen wird, ist die kumulative Storungsreihe
oder Kumulantenentwicklung':

P(x, 1) = Po(z,T) P, (3-10)

In der Feldtheorie spielt die Kumulantenentwicklung eine Rolle als erzeugendes Funktional, welches
nur amputierte Feynman-Diagramme erzeugt. Auf das vorliegende Problem {iibertragen, begriindet dies
die Hoffnung, dass die Kumulantenentwicklung von einfacherer Struktur ist als die flache Stérungsreihe.
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Der Exponent p(z,7) wird als Kumulante bezeichnet. Auch in diesem Fall wird wieder
ein Potenzreihenansatz in ¢ verwendet:

ple,7) = g" xulx,7). (3-11)

Die Koeffizientenfunktionen x,(x, 7) stimmen in erster Ordnung mit den ¢, (x, 7) iiberein.
Durch die Exponentialfunktion generiert die Kumulantenentwicklung jedoch auch Terme
beliebig hoher Ordnung in g. Eine Folge davon ist, dass die kumulative Stérungsreihe
schon in erster Ordnung die stationére Losung (1-46) — bis auf die Normierung — richtig
wiedergeben kann.

Ein weiterer Vorteil der Kumulantenenwicklung ist die Tatsache, dass sie in jeder Ordnung
und fiir jeden Wert von x nur positive Werte annimmt, wie es fiir eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Fall sein sollte. Die flache Storungreihe kann dies nicht leisten: bricht
man die Entwicklung (3-9) bei endlicher Ordnung N ab, so wird ¢(z, 7) und damit P(z, )
im allgemeinen auch negative Werte annehmen.

Trotz dieser Vorteile der Kumulante soll die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
aus didaktischen Griinden anhand der flachen Stérungsreihe diskutiert werden, da die
Kopplung der Koeffizienten untereinander fiir diesen Fall leichter nachzuvollziehen ist.
Anderungen am Verfahren, die bei Verwendung der Kumulantenentwicklung notwendig
sind, werden dann am Ende des Abschnitts kurz erlautert. Grundsétzlich konnen die
Koeffizienten durch Umentwickeln ineinander umgerechnet werden:

(3-12)

1o =
Xn(I,T) - ﬁa_g" llogggk (bk(x’T)]

g=0

3.1.3 Bestimmung der Schwachkopplungskoeffizienten

Die niedrigste Koeffizientenfunktion ¢g(z,7) 1d8t sich sofort festlegen: Fiir ¢ = 0 mufl
P(x,7) = Po(x,7) gelten, da das Problem dann in den harmonischen Fall iibergeht.
¢o(x, T) ist also notwendigerweise durch ¢g(x,7) = 1 festgelegt. Bestimmungsgleichungen
fiir die hoheren Terme erhélt man durch Einsetzen des Ansatz (3-8) in die Fokker-Planck-
Gleichung (3-7):

. 2 V9T o 3 Y9 4
i) + (390 - I+ o 2t gt

2fyrx0+ ™ +1
21 T

(3-13)

T+ g$3) ¢ (x,7)+ Dq"(x,7) = 0.
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7Zu besseren Ubersicht seien folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

YTZo Y

— =3 = = — 3-14

cL =T, C2 ) ] D(r2—1)’ Cq D(r2—1) ( )
21X 2 +2

i L R cs=D. (315)

Die Struktur dieser Koeffizienten spielt zunéchst keine Rolle. Setzt man nun fir ¢(x, 1)
die Potenzreihe (3-9) ein, sortiert nach Ordnungen von g und fiihrt einen Koeffizienten-
vergleich durch, so erhélt man fiir den Koeffizienten von g" die Bedingung;:

CLn + Cobp13% + C3p 12> 4 cap 12t + 58, + codx + ol 2P+ s = 0. (3-16)

Es stellt sich nun die Frage, ob es Polynomlésungen fiir die ¢,, gibt, und welche Bedingun-
gen an diese zu stellen sind. Die Vermutung, dass man hier mit Polynomen auskommt,
wird dadurch gestérkt, dass sowohl das ungestorte Potential als auch die Stérung von poly-
nomialer Natur sind. Im vertrauteren quantenmechnischen Kontext wiirde dies bedeuten,
dass die Matrixelemente des Storoperators in der Basis des ungestorten Problems nur zwi-
schen wenigen nahen Nachbarzustinden von Null verschieden sind und somit nur endlich
viele Terme in jeder Ordnung der Storungsreihe auftreten. Fiir beliebige Storpotentiale
ist dagegen mit einer polynomialen Losung fiir die ¢, nicht zu rechnen.

Hier sei nun ¢, (x, 7) als Potenzreihe in x angesetzt:

On(x,7) 1= ian,k(ﬂxk. (3-17)

Welchen Grad M,, muf} eine solche Polynomlésung mindestens haben? Um diese Frage zu
kldren, betrachte man den hochsten Grad jedes Terms in (3-16), wenn ¢, durch (3-17)
gegeben ist:

CLn + CoPn 172 + C3op 1 7% + a8t + c5¢, + codlx + ezl 1P 4 sl = 0. (3-18)
~ ——— o o Y e e P

Mn ]\477,71"‘2 Mn71+3 Mn71+4 Mn_]- Mn Mn71+2 M’VL_Q

Aufgrund des Terms mit M, + 4 mufl M,, > M,_1 + 4 gelten. Zusammen mit ¢g = 1
ergeben sich die Bedingungen:

My=0 und M, > M, | +4, (3-19)

so dass der minimale Ansatz fiir ¢, lautet:

On(z,T) = Zamk(T)xk. (3-20)

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die Koeffizienten cs und cs fiir o = 0 verschwin-
den und damit die ,ungeraden® Terme in (3-18) nicht vorhanden sind. Fiir 4 = 0 bzw.
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On—1,k—4 On—1,k-3 An—1,k—2

n=1 ©.- 0. @ — 0 — O

QAn,k QA k1 Qn k2

=2 @ — 0 — @ — 0 Gl @ — O — O

Abbildung 3.1: Rekursive Berechnung der Entwicklungskoeffizienten a,, x: ag ¢ ist der einzige Koeffizi-
ent, der a priori ungleich 0 ist (blau). Fiir jedes n werden die Koeffizienten fiir k = 4n, ..., 0 nacheinander
berechnet (gelb). Dabei werden in jedem Schritt nur Koeffizienten bendtigt, die schon zuvor berechnet
wurden (griin).

xo = 0 kommt man also in (3-20) mit ausschlieflich geraden z-Potenzen aus. Dies war zu
erwarten, da das Problem in dem Fall symmetrisch gegeniiber x — —x ist.

Um die Koeffizienten a, x(7) zu bestimmen, setzt man nun den Potenzreihenansatz (3-20)
in (3-16) ein und betrachtet den Koeffizienten von z*. Erneuter Koeffizientenvergleich
liefert eine Gleichung, die die a, 4 (7) miteinander verkniipft:

100 + Co0n_1 k—2 + C3Qp_1 43 + Ca0p_1 -4 + c5(k+ 1), k11

321
+ cekoyr + cr(k — 2)an_1p—2 + cs(k +2)(k + 1)an g2 = 0. (3:21)
Fiir den Koeffizienten oy, x(7) ergibt sich hieraus die lineare Differentialgleichung
k(% +1
O'énJg(T) + %Oxmk(ﬂ = TnJg(T) (322)
mit der Inhomogenitét:
k’ + 1 i 1
Tng(T) = — po Qn—1,k—2(T) + man—l,k—ii(T) - man—l,k—ZL(T) 328)
2x D(k+2)(k+1
2Bk Do () - DI )
T =1 T

Dieses System von gewohnlichen Differentialgleichungen 148t sich rekursiv 16sen, wie in
Abbildung 3.1 dargestellt ist. Zunéchst ist zu beachten, dass gilt:

ank(7) =0, falls n<0 oder k<O oder k> 4n. (3-24)

In Abbildung 3.1 sind die entsprechenden Punkte auf dem (n, k)-Raster leer oder liegen
auferhalb. Beginnt man nun die Berechnung der Koeffizienten nter Ordnung bei k = 4n
und arbeitet sich schrittweise in Richtung & = 0 vor, so stehen auf der rechten Seite
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von (3-22) nur Koeffizienten, die bereits in einem vorherigen Schritt berechnet wurden.
In der Abbildung sind die bereits verfiigbaren Koeffizienten griin dargestellt. Die durch
die Inhomogenitét (3-23) vermittelte Kopplung der Koeffizienten bei Berechnung von v,
(gelb) ist durch die gestrichelten Linien angedeutet. ag o (blau) ist der einzige Koeffizient,
der a priori ungleich 0 ist. Fiir zp = 0 entfillt die Kopplung zu den grau dargestellten
Nachbarn a,,—1 ;3 und «;, 11, wodurch alle Koeffizienten mit ungeradem k verschwinden.

Um eine Losung fiir die inhomogene lineare Differentialgleichung (3-22) zu bestimmen,
wird zuerst die entsprechende homogene Gleichung gelost:
k(% +1)

(2 1) k(1) = 0. (3-25)

dnk(T)—F

Diese Gleichung 148t sich nach Partialbruchzerlegung direkt integrieren:

/M - /E L (3-26)

Qi (T) T 12-1

Mit der Integrationskonstanten A, j lautet das Ergebnis:

Tk

Die Losung der inhomogenen Gleichung wird mittels der Methode der Variation der Kon-

i (T) = Ak (3-27)

stanten bestimmt: Dazu setzt man die Losung (3-27) der homogenen Gleichung in (3-22)
ein, wobei A, als zeitabhéngig angenommen wird. Man erhélt somit fiir A, ;(7)

L A7) = ras(r)rH = D), (329)
mit der Losung:
Anar) = Auslr) = [ ras(©)€HE — 1)t de (329)
70
Um die Integrationskonstante A,, ;(7p) festzulegen, betrachtet man die Anfangsbedingung:
P(a; p,0%) E Pla,70) B Pole, 7o)al, o) T Pla; p, 02)a(w, 7o) (3-30)

Insbesondere mufl daher gelten:

00 4n

l=q(z,70) =1+ Zg” Z i (T0) 2" (3-31)
n=1 k=0

Ein Koeffizientenvergleich ergibt, dass alle o, (1) fiir n > 1 verschwinden miissen, so

dass dies unter Beriicksichtigung von (3-27) auch fiir die Integrationskonstanten A, ()

gelten mufl. Als Endergebnis erhélt man:

() = e | rr(@€HE ~ 1), (3:32)

70
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wobei 7, x(7) durch (3-23) gegeben ist. Damit sind die wesentlichen Schritte zur Berech-
nung der Schwachkopplungskoeffizienten a,,;(7) erldutert. Der Grenzfall, dass die An-
fangsbedingung die Form einer ¢-Funktion annimmt, muf§ allerdings noch genauer unter-
sucht werden, da die Folgerung (3-31) aus (3-30) in diesem Fall nicht gilt.
Die Anfangsverteilung P(z, 7o) = d(x — ) ergibt sich durch den Grenziibergang o? — 0,
bzw. durch 7y — 1. Fiir k£ # 0 muf weiterhin A,, ;(7) = 0 gelten, da o, ;(7) sonst bei 7y
einen Pol k-ter Ordnung hitte. Fiir & = 0 entfillt der Bruch in Gleichung (3-27), so dass
dieses Argument nicht gilt. Die Integrationskonstanten A, o(79) lassen sich jedoch durch
die Normierungsbedingung festlegen:
+00 +o0
1= P(z,1)dx = / d(z — x0)q(z, 1) dx = q(x0,1). (3-33)

—0o0 —00

Einsetzen der Reihendarstellung fiir ¢(x, ) liefert:

00 4n
1=q(zo, 1) =1+ ¢" Y ans(l)f. (3-34)
k=0

n=1

Durch einen Koeffizientenvergleich fiir g ergibt sich hiermit die gesuchte Bedingung fiir
die Integrationskoeffizienten A, o(1):

4n 4n
oM =0 = A1) =ane(l) == ank(l)af. (3-35)
k=0 k=1

Fiir k # 0 sind die Koeffizienten o, ;(7) auch im Grenzfall einer §-formigen Anfangsver-
teilung durch (3-32) gegeben, fiir k£ = 0 erhdlt man in diesem Fall dagegen:

o (7) = / o dE — 3 a1k (3-36)

Dieses Ergebnis stimmt mit (3-32) iiberein, wenn man den Grenziibergang 7o — 1 sorgfiltig
durchfiihrt:

(1) = lim {ﬁ J GG, d&} . (3:37)

T0—1 o

In diesem Sinne ist Gleichung (3-32) also auch fiir den Grenzfall der §-formigen Anfangs-
verteilung giiltig.
3.1.4 Koeffizienten der Kumulantenentwicklung

Die Berechnung der Koeffizienten fiir die Kumulantenentwicklung (3-10) verlauft im We-
sentlichen analog zum vorangegangenen Abschnitt, so dass hier nur die wichtigsten For-
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meln zusammengestellt werden sollen. Durch Einsetzen von (3-4) und (3-10) in die Fokker-
Planck-Gleichung (3-7) erhélt man eine Gleichung fiir die Kumulante p(x, 7):

V9T Zo 3 g 4
D—0" "DE-1"

2YTx 24+ 1
(_ i 0+

yrp(x,7) + 3g2° —
(3-38)

e R “"3) p(x,7) + Dy (2, 7))* + Dp"(2,7) = 0.

Der Hauptunterschied zur vorhergehenden Rechnung besteht in dem nichtlinearen Term
(p'(z,7))% Man setzt nun wieder den Potenzreihenansatz (3-11) fiir p(x, 7) ein und macht
einen Koeffizientenvergleich fiir g”. Mit geeignet gewihlten Abkiirzungen d; wie in (3-14)
ergeben sich daraus folgende Gleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen y,,(z, 7):

n=1: dixi+ dor® + dsa® + dyz* + dsX; + dexix + dox| =0,

. ! ! ! 3 n—1 _7 " (339)
n Z 2 : len + d5Xn + dGan + d7Xn—1x + dS Zm:l Xan—m + ngTL = 0
Ein Polynomansatz fiir die x,(z,7) in x gemaf
My,
Xo(2,7) =Y Bus(r)zk (3-40)
k=0

wirft wiederum die Frage auf, welchen Grad M,, diese Polynome mindestens haben miissen,
um die Bedingungen (3-39) erfiillen zu kénnen. Die Antwort ist abhéngig vom maximalen
Grad M,, des nichtlinearen Terms "7 ¥

/ / .
an—m'

M, = max (M,+ M, ) —2. (3-41)

m=1,....n—1

Ein Blick auf den Grad aller Terme in (3-39):

n=1: dix1 + dor® + dsa® + dyz* + dsx/, + dex,x + dox
—~— ~— ~ ~— . ,

M, 2 3 4 Myp—1 M, Mi—2 (3 42)

n>2: dixy + dsx;, + deX,® + dex 7+ ds S0 XX + doXo,

~— v \/_/ N’ A J - >

~~
Mﬂ Mn_l Mn Mn71+2 Mn Mn_2

zeigt, dass notwendigerweise M, > 4 sowie M,, > M,,_1 + 2 gelten muf}. Mit dem minima-
len Ansatz M, = 2n + 2 ergibt sich der Grad des nichtlinearen Terms zu M, = M,,, was
keine weiteren Probleme aufwirft. Damit wéchst der Grad der Koeffizientenpolynome x,,
der Kumulante nur halb so schnell wie bei der flachen Reihe, so dass nur halb so viele
Koeffizienten zu berechnen sind. Andererseits bezahlt man diese Verringerung der Koef-
fizientenanzahl mit einer komplizierteren Kopplung der Koeffizienten untereinander, die
durch den nichtlinearen Term hervorgerufen wird. Es ist daher nicht offensichtlich, welche
Koeffizienten sich im allgemeinen einfacher bestimmen lassen. Die Praxis hat gezeigt, dass
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fiir die Kumulantenentwicklung nicht nur weniger Koeffizienten gebraucht werden, son-

dern dass diese auch noch von einfacherer Struktur sind. Bei den Berechnungen hat es sich

desweiteren als sinnvoll erwiesen, noch eine zusétzliche Entwicklung in xy vorzunehmen:
2n+2 2n+2—k

Xn($,7):z Z Bt (T)2F k. (3-43)
k=0 1=0

Dass die Summe {iber [ nur bis maxmimal 2n 4+ 2 — k 1auft, hingt damit zusammen, dass
der Koeflizient des Terms mit der hochsten z-Potenz in (3-42) kein zg enthélt. Mit jedem
Schritt k£ — k — 1 kann der Grad der zy-Potenz jedoch nur maximal um eins ansteigen.

Mit dem Ansatz (3-43) fiir die Koeffizientenfunktionen y,,(z,7) erhédlt man eine lineare
Differentialgleichung fiir die (3, x,(7):

. k(2 +1)
Brgea(T) + mﬁn,k,l<7—) = Snk(T)- (3-44)
Diese hat die gleiche Form wie die im vorangegangen Abschnitt geloste Gleichung (3-22),

so dass sich die Losung direkt iibertragen lat:

Tk i _
Busa(0) = e | snna(©€HE ~1)0dg (3-45)
(T - ]') 0
Die Inhomogenitét s, x;(7) ist in diesem Fall gegeben durch:
(7) = — S Ga010 + B0 L 50
S )= — — S - -
1,k,l 7 2010 D 1) %3011 D — 1) k,401,0 1)
2(k+1) D(k+2)(k+1)
—— Bik+10-1 — B k+2.05
72 —1 Ty
k—2 2(k+1 D(k+2)(k+1
Spp(T) = — —— DB k-2, + %ﬁn,k+l,l—l _ I ) )ﬁn,k+2,l
YT 74 —1 YT (3-47)
D _,,_ . .
o Sy 2o 3k = G4 2) Y Bon i B2

Ist eine der folgenden Bedingungen erfiillt, so gilt a priori 3, 4,(7) = 0:

n <0
k<0 oder k>2n+2
<0 oder I>2n+2-kF
k+ 1 ungerade
Letzteres erkennt man, wenn man beachtet, dass fiir k£ + [ ungerade jeder Term in (3-44)
wenigstens einen Faktor 3, ;; mit j + ¢ ungerade enthélt. Fiir den letzten Term in (3-47)
folgt dies aus:
(k4! ungerade A j+i ungerade) = k—j+2+1—1 gerade
(k + [ ungerade A j+ i gerade) = k—j+ 241 —1ungerade
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(a) Bk, (b) B2k, (€) B3k,

Abbildung 3.2: Relativer Rechenzeitverbrauch fiir die ersten drei Ordnungen der Stérungskoeffizienten
Bn k1 fiir die Kumulantenentwicklung.

Fiir die einzigen a priori von 0 verschiedenen Terme in (3-46) gilt k41 = 2 oder k+1 = 4,
also k+1 gerade. In Anhang D ist die MATHEMATICA-Implementation der Gleichung (3-44)
angegeben, die zur Berechnung der Koeffizienten benutzt wurde. In Abbildung 3.4 sind
die Koeffizienten (3, j,; der ersten Ordnung aufgelistet und fiir v = D = 1y = 1 {iber den
Zeitachsen 7 und t aufgetragen. Die Koeflizienten 3 40 und ;4 nehmen bei 7 = 1 bzw.
t = 0 endliche Werte an, wie dies nur fiir 6-féormige Anfangsverteilungen moglich ist. Die
einzigen Koeffizienten, die fiir 7 — 0 bzw. ¢t — oo nicht verschwinden, sind ;40 und
B1.00- Bra0 strebt gegen 1/4D und reproduziert damit den gz*/4D-Term im Exponenten
der stationédren Losung. Der Koeffizient £y 00(7 = 0) entspricht dem ersten Term in der
Entwicklung der Normierungskonstante der stationidren Losung. Auf die Normierung der
Storungsreihen wird im néchsten Abschnitt noch genauer eingegangen.

In Abbildung 3.2 ist der relative Rechenzeitauf- kB
wand fiir die Berechnung der ersten drei Ord- 9%
nungen verdeutlicht. Die benotigte Rechenzeit

wéchst sehr schnell mit der Ordnung n an. Zum 0
einen nimmt die Anzahl der Koeffizienten qua-
dratisch zu.? Im Fall der flachen Reihe sind in
n-ter Ordnung 2" (2k +1) = (2n + 1)? Koef- 1
fizienten ay, ;; zu berechnen, fiir die Kumulan- odnﬁng n
tenentwicklung sind es 3170 (2k+1) = (n+2)?

Koeffizienten 3, ;. Gleichzeit wéchst auch die

10

Abbildung 3.3: Speicherverbrauch

’Die Anzahl ist jeweils durch die Summe der ersten 2n + 1 beziehungsweise n + 2 ungeraden Zahlen
gegeben, wie in Abbildung 3.2 zu erkennen ist.



46 3.1.4 Koeffizienten der Kumulantenentwicklung

Koeffizient fiir o — 1 Bk (T) B (t)

Anfangsbedingung P(z,1) = §(z — zo) Transformierte Zeitachse 7 Physikalische Zeitachse ¢
o Frso o Breo
-0.16 -0.16
6 2724374670 4+78+12 7% log(7) 72 :z :Z: ;2
1,40 4D (7’2—1)4 0.22 -0.22
0.24 0.24
1 0 0 t 5
0.00 Pt 0.00 Bro:
0.01 0.01
-0.02 -0.02
-0.03 -0.03
6 —7—9 7349754771273 (14+72) log(T) |0 0 000
1,31 2D (r2-1)* ~0.05 ~0.05
-0.06 -0.06
0Ty - g% t 5
0.20 Brzo 0.20 Brzo
0.15 0.15
6 372 (5—472—7%44 (142 72) log(7)) 0.10 0.10
1,2,0 2’)/(7’2—1)3 0.05 0.05
0. 00 0.00
1 T 0 0 t 5
0.00 Fios 0.00 Broz
0.01 0.01
-0.02 -0.02
372(3—-37442 (1+4124+7%) log(r)) |°*® 008
61 2 2 2 a 0.04 0.04
= 2D(m2-1) 0.05 -0.05
0.06 ~0.06
1 T 0 0 t 5
0.15 Bre 0.15 Prii
0.10 0.10
0. 05 0.05
/6 —37 (24272474 +(14+8 7243 74) log(1)) | * 0.00
1,1,1 > 3 -0.05 -0.05
v (r2-1) 0.10 0.10
-0. 15 -0.15
1 T 0 0 t 5
0. 00 Bris 0.00 Biis
-0.01 -0.01
-0.02 -0.02
-0.03 -0.03
6 —7—97349 754771273 (1472) log(7) | 0 o.04
1,1,3 2D(7'2—1)4 ~0.05 -0.05
-0. 06 -0.06
0.07 0.07
1 T 0 0 t 5
0.70 B0,
0. 60
0.50
2 4 2 2 0. 40
61 0.0 3D (1+471°—=57%4+4T (3—}—7’ ) log(T)) 0 30
) 472 (7-2,1) 0.20
0.10
0.00
0 t 5
0.20 B1,0,2
0.15
6 372 (5—472—7*44 (142 72) log(7)) 0.10
1,0,2 27(_1_;'_7_2)3 0.05
0.00
0 t 5
0.12 Bio.4
0.10
0.08
6 2724374676478 4+127% log(7) 0.06
1,0,4 4D(7’271)4 0.04
0.02
0.00
1 T 0 0 t 5

Abbildung 3.4: Koeffizienten der ersten Ordnung fiir die Kumulantenentwicklung.
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Komplexitat der einzelnen Koeffizienten, so dass der Speicherplatzverbrauch insgesamt
exponentiell anwéchst. Fiir praktische Anwendungen kommt man daher kaum iiber die
fiinfte Ordnung hinaus. Abbildung 3.3 zeigt den Speicherplatzverbrauch der Koeffizienten
der flachen Storungsreihe (rot) und der Kumulantenentwicklung (griin) fiir den allgemei-
nen Fall. Legt man die Parameter v, D und 7 von vornherein fest, so dass die Koeffizienten
nur noch von ¢ anhéngen, so ergeben sich fiir die flache Reihe die und fiir die Ku-
mulante die Kurve. Ab der fiinften Ordnung werden die Terme so grof, dass man
sie mit MATHEMATICA® nicht mehr sinnvoll analytisch bearbeiten kann.

3.1.5 Normierung der flachen Storungsreihe

Die unendliche Stérungsreihe ist definitionsgeméafl auf 1 normiert, da sie die exakte Losung
fiir einer auf 1 normierten Anfangsbedingung darstellt und die Fokker-Planck-Gleichung
die Eigenschaft hat, die Norm zu erhalten:

+oo
1 129 73 (x,t)dx (2 Z / Po(z,t)pn(x,t) dx. (3-48)
Ein Koeffizientenvergleich liefert fiir:
+o00o +o0o
n=0: / Po(z,t)po(x,t) dx = Po(z,t)der =1, (3-49)
ol .
n>1: Po(x,t)pn(z,t) dx = 0. (3-50)

Die flache Storungsreihe bis zu N-ter Ordnung in g:

P (1) = Po(a,£) Y g"6n(,1) (3-51)

ist daher in jeder Ordnung normiert:

+o00 N +oo
/ P (@ tyde =Y g" [ Pola,t)ga(w,t) do = 1. (3-52)
—00 n—=0 —00

3.1.6 Normierung der Kumulantenentwicklung

Fiir die Kumulantenentwicklung gilt die Argumentation des vorangegangenen Abschnitts
nicht, da die Exponentialfunktion bereits in jeder Ordnung beliebig hohe g-Potenzen ge-
neriert. Die Kumulantenentwicklung N-ter Ordnung in g:

P (,) = NEV(t) Po(x,t) exp {Zgnxm t>} (3-53)

n=0
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(a) NO(t) : 0 = {0.1(—), 1.5(-)} LY NO(t) : 0 ={0.1(—),1.5(-)}

Abbildung 3.5: Normierungskonstante ./\/Egl)(t) und ./\Gf)(t) fir v = 1,9 = 0.1,u = 0,D = 1. Die
gepunktete Linie (---) kennzeichnet den exakten Wert fiir J\Ggl)(oo) bzw. ./\@f)(oo).

mufl daher entsprechend nachnormiert werden. Die zeitabhéngige Normierungskonstante
/\4§N> (t) in N-ter Ordnung ist gegeben durch:

./\QN) (t) = [ _+°° Po(x,t) exp {Zgnxn(x,t)} dx] : (3-54)

o0 n=0

Fiir N — oo geht die Reihe in die exakte Losung iiber, die bereits richtig normiert ist.
Desweiteren ist die Anfangsverteilung fiir ¢t = 0 auf 1 normiert:

NEI(t)
NY(0)

1, (3-55)
1. (3-56)

Fiir t — oo strebt die Kumulantenentwicklung gegen die exakt bekannte stationédre Ver-
teilung (1-46):

2 g .4

lim PN (2, 1) = Paar(x) = Noge™ 7357 (3-57)

deren Normierungskonstante N, durch (1-47) gegeben ist. fGleichzeitig gilt fiir die Ku-
mulantenentwicklung:

N
. N N — L g2 n
tEIIoloP[(( (2, 1) :J\/}§ ) (00) \/ 525 € 2P eXP{ZOQ Xn(muoo)}' (3-58)
N e’ n=
Po(x,00)

Ein Vergleich mit (3-57) liefert eine Stérungsreihe fiir die Normierungskonstante:
N
./\/}gN)(oo) = /21D /v N e 57" exp {— Z 9" xn(z, oo)}
n=0

3D 3D? 99D?
= /27D /v Ny eXP{—4—729+?g2— po. g3+.”+o<gN+1)}'

(3-59)
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Die Koeffizienten 3, 0,0(00) = xx(0, 00) bilden also praktisch eine kumulative Entwicklung
der Normierungskonstante N, der stationéiren Verteilung. Daraus ergibt sich ein einfacher
Konsistenzcheck der Koeffizienten 3, 0(t) fiir ¢ — oo:

. Lo - k(9 \* e 4k — L g2
i Boot) = =15 o (;(—1) (E) /Oo e || . (3:60)

g9=0

Fiir 0 < t < oo mufl das Normierungsintegral (3-54) berechnet werden. In Abbildung 3.5
ist der zeitliche Verlauf der Normierung fiir die erste und zweite Ordnung fiir ausgew&hlte
Parameterwerte exemplarisch dargestellt.

3.1.7 Ergebnisse fiir die Storungsreihen

Bevor es im néchsten Abschnitt um die Variationsstorungsreihe fiir die Wahrscheinlich-
keitsverteilung geht, sollen an dieser Stelle die bisherigen Ergebnisse fiir die Storungsreihen
noch etwas genauer betrachtet werden. Dies wird insbesondere die kommenden Versuche
zusétzlich motivieren, die Ergebnisse mit Hilfe der Variationsstorungstheorie zu verbes-
sern, da sich zeigen wird, dass das Problem allein mit der Schwachkopplungsentwicklung

0.6 B1,0,0(t) 0.0
0.5

0.4 0.02
1.0
0.2 Ls
0.0 -2.0

2.5 B2,0,0(t)
-0.2 B1,4,0(t)
3.0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
50 n=4
0
-50
100
150
200
250
Ba,0,0(t)
300
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 3.6: Storungskoeffizienten der Kumulantenentwicklung fiir die ersten vier Ordnungen
n=1,...,4 aufgetragen iiber der Zeit ¢t mit den Parameterwerten: v = 1, D = 1 und ¢ = 0.1. Der
»Knick® des Koeffizienten 3; 4,0 bei t ~ 0 ist kein Artefakt.
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nicht zufriedenstellend behandelt werden kann. In Abbildung 3.6 sind die Koeffizienten
der ersten vier Ordnungen fiir die Kumulante {iber der Zeit ¢ aufgetragen. Durch die hohe
Zahl an Koeffizienten ist es nicht moglich, alle Kurven den entsprechenden (n, k, [)-Werten
zuzuordnen. Klar zu erkennen sind die zu 3, 9 gehorigen Linien, die fiir ¢ — oo die Nor-
mierungkonstante reproduzieren. Die rote Kurve in der Abbildung 3.6 oben links fiir die
erste Ordnung gehort zum Koeffizienten 3; 4, der die stationdre Losung erzeugt und der
als einziger ausser den 3, o o fiir £ — oo einen endlichen Wert behélt. Die Vergrdsserung in
der kleinen Unterabbildung stellt das Verhalten bei sehr kleinen ¢ dar. Alle Koeffizienten
verschwinden bei t = 0, wie es fiir eine Anfangsverteilung endlicher Breite der Fall sein
mufl. Der Koeffizient 3, 40 wéchst dann sehr schnell an.

Auf der Zeitskala sind drei Regionen mit qualitativ unterschiedlichem Verhalten zu beob-
achten: Fiir t — 0 verschwinden grundsétzlich alle Koeffizienten, so dass die Storungsreihe
dort fiir beliebige Werte von g verniinftige Ergebnisse liefern wird. Die Losung liegt na-
he an der Anfangsverteilung. Fiir £ — oo verschwinden wiederum alle Koeffizienten bis
auf 3140 und die 3, 0. Letztere beeinflussen nur die globale Skalierung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung, nicht aber ihre Form. Diese wird also fiir grofle Zeiten immer recht
nahe am exakten Ergebnis — der stationdren Verteilung — liegen. Dazwischen befindet
sich ein Bereich, in dem alle Koeffizienten eine wesentliche Rolle spielen. Durch das di-
vergente Verhalten der Storungsreihe werden die Koeffizienten mit steigender Ordnung
betragsmassig grofler. Die Koeffzienten mit £ = 0 dndern die Form der Verteilung nicht.
Wird die storungstheoretische Losung am Schlufl noch einmal nachnormiert, spielen die-
se Koeffizienten trotz divergenten Verhaltens keine Rolle. Die Koeffizienten fiir £ > 0
beeinflussen die z-Abhéngkeit der Verteilung und damit ihre Form. Fiir eine gegebene
Ordnung wird die storungstheoretische Losung zu diesen intermedidren Zeiten von einem
dieser Koeffizienten dominiert, so dass sich ein unphysikalisches Verhalten ergeben kann.

In Abbildung 3.7 ist die zeitliche Entwicklung der Kumulantenentwicklung erster Ord-
nung fiir alle Kombinationen von v = {0.1,1,10} und g = {0.1,1,10} dargestellt. Die
restlichen Parameterwerte lauten fiir alle Unterabbildungen D = 1, ¢ = 0.1 und pu = 0.
Skaliert man v und g gleichermaflen mit einem Faktor «, so ergibt sich die gleiche Fokker-
Planck-Gleichung, wie wenn man den Diffusionskoeffizienten D durch aD ersetzt und die
Zeitachse mit 1/« skaliert. Die Abbildung 3.7(a) beschreibt also z.B. auch den Fall v =1
und g = 1 fiir D = 10, wenn man ¢ durch ¢/10 ersetzt.

Zur besseren Vergleichbarkeit wurden alle Verteilungen auf dem selben a-Intervall [—3, 3]
geplottet, obwohl sie sehr unterschiedliche Breiten aufweisen. An der Stirnseite der Késten
in t-Richtung ist jeweils die zugehorige stationdre Verteilung in sowie das Potential
in griin eingezeichnet. Die rote Linie, die iiber den Verteilungen sozusagen im Deckel
der Késten aufgetragen ist, verdeutlicht den Stérungskoeffizienten 3; o, der wesentlichen
Anteil an den Abweichungen von der exakten Losung triagt.

In allen in Abbildung 3.7 dargestellten Fallen néhert sich die stérungstheoretische Losung
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Abbildung 3.7: Zeitentwicklung der Kumulantenentwicklung erster Ordnung fiir v = {0.1,1,10} und
g =1{0.1,1,10}. Allen Abbildungen gemeinsam sind die Parameterwerte D = 1, 0 = 0.1 und p = 0.

mit zunehmender Zeit an die stationédre Verteilung an. In den Féllen 3.7(b), 3.7(c) und
3.7(f), wo v grofer als g gewéhlt wurde, liefert die Storungsreihe verniinftige Ergebnisse,
wie man es von einer Schwachkopplungsreihe in ¢ auch erwartet. Mit v =g =1 ist in
der Unterabbildung 3.7(a) zu erkennen, dass die Verteilung um ¢ = 10 herum zu weit
auseinanderlduft. Dies ist direkt mit dem Koeffizienten 3; 2 korreliert, der in diesem Be-
reich besonders grof ist. Fiir v < ¢ in den Unterabbildungen 3.7(d), 3.7(g) und 3.7(h)
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(a) flache Stérungsreihe (b) Kumulantenentwicklung (¢) Kumulantenentwicklung
erster Ordnung zweiter Ordnung vierter Ordnung

Abbildung 3.8: Problematische Fille fiir g = v = 1: Olinks: Die flache Storungsreihe produziert negative
Wahrscheinlichkeiten und kann die stationére Losung nicht reproduzieren. mitte: Die Kumulantenenwick-
lung zweiter Ordnung schwankt fiir ;1 # 0 um das richtige Ergebnis. Orechts: Die Kumulantenentwicklung
vierter Ordnung ist fiir diesen Fall zwischen ¢ = 0 und ¢ = 0.687... nicht normierbar.

liefert die Storungsentwicklung ganz offensichtlich falsche Ergebnisse: die Verteilung lauft
zunéchst weit auseinander, um sich dann langsam wieder fiir ¢ — oo zusammenzuziehen.
Tatséchlich tritt dieser Effekt auch in den Féllen fiir v > ¢ auf, nur ist er dort so klein,
dass man ihn auf diesen Plots nicht erkennen kann. Die flache Storungsreihe liefert so-
gar schon in solchen Féllen schlechte Ergebnisse, wo Fehler der Kumulantenentwicklung
nicht mit dem blofen Auge erkennbar sind. In Abbildung 3.8(a) ist das fir g =~ =1
verdeutlicht. Dieser entspricht der Abbildung 3.7(e) auf der vorhergehenden Seite. Die
feinen blauen Linien deuten die stationédre Verteilung an und man erkennt gut, dass die
flache Storungsreihe in der Ndhe von z = 0 fiir ¢ — oo zu grofle Werte annimmt. Dafiir
liefert sie fiir groflere Werte von = negative Wahrscheinlichkeiten.

In Abbildung 3.8(b) ist die Kumulantenentwicklung zweiter Ordnung fiir ¢ = v = 1 dar-
gestellt, wobei die Anfangsverteilung in diesem Fall nicht bei y = 0, sondern bei p = —1.5
zentriert ist. Dadurch treten in der Kumulantenentwicklung auch Koeffizienten mit [ # 0
auf. Die Verteilung schwankt um x = 0, im Unterschied zur exakten Losung, die nicht
oszilliert. In der z-t-Ebene iiber der Verteilung sind die Koeffizienten (357, und B3
aufgetragen, die fiir dieses Verhalten verantwortlich sind.

In Abbildung 3.8(c) ist die vierte Ordnung der Kumulantenentwicklung dargestellt. Hier
tritt zwischen ¢ = 0 und ¢ = 0.687... das Problem auf, dass der Koeffizient (34190 der do-
minierenden z-Potenz in der Kumulante fiir dieses Zeitintervall positiv ist. Die Verteilung
ist daher in diesem Zeitintervall nicht normierbar. In der Kumulante dritter Ordnung war
der dominierende Koeffizient stets fiir alle ¢ positiv, so dass keine Kumulantenentwicklung
dritter Ordnung existierte.
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Nachfolgend die Ergebnisse fiir die Storungskoeffizienten der ersten Ordnung in g:
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3.2 Variationsstorungsreihe fiir die Wahrscheinlich-

keitsverteilung

Die Betrachtung der bisherigen Ergebnisse fiir die Schwachkopplungsreihe der Wahrschein-
lichkeitsverteilung zeigt iiberdeutlich, dass hier noch Verbesserungsbedarf besteht. Fiir
sehr kleine Werte von g mag die Stérungsreihe noch sinnvolle Ergebnisse liefern, fiir etwas
groflere g kommt es zum Teil zu vollkommen unphysikalischem Verhalten der Verteilung,
was natiirlich mit dem divergenten Verhalten der zugrundeliegenden Storungskoeffizienten
zusammenhéangt.

Diese Schwachkopplungsreihe soll nun mit Hilfe der Variationsstérungsrechnung in eine
konvergente Reihe iiberfithrt werden, wie dies schon mit der Entwicklung fiir die Nor-
mierungskonstante in Kapitel 2 erfolgreich durchgefiihrt wurde. Durch die zusétzliche
Orts- und Zeitabhéngigkeit ergeben sich in der Ableitung der Variationsstérungsreihe
gegeniiber Kapitel 2 einige Anderungen. Ziel der folgenden Ableitung ist das Auffinden
eines ,,Kochrezeptes“, mit dem sich aus den vorhandenen Schwachkopplungskoeffizienten
die Koeffizienten der Variationsstérungsreihe effizient bestimmen lassen. Die zugrundelie-
gende Idee der Variationsstorungsrechnung wurde bereits in Abschnitt 2.3.1 erldutert und
soll nun direkt auf die Fokker-Planck-Gleichung mit anharmonischer Drift

0 0 3 0?

a?’(w,t) = [(yz + g2®)P(z,t)] + D@P(x,t) (3-61)
angewendet werden. Die Anfangsbedingung bei t = 0 sei gegeben durch eine Normalver-
teilung der Breite o mit Mittelwert pu:

1 (z—p)?

e 202 . 3-62
V202 ( )

Fiir diese Problemstellung wurde im vorhergehenden Kapitel eine Losung in Form einer
Schwachkopplungsreihe (3-8), (3-10) bestimmyt.

Es wird nun im Sinne der Variationsstorungstheorie ein harmonisches Referenzsystem mit

P(x,0) =

dem Driftkoeffizienten K, (z) = —wz eingefiigt:

yr 4 grd —  yrdwr+gr® —wr = (y+w)r+ (92° — wr). (3-63)

3 — wz) im Driftkoeffizienten als neuer Stérterm aufgefafit

Nun soll der Term Kj,, = (g
werden. Um hierfiir eine Stérungsreihe zu entwickeln, ersetzt man (gz® —wx) durch A(gz®—
wx), entwickelt nach A und setzt am Schlu A = 1. Die neue Fokker-Planck-Gleichung

lautet:

%P(x, t) = % [((v + w)z + AMga® — wz))P(z,t)] + D;—;P(JJ, t). (3-64)
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Um an die Schwachkopplungsreihe fiir die Fokker-Planck-Gleichung der Form (3-61) an-
zuschliessen, wird Gleichung (3-64) nun auf diese Form zuriicktransformiert. Hierzu fiithrt
man folgende Variablentransformation ein:

0 0 0 0

t = at, prie aé)_f’ T = P, — = ﬁ_ai' (3-65)

Fiir die transformierte Fokker-Planck-Gleichung erhélt man:

3 ~

a—=P(Z,t) = 6—1_ [((’y+w — )\w)ﬁ +)\gﬁg)73( )} —|—ﬁ2D 0

: 73(~ 7). (3-66)

Um das 4% im Diffusionsterm zu kompensieren muf offensichtlich a@ = 3% gewihlt werden
mit dem Ergebnis:

P =2 (( +w = Aw)— + A ~3)7’5(95 |+ 0L Bz, 7) (3:67)
i oz |\ T¢ “’52 I51) T\ a2 1)
Setzt man nun
Bi=/1+ (w—Iw)/y (3-68)
und fiihrt die neue Kopplungskonstante g ein:
. Ag
9= B (3-69)

so ist die Fokker-Planck-Gleichung (3-64) formal auf die Ausgangsform (3-61) zuriick-

gefiihrt:

0~ . ~ 0 . .3 0? ~

P = o= | (13 + 2P, 7)| + Do P(&.7), (370)
wobei die neue Kopplungskonstante ¢ iiber (3-68) vom Variationsparameter w abhéngt.
Es bleibt noch die Anfangsverteilung zu tiberpriifen. Aus Dimensionsbetrachtungen folgt,

dass mit z auch p und o entsprechend transformiert werden miissen:

i =pp, &= po (3-71)
Fiir die transfomierte Anfangsverteilung erhélt man:

P(#,0) = \/2i526(25@ ' (3:72)

Diese ist wie gewiinscht auf eins normiert:

+oo +oo (5— u +oo (5—
/ P(:E,O)dzx:/ el clx—/ e A di = 1, (3-73)

[e.e]
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Mit den bekannten Schwachkopplungskoeffizienten 148t sich sofort eine Losung in Form
einer Storungsreihe in g angeben:

,P(‘%v z?) = ﬁO (‘%7 t) Z gn an,kyl(t)/llfik‘ (374)

730(:%’, t) ist dabei die Losung des ungestérten Problems mit den Variablentransformationen
(3-65) und (3-71). Auch fiir die Kumulantenentwicklung lé8t sich die Losung entsprechend
iibertragen.

Man erhélt also eine Losung des urspriinglichen Problems als Storungsreihe in ¢ fiir den
Stéroperator gr® — wz, wenn man in der Losung (3-8) oder (3-10) folgende Ersetzungen

vornimmt:
T - I =fr=1+(w—-I)/yz, (3-75)
t — t =0t=1+w- )/t (3-76)
poo— = 0p= V14 (=) /v, (3-77)
o — 6 =PF0=11+w—I)/y0, (3-78)
g — A=A/ =2g/(L+ (@) /)% (3:79)

nach \ entwickelt, und anschlieBend A\ = 1 setzt. Das gleiche Ergebnis erhélt man deutlich
einfacher, wenn man nur v und g ersetzt, denn die ersten vier Variablentransformationen
(3:75)-(3-78) lassen sich auch durch die Transformation von v — v 4+ w — Aw erreichen.
Dies liegt daran, dass die Variablen z, ;4 und ¢ in der Stérungsentwicklung immer von
einem Faktor v/2 begleitet werden, wihrend die Zeit t immer in der Form ~t auftritt.
Das gesuchte ,,Kochrezept®, mit dem die Variationsstorungsreihe aus der Schwachkopp-
lungsentwicklung bestimmt wird, lautet damit fiir diesen Fall:

[ iiberall v und g ersetzen: v — 7 =~v4+w — \w,
g— g =Ag,

[0 um den Entwicklungspunkt A = 0 nach A entwickeln,

O XA =1 setzen.

(3-80)

Oder in MATHEMATICA-Schreibweise ausgedriickt:

PN (z,t,w) = Series[PN)(z,t)/ . {y = v+ w — Aw,g — Ag}, {\,0, N}1/.{\ — 1}

Diese Vorgehensweise stimmt mit der in [KPP01] verwendeten iiberein. Die Autoren er-
setzen zunéchst vy durch K(1 + gr), entwickeln dann nach g und setzen anschlieBend
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r=(y—K)/gK:

r=(y—K)/gK

S S ] k n—k
=2 E5 () G G
k=0 r=(v—K)/gK
X g e (n\ FF O FE [y — K\"
:kazo <k) ok Ogn—*F ( g ) '

Mit den Ersetzungen v — v+ w — Aw und g — Ag, Entwickeln nach A und Einsetzen von

(3-81)

A = 1 erhalt man:

= [ d" A"
F(v,9) = Y (WF(wrw —~ )\w)>/\9)) o)
n=0 “a=1
L1 - () OFF LOVTRE
= — —(~w g 3-82
> (1) g g (352
_y Oy (M EEE (e '
B el £ \k) Ok OgnF \ g )

Die Reihen stimmen gliedweise iiberein, wobei noch K = v + w gewéhlt werden mufl. Dem
entspricht, dass in [KPP01] als Stéroperator gz® + (v — K)x betrachtet wird, wobei dort
der Driftkoeffizient des eingefiigten Brownschen Teilchens durch — Kz gegeben ist.

Nach Abschluss dieser Prozedur erhidlt man wieder eine Stérungsreihe in g, nur dass
jetzt in allen Termen eine zusétzliche w-Abhéangigkeit hinzugekommen ist. Fiir die flache
Storungsreihe erhélt man somit:

Plx,t) — Pz, t,w)="Po(x,t,w) Zg"qf)n(z,t,w). (3-83)

n=0

Die Variationsstorungsreihe fiir die Kumulantenentwicklung lautet:

Pil(z,t) —  Pyx(x,t,w) =Po(z,t,w)exp {Zg"xn(ac, t,w)} ) (3-84)

n=0

3.3 Bestimmung des Variationsparameters

Wie soll nun der optimale Wert fiir den Variationsparameter im Fall der Wahrschein-
lichkeitsverteilung bestimmt werden? Zunéchst unterscheidet sich die Argumentation hier
nicht von der im Falle der Variationsstérungsreihe fiir die Normierung im Abschnitt 2.3.3:
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P(z,t) P(z,t)
(il 1
0.8 0.8
o6l (0, 0.5, wopt ) 06
0.4 : 0.4
: #(1,0.5, wopt )
0.2 } 0.2
0 _optgy ooeomeoeoeeo 0 T
0.2 0.2 e
6 4 2 0 2 4 6w 6 4 2 0 2 4 6w
(a) P(0,0.5,w)(—),,P(0,0.5,w)(-) (b) P(1,0.5,w)(—), 0, P(1,0.5,w)(-)

Abbildung 3.9: Wahrscheinlichkeitsdichte P(z,¢,w) und deren Ableitung nach w in Abhingigkeit des
Variationsparameters w zum festen Zeitpunkt ¢ = 0.5 fiir x = 0 und = = 1.

Fiir die exakte Losung spielt das harmonische Referenz-Potential nach Konstruktion keine
Rolle, da es durch Addition einer 0 hinzugefiigt wurde. Die exakte Losung — und damit
die unendlichen Reihen® in (3-83) und (3-84) — ist also grundsétzlich unabhéingig von w:

0 0 _
8—w77(1: t,w) = % (730 z,t,w) Zg On(z,t,w ) = 0. (3-85)

In jeder endlichen Ordnung N der Stérungsreihe wird die Losung jedoch im allgemeinen
vom Parameter w abhéngen. Dies legt die Forderung nahe, dass der Parameter w so
gewihlt werden sollte, dass diese Abhéngigkeit moglichst gering ausfillt, dass also die
Néherungslosung in N-ter Ordnung

P (2, t,w) = Py, t,w) Zg”gbn z,t,w) (3-86)

moglichst stationér gegeniiber Anderungen des Parameters w ist:

0

— L. (3-87)

—pW (x, t,w)

W=Wopt

Bis hierher stimmt die Argumentation mit der im Kapitel 2 fiir die Normierungskonstante
iiberein. Bedingung (3-87) ist in Abbildung 3.9 fiir ¢ = 0.5 und x = 0 bzw. z = 1
illustriert. Fiir verschiedene Werte von = ergeben sich unterschiedliche Nullstellen der
Ableitung 9, P(z, t,w), was zunéchst nicht verwundert. Im Fall der Normierungskonstante

3Die Aussagen in diesem Abschnitt treffen gleichermafien auf die flache wie auch auf die kumulative
Storungsreihe zu. Stellvertretend werden die Formeln nur fiir die flache Storungsreihe angegeben, um
Wiederholungen zu vermeiden.
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Abbildung 3.10: Olinks: Nullstellen der ersten (—), zweiten (--) und dritten (---) Ableitung der Kumu-
lante W (z,1,w) = log(PM(z,1,w)) nach dem Variationsparameter w fiir den festen Zeitpunkt ¢ = 1.
Urechts: W(l)(x7 1,w) iiber z und w. Jeweils mit y=1,9g=1,D=1,0 =0.1,u = 0.

ging es nur um die Optimierung einer Zahl, so dass eine Orts- oder Zeitabhéngigkeit der
Nullstellen nicht auftreten konnte. Hier soll jedoch eine Verteilungsfunktion optimiert
werden, so dass die Nullstellen im allgemeinen eine Orts- und Zeitabhingigkeit aufweisen
werden:

Wopt = Wopt (T, 1). (3-88)

Das Problem dabei ist nun, dass dies der urspriinglichen Annahme widerspricht, wonach
der Variationsparameter w eine Konstante sein sollte, die zwar auf geeignete Weise zu op-
timieren ist, aber doch fiir das gesamte Problem nur einen einzigen Zahlenwert annimmt.
Insbesondere wurde bei der Ableitung der Variationsstorungsreihe davon ausgegangen,
dass die Differentialoperatoren in der Fokker-Planck-Gleichung mit w vertauschen, was
aber mit (3-88) im allgemeinen nicht mehr stimmt. Daher ist natiirlich P™)(z, ¢, w) mit
dem auf diese Weise bestimmten Variationsparameter keine Losung der urspriinglichen
Fokker-Planck-Gleichung mehr. Andererseits ist aber auch P™")(x, ) keine exakte Lésung
dieser Gleichung, sondern erfiillt diese nur bis auf Terme der Ordnung O(gV*1). Ziel des
Variationsverfahrens ist es, diese Naherungslosung fiir die vorliegende Ordnung zu verbes-
sern. Dass die verbesserte Losung die Fokker-Planck-Gleichung auch nicht exakt erfiillt, ist
zu erwarten und spielt in diesem Zusammenhang keine Rolle. Wichtig ist, in wie weit sich
die Losung fiir eine gegebene Ordnung der Storungsentwicklung verbessern la3t, sowie die
Beobachtung, dass die Variationsstorungsentwicklung mit steigender Ordnung (N — o0)
vom Variationsparameter w unabhéngig wird. Damit nimmt auch die Abhéngigkeit des
optimalen Wertes des Parameters w von x und ¢ mit steigender Ordnung ab.

Es ist im allgemeinen weder sicher, dass (3-87) eine eindeutige Losung besitzt, noch dass
es iiberhaupt eine Nullstelle der ersten Ableitung gibt. Ob und wieviele Lésungen man
findet hiangt zusétzlich auch noch vom betrachteten x und ¢ ab. Wenn die erste Ableitung
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keine Nullstelle besitzt, kann man auch héhere Ableitungen heranziehen:

i PN (2,1, w) ) (3-89)
— r,t,w =0. .
Owk Y ot

In Abbildung 3.10 sind die Nullstellen fiir die ersten drei Ableitungen der Kumulante
erster Ordnung in ¢ in der z-w-Ebene dargestellt. Fiir die erste Ableitung fallen die-
se mit den Nullstellen von (3-89) zusammen. Fiir hohere Ableitungen ergeben sich bei
Betrachtung der Kumulante leicht andere Ergebnisse als wenn man die Ableitung der

Wahrscheinlichkeitsdichte P™)(z,t,w) selbst betrachtet.

Selbst wenn die erste Ableitung im betrachteten Bereich eine eindeutige Nullstelle besitzt,
stellt sich die Frage, ob diese das bestmdogliche Ergebnis fiir die Variationsstérungsreihe
liefert, oder ob hohere Ableitungen bessere Werte liefern. Es werden werden also in den
folgenden Untersuchungen fiir den Variationsparameter Kandidaten der folgenden Form
herangezogen:

wopt — {wi(z,t;k)}  i-te Nullstelle der A-ten Ableitung. (3-90)

3.4 Normierung der Variationsstorungsreihe

In den Abschnitten 3.1.5 und 3.1.6 wurde die Normierung der Storungsreihen diskutiert
und dargelegt, dass der Normierungsfaktor im Falle der Kumulantenentwicklung fiir jeden
Zeitpunkt ¢ und jede Ordnung N der Reihenentwicklung neu berechnet werden muf3:

Wy | [ = B .
N (1) [/_ Po(x,t)exp{Zg Xn(a:,t)}dx] . (3:91)

Eine auf diese Weise normierte Kumulantenentwicklung kann nicht mit dem Kochrezept-
Verfahren (3-80) in eine Variationsstorungsreihe entwickeln werden, weil die Normierungs-
konstante bei ¢ = 0 (und damit bei A = 0) eine wesentliche Singularitéit besitzt. Dieser
Pfad ist in untenstehendem Diagramm mit einem 4% gekennzeichnet. Man kann jedoch
erst die Variationsstorungsreihe bestimmen, und dann nachnormieren, was dem =--Pfad
in folgendem Diagramm entspricht:

Variationsstérungsentwicklun
P (1) : E s P (4, ¢, )
Normierungi ﬂNormierung (3 . 92)
N PN (, 1) 5 N, 0) PN (2,8, w)

Dadurch héngt nun auch die Normierungskonstante ./\&N) (t,w) vom Variationsparameter
w ab und man erhélt fiir jeden konstanten Wert von w,p eine normierte Wahrscheinlich-
keitsdichte. Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Methode, den Variationspa-
rameter fiir jedes z durch Forderung nach Stationaritdt der Losung zu bestimmen, ist
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jedoch lokaler Natur. Dies schldagt sich wie beschrieben in einem ortsabhédngigen optimier-
ten Variationsparameter wep(z) nieder, so dass die Normierung im allgemeinen selbst
dann nicht erhalten bleibt, wenn die Variationsstorungsreihe zuvor wie in (3-92) normiert
wurde. Wollte man dies erreichen, so miiite der optimale Wert wop () des Variationspa-
rameters fiir jedes = unter der Nebenbedingung bestimmt werden, dass das Normierungs-
integral iiber alle x konstant bleibt. Da der Integrand wiederum von wyy(z) abhéngt,
fithrt diese Forderung auf eine Integralgleichung, die das Auffinden des optimalen Varia-
tionsparameterwertes um ein Vielfaches verkompliziert.

Es muf also in jedem Fall nach Bestimmung des optimalen Wertes wop () nachnormiert
werden. Bleibt die Frage, ob es sinnvoll ist, vor der Optimierung des Variationsparameters
zu normieren, oder ob man diesen Schritt besser nur einmal ganz am Ende der Rechnung
durchfithrt. Beide Methoden wurden untersucht: den Vorteil, mit einer fiir konstante w
normierten Verteilung zu arbeiten bezahlt man mit einer deutlich komplizierteren w-Ab-
héngigkeit der Variationsstorungsreihe. In der praktischen Anwendung nimmt der Auf-
wand bereits in der ersten Ordnung durch vorhergehende Normierung um ein Vielfaches
zu, so dass dieses Verfahren insbesondere fiir héhere Ordnungen als nicht praktikabel er-
scheint. Aus diesem Grund wurde die Bestimmung der Normierung in allen untersuchten
Fillen bis zum Ende aufgeschoben. Hier sei noch einmal die Vorgehensweise anschaulich
dargestellt:

PM (@, t) B PN t,w) 2 P (@t wope () = NP (@, 8, wops(2))

[J Die nicht-normierte Schwachkopplungsreihe N-ter Ordnung mittels
(3-80) in eine Variationsstérungsreihe umentwickeln.

O Fiir feste Werte von x und ¢ mit der Bedingung (3-89) den optimalen
Wert wopt(z,t) des Variationsparameters bestimmen.

[0 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu jedem Zeitpunkt fiir diese Werte
des Variationsparameters nachnormieren.

3.5 Numerische Losung

In Kapitel 2 bei den Untersuchungen an der Normierungskonstanten, war es einfach, die
Giite der Variationsstérungsrechung zu beurteilen, weil fiir alle Groflen exakte Ergebnisse
zum Vergleich bereitstanden. Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung existieren analytische
Resultate nur fiir ¢ = 0 und ¢ — oo: Die Anfangsverteilung und die stationdre Losung.
Dies sind auch gleichzeitig die Zeitregionen, fiir die schon die Schwachkopplungsreihen
gute Ergebnisse liefern. Um die Giite der Variationsstorungsrechnung fiir intermediére
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Zeitpunkte iiber das Augenmafl hinaus beurteilen zu kénnen, soll in diesem Abschnitt eine
numerische Losung des gegebenen Problems bereitgestellt werden, an der die Ergebnisse
der Variationsstorungsrechnung gemessen werden kénnen.

Numerische Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen bilden ein umfangrei-
ches Forschungsfeld, auf das an dieser Stelle nicht genauer eingegangen werden kann. Eine
gute Einfiihrung in dieses Themengebiet findet man z.B. in Kapitel 19 von [PTVF93].

Es soll nun kurz auf die in diesem Zusammenhang wesentlichen Eigenschaften des betrach-
teten Systems sowie mogliche Problemquellen bei der numerischen Losung eingegangen
werden. Die betrachtete partielle Differentialgleichung hat die Form:

0 0 0?

ap(:c,t) = —%[K(x,t)P(x,t)] + D@P(af;,t), (3-93)

wobei eine Anfangsverteilung fiir t = ¢, vorgegeben ist. Es handelt sich um einen klas-
sischen Vertreter eines Anfangswertsproblems. Die analytische Losung existiert auf dem
Interval —oo < & < oo und t > ty. Eine Losung durch numerische Integration kann aber
nur fiir ein endliches Gebiet bestimmt werden:

Iypin (meor-or

Losung im Innenraum gesucht

Iypax b ...
to

Statt der natiirlichen Randbedingungen P(z,t) = 0 bei z = foo miissen dem numeri-
schen Verfahren die Randwerte bei x,;, und .., fiir jeden Zeitpunkt geliefert werden.
Desweiteren ist die Anfangsverteilung P(z,ty) auf dem Intervall [Zyin, Tmax] Vorzugeben.
An das numerische Losungsverfahren sind dann folgende Forderungen zu stellen. Es soll:

e die Losung fiir beliebiges ¢ > t, liefern,
e stabil arbeiten,

e die Losung mit ausreichender Genauigkeit bestimmen.

Stabilitdt und Genauigkeit sind dabei zwei grundlegend unterschiedliche Dinge. So kann es
z.B. passieren, dass das Verfahren bei dem Versuch, die Genauigkeit zu erhéhen, instabil
wird und ,explodiert”. Ist das zugrundeliegende physikalische Problem bereits instabil,
wie es z.B. fiir eine Fokker-Planck-Gleichung mit negativem Diffusionskoeffizienten der
Fall wire, so ist es auch sinnlos, nach einem stabilen numerischen Losungsverfahren zu
suchen. Mit positivem Diffusionskoeffizienten ist das System jedoch sehr stabil, da es wie
schon zuvor beschrieben fiir beliebige Anfangsbedingungen gegen eine stationére Losung
konvergiert. Dies mufl also auch fiir die numerische Losung gelten.
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Abbildung 3.11: Numerische Lésung des Anfangswertproblems mit Hilfe der Method of Lines.

Hier soll als die Losung mit Hilfe der NDSolve -Routine aus MATHEMATICA' bestimmt
werden. Diese nutzt fiir 1+1-dimensionale PDE’s wie (3-93) die sogenannte Method of
Lines: Das x-Intervall wird in K-Teilintervalle der GroBle Az eingeteilt, wodurch K — 2
Linien parallel zu x = x,;, definiert sind. Dies ist in Abbildung 3.11 dargestellt. Auf der k-
ten Linie werden nun die Differentialoperatoren in x diskretisiert. Fiir den Diffusionsterm
kann man beispielsweise verwenden®:

0? P(zps1,t) — 2P (xg, t) + P(xp_1,1t)

ez’ @) — (Az)? !

(3-94)

wobel T = Tuyin + KAz gesetzt wurde. Schreibt man weiterhin vereinfachend Vi (t) :=

P(xk,t) so erhélten man fiir jede Linie eine gewohnliche Differentialgleichung (ODE) in ¢
der Form: p Veor () — 2Vi(6) + Vs (8
t) — 2V (t) + Vi1 (¢

—Vi(t) = 2 . 3-95

at ) (Az)? (3:95)

Insgesamt erhélt man also ein System von K — 2 gekoppelten ODE’s. Lost man dieses

nun mit impliziten Methoden, was der Stabilitdt zugute kommt, so sind mitunter grofie
Gleichungssysteme zu 16sen, was wiederum die Genauigkeit beeintréichtigen kann. Daher
ist es nicht unbedingt sicher, dass sich die Losung einfach dadurch verbessern 1&8t, dass
man eine feinere Diskretisierung mit mehr Linien wéhlt. Diese Darstellung ist u.a. deshalb
vereinfacht, weil MATHEMATICA sicherlich eine adaptive Schrittweitensteuerung einsetzt,
um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.

Die rdumliche Breite der numerischen Losung ist durch die anfingliche Wahl von .,
und z,., festgelegt. Diese ist so zu wihlen, dass die stationdre Losung, iiber die man
in analytischer Form verfiigt, noch gut in dieses Intervall hineinpafit. Die Randbedin-
gungen bel Ty, und .y fallen fir ¢ = ¢y mit den Anfangsbedingungen zusammen (in

4Dies ist nur ein Beispiel einer moglichen Diskretisierung. Welche Methode MATHEMATICA genau ver-
wendet ist nicht bekannt. Siehe hierzu auch [Wol99].
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Abbildung 3.12: Olinks: Numerische Losung fiir zu kleines z-Intervall sowie Anfangsverteilung fiir t = 0
und stationédre Losung fiir ¢ — oo. Orechts: numerische Losung bei ¢ = 5 fiir unterschiedlich grofle z-
Intervalle [—5, 5], , [=7,7] und [-8, 8]. Die Losung fiir [—8, 8] f&llt auf dem Plot mit der stationéren
Losung zusammen (jeweils fiir g =0.1,y=1,D =1, u= 0,0 = 0.2).

Abbildung 3.11 durch ® gekennzeichnete Punkte). Da die Randbedingungen nicht von der
Zeit abhédngen, gelten sie auch fiir beliebig spéite Zeitpunkte. Weicht nun die stationére
Verteilung bei x,;, oder ., signifikant von der Anfangsverteilung ab, so wird es im all-
gemeinen zu Problemen bei der numerischen Lésung kommen. Dieser Fall tritt schnell ein,
wenn die Anfangsverteilung relativ schmal, die stationédre Verteilung jedoch relativ breit
ist: fiir grofle Zeiten ist die numerische Losung dann sozusagen bei x;, und ., mit zu
kleinen Randwerten , festgenagelt, wodurch die gesamte Losung langsam runtergezogen
wird. Dieses Problem ist in Abbildung 3.12 illustriert.

Das z-Intervall einfach zu vergréssern hilft indes auch nicht immer, wie in Abbildung 3.13
dargestellt ist. Obwohl NDSolve in dem Beispiel fiir das z-Intervall [—4,4] noch eine
verniinftige Losung liefert, kommt schon bei ansonsten unverdnderten Bedingungen auf
dem Intervall [—5,5] ein vollkommen falsches Ergebnis heraus. Dies liegt daran, dass in
letzterem Fall fiir die Randbedingungen zu kleine Werte auftreten, die zu numerischen
Instabilitédten fiithren. Vermutlich treten die Randwerte innerhalb des Losungsalgorithmus
fiir das System gewohnlicher Differenzialgleichungen als Nenner auf. Grundsétzlich gilt,
dass Probleme mit der begrenzten Maschinengenauigkeit immer dann zu erwarten sind,
wenn Werte sehr unterschiedlicher Grossenordnung in die Berechnung eingehen. Fiir
die Beispiele aus Abbildung 3.13 waren die Randwerte im Fall (a) P(—4,0) ~ 10715
beziehungsweise im Fall (b) P(—5,0) ~ 1072*'. Mit den Optionen MaxSteps sowie
StartingStepSize lassen sich mit MATHEMATICA auch fiir kritische Falle haufig noch
numerische Losungen bestimmen. Man sollte dann allerdings die Warnungen ernst neh-
men, die das Programm ausgibt, wenn die vorgebene Genauigkeit nicht mehr eingehalten
werden kann.

Zur Bestimmung der numerischen Vergleichslosung geht man am besten folgendermassen
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(a) Stabile Losung auf a-Intervall [—4, 4] (b) Instabile Lésung auf a-Intervall [—5, 5]

Abbildung 3.13: Numerische Losung fiir g = 0.1,y =1,D = 1, 4 = 0,0 = 0.15 sowie Anfangsverteilung
fiir t = 0 und stationére Losung fiir £ — co. Der in (b) heller dargestellte Bereich des 3D-Plots bezeichnet
negative Werte.

vor: zunéchst ermitteln man die ungefidhre Breite der stationdren Losung fiir den betrach-
teten Fall und wahlt das z-Intervall entsprechend. Dann priift man die Randwerte, die sich
aus den Werten der Anfangsverteilung bei x,,;, und x,., ergeben. Sind diese zu klein, muf3
die Anfangsverteilung breiter gew#hlt werden. Nach dem bisher gesagten ist klar, dass sich
eine d-Funktion als Anfangsbedingung numerisch nur schwer behandeln 1&8t. Gerade die
Notwendigkeit, numerisch mit einer ausreichend breiten Anfangsverteilung zu arbeiten,
hat letztlich die Bestimmung der Storungsreihe fiir beliebige Gausskurven als Anfangs-
verteilung motiviert. Die Losung in Abbildung 3.13(a) erhdlt man beispielsweise durch
die folgenden MATHEMATICA Befehle:

In[1]:= Xpin =-4; Xmax =4, o =0; tpmx =1;
-uExp[-¥t1)?
In[2]:= Po[x_, t_]=\/ : Exp[-l (X -y 2p[ ¥t]) I:
27 (d- ((d-yo0?) Exp[-2¥t])) 2 d-((d-yo?) EXp[-2¥t])
In[3]:= P[x_, t_]1=pIx, t]1 /. First]

NDSol ve [{8; P[X, t] =0x ((¥x+gx®) p[x, t1) +ddxp[X, t1,
PIX, to]l =Po[X, to],
P[Xmin, t1 =Po[Xnin, tol,
P[Xnmax, t] ==Po[Xnax, tol} /.
{d-1, y»1, g-».1, u-0, o-.15}, p, {X, Xnin, Xmax}, {t, to, tmax}]1]

NDSol ve: : nxsst : Usi ng maxi mum nunber of grid points 200 all owed by the MaxSteps option.

Qut[3]= InterpolatingFunction[{{-4., 4.}, {0., 1.}}, <>][X, t]

In[4]:= Plot3D[P[X, t1, {X, Xnin, Xmax}, {t, to, tmx}, PlOtPoints-»40];
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3.6 Variationsstorungsrechnung fiir die Verteilungfunktion

3.6 Variationsstorungsrechnung fiir die

Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Ausfithrungen in Abschnitt 3.1.7 haben deutlich gemacht, dass die bisherigen Ergeb-
nisse der Storungsreihen noch verbesserungsbediirftig sind.Es gibt also hier viel fiir die

Variationsstorungsrechnung zu tun.

Zunéchst soll die Bestimmung einer Varationsstérungslosung fiir
die Wahrscheinlichkeitsverteilung detailiert an einem Beispiel dar-
gelegt werden. Hierzu sei der Fall aus Abbildung 3.7(d) heraus-
gegriffen, fiir den folgende Parameterwerte gelten:

g=1,v=01,D=1,0=0.1und . =0.

Fiir die Optimierung sei der Zeitpunkt ¢ = 3 betrachtet, fiir den
die Kumulantenentwicklung ein offensichtlich falsches Ergebnis
liefert. Die Verteilung bei t = 3 ist in der Abbildung rechts rot

hervorgehoben.

Zuerst verschafft man sich einen Uberblick iiber die Nullstellen-
struktur der Ableitung (3-87). In der Abbildung rechts sind die
Nullstellen der ersten Ableitung in der z-w-Ebene dargestellt. Of-
fenbar gibt es drei Kandidaten, die zum Zeitpunkt ¢ = 3 fiir alle
x existieren. Vermutlich wird die gréfite positive Nullstelle (rot)

die besten Ergebnisse liefern.

Rechts ist der Schnitt bei x=1 aus der vorhergehenden Abbildung
iiber w dargestellt. Man erkennt, dass die zu
einem vergleichsweise spitzen Maximum gehort. Fiir die grofite
Nullstelle macht das Extremum wie gewiinscht einen stationéren
Eindruck, die negative Nullstelle liegt so weit in Negativen, dass

sie nicht wirklich in Frage kommt.

Nun wird die z-Abhéingigkeit der Nullstellen bestimmt. Eine sol-
che ist auch bei den roten und Nullstellen vorhanden, beim
verwendeten Mafistab jedoch nicht zu erkennen. Die Schrittweite
Az muf} klein genug gewihlt werden, damit die Verteilung am
Ende ausreichend gut approximiert wird. Dies ist vor allem auch

wichtig, um den Fehler beim Nachnormieren klein zu halten.

In der Abbildung rechts ist nun das Endergebnis der Variati-
onsstorungsrechnung fiir alle drei Nullstellen nach dem Nachnor-
mieren dargestellt. Die magentafarbene Losung der Kumulanten-
entwicklung kann mit der roten Variationslésung deutlich verbes-
sert werden. Sie unterscheidet sich zu dieser Zeit (f = 3) kaum

noch von der stationdren Losung.
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-3 -2 -1 0
x

(a) Nullstellen der ersten Ableitung der Kumu- (b) Kumulantenentwicklung (Flidchen), Varia-
lante fiir verschiedene Zeiten ¢ in der xz-w-Ebene.  tionsstorungslésung (Punkte) und numerische
Losung (Linien zwischen den Punkten).

Abbildung 3.14: Optimierung der zeitlichen Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Fall
aus Abbildung 3.7(d): g = D =1,y = 0.1, 0 = 0.1 und p = 0. Olinks: Nullstellen der ersten Ableitung der
Kumulante. Die Farben markieren unterschiedliche Zeitpunkte und gehoren zu den entsprechenden Kur-
ven in der Abbildung rechts. Orechts: Die Punkte korrespondieren mit den Nullstellen in der Abbildung
links. Die numerische Losung ist durch die feinen Linien zwischen den Punkten dargestellt.

Mit den bisher beschriebenen Schritten konnte die Kumulantenentwicklung erster Ord-
nung zum Zeitpunkt ¢ = 3 optimiert werden. Diese Rechnung ist nun fiir verschiedene
Zeiten durchzufiihren, um die vollstandige Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zu optimieren. In Abbildung 3.14 ist das Ergebnis einer solchen Rechnung auf
dem Zeitintervall 0 < ¢ < 20 fiir die Parameterwerte g = D =1, v = 0.1, 0 = 0.1 und
p = 0 dargestellt. In Abbildung 3.14(a) sind die Nullstellen in der z-w-Ebene aufgetra-
gen: Fiir kleine ¢ ist deutlich eine z2-Abhiingigkeit des optimalen Variationsparameters zu
erkennen (rote bis gelbe Kurven). Fiir grole Werte von ¢ wird der Variationsparameter
unabhéngig von x. Dies entspricht der Erwartung, da die Verteilung gegen die stationére
Losung strebt. In Abbildung 3.14(b) sind die Ergebnisse der Variationsstorungsrechnung
der Kumulantenentwicklung gegeniibergestellt. Die optimierten Verteilungen erreichen die
stationdre Losung offenbar viel schneller. Jeder Punkt entspricht einem optimierten Va-
riationsparameter und korrespondiert mit einem Punkt im Nullstellenplot 3.14(a). Die
feinen Linien, die die Punkte in 3.14(b) verbinden, entsprechen der numerischen Losung.
Eine Abweichung der Variationslésung von diesen exakten Kurven ist in der Abbildung
nicht zu erkennen, so dass das Ergebnis der Variationsrechnung fiir alle betrachteten Zeit-
punkte als sehr gut angesehen werden kann. Um dariiber hinaus etwas iiber die Giite der
Ergebnisse aussagen zu konnen, sei der Abstand zweier Verteilungsfunktionen P und P
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Abbildung 3.15: Ergebnisse der Variationsstorungsrechung fiir die Zeitentwicklung der Warhscheinlich-
keitsverteiung fiir drei Groflenordnung des Verhéltnisses v/g. Die iibrigen Parameterwerte sind jeweils
D=1, p=0und o =0.1.

folgendermaflen definiert:

~ 1 Tmax ~
A{P. Py =5 D [Plait) = Pla.1) (3-96)

Wenn beide Verteilungen positiv und auf 1 normiert sind, kann die Grosse A{P, ﬁ} ma-
ximal den Wert 1 annehmen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die beiden Verteilungen
keinen Uberlapp besitzen. Stimmen die Verteilungen dagegen iiberein, so ist At{P,ﬁ}
gleich 0. Kleine Werte von A {P, 73} bedeuten daher gute Ubereinstimmung der Vertei-
lungen.
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In Abbildung 3.15 sind die Resultate der Variationsstorungsrechnung fiir drei Gréfien-
ordnungen des Verhéltnisses v/g zusammengestellt. Fiir den ersten Fall in Spalte eins mit
g = 0.1 und v = 1 liefert auch die Kumulantenentwicklung schon gute Werte. Es sind
keine Abweichungen von der numerischen Losung zu erkennen. Der Abstand der Varia-
tionslosung At{Pfgl)(wopt), Pxbsolve ; von der numerisch bestimmten Verteilung ist jedoch
zu jedem Zeitpunkt kleiner als fiir die Kumulantenentwicklung, so dass die Variations-
rechnung auch hier das bessere Resultat liefert. Fiir grofie Zeiten (¢ > 5) unterscheiden
sich sowohl die Kumulantenentwicklung als auch die Variationslésung kaum noch von der
stationdren Verteilung. Dass der Abstand von der numerischen Losung fiir diese Zeiten
endlich bleibt, liegt daran, dass die numerische Losung hier das schlechtere Ergebnis liefert,
da sie aufgrund der festen Randbedingungen bei der numerischen Integration die stati-
ondre Verteilung nicht exakt erreichen kann. Die Kumulantenentwicklung und die Variati-
onsstorungsreihe konvergieren hingegen fiir grofle Zeiten gegen die stationére Verteilung,
wie dem untersten Plot zu entnehmen ist. Dieser zeigt den Abstand At{PI((l)(wopt), Phtat }
bzw. At{P[((l), Phstar } in logarithmischer Auftragung.

Fiir die Parameterwerte ¢ = v = 1 in der mittleren Spalte ist die Uberlegenheit der Varia-
tionslosung gegeniiber der Kumulantenentwicklung deutlicher zu erkennen. Der Abstand
von der numerischen Losung ist im kritischen Zeitintervall 0 < ¢t < 2 um ein Vielfaches
geringer.

In der rechten Spalte sind die Resultate fiir ¢ = 10 und v = 0.1 dargestellt. Wéhrend die
Kumulantenentwicklung hier ein vollkommen unphysikalisches Verhalten zeigt und mit
der numerischen Lésung im kritischen Zeitintervall 0 < ¢ < 20 praktisch keinen Uberlapp
hat, liefert die Variationslésung auch in diesem Fall sehr gute Ergebnisse. Der Abstand
zur numerischen Losung ist nur fiir sehr kleine Zeiten nennenswert von 0 verschieden und
bleibt stets unter 0.01. Um im Vergleich zum riesigen Fehler der Kumulantenentwicklung
iitberhaupt eine Abweichung der Variationslosung erkennen zu kénnen, wurde der Bereich
fiir t < 1 zusétzlich vergroflert dargestellt.

3.7 Das Doppelmulden-Potential

Zum Abschluf3 soll noch ein Blick auf das sogenannte double-well Potential oder auch die
Doppel-Mulde geworfen werden. Woher diese Bezeichnung stammt, 148t sich unschwer an
Abbildung 3.16(a) erkennen. Mit v < 0 bildet das Potential eine Zwei-Mulden-Struktur
aus. Fir kleine Werte von = dominiert der nun negative harmonische Term, das Potential
entspricht einer nach unten offenen Parabel. Fiir groflere z-Werte gewinnt irgendwann der
positive anharmonische Term und sichert somit, dass das Potential fiir + — +oo positiv
wird, so dass eine stationdre Losung existieren kann.

Genau genommen existiert die Storungsentwicklung aus Abschnitt 3.1 nicht fiir dieses
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(a) Potential und stationédre Losung (b) Kumulantenkoeffizienten fiir v < 0.

Abbildung 3.16: Olinks: Potential (mit 1/10 skaliert) und stationére Verteilung fiir vy = —1, g = 0.1
und D = 1. Orechts: Entwicklungskoeffizienten der Kumulante 1.0Ordnung fiir v = —1 iiber der Zeit
aufgetragen. Der Koeffizient 31 o9 strebt gegen oo.

Problem, weil das ungestorte Problem mit g = 0 keine normierbare Losung besitzt. Dies
schldgt sich im Verhalten der Entwicklungkoeffizienten (3, x,(t) nieder, welches in Ab-
bildung 3.16(b) fiir die erste Ordnung wiedergegeben ist. Der Koeffizient (1 40(t) des
x*-Terms verschwindet nun fiir grofie Zeiten, so dass die Kumulantenentwicklung fiir
~v < 0 nicht einmal die stationdre Verteilung reproduzieren kann. In folgender Tabelle
ist das Langzeitverhalten der Koeffizienten angegeben:

limy oo || Broo(t) | Brao(t) | Biaot) | Broz(t) B1,04()
>0 % -5 0 0 0
3 3D?(D—2y05?) D3

v <0 o0 0 2y QV(D—VZQ) 4(D—v0?%)1

Die nicht aufgefiihrten Koeffizienten verschwinden in beiden Fillen. Statt des z-Terms
iiberlebt in der Kumulantenentwicklung fiir ¢ — oo nun ein z-Term (3;.2,).

In Abbildung 3.17 sind die Ergebnisse der Variationsrechnung fiir den Fall einer sehr
staken Anharmonizitdt g = 10 bei v = —1 zusammengestellt. Die starke Anharmonizitét
sorgt dafiir, dass zu allen Zeiten ¢ eine durchgehenden Nullstelle fiir alle z-Werte im
betrachteten Intervall existiert. Dies vereinfacht die Suche des optimalen Wertes fiir den
Variationsparameter. Wie in der Abbildung oben rechts zu erkennen ist, divergiert die
Kumulantenentwicklung wie erwartet. Die Variationslosung (Punkte) fillt dagegen mit
der numerischen Losung (Linien zwischen den Punkten) zusammen und liefert auch in
diesem Fall hervorragende Ergebnisse, wie die Abbildungen 3.17(c) und 3.17(d) belegen,
die den Abstand zur numerischen Losung bzw. zur stationédren Verteilung wiedergeben:
Wihrend die Storungsreihe fiir die Kumlante schon nach kurzer Zeit keinerlei Uberlapp
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Abbildung 3.17: Parameterwerte y = —1, g = 10, D =1, 0 = 0.1 und p = 0. (a) Nullstellen der ersten
Ableitung der Variationsstorungsreihe fiir die Kumulantenentwicklung in der z-w—Ebene. (b) Gefiillte
Kurven bezeichnen die Kumulantenentwicklung, die Punkte die Ergebnisse der Variationsrechnung und
die Linien zwischen den Punkten die numerische Losung. Die Farben korrespondieren mit der Abbildung
links. (¢) Abstand der Kumulantenentwicklung und der Variationslésung von der numerischen Lésung.
(d) Abstand der Kumulantenentwicklung und der Variationslésung von der stationdren Verteilung.

mehr mit der numerischen Losung hat, liefert die Variationslosung fiir alle Zeiten sehr
gute Werte.

Dass die Variationslosung die stationdre Losung so gut wiedergeben kann, ist nur da-
durch moglich, dass der optimale Wert fiir den Variationsparameter von = abhéngt. Da
der Koeffizient 340 des z*-Terms in der Kumulantenentwicklung mit v < 0 fiir ¢ — oo
verschwindet, muss die exp(coz® — c;2*)-Abhéngigkeit der stationdren Verteilung zum
Teil iiber die z-Abhéngigkeit des Variationsparameters generiert werden. Fiir grofle Zei-
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Abbildung 3.18: Kritischer Fall mit den Parameterwerten v = -1, g =0.1, D=1, 0 = 0.1 und p = 0.
Ulinks: Nullstellen von BWPI((U(x,t,w) in der z-w-Ebene fiir verschiedene Zeiten. Orechts: Schnitt bei
x = 2.2, in der Abbildung links als rote Linie angedeutet. Kumulante (gestrichelt) und erste Ableitung
der Kumulanten in Abhéngikeit vom Variationsparameter.

ten sollte wopt(z) daher die Form ag + asx? + asz* annehmen, was auch tatséichlich der
Fall ist. Der Koeffizient as ist dabei deutlich grosser als a4, so dass die z*-Abhéingigkeit
im wesentlichen mit Hilfe des nicht verschwindenden Koeffizienten 3, 5 ¢ vor dem 22-Term
der Kumulantenentwicklung entsteht.

Es soll nun der kritische Fall einer schwachen Anharmonizitit mit ¢ = 0.1 und v = —1
untersucht werden. Das zugehorige Potential und die stationére Verteilung sind in Abbil-
dung 3.16(a) dargestellt. Die Zwei-Mulden-Struktur ist sehr ausgepriagt und die stationére
Verteilung damit sehr breit. Der positive anharmonische Term kann sich erst fiir grofie x
durchsetzen.

In Abbildung 3.18(a) ist die Nullstellen-Struktur der ersten Ableitung der Kumulanten in
der z-w—Ebene dargestellt. Fiir kleine Zeiten ergeben sich wie schon im zuletzt betrachte-
ten Fall zusammenhingende Nullstellenkurven mit z%-Abhéngigkeit (rot-griin). Allerdings
gibt es nun einen kritischen Zeitpunkt ), &~ 1.6, bei dem diese Kurven in der z-w—Ebene
zerfallen. In der Abbildung 3.18(b) ist fiir x &~ 2.2, wo der Sprung in der Nullstelle erst-
mals auftritt, ein Schnitt in w-Richtung aufgetragen. Dargestellt sind die Kumulanten
(gestrichelte Linien) und ihre ersten Ableitungen. Die Farben korrespondieren mit der
Abbildung 3.18(a). Die Nullstellen und die zugehérigen Extrema sind mit Kreisen mar-
kiert. Man erkennt, dass das zunéchst stabile Minimum bei w ~ —1 plotzlich verschwindet
(blaue Kurven). Man kann nun fiir ¢ > ty,; nicht einfach im Bereich —2 < z < 2 den
einen Ast und ausserhalb den anderen Ast der Nullstellenkurve verwenden, weil diese zu
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Abbildung 3.19: Ergebnisse der Variationsstorungstheorie fiir das Doppelmulden-System mit schwacher
Anharmonizitéit. Die Parameterwerte sind vy = —1, g = 0.1, D =1, 0 = 0.1 und p = 0. Die gestrichelten
Linien in 3.19(a) bezeichnen Nullstellen der zweiten Ableitung.

Segmenten der Verteilungsfunktion mit unterschiedlicher Normierung fithren wiirden. Es
ist dann nicht klar, wie diese zusammenzufiigen sind.

Um nun eine zusammenhéngende Nullstellenkurve zu erhalten kann man hoéhere Ablei-
tungen betrachten. Mit der zweiten Ableitung finden sich fiir alle Zeiten ¢t > t,.;; geeignete
Nullstellen (gestrichelte Kurven in Abbildung 3.19(a)). Die Ergebnisse sind in Abbildung
3.19 zusammengestellt: Fiir Zeiten ¢t < i, wurde die erste, danach die zweite Ableitung
benutzt. Beim Abstand zur numerischen Lésung und zur stationédren Verteilung erkennt
man daher einen Knick in der Nédhe von ¢, ~ 1.6. Erstmals liegen auch die Werte der
Variationslosung erkennbar neben denen der numerischen Losung (3.19(b)). Zum Teil liegt
dies sicherlich auch an der groben x-Auflésung, mit der die optimalen Werte fiir den Va-
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riationsparameter bestimmt wurden. Statt die Nullstellenkurve zu wechseln, kann man
auch versuchen, der verschwundenen Nullstelle zu folgen: wenn in Abbildung 3.18(b) ein
Extremum verschwindet, muss es in eine Wendestelle iibergehen. Es entsteht also eine
Nullstelle der zweiten Ableitung. Dieser kann man nun folgen, bis sie ebenfalls verschwin-
det und einer Nullstelle der ndchsthoheren Ableitung weicht. Im vorliegenden Fall hat sich
jedoch gezeigt, dass die Nullstellen schneller verschwinden, als man ihnen folgen kann: der
Graben zwischen den Asten der ehemals zusammenhéingenden Nullstellenkurve wichst zu
schnell mit fortschreitender Zeit.

3.8 Hohere Ordnungen

Fiir den Fall v = —1, g = 0.1 und D = 1 wurden fiir eine d-féormige, bei z = 0 zentrier-
te Anfangsverteilung (0 = 0, u = 0) hohere Ordnungen der Variationsstorungsrechnung
zum festen Zeitpunkt ¢t = 2.5 untersucht. Dieser Zeitpunkt liegt oberhalb des Nullstel-
lensprunges, der im vorhergehenden Absatz diskutiert wurde. Die Ergebnisse sind in den
Abbildungen 3.20 und 3.21 zusammengestellt. Dabei werden folgende Bezeichnungen ver-
wendet:

Ungestorte Losung fiir g =0

P1[x,t] Kumulantenentwicklung 1.0Ordnung
Pgl[x] stationdre Verteilung fiir t — oo
nicht normierte Variationslosung
VPT result (norm.) nachnormierte Variationslosung
NDSolve numerische Losung (MATHEMATICA')

Insbesondere sind die schwarzen und roten Kurven miteinander zu vergleichen. Die mittle-
re quadratische Abweichung der normierten Variationslosung vom numerischen Ergebnis
ist in der jeweiligen Bildunterschrift angegeben. Dort ist auch vermerkt, welche Nullstellen
zur Optimierung des Variationsparameters verwendet wurden. Die oben rechts eingefiigten
Plots zeigen einen Ausschnitt aus der z-w—Ebene, der einen Eindruck von der Nullstellen-
Struktur gibt. Aufgrund zu geringer Auflésung treten in solchen CoutourPlots  héufig
Artefakte auf. Sie sind daher nur geeignet, um sich einen ersten Uberblick zu verschaffen.
Die Variationslosung wird mit jeder Ordnung besser, allerdings wird auch die Nullstel-
lenstruktur komplizierter. Hier lief§ sich die Regel aus Abschnitt 2.6 verifizieren, dass die
Ableitung, die den besten Wert fiir den Variationsparameter liefert, mit steigender Ord-
nung zwischen 1. und 2. Ableitung wechselt. Die erste Ordnung macht hier nur deshalb
eine Ausnahme, weil es fiir diesen spiten Zeitpunkt ¢t = 2.5 keine zusammenhéngenden
Nullstellen der ersten Ableitung gibt, so dass die Nullstellen der zweiten Ableitung ver-
wendet werden muf3ten.
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(b) 2.0rdnung, Nullstellen der 2.Ableitung. Abweichung von numerischer Lésung: 0.0170686.

Abbildung 3.20: Ergebnisse der Variationsstorungsrechnung 1. und 2.0Ordnung fiir das Doppelmulden-
System mit v = -1, g =0.1, D =1, 0 = 0 und g = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 2.5.
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(b) 4.0rdnung, Nullstellen der 2.Ableitung. Abweichung von numerischer Lsung: 0.0010194.

Abbildung 3.21: Ergebnisse der Variationsstorungsrechnung 3. und 4.Ordnung fiir das Doppelmulden-
System mit v = -1, g =0.1, D =1, 0 = 0 und p = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 2.5.



Zusammenfassung und Ausblick

In allen untersuchten Fillen, die den ganzen Bereich bisher physikalisch relevanter Fra-
gestellungen abdecken, konnte gezeigt werden, dass die Variationsstérungsrechnung fiir
die anharmonische Fokker-Planck-Gleichung sehr gute Ergebnisse in 1.0rdnung liefert,
und zwar fiir die ganze Wahrscheinlichkeitsverteilung als Funktion von Ort und Zeit. Fiir
die einfache Mulde, d.h. v > 0, sind diese Ergebnisse schon so exzellent, dass es Schwie-
rigkeiten bereitet, die vermutete exponentielle Konvergenz durch Hinzunahme hoéherer
Ordnungen direkt zu verifizieren. Denn die 1.0rdnung kommt der Genauigkeit einer mit
vertretbarmen Aufwand zu erzielenden numerischen Losung schon so nahe, dass eventu-
elle Verbesserungen nicht mehr sicher abgeschétzt werden konnten. Allerdings sind die
Rechnungen der Variationsstorungstheorie in hoheren Ordnungen auch sehr aufwendig.
Mit der verfiigbaren Rechnenkapazitiat mufl etwa 1 Tag Rechenzeit fiir die Ermittelung
der Verteilung P(x,t) in 4.0rdnung und zu einem festen Zeitpunkt ¢ angesetzt werden!

Das Hauptproblem besteht im Aufsuchen eines geeigneten Wertes des Variationsparame-
ters w(z,t). Es hat sich zwar auch hier die heuristische Regel bestéitigen lassen, dass die
grofite reelle Nullstelle aus der Menge aller Nullstellen aller Ableitungen bis zur Ordnung
N der Entwicklung den besten oder einen geringfiigig davon abweichenden Wert liefert,
aber welches diese Nullstelle jeweils ist, mufl im Prinzip fiir jedes z und ¢ neu bestimmt
werden. Dazu miissen alle Nullstellen einer transzendenten Funktion in einem grosseren
Bereich gefunden werden. Es ist keine automatische Methode fiir diese Nullstellensuche
bekannt, die in jedem Falle stabil arbeitet. In Abhéngigkeit von x und t gehort jede
Nullstelle einer Nullstellenkurve an. Das Verfolgen einer einmal gefundenen Nullstelle als
Funktion von z und t liefert deshalb zwar oft ein gutes Ergebnis. Aber es ist die Aus-
nahme, dass eine Nullstelle fiir alle interessierenden Werte von x und t erhalten bleibt
ohne von anderen Nullstellen aus dem optimalen Intervall verdrangt zu werden. Deshalb
ist in der Regel ein mehrfacher Wechsel der verwendeten Nullstelle auch und gerade hin
zu hoheren Ableitungen unvermeidbar, der nicht selten etwas Augenmaf erfordert. Etwas
mehr Aufschlul iiber den Wert héherer Ordnungen der Variationsstorungstheorie a3t
sich fiir die Doppelmulde gewinnen. Sie ist durch v < 0 charakterisiert. Eine erschépfende
Untersuchung dieses Problems leistet diese Arbeit nicht. Es konnten nur die Félle v = 1,
g = 10 bzw. g = 0.1 exemplarisch analysiert werden. Wichtiges Resultat ist, daf§ die Va-

7
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riationsstorungsrechnung auch fiir dieses , kranke“ System gute bis sehr gute Ergebnisse
liefert. , Krank® ist das System, weil seine ungestorte Variante keine normierbare Losung
besitzt. Die Normierbarkeit wird erst durch das stérende gz*-Potential gewiihrleistet.
Da die Variationsstorungstheorie dieses anharmonische Storpotential durch ein effektives
harmonisches approximiert und somit zum ungestorten Problem weitgehend heriiberzieht,
heilt sie das ungestorte Problem und macht eine sinnvolle Stérungsentwicklung iiberhaupt
erst moglich.

Eine Anharmonizitdt mit ¢ = 10 ist so stark, dass sie sogar allen Nullstellenmengen
w(z,t) fiir den gesamten relevanten Parameterbereich die Existenz sichert und folglich
eine automatisierte Nullstellensuche zul&ft.

Die wirkliche Leistungsféahigkeit der Variationsstorungstheorie kommt bei der Doppelmul-
de mit v =1 und g = 0.1 zur Geltung. Denn obwohl sich in diesem System die heilen-
de Wirkung der Anharmonizitat erst fiir groffe x bemerkbar macht, kommt die Varia-
tionsstorungsrechnung schon in 1.0rdnung zu guten Ergebnissen. Es muf} allerdings bei
t ~ 1.6 die Nullstelle gewechselt werden. Dabei zeigt sich, dass es der an sich anheliegende
Ubergang zur nichst hoheren Ableitung auch bei mehrfacher Anwendung nicht vermag,
die grofite (und optimale) Nullstelle zu erreichen. Ein Wechsel von einer Nullstelle zu einer
anderen 1a8t sich nicht vermeiden.

Im Ergebnis ,springt“ die Verteilung unstetig von Werten fiir ¢ < 1.6 auf Werte fiir
t > 1.6. Sie springt von einer Seite der exakten Losung auf die andere. Natiirlich liefle
sich ein solcher Sprung durch Interpolation der Verteilung von einem geeigneten Wert fiir
t =ty < 1.6 zu einem t = t; > 1.6 gldtten. Konsequenter wére es aber, diese Glattung
einer néchsten Ordnung der Variationsstérungstheorie zu iiberlassen, die das Gewiinschte
vermutlich auch leisten wird. Diese Vermutung stiitzt sich auf Beobachtungen am System
mit v = —1 und g = 0.1 zur mittleren Zeit ¢ = 2.5. Hier ist die Konvergenz langsam
genug, um noch sinnvoll an der numerischen Losung mefibar zu sein. Im Ergebnis ist die
Konvergenz exponentiell. Der Fehler verringert sich mit jeder Ordnung von der 1. bis zur
4. etwas um den Faktor 5.
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Anhang A

Numerische Langevin-Simulation

Das folgende Programm simuliert die zeitliche Entwicklung von 1000000 Brownschen
Teilchen und erstellt ein Histogram. Es wurde verwendet, um Abbildung 1.2 zu erstellen:

#include <cmath>

#include <fstream>
#include <cstdlib>
#include <cstdio>

#define SYSTEMS 1000000
#define BINSIZE 0.01
#define BINMIN -3.0
#define BINMAX 3.0
#define TIMESTEP 0.001

#define TMAX 0.502
#define K 1.0
#define G 0.0

double x[SYSTEMS], v[SYSTEMS];

inline double dv(int i) {
return -(Kxv[i]+G*v[i]l*v[i]l*v[i])*TIMESTEP + sqrt(24)*(rand()/(RAND_MAX+1.)—0.5)*sqrt(TIMESTEP);
}

inline void advance_lv() {
for(int i=0; i<SYSTEMS; i++) {
v[i] = v[i] + dv(i);
x[i] = x[i] + v[i]*TIMESTEP;
}
}

int main() {
ofstream density( "density.dat" ), trajectory( "trajectory.dat" );
int tstep=0;
int bins = (int)ceil ((BINMAX-BINMIN)/BINSIZE);
int *bin = new int[bins];
for(double t=0; t<=TMAX; t+=TIMESTEP) {
if (' ((tstep++-1)%10) ) {
cout << t << endl;
for(int b=0; b<bins; b++) { bin[b] = 0; }
for(int i=0; i<SYSTEMS; i++) {
if( (v[il < BINMAX) && (v[i] > BINMIN) ) { bin[(int) ((v[i]-BINMIN)/BINSIZE)]++; }
}
for(int b=0; b<bins; b+=1) {
density << t << "\t"
<< BINMIN+b*(BINMAX-BINMIN) /bins << "\t"
<< (double)bin[b] /SYSTEMS/BINSIZE << endl;
}
density << endl << endl;
}
trajectory << t << "\t";
for(int i=0; i<10; i++) { trajectory << x[i] << "\t" << v[i] << "\t"; }
trajectory << endl;

advance_1v();
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Anhang B

Entwicklung des FP-Operators in
Eigenfunktionen

In der vorliegenden Arbeit wird an vielen Stellen die Tatsache ausgenutzt, dass die Losung
der Fokker-Planck-Gleichung

9 bty - (% K ()P (x,1)] + Daa—;mx, t) (B-1)

bei beliebiger Anfangsverteilung fiir ¢ — oo gegen die stationédre Verteilung

Puasl) = N it ow) =~ [ K(w)dy (B

konvergiert. Hierfiir soll in diesem Anhang eine Begriindung geliefert werden. Dabei sollen
natiirliche Randbedingungen und D = const vorausgesetzt werden, wie es auch sonst in
der Arbeit der Fall ist. Eine allgemeinere Ableitung findet sich in [Ris84].

Bei zeitunabhéngigen Drift- und Diffusionskoeffizienten bietet sich fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte ein Separationsansatz an:

P(z,t) = p(a)e™. (B-3)
Mit dem Fokker-Planck-Operator
0 o? 0 0
Lrp e 5 [K(x) o] +Daa:2 o D@xe 526 ® (B-4)

reduziert sich die Fokker-Plnack-Gleichung (B-1) auf ein Eigenwertproblem:
£FP90 = —)\QO. (B5)

Hierbei bezeichnet \ die Eigenwerte des Fokker-Planck-Operators Lrp und ¢ die zu-
gehorigen Eigenfunktionen. Das Eigenwertspektrum kann kontinuierlich oder diskret sein.
Der Einfachheit halber soll letzteres angenommen werden, die Ergebnisse dieses Ab-
schnitts lassen sich problemlos auf den kontinuierlichen Fall {ibertragen.

Der Operator Lpp ist offenbar nicht hermitesch, jedoch 148t sich leicht ein selbstadjun-
gierter Operator £ konstruieren:

L= 6¢/2£Fp €_¢/2. (BG)
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Dies sei hier anhand zweier Losungen der Fokker-Planck-Gleichung Py, Ps, die die Rand-
bedingungen erfiillen, kurz nachgepriift:

+oo +oo +oo 8 a
PLLP, dx = Pre?? Lrpe Py da = / P1D6¢/2%e’¢£e¢/2772 dx
+oo
P':I'_/ DgpleW? e ¢@) £p26¢/2 dx
o Ox ox

+oo oo
Pil'/ P2D6¢/2£6_¢£6¢/2P1 dx = / P2 LP, dx,
B or  Ox -

o0 e}

(B-7)

wobei bei den partiellen Integrationen ausgenutzt wurde, dass die Wahrscheinlichkeits-
dichte bei 2 = 400 ausreichend schnell verschwindet. Es gilt also £ = £. Sind nun ¢, ()
Eigenfunktionen des Fokker-Planck-Operators Lrp mit Eigenwert \,, so sind mit

Ya(@) = e?%pn(2) (B-8)

Eigenfunktionen des Operators £ mit den gleichen Eigenwerten ), gegeben:

L () = Apthn (). (B-9)

Da der Operator £ hermitesch ist, sind seine Eigenwerte reell. Eigenfunktionen zu verschie-
denen Eigenwerten sind orthogonal und lassen sich so normieren, dass sie eine Vollstéandigkeitsrelation
erfiillen:

+00 +00
Uny, dr = / e?Onpm dr = - (B-10)
Es ist nun leicht, die Positivitat der Eigenwerte zu erkennen:
+oo “+oo “+o0o
/ one’ Lppndr = / pnePLe gy dn [ L de 2 -0,
. +oo 0 0 +oo ) 2
B9 / wnDeWz—e_d’—e‘z’/z@bn dr'= —D/ —¢ne¢/2 e dr <0.
oo Ooxr  Ox oo \ O

Mit D > 0 folgt daraus, dass alle Eigenwerte von £ und damit auch von Lrp grofer oder
gleich null sind. Das Gleichheitszeichen in (B-11) gilt gerade fiir die stationére Verteilung
mit dem Eigenwert \g = 0:

0 6/2) 2 ~9/2

E (¢oe??) =0 = Yo = e 7*. (B-12)
Die stationédre Verteilung fiir die Fokker-Planck-Gleichung (B-1) lautet also bis auf die
Normierung:

©o(x) = e—qﬁ(x)/?%@) — ¢~ 9@) (B-13)



Anhang C

Exakte Losung der FP-(Gleichung fiir
das Brownsche Teilchen

In diesem Anhang soll die exakte Losung der Fokker-Planck-Gleichung fiir das Problem
des Brownschen Teilchens mit dem Driftterm K (z) = —vyz abgeleitet werden. Hierbei wird
die sogenannte Methode der Charakteristiken [BSMM95] zur Anwendung kommen, die
es erlaubt, partielle Differentialgleichungen erster Ordnung zu integrieren. Die Methode
148t sich hier einsetzen, da die Fokker-Planck-Gleichung fiir diesen einfachen Fall mittels
Fouriertransformation auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in k£ und ¢
transformierbar ist. Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems:

0 0 0?
SP(e,t) = 5= [yeP(w,0)] + D= P(a,), (1)
P(z,tg) = 0(x — xp). (C-2)
Durch Fouriertransformation:
P(x,t) = / P(z, )™ da (C-3)

erhélt man hieraus folgende Problemstellung:

0 ~ 0 = B )
aP(k t) + kP P(k,t) = —DK*P(k, 1), (C-4)
P(k, to) = e’ (C-5)

Die Idee der Methode der Charakteristiken besteht nun darin, eine Kurve {k(s),t(s)} zu
suchen, so dass sich (C-4) auf eine gewohnliche Differentialgleichung reduziert:

d ~ dt 0 ~ dk 0 ~ ~
—P(k,t P(k,t)+ ——=—P(k,t k,t)P(k,t). .
Bk t) = S Pk, + 50 Bl ) = (k1) Pl ) ()
Ein Vergleich von (C-6) mit (C-4) liefert dafiir die Bedingungen
dt dk
— =1 — = k. .
Diese lassen sich sofort integrieren zu:
t(s) =to+ s, k(s) = koe. (C-8)
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Abbildung C.1: Fouriertransformierte der Wahrscheinlichkeitsverteilung ﬁ(kz,t) fir y=D =1 und
to = xo = 0. Die Charakteristiken sind rot eingezeichnet: auf diesen durch s parametrisierten Kurven
gilt fiir P(k(s),t(s)) die gewohnliche Differentialgleichung (C-9).

Damit ergibt sich fiir P(k(s),t(s)) folgende gewdhnliche Differentialgleichung in s:
dP ~ ~
“= = —Dk(s)*P = —Die*P. (C-9)

s

Sie besitzt die Losung:

/P(k(sms» g = _/s Dkie**ds = log Pik.9) = —D—kg (e =1). (C-10)
o 5 . C (ko) 2y

Hier bezeichnet C(kg) eine Integrationskonstante, die fiir jede Kurve {k(s),t(s)} einen
anderen Wert haben kann, was durch die Abhéangigkeit von kg ausgedriickt wird. Die
Bezeichnung C'(kg, tg) zu verwenden wére insofern irrefithrend, als dass ko und ¢y nicht
unabhéngig voneinander gewihlt werden koénnen, sondern iiber die Anfangsbedingung
(C-5) miteinander verkniipft sind. Um C(kg) zu bestimmen, driickt man daher ko durch
ko(k) = ke™7%) aus und verwendet die Anfangsbedingung (C-5):

Cl(ko) = C(ke’w(t’m))h:to = ek o C(k,t) = exp (ikxoe”(t*to)) (C-11)
Fiir die Fouriertransformierte der Losung erhélt man somit:
~ D
P(k,t) = exp <ik$06_7(t_t°) - 2—]{:2(1 - 6_27“_“’))) (C-12)
Y

Die Losung des Anfangswertproblems (C-1) ergibt sich durch Riicktransformation:

1 [~ = .
P(x,t) = — P(k,t)e **dk
/ (C-13)

2m J_
_ 1 /OO exp —Qk‘Q(l — e DUy ik (mge ) — ) ) dk
21 J_ o 2y
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Durch Auswertung des Gaufischen Integrals erhilt man das Endergebnis:

_ 7 v (z = wge 1)
F (“)_\/ 27D(1 — e 210)) P | Tap T 1 = e )

(C-14)

Im rechten Teil der Abbildung C.1 sind die charakteristischen Kurven fiir dieses Bei-
spiel dargestellt. Auf diesen durch s parametrisierten Kurven geniigt P(k(s),%(s)) der
gewohnlichen Differentialgleichung (C-9).

Alternativ und etwas einfacher 148t sich die Losung von Gleichung (C-1) mit dem Ansatz
P(z,t) = exp [—a(t)z® — b(t)x — (1)) (C-15)

gewinnen. Eingesetzt in (C-1) erhdlt man durch Koeffizientenvergleich in = die folgenden
drei gewohnlichen Differentialgleichungen:

a(t) = 2va(t) — 4D a(t)?
b(t) = v b(t) — 4D a(t) b(t) (C-16)
é(t) = —y+2Da(t) — Db(t)?

mit folgenden an die Anfangsbedingung (C-2) angepafiten Losungen:

_ L
o) = 5pT—cmuw
/y :'UO 6—7('5—750)

") =~ p 1w

(C17)

1 _ _ fy x2 6_27(t_t0)
c(t) = 3 log [27D(1 — e~ 2t /5] 4 ST R =) 0_ ()

In (C-15) eingesetzt ergeben sie die Losung (C-14).



Anhang D

Ausgewihlte MATHEMATICA Routinen

D.1 Berechnung der Stérungskoeffizienten

Die folgenden MATHEMATICA-Anweisungen berechnen die Koeffizienten der Kumulanten-
entwicklung. Fiir die erste Ordnung geht die Berechnung noch sehr schnell:
5/ 6i_'k_ =] f [I == k, 1, o]

B/: Booo =0;
B/ Bn_ k., ,1_:=
0/; N=08&Kk>0)|INn<0||k<O[|k>2n+2]|1 <O[|l >2n+2-k || CddQ[k +1 ]
B/ Bn_x_i_:=B/: Bnk1 =Mdule[{f},
k
f =J‘sn,k,| K (2 - ac Expand[—t—k— (f -Limt[f, ¢-01)]]
(2 -1)
s /s =s /:s =-—— 62 & — 538 1 -——— k4 6
1,k 1_ 1,k I T k, 2 |’0+d(1:2-1) k.3 91,1 a2 o) k.4 61,0+
2 (k+1) d((k+2) (k+1)
—————— B1, ksl 1-1 - Bi1,ks2,1 // Expand
2 -1 Yt
k -2 2 (k+1) d (k+2) (k+1)
S /. Sn_k,l_:=S/. Snkl =- Bn-1,k-2,1 +2—Bn,k+1,|_1 - Bn, k+2,1 =
T t2 -1 YT
d n-1 k+1 |
—ZZJ (k-] +2)Zﬁmj,i Bn-mk-j+2,1-i // Expand
¥t / i-0
mel j=1

Cal cSi npOrder [n_] : =Tabl e[
TimeC=First [Timing[Bnk11];
TimeS=First [Timng[B/: Bnki =Simplify[Bnki111;
{k, I, TimeC, TineS}, {k, 2n+2, 0, -1}, {I, If[EvenQ[k], O, 1], 2n+2-Kk, 2}];

Tabl eFor m[Fl atten[Cal cSi npOrder [1], 11,

Tabl eHeadi ngs -» {None, {"k", "I", "Calculation Tinme", "Sinplification Tinme"}}]

k I Cal cul ation Tine Sinplification Tine
4 0 0. Second 0. Second

3 1 0. 05 Second 0. Second

2 0 0. 05 Second 0. Second

2 2 0. 06 Second 0. Second

1 1 0. 07 Second 0. Second

1 3 0. 06 Second 0. Second

0 0 0. 13 Second 0. 01 Second

0 2 0. 12 Second 0. Second

0 4 0. 12 Second 0. Second
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D.2 Schwach- und Starkkopplungskoeffizienten 87

D.2 Schwach- und Starkkopplungskoeffizienten fiir
die Reihenentwicklungen der Normierung

Mit den nachfolgenden MATHEMATICA-Anweisungen lassen sich die Koeffizienten der fol-
genden Reihen effizient bestimmen:

“+00

[e.e] o0 —1
n —j g g
Ng) = Y ong” =S tig = | [ o (<Jat < S ad]
n=0 7=0 -

Fiir die Schwachkopplungskoeffizienten a,, verwendet man:

af0]l =Sart [¥/ (2m)];
a[n_]:=a[n] = Coeffici ent[

Series[l/Sum[\/? (-g)< ¥y /22K Ky Ganma[1/2 + 2k], {k, O, n}]. {g, 0, n}], "]

[e.9]

Table[vV2r/y a[n], {n, 0, 10}] // Power Expand

{l 3 87 2889 581157 38668509 6373675971
4527  32y%’ 1285 20488 819210 65536 y12
625617932337 569935656081837 73872455623183089 21481331767300537641
262144 14 8388608 y16 ' 33554432 18 T 268435456 y20 }

In dhnlicher Weise lassen sich beliebig viele Starkkopplungskoeffizienten b; bestimmen:

Ng=1/Integrate[Exp[-¥/2x? -g/4x*], {X, -®, }, Assunptions - {Re[g] >0}1];
b[0] = Power Expand[Limt [g7/4 Ng, g » »]1;
bl[j _1:=b[j] =PowerExpand[Coefficient[Series[Ngg* /. g-y2, {y, 0, ] +1}1, y' 11

Table[b[j], {j, 0, 10}1 //N

(0. 390062, 0.131837y, -0.00419838+2, -0.00141901+3, 0.000536178 v*, -0.0000934375 5,
2.56044x10°% %, 3.82166x10°% y7, ~1.29916x10°® 8, 2.05153x10" v, 3.39549x10°° 410}

Dies sind gerade die Koeffizienten, die in den Abbildungen 2.1 und 2.2 aufgelistet sind.
D.3 Storungsreihe fiir die Verteilungsfunktion

Die folgenden MATHEMATICA™-Anweisungen spiegeln in etwa die Schritte wieder, die fiir das
kleine Beispiel am Anfang von Abschnitt 3.6 notwendig sind. Um die in D.1 berechneten
Koeffizienten verwenden zu koénnen, miissen die Beziehungen 3-1 und 3-5 riickeingesetzt
werden:

PO[Xx_, t_]= ¥ Exp[- % (X -uBExp[-¥t])? I
= T Za - (dvo?) EXpI2¥t])) P2 d- ((d-vyo?) Expl-2%t]) ©

plix_, t_] =

1 2n+2 2 ns2-k
Zgn Z Bn. k1 x0' xX //. {X0>pu/t0, t->OEXp[-¥t], tO—)Sqrt[l—*(oZ/d]};
ol k=0 | =0

Pl[x_, t_]1=PO[x, t]1EXp[pl[x, t]1];



88 D.3 Storungsreihe fiir die Verteilungsfunktion

Ein kurzer Konsistenzcheck zeigt, dass P1[x,t] ~ die Fokker-Planck-Gleichung bis zur er-
sten Ordnung in g 16st und die Anfangsbedingung erfiillt:

Series[-at Pl[x, t] + 6k ((7X+gx3) Pl[x, t1) +d6x,xP1[X, t1, {9, 0, 131
0[g]*?

P1[x, 0] // Power Expand
V2o

Das folgende Kommando implementiert das ,, Kochrezept“ 3-80:
VPTexpand[f_, n_: 1] :=Modul e[{r},

r =Series[Evaluate[f /. {y > K+A (¥y-K), g->2ag}], {A O, ny1//Normal; r /. {x-1}]

Nun wird die Kumulante W1[x,t]  definiert und in eine Variationsstérungsreihe W1vpt[x,t]
entwickelt sowie die erste Ableitung dW21vpt[1,Xx,t] bestimmt.
WL[x_, t_] =Log[Pl[x, t1];

WLvpt [x_, t_1 = VPTexpand[WL[Xx, t]1];

dWivpt [1, x_, t_] =D[Wvpt [x, t]1, {K 1}];
Die Parameterwerte des betrachteten Systems werden in vals abgelegt...
vals={g-1, vy»-0.1, d-1, 0-0.1, u-0};

...und schon kann der erste ContoutPlot  der Nullstellen angefertigt werden:

Cont our Pl ot [Eval uat e[dWLvpt [1, x, 3] /. val s], {x, -3, 3}, {K, -65, 10}, Contours - {0},
Cont our Shadi ng -» Fal se, AspectRati o- 1/ Col denRati o, Pl ot Points -» 1007;

Um die Nullstellen im Intervall [1,3] zu bestimmen, kommt FindRoot zum Einsatz:

zeroslList =Tabl e[
{x, K/. FindRoot [Eval uat e[dWvpt [1, x, 3] /. vals] =0, {K 1, 3}1}, {x, -3, 3, .1}1;

Einsetzen der optimierten Variationsparameter ergibt die Variationsstorungslosung fiir
die Verteilugnfunktion:

probLi st = {#[11, (Exp[Wivpt [#[11], 31] /. vals /. K-> #[2])} & /@zerosLi st;
Li st Pl ot [Rescal e[probList]];

Ocdhpeeee,
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