
REKURSIVE GRAPHISCHE L�OSUNG VONFUNKTIONALDIFFERENTIALGLEICHUNGENF�UR FEYNMAN-DIAGRAMME IN DER�4-THEORIE
Diplomarbeit vonKonstantin Glaum

Hauptberi
hter : Prof. Dr. H. Kleinert

Freie Universit�at BerlinOktober 2001



2



Inhaltsverzei
hnis
1 Einf�uhrung 51.1 Die �4-Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2 Graphis
he Regeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.3 Algebrais
he Umformungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 Zusammenh�angende Feynman-Diagramme 132.1 S
hwinger-Dyson-Glei
hung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.2 Die negative freie Energie W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.3 Graphis
he Rekursion f�ur W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.4 Anwendung der graphis
hen Rekursion f�ur W . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.5 De�nition der Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen G12 und G
1234 . . . . . . . 222.6 Bestimmungsglei
hungen f�ur G12 und G
1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.7 Graphis
he Rekursion f�ur G12 und G
1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.8 Anwendung der graphis
hen Rekursion f�ur G12 und G
1234 . . . . . . . . . . . 292.9 Von G12 und G
1234 zu W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373 Ein-Teil
hen-irreduzible Feynman-Diagramme 413.1 De�nition der ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen �12 und �1234 . . . . . . 413.2 Bestimmungsglei
hungen f�ur �12 und �1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443.3 Rekursionsglei
hungen f�ur G12, �12 und �1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.4 Erzeugung der �12-, �1234- und G12-Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . 523.5 Vier-Punkt-Funktionen: von der ein-Teil
hen-irreduziblen zu der zusammenh�angenden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.6 Negative freie Energie W aus ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen . . . . . . 604 Tadpolelose Graphen 633



4 INHALTSVERZEICHNIS4.1 De�nition tadpoleloser Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 644.2 Bestimmungsglei
hungen f�ur tadpolelose Funktionen . . . . . . . . . . . . . . 664.3 Rekursionen f�ur die tadpolefreien Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 694.4 Erzeugung der tadpolelosen Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 764.5 Tadpolelose Vakuumdiagramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 845 Linien-Legendre-Transformation 935.1 De�nitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 935.2 Bestimmungsglei
hungen f�ur �12 und �1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 945.3 Rekursionsglei
hungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 975.4 Erzeugung der Graphen f�ur �12 und �1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1005.5 Vakuumdiagramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1055.6 R�u
ktransformation f�ur �12 und �1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1115.7 R�u
ktransformation f�ur die freie Energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1156 Vertex-Legendre-Transformation 1216.1 De�nitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1216.2 Bestimmungsglei
hungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1236.3 Rekursionsglei
hungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1266.4 Erzeugung der Graphen f�ur ~�12 und 
1234 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1276.5 Vakuumdiagramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1336.6 Vertex-Legendre-R�u
ktransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1377 Zusammenfassung und Ausbli
k 141Literaturverzei
hnis 145Danksagung 149



Kapitel 1Einf�uhrung
In dem st�orungstheoretis
hen Zugang zur Feldtheorie beruht die Bere
hnung physikalis
herGr�ossen auf der Auswertung von Feynman-Integralen, die dur
h Diagramme dargestelltwerden. Dabei ist jedes Diagramm mit einem Gewi
ht versehen, das von seiner Topologieabh�angt. Mittlerweile gibt es mehrere umfangrei
he Computerprogramme, wie z.B. FeynArts[1{3℄ oder QGRAF [4, 5℄, die f�ur unters
hiedli
he Feldtheorien die Diagramme konstruierenund deren Gewi
hte bestimmen. Einige Computerprogramme basieren auf dem kombinato-ris
hen Zugang, bei dem die Knoten entspre
hend der Feynman-Regeln auf alle m�ogli
heArten mit Kanten verbunden werden. Andere wiederum basieren auf der systematis
henErzeugung sogenannter homeomorpher irreduzibler Sterngraphen [6, 7℄. Dieser Zugang istau
h f�ur h�ohere Ordnungen eÆzient, besitzt aber den konzeptionellen Na
hteil, da� zwi-s
henzeitli
h viele Diagramme mit vers
hiedenen Knotenvalenzen erzeugt werden, die beifest vorgegebenen Knotenvalenzen letztli
h bedeutungslos sind. Dies ist insbesondere derFall bei der von uns zu untersu
henden �4-Theorie mit der spezi�s
hen Knotenvalenz 4.Vor l�angerer Zeit wurde in [8, 9℄ eine auf physikalis
hen �Uberlegungen basierende Methodevorges
hlagen, die Feynman-Diagramme einer bestimmten Feldtheorie zu konstruieren. Sieberuht auf der Beoba
htung, da� die vollst�andige Kenntnis der Vakuumenergie die gesamteTheorie festlegt (\The Va
uum is the world.") [10, 11℄. In diesem Sinne werden zun�a
hstdie Vakuumdiagramme auf graphis
h-rekursivem Wege erzeugt. Das Verfahren basiert aufFunktionaldi�erentialglei
hungen f�ur die Vakuumenergie, die gewisse Manipulationen mitden Kanten und Knoten beinhalten. Ans
hliessend werden die physikalis
h wi
htigen n-Punkt-Funktionen gewonnen, indem bestimmte Funktionalableitungen auf die Vakuumener-gie angewandt werden, was diagrammatis
h als Wegnahme entspre
hender graphis
her Bau-elemente aus den Vakuumenergie-Diagrammen interpretiert werden kann. K�urzli
h gelanges mit diesem Zugang, die zusammenh�angenden und die ein-Teil
hen-irreduziblen Feynman-Diagramme der �4-Theorie sowohl in der ungeordneten, symmetris
hen Phase [12℄ als au
hin der geordneten, symmetriegebro
henen Phase [13, 14℄ zu erzeugen (siehe au
h die Arbeit[15℄). Ausserdem wurden auf diesem Wege die zusammenh�angenden Feynman-Diagrammeder QED [16℄ und der skalaren QED [17℄ gewonnen. Im Unters
hied zur sonst �ubli
henMethode der erzeugenden Funktionale [18{23℄, konnte man dabei auf die Einf�uhrung von5



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG(Grassmann-)Str�omen verzi
hten. Ein weiterer Vorteil bestand darin, da� die Anzahl derFunktionalableitungen, die zur Erzeugung bestimmter Korrelationsfunktionen ben�otigt wur-de, gegen�uber dem Strom-Ableitungsformalismus halbiert wurde.In der vorliegenden Diplomarbeit wird ein modi�zierter Zugang zur graphis
hen Rekursi-on von Feynman-Diagrammen entwi
kelt [24, 25℄. Anstatt von den Diagrammen der Va-kuumenergie auszugehen, versu
hen wir, die Feynman-Diagramme der n-Punkt-Funktionenauf direktem Wege zu erzeugen. Dabei m�ussen wir uns mit dem Problem auseinanderset-zen, da� die n-Punkt-Funktionen einer Feldtheorie einer unendli
hen Hierar
hie gekoppelterS
hwinger-Dyson-Glei
hungen gen�ugen [9, 18{23℄. In dieser Diplomarbeit zeigen wir am Bei-spiel der �4-Theorie, da� si
h die S
hwinger-Dyson-Glei
hungen dur
h Heranziehung derFunktionalableitungen s
hliessen lassen.In unserer Diplomarbeit gehen wir dabei im einzelnen wie folgt vor. In den folgenden Ab-s
hnitten des ersten Kapitels wird zun�a
hst die �4-Theorie dargestellt und ans
hliessenddie f�ur die Arbeit wi
htigen funktionalanalytis
hen Methoden und die Feynman-Regeln ein-gef�uhrt.Im Kapitel 2 wenden wir unsere funktionalanalytis
hen Methoden zur Erzeugung von Dia-grammen der Vakuumenergie an und halten uns dabei an die Arbeit [12℄. Im Ans
hluss daranleiten wir ein ges
hlossenes Glei
hungssystem ab, mit dessen Hilfe si
h Graphen der zusam-menh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen eÆzient graphis
h-rekursiv konstruierenlassen.Im Kapitel 3 wird das Verfahren dahingehend erweitert, da� ein ges
hlossenes Glei
hungssy-stem f�ur die Selbstenergie und die sogenannte ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktionhergeleitet wird. Dessen graphis
h-rekursive L�osung f�uhrt auf alle ein-Teil
hen-irreduzibleFeynman-Diagramme, die f�ur die Renormierung der �4-Theorie ben�otigt werden.Kapitel 4 bes
h�aftigt si
h s
hliessli
h mit der Frage, wie die Resummation von Tadpole-Diagrammen dur
h eine Umde�nition der Kanten in unseren Graphen bewerkstelligt wird.Dabei erhalten wir ein modi�ziertes Glei
hungssystem f�ur die Selbstenergie und die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion, das automatis
h auf alle tadpolelosen Feynman-Diagramme f�uhrt. Es handelt si
h hierbei genau um diejenigen Diagramme, die im MS-Renormierungss
hema unter Verwendung der (4�")-Regularisierung bere
hnet werden m�us-sen [26, 27℄.Im Kapitel 5 werden die freien Propagatoren, die diagrammatis
h als Kanten unserer Gra-phen aufzufassen waren, dur
h die vollen Propagatoren ersetzt. Dies ges
hieht im Rahmender Linien-Legendre-Transformation. Dadur
h werden wir auf ein Glei
hungssystem gef�uhrt,dessen Rekursion die Diagramme ohne Linienkorrekturen ergibt [8℄. Aus diesen wenigen Gra-phen lassen si
h dann alle ein-Teil
hen-irreduziblen und alle tadpolelosen Diagramme rekon-struieren, indem die Linien-Legendre-Transformation invertiert wird.Ans
hliessend wird im Kapitel 6 die Zahl der auftretenden Diagramme no
h weiter re-duziert. Hier werden die einfa
hen Vertizes, die f�ur elementare We
hselwirkungsereignissestehen und uns als Knoten unserer Graphen dienen, dur
h die vollen Vertizes ersetzt, die



1.1. DIE �4-THEORIE 7die vollst�andige Information �uber die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion tragen.Das ges
hieht im Rahmen der Vertex-Legendre-Transformation. Aus dem entspre
hendengraphis
h-rekursiven Glei
hungssystem erzeugen wir dann die sogenannten Skelett-Diagram-me der �4-Theorie, die keinerlei Linien- oder Vertexkorrekturen beinhalten.Zum S
hluss diskutiert Kapitel 7, wel
he weiteren Fragestellungen zur graphis
hen Rekursi-on von Feynman-Diagrammen auf der Grundlage der vorliegenden Diplomarbeit untersu
htwerden k�onnten.1.1 Die �4-TheorieDie O(N)-symetris
he �4-Theorie basiert auf dem Ginzburg-Landau-Ansatz f�ur das Ener-giefunktional, mit dem si
h Phasen�uberg�ange zweiter Art bes
hreiben lassen:E[�℄ = Z dDx � 12! �(x) (��2x +m2) �(x) + g4! ��2(x)�2 � : (1.1)Hierbei stellt �(x) ein selbstwe
hselwirkendes bosonis
hes Vektorfeld mit N Komponentenin einem D-dimensionalen Raum dar, g ist eine Kopplungskonstante und m die Masse.Das Energiefunktional E[�℄ l�asst si
h au
h in einer quadratis
h-quartis
hen Integralforms
hreiben: E[�℄ = 12! Z12G�112 �1�2 + g4! Z1234 V1234 �1�2�3�4 : (1.2)Hierbei ma
hen wir Gebrau
h von der abk�urzenden S
hreibweise, in der1 � fx1; �1g ; Z1 � X�1 Z dDx1 ; �1 � ��1(x1) (1.3)mit �1 = 1; 2; :::; N bedeuten. Der bilokale Kern G�112 steht dabei f�urG�112 � G�1�1;�2(x1; x2) � Æ�1;�2 Æ(x1 � x2) (��2x1 +m2) (1.4)und der Tensor V1234, au
h Vierer-We
hselwirkung genannt, f�urV1234 � V�1;�2;�3;�4(x1; x2; x3; x4) �13 f Æ�1;�2Æ�3;�4 + Æ�1;�3Æ�2;�4 + Æ�1;�4Æ�2;�3 g Æ(x1 � x2) Æ(x1 � x3) Æ(x1 � x4) : (1.5)Bem. Sowohl der bilokale Kern G�1 als au
h die Vierer-We
hselwirkung V sind de�nitions-gem�ass symmetris
h bez�ugli
h Permutation ihrer Indizes, es gilt n�amli
hG�112 = G�121 ; (1.6)V1234 = V1243 = V1423 = V1432 = ::: ; (1.7)



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGwobei die letzte Glei
hung insgesamt 24 Indexpermutationen beinhaltet.Die g�angigen Modelle der O(N)-symmetris
hen �4-Theorie mit der Imagin�arzeit sind z.B.Ising-Modelle (mit N = 1), Heisenberg-Ferromagnete (N = 3), aber au
h verd�unnte Poly-mere (N = 0) oder Super
uide (N = 2), wo sie zur Bes
hreibung von Phasen�uberg�angenangewandt wird (siehe dazu [27℄). In der Realzeit enspri
ht die �4-Theorie einer Quanten-feldtheorie von O(N)-symmetris
hen Higgs-Teil
hen.1.2 Graphis
he RegelnBevor wir zur graphis
hen Rekursion �ubergehen, brau
hen wir einige graphis
he Bezei
hnun-gen. So stellen wir im folgenden die vier-Teil
hen-We
hselwirkung V1234 samt der Kopplungals einen Punkt mit vier St�ummel, also als einen Vierer-Vertex, dar:�g V1234 � 12 34 : (1.8)Bem. Der Vierer-Vertex ist invariant bez�ugli
h der Permutation seiner St�ummel, sowie au
hdie Vierer-We
hselwirkung V1234 gem�ass (1.7) invariant bez�ugli
h der Indexpermutation ist.1Der bilokale Kern bekommt keine eigene Bezei
hnung. Statt dessen f�uhren wir dessen funk-tionale Umkehrung G ein, die dur
hZ3G13 G�132 � Æ12 (1.9)de�niert wird und die au
h als freier Propagator bezei
hnet wird. Die Symmetrieeigens
haftdes bilokalen Kernes (1.6) �ubertr�agt si
h au
h auf den freien Propagator:G12 = G21 : (1.10)Dieser funktionalen Umkehrung wird nun diagrammatis
h eine einfa
he Linie zugeordnet:G12 � 1 2 : (1.11)Bem. Wegen der symmetrieeigens
haft (1.10) brau
ht eine sol
he Linie ni
ht geri
htet zusein.Alle Graphen im n�a
hsten Kapitel werden aus Vierer-Vertizes (1.8) und Linien (1.11) auf-gebaut. Dazu bedarf es der wi
htigen graphis
hen Operation des Anklebens einer Linie aneinen Vertexst�ummel. Es handelt si
h dabei um eine Art graphis
her Integration, die mitden Bezei
hnungen (1.8) und (1.11) dur
h die Vors
hrift�g Z4 V1234 G45 � 12 34 4 5 � 12 3 5 (1.12)1Diese Dualit�at in der funktional-graphis
hen Symmetrie ist letztli
h daf�ur verantwortli
h, da� wirtopologis
h-�aquivalente Diagramme au
h als physikalis
h-�aquivalent ansehen d�urfen und umgekehrt.



1.2. GRAPHISCHE REGELN 9erkl�art wird. Au
h zwei St�ummel eines Vertex k�onnen dur
h eine Linie miteinander verbun-den werden, so entsteht z.B. ein Tadpole:�g Z34 V1234 G34 � 12 34 34 � 12 : (1.13)Es k�onnen nat�urli
h au
h kompliziertere Graphen miteinander verklebt werden, man mussdabei nur bea
hten, da� beim Zusammenkleben immer an den Stellen mit glei
hen Indizesverbunden wird (oder in der Spra
he der Funktionale wird �uber diese integriert), und zwarsind es immer Linien, die an St�ummel geklebt werden. Das k�onnen wir am folgenden Beispieldemonstrieren.Beispiel 1: Ankleben eines Vertex an den Tadpole12 3 5 54 � 12 36 6 5 54 67 67 � 12 3 4 : (1.14)Sowohl die Zerlegung im ersten S
hritt als au
h das Verbinden im zweiten wurden dur
h dieRegeln (1.12) und (1.13) festgelegt, hier haben wir diese ledigli
h der Reihe na
h angewen-det.Eine weitere wi
htige graphis
he Operation ist die Linienamputation, was zur Illustrationder Funktionalableitung Æ=ÆG dienen soll. Dazu stellen wir zuerst fest, da�ÆG12ÆG34 � Æ 1 2Æ 3 4 = 12 f Æ13 Æ24 + Æ14 Æ23 g : (1.15)Bem. Dies ist bereits die symmetrisierte Form, die von der Symmetrieeigens
haft (1.10) desfreien Propagators Gebrau
h ma
ht.Die verallgemeinerte DeltafunktionÆ12 � Æ�1;�2 Æ(x1 � x2) (1.16)ist in Verbindung mit einer Integration �uber dem Index 1 (oder 2) ein Indexvertaus
hungs-operator, der 1 gegen 2 (oder 2 gegen 1) vertaus
ht. Denn es giltZ3 Æ13 G32 = G12 ; Z5 Æ15 V5234 = V1234 (1.17)oder graphis
h dargestelltÆ13 3 2 = 1 2 ; Æ15 52 34 = 12 34 : (1.18)Wendet man die Operation Æ=ÆG34 auf die Linie G12 an, so wird na
h (1.15) diese Liniegel�os
ht (amputiert) und ans
hliessend werden die Indizes (1,2) gegen (3,4) ausgetaus
ht,



10 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGund zwar auf beiden m�ogli
hen Wegen als Mittelwert.Bem. Dur
h diese Operation k�onnen nur Linien amputiert werden, jedo
h ni
ht die St�ummel.Obwohl diese sehr �anli
h aussehen, m�ussen wir den Unters
hied in Anwendungen stets be-a
hten.Beispiel 2: Linienamputation am TadpoleHier erinnern wir uns an die De�nition eines Tadpoles in (1.13) und s
hreibenÆÆG34 n 12 o = ÆÆ 3 4 � 12 56 56 � : (1.19)Weil V und G (bzw. G�1) voneinander unabh�angige Funktionale sind, k�onnen wir den Vierer-Vertex au
h rausziehen und erhalten dann wegen (1.15) und (1.18)12 56 Æ 5 6Æ 3 4 = 12 12 34 + 12 12 43 = 12 34 : (1.20)Im letzten S
hritt wurde no
h ausgenutzt, da� es bei einem Vertex wegen (1.7) ni
ht auf dieReihenfolge der St�ummel ankommt. Aus diesem Ergebnis sehen wir, da� dur
h die Funk-tionalableitung Æ=ÆG die einzige Linie des Tadpoles entfernt und zwei zus�atzli
he St�ummelhinterlassen wurden.1.3 Algebrais
he UmformungenAuf dem Wege zur graphis
hen Rekursion tre�en wir oft ni
ht auf die Linienamputationselbst, sondern auf bestimmte Kombinationen dieser Operation. Eine sol
he ist die Linien-aufs
hneidung, die der Funktionalableitung �Æ=ÆG�1 entspri
ht. Wir versu
hen nun, dieseauf die Linienamputation zur�u
kzuf�uhren. Hierzu verwenden wir den folgenden Zusammen-hang zwis
hen den beiden Funktionalableitungen Æ=ÆG�1 und Æ=ÆG:ÆÆG�112 = Z34 ÆG34ÆG�112 ÆÆG34 ; (1.21)der si
h aus der funktionalen Kettenregel ergibt. Leitet man die Glei
hung (1.9) na
h G�156ab, so liefert uns dies die BeziehungZ3G�113 ÆG32ÆG�156 = � Z3 ÆG�113ÆG�156 G32 : (1.22)Mit R1G14 erweitert, k�onnen wir daraus wegen (1.9) die folgende Relation herleiten:ÆG12ÆG�134 = � Z56G15 ÆG�156ÆG�134 G62 : (1.23)



1.3. ALGEBRAISCHE UMFORMUNGEN 11Analog wie in der Glei
hung (1.15), gilt folgende symmetrisierte Form der Funktionalablei-tung: ÆG�112ÆG�134 = 12 f Æ13 Æ24 + Æ14 Æ23 g ; (1.24)so da� na
h Einsetzen in (1.23) giltÆG12ÆG�134 = �12 fG13G24 + G14G23 g : (1.25)Erinnern wir uns no
h an (1.21), so erhalten wir� ÆÆG�112 = Z34G13G24 ÆÆG34 : (1.26)Diese Glei
hung besagt also, da� die Linienaufs
hneidung die Hintereinanderausf�uhrung derLinienamputation und des Anklebens zweier Linien an die hinterbliebenen St�ummel ist.Beispiel 3: Aufs
hneiden eines TadpolesHier erinnern wir uns an die De�nition eines Tadpoles in (1.13) und s
hreiben� ÆÆG�134 n 12 o = 34 56 ÆÆ 5 6 n 12 o = 12 34 ; (1.27)wobei wir hier auf das Ergebnis von Beispiel 2 zur�u
kgegri�en haben. Dur
h die negativeFunkionalableitung Æ=ÆG�1 wurde also die einzige Linie des Tadpoles dur
htrennt.Man
hmal kommt die Linienamputation zusammen mit ans
hliessendem Ankleben einerLinie an beide hinterbliebenen St�ummel vor, also als OperationL̂ � Z12G12 ÆÆG12 : (1.28)Das ist der sogenannte Linienz�ahloperator. Eine Einzellinie l�asst er unber�uhrt, denn wegen(1.15) gilt L̂ G34 = Z12G12 ÆÆG12 G34 = G34 ; (1.29)was in diagrammatis
her Spra
he bedeutet12 Æ 3 4Æ 1 2 = 3 4 : (1.30)Wie dieser Operator auf die komplizierteren Graphen wirkt, sehen wir aus dem folgendenBeispiel.Beispiel 4: Linienz�ahlung bei dem HantelgraphDer Hantelgraph ist in der Tabelle 1 auf Seite 21 unter der Nummer #1.1 zu sehen. Wenden



12 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGwir den Linienz�ahloperator L̂ darauf, so erhalten wir12 ÆÆ 1 2 n o = � 12 Æ 3 4Æ 1 2 � 34 + 56 � 12 Æ 5 6Æ 1 2 � ;und wegen (1.30) ergibt si
h darausL̂ = 43 34 + 56 56 = 2 : (1.31)Die Wirkung auf den gegebenen Graph bestand also in dessen Verdopplung. Dies hatte damitzu tun, da� es im vorliegenden Fall nur zwei Linien gab. Alle Graphen des ersten Kapitelsbestehen nur aus einfa
hen Linien und Vertizes und, da die Funktionalableitung Æ=ÆG12ni
ht auf die Vertizes wirkt, wirkt au
h die Linienz�ahloperation nur auf die Linien einesDiagramms, und zwar auf jede genau ein Mal und bel�asst dabei diese so, wie sie war. Mitanderen Worten, sie z�ahlt in der Tat die Linien dieses Graphes.Nun haben wir die ersten graphis
hen Operationen und ihre algebrais
h modi�zierten Formeneingef�uhrt. Im Laufe der Zeit werden au
h weitere Regeln von N�oten sein, sie werden je na
hBedarf eingef�uhrt und sind meistens auf die bereits bespro
henen zur�u
kzuf�uhren. Diesewerden aber zuerst ausrei
hen, um im n�a
hsten Kapitel die zusammenh�angenden Feynman-Diagramme zu erzeugen.



Kapitel 2Zusammenh�angendeFeynman-Diagramme
Ein systematis
her Weg zur rekursiven graphis
hen Erzeugung von Feynman-Diagrammender �4-Theorie mit den dazugeh�origen relativen Gewi
hten wurde bereits in der Arbeit [12℄bes
hritten. Es wurden dabei die Graphen der negativen freien Energie, die sogenanntenVakuumdiagramme, erzeugt. Im vorliegenden Kapitel werden wir zuerst den Gedankengangdieser Arbeit na
hvollziehen und im Ans
hluss daran diesen auf die zusammenh�angendenZwei- und Vier-Punkt-Funktionen ausweiten.2.1 S
hwinger-Dyson-Glei
hungDer Ausgangspunkt unserer �Uberlegungen ist die Integro-Di�erentialglei
hungZ D� ÆÆ�1 ��2 e�E[�℄	 = 0 ; (2.1)die dur
h die partielle Integration im Funktionalintegral und aus dem s
hnellen Vers
hwin-den der Exponentialfunktion im Unendli
hen folgt. Setzen wir darin die explizite Form desEnergiefunktionals (1.2) ein, so lautet diese speziell f�ur die �4-TheorieZ D��Æ12 � Z3G�113 �2�3 � g6 Z345 V1345 �2�3�4�5� e�E[�℄ = 0 : (2.2)Die Zustandssumme eines Systems im thermis
hen Glei
hgewi
ht lautetZ = Z D� e�E[�℄ ; (2.3)wobei der Boltzmann-Faktor kBT auf 1 normiert ist. Man kann (2.2) au
h mit der Zustands-summe Z ausdr�u
ken, und zwar gilt dann :Æ12Z + 2 Z3G�113 ÆZÆG�123 = 2g3 Z345 V1345 Æ2ZÆG�123 ÆG�145 : (2.4)13



14 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMME
Die Glei
hung (2.2) bzw. (2.4) bezei
hnet man als S
hwinger-Dyson-Glei
hung.2.2 Die negative freie Energie WDie negative freie Energie eines Systems im thermis
hen Glei
hgewi
ht istW = ln Z ; (2.5)wobei wiederum kBT � 1 gesetzt ist. Mit dieser De�nition kann man (2.4) au
h ums
hreibenzu Æ12 + 2 Z3G�113 ÆWÆG�123 = 2g3 Z345 V1345� Æ2WÆG�123 ÆG�145 + ÆWÆG�123 ÆWÆG�145 � : (2.6)An dieser Stelle sei bemerkt, da� wir dur
h diese Umformung aus der in Z linearen Funk-tionaldi�erentialglei
hung (2.4) eine ni
htlineare in W bekommen haben.Zuerst betra
hten wir den ungest�orten Fall mit der freien Energie W = W (0) , bei dem g = 0gesetzt wird und die Glei
hung (2.6) si
h auf die lineare Glei
hungÆ12 + 2 Z3G�113 ÆW (0)ÆG�123 = 0 (2.7)reduziert. Wie z.B. dem Lehrbu
h [28℄ zu entnehmen ist, kann deren L�osung bis auf eineadditive Konstante in der Form W (0) = � 12 Tr lnG�1 (2.8)gefunden werden, wobei hier die abk�urzende S
hreibweise1Tr lnG�1 � � 1Xn=1 1n Z1:::n(Æ12 �G�112 ):::(Æn�1;n �G�1n�1;n)(Æn1 �G�1n1 ) (2.9)verwendet wurde. Wir bemerken no
h an dieser Stelle, da� die explizite Reihendarstellungdes freien Propagators G als Funktionalumkehrung von G�1 lautet2G12 = Æ12 + (Æ12 �G�112 ) + 1Xn=3 Z3:::n(Æ13 �G�113 ):::(Æn�1;n �G�1n�1;n)(Æn2 �G�1n2 ) : (2.10)Ableitung von W (0) aus (2.8) mit (2.9) na
h G�1 liefert daher unmittelbar die folgendeIdentit�at: ÆW (0)ÆG�112 = � 12 G12 : (2.11)1Dies basiert auf der funktionalanalytis
hen Form der Taylor-Entwi
klung ln x = �P1n=1 (1� x)n=n.2Diese Reihendarstellung basiert auf der Taylorreihe x�1 = P1n=0 (1� x)n .



2.2. DIE NEGATIVE FREIE ENERGIE W 15Mit (1.9) �uberzeugt man si
h lei
ht, da� damit die lineare Funktionaldi�erentialglei
hung(2.7) trivialerweise erf�ullt ist. Die L�osung des allgemeinen Problems (2.6) su
hen wir nun inder Form W = W (0) +W (int) ; (2.12)wobeiW (int) den we
hselwirkenden Anteil der negativen freien Energie bezei
hnet. Bemerkenwir weiterhin, da� wegen (2.11) und (1.25) giltÆ2W (0)ÆG�112 ÆG�134 = 14 fG13G24 +G14G23g ; (2.13)so k�onnen wir unter Verwendung der Relation (1.9) aus der S
hwinger-Dyson-Glei
hung(2.6), erweitert mit R12 Æ12 , das folgende Ergebnis bekommen:Z12G�112 ÆW (int)ÆG�112 = g4 Z1234 V1234 G12G34 � g3 Z1234 V1234 G12 ÆW (int)ÆG�134+ g3 Z1234 V1234� Æ2W (int)ÆG�112 ÆG�134 + ÆW (int)ÆG�112 ÆW (int)ÆG�134 � : (2.14)Erinnern wir uns an dieser Stelle an die funktionale Kettenregel (1.26), so stellen wir fest, da�Æ2ÆG�112 ÆG�134 = Z5678G15G26G37G48 Æ2ÆG56ÆG78 + 12 Z56 fG13G25G46 +G14G25G36g ÆÆG56+ 12 Z56 fG23G15G46 +G24G15G36g ÆÆG56 : (2.15)Mit den Umformungen (1.26) und (2.15) unter Ber�u
ksi
htigung (1.9) k�onnen wir (2.14)ums
hreiben zuZ12G12 ÆW (int)ÆG12 = � g4 Z1234G12V1234 G34 � g Z123456G12V1234 G35G46 ÆW (int)ÆG56� g3 Z12345678 V1234 G15G26G37G48 Æ2W (int)ÆG56ÆG78� g3 Z12345678 ÆW (int)ÆG56 G51G62V1234 G37G48 ÆW (int)ÆG78 : (2.16)Den ungest�orten Anteil der negativen freien Energie W (0) stellen wir diagrammatis
h z.B.als einen Ring dar: W (0) � 12 ; (2.17)



16 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMEund den we
hselwirkenden Anteil W (int) bezei
hnen wir als eine EllipseW (int) � : (2.18)Mit dieser Bezei
hnung k�onnen wir die Bestimmungsglei
hung (2.16) f�ur den we
hselwirken-den Anteil der negativen freien Energie entspre
hend den Anklebevors
hriften (1.12) und(1.13) graphis
h aufs
hreiben als12 ÆÆ 1 2 = 14 + 12 ÆÆ 1 2 + 13 1234 Æ2Æ 1 2 Æ 3 4+ 13 ÆÆ 1 2 12 43 ÆÆ 3 4 : (2.19)
2.3 Graphis
he Rekursion f�ur WHier versu
hen wir, die Glei
hung (2.16) na
h W (int) aufzul�osen. Hierzu ma
hen f�ur diesenwe
hselwirkenden Anteil der negativen freien Energie einen st�orungstheoretis
hen AnsatzW (int) = 1Xp=1 W (p) ; (2.20)graphis
h sinnvollerweise dargestellt als= 1Xp=1 p ; (2.21)wobei W (p) alle Terme der p-ten Ordnung in der Kopplung g eins
hliesst. p beinhaltetdemna
h alle Graphen mit p Vertizes, denn diese Zahl f�ahlt ja na
h (1.8) mit der g-Potenzzusammen (das Hinzuf�ugen eines Vertex entspri
ht im funktionalen Sinne einer Multiplika-tion mit g V ). Jetzt m�ussen wir uns no
h an den Operator L̂ erinnern, der die Linien einesGraphen z�ahlt (siehe dazu Beispiel 4 auf der Seite 11 mit ans
hliessender Bemerkung). Beiden Vakuumdiagrammen h�angt deren Linienzahl N unmittelbar mit der Zahl p der Verti-zes zusammen dur
h die Relation N = 2 p, wovon man si
h anhand der Tabelle 1 lei
ht�uberzeugen kann. Demna
h gilt f�ur p � 1L̂ W (p) = Z12G12 W (p)ÆG12 = 2 p W (p) ; (2.22)und na
h einer kurzen Umformung �nden wir dann die folgende wi
htige Relation:Z12G12 ÆW (int)ÆG12 = 2W (1) + 1Xp=1 2 (p+ 1)W (p+1) : (2.23)



2.3. GRAPHISCHE REKURSION F�UR W 17Na
h Einsetzen dieses Ergebnisses in (2.16) erhalten wir dur
h Trennung der g-Potenzen dieRekursionsformel f�ur p � 1:W (p+1) = � g2(p+ 1) Z123456G12V1234G35G46 ÆW (p)ÆG56� g6(p+ 1) Z12345678 V1234G15G26G37G48 Æ2W (p)ÆG56ÆG78� g6(p+ 1) p�1Xq=1 Z12345678 ÆW (q)ÆG56 G51G62V1234G37G48 ÆW (p�q)ÆG78 (2.24)mit dem Rekursionsanfang W (1) = �g8 Z1234G12V1234G34 : (2.25)Das kann man au
h diagrammatis
h illustrieren (hier mit p � 1):1 = 18 ;p+1 = 12(p+ 1) 12 Æ pÆ 1 2 + 16(p+ 1) 1234 Æ2 pÆ 1 2 Æ 3 4+ 16(p+ 1) p�1Xq=1 Æ qÆ 1 2 12 43 Æ p�qÆ 3 4 :(Rek. 1)Bem. Mit diesem Ergebnis kann man per vollst�andiger Induktion zwei folgende wi
htigeEigens
haften der Vakuumdiagramme zeigen:Beh.1. Alle Vakuumdiagramme sind zusammenh�angend.Beh.2. Alle Vakuumdiagramme sind ein-Teil
hen-irreduzibel, d.h. na
h einmaliger Li-nienamputation bleiben diese immer no
h zusammenh�angend3.Beweis:(*). F�ur ein zusammenh�angendes ges
hlossenes Diagramm gilt, da� es na
h einmaliger Li-nienamputation zusammenh�angend bleibt.Dazu nehmen wir an, es g�abe ein zusammenh�angendes ges
hlossenes Diagramm, das na
heiner Linienamputation einen ni
htzusammenh�angenden Graph ergibt, also einen, der aus3Der Begri� 'ein-Teil
hen-irreduzibel' wurde von den Feldtheoretikern gepr�agt, Graphentheoretiker spre-
hen dabei von den (mindestens) 2-fa
h-kantenzusammenh�angenden Graphen (siehe z.B. [39℄).



18 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMEN > 1 Teilgraphen besteht, wobei ein Teilgraph zwei St�ummel hat und N�1 andere ge-s
hlossen sind (so z.B. ist ein sol
her mit N = 2). Dur
h das S
hliessen diesesGraphen, d.h. dur
h das Ankleben einer Linie an beide �ausseren St�ummel, bekommt manN ges
hlossene (aber getrennte) Teilgraphen, (speziell in unserem Beispiel ),und das ergibt keinen zusammenh�angenden Graphen. Andererseits haben wir in unseremurspr�ungli
hen Diagramm ledigli
h eine Linie amputiert und ans
hliessend diese wieder ran-geklebt. Wie wir es uns s
hon �uberlegt haben, sollte diese Linie dabei nur 'gez�ahlt' werden,an dem Diagramm selbst sollte si
h dabei aber ni
hts ge�andert haben. Da wir aber von einemzusammenh�angenden Diagramm ausgegangen sind, erhalten wir einen Widerspru
h.(**). Zwei und also au
h endli
h viele zusammenh�angende Graphen ergeben na
h dem Zu-sammenkleben wieder einen zusammenh�angenden Graphen.Das ist ohne weiteres klar.Nun kommen wir zum Induktionsbeweis.Der Induktionsanfang 1 ist bereits explizit vorgegeben und ist o�ensi
htli
h zusam-menh�angend.Seien alle Diagramme bis zur p-ten Ordnung zusammenh�angend. Dann sind wegen (*) au
halle daraus resultierenden ein-mal-linienamputierten Graphen zusammenh�angend. Im erstenTerm werden sol
he an den zusammenh�angenden geklebt und es ergeben si
h laut (**)nur zusammenh�angende Diagramme. Im letzten gemis
hten Term werden jeweils zwei sol
hean den zusammenh�angenden gebunden und es ergibt si
h na
h (**) wiederum nuretwas zusammenh�angendes. Im zweiten Term haben wir es mit zwei-mal-linienamputiertenGraphen zu tun. Diese entstehen dur
h eine weitere Linienamputation zusammenh�angenderein-mal-amputierter Graphen und bestehen deswegen aus h�o
hstens zwei getrennten Teil-graphen. Die vorliegende Situation entspri
ht also der in dem letzten Mis
hterm, und au
hhier sind Graphen allesamt zusammenh�angend.Jetzt, na
hdem wir den Zusammenhang der Vakuumdiagramme festgestellt haben, sehen wirunmittelbar aus (*), da� diese au
h ein-Teil
hen-irreduzibel sind. Somit sind wir au
h s
honfertig.2.4 Anwendung der graphis
hen Rekursion f�ur WAusgehend vom Rekursionsanfang W (1), versu
hen wir mit Hilfe von (Rek. 1), die n�a
hsteOrdnung W (2) zu bestimmen. Dazu bemerken wir, da� der letzte gemis
hte Term in (Rek. 1)in dieser Ordnung no
h ni
ht mitspielt und demna
h gilt2 = 14 12 Æ 1Æ 1 2 + 112 1234 Æ2 1Æ 1 2 Æ 3 4 : (2.26)Die dazu ben�otigten Linienamputationen ergeben si
h na
h der Regel (1.15) wie au
h s
hon



2.4. ANWENDUNG DER GRAPHISCHEN REKURSION F�UR W 19im Beispiel 2 auf Seite 10:Æ 1Æ 1 2 = 18 ÆÆ 1 2 n o = 14 21 ; (2.27)und also, wiederum wie im Beispiel 2, weiterhinÆ2 1Æ 1 2 Æ 3 4 = 14 ÆÆ 3 4 n 21 o = 14 21 43 : (2.28)Mit der Anklebevors
hrift (1.12) gilt dann analog zum Beispiel 1 auf der Seite 912 Æ 1Æ 1 2 = 14 ;1234 Æ2 1Æ 1 2 Æ 3 4 = 14 : (2.29)Das Endergebnis lautet dann na
h (2.26)2 = 116 + 148 : (2.30)Das Resultat (2.30) �nden wir nun in der Tabelle 1 wieder. Dort sind ausserdem alle Vaku-umdiagramme bis zur vierten Vertexordnung zusammengefasst, die wir mit der Rekursions-beziehung (Rek. 1) bestimmen k�onnen.Bem. Erfahrungen mit h�oheren Ordnungen zeigen, da� der Mis
hterm in (Rek. 1) keine to-pologis
h neuen Graphen liefert, aber zur ri
htigen Bestimmung der Gewi
hte notwendig ist.Interessant ist in diesem Zusammenhang zu bemerken, da� s
hon im Rahmen der Diplom-arbeit [26℄ die ri
htigen Vakuumdiagramme und ihre Gewi
hte bestimmt werden konnten,obwohl die Rekursionsbeziehung (Rek. 1) damals no
h ni
ht zur Verf�ugung stand. Die Va-kuumdiagramme wurden in [26℄ dur
h empiris
h aufgestellte Regeln erzeugt, die gerade denbeiden linearen Termen in der Rekursionsbeziehung (Rek. 1) entspre
hen (siehe au
h dieDiskussion in Chap. 14 von [27℄). Die entspre
henden Gewi
hte w der einzelnen Vakuumdia-gramme wurden dann in [26℄ na
htr�agli
h kombinatoris
h bere
hnet na
h der Glei
hungw = 1(2!)S+D (3!)T (4!)V P ; (2.31)die f�ur alle Vertexordnungen g�ultig ist bis auf die erste. Hierbei ist S die Zahl der Selbst-bindungen, D, T und V sind Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen imjeweiligen Graphen und P ist die Zahl der formerhaltender Knotenpermutationen. Genauergesagt bezei
hnet S die Zahl der Linien, die zwei St�ummel ein und desselben Vertex verbin-den und ist praktis
h die Zahl der Tadpoles. D ist die Zahl der Knotenpaare, die dur
h genau



20 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMEzwei Linien miteinander verbunden werden, und T bzw. V die Zahlen der Knotenpaare, diedur
h genau drei bzw. vier Linien verbunden werden. Diese Zahlen sind dem jeweiligen Gra-phen unmittelbar zu entnehmen. Anders ist es jedo
h bei der Zahl P , zu deren Bestimmungwir alle Knoten f�arben bzw. numerieren und auf allen m�ogli
hen Wegen permutieren lassen.Anzahl der Permutationen, die bei ausser A
ht lassen der F�arbung denselben Graphen er-geben, ist dann s
hliessli
h die gesu
hte Zahl P . Zum S
hluss wollen wir no
h zeigen, wieman den Gewi
htsfaktor w eines bestimmten Graphen na
h (2.31) kombinatoris
h bestim-men kann. Dies f�uhren wir am Beispiel des Diagramms #3:1 aus der na
hfolgenden Tabelle1 vor. Dieses Diagramm besitzt keinen Tadpole und es gilt demna
h S = 0. Ebenfalls gibt eskeine drei- oder vierfa
hen Verbindungen zwis
hen zwei Knotenpunkten. Alle se
hs Liniensind in drei Doppelverbindungen involviert, demna
h gilt T = 0, V = 0 und D = 3. Es gibtinsgesammt 3! = 6 Knotenpermutationen und alle se
hs ergeben den identis
hen Graphen,d.h. P = 6. Der Gewi
htsfaktor ergibt si
h demna
h im Falle des Graphen #3:1 zuw(#3:1) = 1(2!)3 (3!)0 (4!)0 6 = 148 ; (2.32)was in v�olliger �Ubereinstimmung mit dem Wert aus der Tabelle 1 steht. Die einzige Ausnah-me ist allerdings, wie bereits angespro
hen, der Graph #1:1, dessen Gewi
ht der Glei
hung(2.31) ni
ht entnommen werden kann. Zusammenfassend sei gemerkt, da� bei unserem Zu-gang mit Verwendung der S
hwinger-Dyson-Glei
hungen die Gewi
htsfaktoren automatis
hmitbestimmt werden und keiner na
htr�agli
hen kombinatoris
hen Re
hnung bed�urfen. Au
hder Graph #1:1 unterliegt bei diesem Zugang keiner Ausnahmeregelung.
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p p
1 #1.11=8(2;0;0;0;1)
2 #2.11=48(0;0;0;1;2) #2.21=16(2;1;0;0;2)
3 #3.11=48(0;3;0;0;6) #3.21=24(1;0;1;0;2) #3.31=48(3;0;0;0;6) #3.41=32(2;2;0;0;2)#4.11=128(0;4;0;0;8) #4.21=32(0;2;0;0;8) #4.31=144(0;0;2;0;4) #4.41=16(1;2;0;0;2)4 #4.51=48(2;0;1;0;2) #4.61=32(2;1;0;0;4) #4.71=48(1;1;1;0;2) #4.81=32(3;1;0;0;2)#4.91=128(4;0;0;0;8) #4.101=64(2;3;0;0;2)Tabelle 1: Zusammenh�angende Vakuumdiagramme mit deren relativen Gewi
hten in der �4-Theorie. Jedes Diagramm wird dur
h den f�unfer-Tupel (S;D; T; V ;P ) 
harakterisiert, wobeiS;D; T und V die jeweiligen Zahlen der Selbst-, Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungensind und P die Zahl der formerhaltenden Knotenpermutationen.



22 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMME2.5 De�nition der Zwei- und Vier-Punkt-FunktionenG12 und G
1234In der Funktionaldi�erentialglei
hung (2.6) f�ur die negative freie Energie W traten die Aus-dr�u
ke ÆW=ÆG�112 und Æ2W=ÆG�112 ÆG�134 auf. Diese haben eine eigenst�andige physikalis
heBedeutung, auf die wir in diesem Abs
hnitt n�aher eingehen wollen.Die Zwei-Punkt-Funktion, die mit G12 bezei
hnet wird, stellt die Paarverteilungsfunktionzweier Felder �1 und �2 dar und ist als der Mittelwert des Produktes dieser Felder de�niert.Mit der Zustandssumme Z aus (2.3) ist das alsoG12 � h�1�2i � 1Z Z D� �1�2 e�E[�℄ : (2.33)Die Vier-Punkt-Funktion, mit G1234 bezei
hnet, ist entspre
hend die Vier-Feld-Verteilungs-funktion der Felder �1, �2, �3, �4 und ist mitG1234 � h�1�2�3�4i � 1Z Z D� �1�2�3�4 e�E[�℄ (2.34)de�niert. Die beiden Verteilungsfunktionen lassen si
h mit Hilfe des sogenannten erzeugendenFunktionals Z[J ℄ � Z D� e�E[�℄+R1J1�1 (2.35)bere
hnen, wobei hier J den �ausseren Strom darstellt. Die f�ur die Statistik relevanten Gr�ossenbekommt man jeweils an der Stelle J = 0, so sieht man z.B. ohne weiteres, da� f�ur dieZustandssumme Z aus (2.3) gilt: Z = Z[J ℄ ��J=0 : (2.36)Die Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen ergeben si
h dann aus dem erzeugenden Funktional(2.35) dur
h mehrfa
he Funktionalableitungen bzgl. des Stromes J , die wiederum an derStelle J = 0 ausgewertet werden:G12 = 1Z[J ℄ Æ2Z[J ℄ÆJ1ÆJ2 ���J=0 ; (2.37)G1234 = 1Z[J ℄ Æ4Z[J ℄ÆJ1ÆJ2ÆJ3ÆJ4 ���J=0 : (2.38)Ein anderer wi
htiger Begri� in der statistis
hen Physik ist der der Korrelationsfunktio-nen. Diese werden �ahnli
h den Verteilungsfunktionen eingef�uhrt, und zwar als entspre
hendeFunktionalableitungen des Logarithmus vom erzeugenden FunktionalW [J ℄ � ln Z[J ℄ : (2.39)



2.5. DEFINITION DER ZWEI- UND VIER-PUNKT-FUNKTIONEN G12 UND GC1234 23Im Gegenteil zu den Verteilungsfunktionen werden diese Korrelationsfunktionen nur dur
hzusammenh�angende Graphen dargestellt, was wir an dieser Stelle nur als eine Behauptungformulieren und erst am Ende des Kapitels au
h beweisen werden. Aus diesem Grund be-zei
hnen wir die Korrelationsfunktionen als zusammenh�angende n-Punkt-Funktionen. Diesede�nieren wir mit dem erzeugenden Funktional f�ur Korrelationen (2.39) alsG
1:::n � Æn W [J ℄ÆJ1:::ÆJn ���J=0 : (2.40)So ist z.B. G
1 � Æ W [J ℄ÆJ1 ���J=0 = 1Z Z D� �1 e�E[�℄ � h�1i (2.41)der Felderwartungswert. In der symmetris
hen ungeordneten Phase, die wir in dieser Di-plomarbeit betra
hten wollen, gilt aber aus Symmetriegr�undenG
1 = h�1i = 0 : (2.42)Die zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion ist die Paarkorrelationsfunktion, und das istna
h (2.40) G
12 � Æ2 W [J ℄ÆJ1ÆJ2 ���J=0 = h�1�2i � h�1ih�2i : (2.43)In der symmetris
hen ungeordneten Phase fallen aber die Paarkorrelationsfunktion und Paar-verteilungsfunktion wegen (2.42) zusammen:G
12 = G12 : (2.44)Ebenfalls na
h (2.40) gilt f�ur die zusammenh�angende drei-Punkt-FunktionG
123 � Æ3 W [J ℄ÆJ1ÆJ2ÆJ3 ���J=0 = h�1�2�3i � 2 h�1ih�2�3i � 2 h�2ih�1�3i� 2 h�3ih�1�2i+ 6 h�1�2�3i ; (2.45)und, weil alle Terme Erwartungen ungerader Produkte enthalten, vers
hwindet au
h dieserAusdru
k in der ungeordneten Phase.Die n�a
hste ni
htvers
hwindende Korrelationsfunktion ist die zusammenh�angende Vier-Punkt-Funktion G
1234 G
1234 � Æ4 W [J ℄ÆJ1ÆJ2ÆJ3ÆJ4 ���J=0 ; (2.46)f�ur die in der symmetris
hen Phase giltG
1234 � h�1�2�3�4i � h�1�2ih�3�4i � h�1�3ih�2�4i � h�1�4ih�2�3i : (2.47)



24 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMEMit den De�nitionen (2.33) und (2.34) gilt demna
hG
1234 = G1234 �G12G34 �G13G24 �G14G23 : (2.48)Bem. Aus (2.33), (2.34) und (2.48) sieht man, da� die Funktionen G12, G1234 und G
1234symmetris
h bez�ugli
h der Permutation deren Indizes sind.Wenden wir uns nun den Termen ÆW=ÆG�112 und Æ2W=ÆG�112 ÆG�134 zu, so sehen wir mit dernegativen freien Energie (2.5) und und der Zustandssumme (2.3), da�ÆWÆG�112 = � 1Z Z D� ÆE[�℄ÆG�112 e�E[�℄ (2.49)gilt. Mit dem Energiefunktional (1.2) ergibt si
h darausÆWÆG�112 = � 12Z Z D� �1�2 e�E[�℄ (2.50)und na
h der De�nition (2.33) G12 = � 2 ÆWÆG�112 : (2.51)Bem. In der Realzeit entspri
ht diese Paarkorrelationsfunktion dem feldtheoretis
hen Feyn-man-Propagator, der als Vakuumerwartung des zeitgeordneten Produktes zweier Felder �1und �2 de�niert ist, also als GF12 � �h0j T (�1�2) j0i, wobei hier T der Zeitordnungsope-rator ist. Im st�orungsfreien Fall reduziert si
h (2.51) auf (2.11) mit der ungest�orten freienEnergie W (0). Daraus erkennen wir, da� G12 die Rolle des wohlbekannten freien Feynman-Propagators spielt.Weiterhin gilt na
h der De�nition (2.34)G1234 = 4 Æ2WÆG�134 ÆG�112 + 4 ÆWÆG�112 ÆWÆG�134 (2.52)also mit (2.51) au
h G1234 = � 2 ÆG12ÆG�134 + G12G34 : (2.53)Laut Relation (2.48) erhalten wir dannG
1234 = � 2 ÆG12ÆG�134 �G13G24 �G14G23 : (2.54)Bem. Die Formeln (2.51) und (2.52) bieten gegen�uber den urspr�ungli
hen (2.37) und (2.38)
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he Ableitung na
h dem bilokalen Kern lei
hterdur
hzuf�uhren als eine zweifa
he na
h den Str�omen. Andererseits lassen si
h Ableitungs-terme aus (2.51) und (2.52) als Linienaufs
hneidung der Vakuumdiagramme, die wir imEinleitungskapitel auf Seite 10 bereits eingef�uhrt haben, graphis
h interpretieren.Die gerade de�nierten Korrelationsfunktionen bekommen eigene graphis
he Bezei
hnungen.Die Zwei-Punkt-Funktion G12 wird als eine Doppellinie dargestellt, man
hmal au
h volleLinie genannt, und die zusammenh�angende Vier-Punkt-Funktion G
1234 als ein Vertex miteinem Kreis in der Mitte und langen Bein
hen:G12 � 1 2 ; G
1234 � 12 34 : (2.55)2.6 Bestimmungsglei
hungen f�ur G12 und G
1234Die physikalis
h wi
htigen zusammenh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen G12 undG
1234 k�onnte man mit Hilfe der Glei
hungen (2.51) und (2.52) mit (2.48) aus den be-reits bekannten Vakuumdiagrammen bekommen. Das haben wir bei der Vakuumdiagramm-Rekursion mit den Zwis
hens
hritten (2.27) und (2.28) au
h s
hon stills
hweigend getan.Au
h in den fr�uheren Arbeiten (siehe z.B. [12℄) wurde tats�a
hli
h so vorgegangen. In diesemund dem n�a
hsten Abs
hnitt werden wir jedo
h diese Funktionen dur
h eigenst�andige Re-kursionsglei
hungen ohne Verwendung von Vakuumdiagrammen bestimmen.Dazu betra
hten wir zuerst die S
hwinger-Dyson-Glei
hung (2.2) und setzen darin die De�-nitionen (2.33) und (2.34) ein. Mit Hilfe der Glei
hung (2.48) liefert uns dies die S
hwinger-Dyson-Glei
hungÆ12 � Z3G�113G32 = g2 Z345 V1345 G34G52 + g6 Z345 V1345 G
3452 (2.56)oder, mit R16G61 erweitert, die Bestimmungsglei
hung f�ur die zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion:G12 = G12 � g2 Z3456G13V3456 G45G62 � g6 Z3456G13V3456 G
4562 : (2.57)Um diese Glei
hung diagrammatis
h zu illustrieren, ben�otigen wir zu der in (1.12) bereitserkl�arten Anklebevors
hrift no
h zwei weitere. Eine davon ist das Ankleben einer vollen Liniean einen Vertex, die dur
h�g Z4 V1234 G45 � 12 34 4 5 � 12 3 5 (2.58)illustriert wird. Die andere ist das Ankleben der zusammenh�angenden Vier-Punkt-FunktionG
1234 an einen Vertex, was dur
h die Vors
hrift
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�g Z4 V1234 G
4567 � 12 34 4 5 67 � 2 13 5 67 (2.59)erkl�art wird. Analog zur Regel (1.12) wird au
h hier an den Stellen mit glei
hen Indizesverbunden. Nun sind wir in der Lage, die Bestimmungsglei
hung (2.57) f�ur die Paarkorrela-tionsfunktion au
h graphis
h darzustellen, und zwar als1 2 = 1 2 + 12 1 2 + 16 1 2 : (2.60)Wie man uns
hwer erkennen kann, setzt diese Glei
hung die Kenntnis der zusammenh�angen-den Vier-Punkt-Funktion G
1234 voraus. Um diese zu bestimmen, k�onnten wir die Glei
hung(2.54) verwenden, die graphis
h mit Hilfe der Kettenregel (1.26) wie folgt ausges
hriebenwird:

12 34 = 2 3 5 Æ 1 2Æ 5 6 6 4 � 1 3 2 4 � 1 4 2 3 : (2.61)Hier erkennt man sofort, da� die letzten beiden Produkte mit Si
herheit ni
ht zusammenh�an-gend und negativ sind, obwohl G
1234 selbst nur zusammenh�angende und positive Beitr�ageenthalten sollte (siehe dazu z.B. Ergebnisse in der Tabelle 3 auf Seite 36). O�ensi
htli
hdienen Graphen dieser Produkte dazu, die im ersten Ableitungsterm entstandenen ni
htzu-sammenh�angende Graphen wegzuheben. Auf dem Wege zum Endergebnis w�urden wir dieseaber s
hon zweimal bere
hnen m�ussen, damit sie si
h zum S
hluss wegheben. Das w�urde unszwar die ri
htigen Diagramme mit den ri
htigen Gewi
htsfaktoren liefern, w�are aber viel zuaufwendig.Gl�u
kli
herweise k�onnen wir dieses Problem umgehen, indem wir f�ur die zusammenh�angen-de Vier-Punkt-Funktion G
1234 eine eigenst�andige Rekursionsbeziehung �nden. Dazu leitenwir die S
hwinger-Dyson-Glei
hung (2.56) na
h G�167 ab und ber�u
ksi
htigen dabei (2.54).Ans
hliessend mit R1G18 erweitert, liefert dies zun�a
hst:G
1234 = g3 Z5678G15V5678 ÆG
6782ÆG�134 � g Z5678G15V5678G62G73G84� g2 Z5678G15V5678G
6734G82 � g2 Z5678G15V5678G
8234G67+G23�G14 �G14 � g2 Z5678G15V5678G67G84 �+G24�G13 �G13 � g2 Z5678G15V5678G67G83 � : (2.62)
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Na
h Einsetzen von (2.57) vereinfa
ht si
h dies zuG
1234 = g3 Z5678G15V5678 ÆG
6782ÆG�134 � g Z5678G15V5678G62G73G84� g2 Z5678G15V5678G
6734G82 � g2 Z5678G15V5678G
8234G67+ g6 Z5678G15V5678G
6784G23 + g6 Z5678G15V5678G
6783G24 : (2.63)Wie man au
h hier uns
hwer erkennen kann, sind die letzten zwei Terme ni
htzusammen-h�angend und liefern Graphen mit negativem Vorzei
hen. Diese ni
htzusammenh�angendenGraphen entstehen in dem ersten Term mit ÆG
6782=ÆG�134 . Die vorliegende Formel (2.63) istalso immer no
h ineÆzient.Die L�osung dieses Problems ergibt si
h aus Erfahrungen mit Graphen niederer Ordnungen.Es stellt si
h n�amli
h im Unters
hied zum oberen Ableitungsterm heraus, da� der TermR5678G15V5678 ÆG
8234=ÆG�167 zusammenh�angend ist und diese Probleme erst gar ni
ht verur-sa
ht. Um von diesem Umstand zu pro�tieren, stellen wir folgende Kommutationsbeziehungfest: ÆG
1234ÆG�156 � ÆG
1256ÆG�134 = 12 fG13G
2456 +G14G
2356 +G23G
1456 +G24G
1356�G15G
2346 �G16G
2345 �G25G
1346 �G26G
1345 g ; (2.64)die si
h aus der Relation (2.54) aufgrund der Vertaus
hbarkeit der Funktionalableitungenergibt. Wenden wir nun diese auf (2.63) an, so erhalten wir unter Bea
htung von (1.26) dieBestimmungsglei
hung f�ur die zusammenh�angende Vier-Punkt-Funktion:G
1234 = � g Z5678G15V5678G62G73G84 � g3 Z5678G15V5678 G69G70 ÆG
8234ÆG90� g6 Z5678G15V5678G
8234G67 � g6 Z5678G15V5678G
6723G84� g6 Z5678G15V5678G
6724G83 � g6 Z5678G15V5678G
6734G82 : (2.65)Au
h diese Glei
hung l�asst si
h mit den bereits bekannten Anklebevors
hriften (1.12), (2.58)und (2.59) diagrammatis
h illustrieren:

12 34 = 12 34 + 13 1 675 Æ 52 34Æ 6 7 + 16 1 324 + 16 14 23+ 16 13 42 + 16 12 34 : (2.66)
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he Rekursion f�ur G12 und G
1234Die Glei
hungen (2.57) und (2.65) bzw. deren graphis
he Darstellungen (2.60) und (2.66)bilden das Glei
hungssystem zur Bestimmung der zusammenh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen G12 und G
1234. Deren L�osungen su
hen wir, wie au
h s
hon im Falle dernegativen freien Energie, rekursiv mit den St�orungsreihenans�atzenG12 � 1Xp=0G(p)12 ; G
1234 � 1Xp=0G
;(p)1234 (2.67)und den entspre
henden graphis
hen Darstellungen1 2 � 1Xp=0 1 2p ; 12 34 � 1Xp=0 12 34p : (2.68)Hierbei beinhalten G(p)12 und G
;(p)1234 alle Terme der p-ten Ordnung in der Kopplung g undderen Graphen haben jeweils p Vertizes. Die Anklebevors
hriften f�ur diese p-te Ordnungenwerden selbstverst�andli
h v�ollig analog denen aus (2.58) und (2.59) dur
hgef�uhrt. Mit diesenbekommen wir aus dem graphis
hen Glei
hungssystem (2.60), (2.66) die folgende Rekursion(f�ur p = 0; 1; 2; :::): 1 20 = 1 2 ; 12 340 = 0 ;1 2p+1 = 12 pXq=0 1 2p�q q + 16 1 2p ;
12 34p+1 = pXq=0 qXr=0 12 34p�q q�rr + 13 1 675 Æ52 34pÆ 6 7 + 16 pXq=1 1 324p�q q+ 16 pXq=1 14 23p�q q + 16 pXq=1 13 42p�q q + 16 pXq=1 12 34p�q q :(Rek. 2)Bem. Mit diesem Ergebnis kann man per vollst�andiger Induktion in der Tat zeigen:Beh.3. Alle Graphen der Zwei-Punkt- und der zusammenh�angenden Vier-Punkt-Fun-ktion sind zusammenh�angend.Beweis:(*). Zwei, und also au
h endli
h viele, zusammenh�angende Graphen ergeben na
h dem Zu-



2.8. ANWENDUNG DER GRAPHISCHEN REKURSION F�UR G12 UND GC1234 29sammenkleben wieder einen zusammenh�angenden Graphen.Mit diesem Fakt, dem wir au
h s
hon beim Beweis des Zusammenhangs der Vakuumdia-gramme (siehe Beh.1,2 auf Seite 17) begegneten, k�onnen wir nun den Induktionsbeweisdur
hf�uhren.Der Induktionsanfang ist explizit vorgegeben und es sind in der Tat zusammenh�angendeGraphen.Seien nun alle Graphen der zusammenh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktion bis ein-s
hliessli
h p-ter Ordnung zusammenh�angend. Bei dem Term p werden zusam-menh�angende Graphen der Vier-Punkt-Funktion von der p-ten Ordnung und die einfa
heLinie, die o�ensi
htli
h au
h zusammenh�angend ist, mit dem Vertex verkn�upft und es ergibtsi
h dabei laut (*) wiederum etwas zusammenh�angendes. Dies ist entspre
hend au
h bei demTerm p�q q der Fall. Hier werden Graphen der Zwei-Punkt-Funktionen q und p�q, die f�ur q = 0; 1; :::; p na
h Annahme allesamt zusammenh�angend sind, und die einfa
heLinie an den Vertex geklebt und ergeben dabei wegen (*) lauter zusammenh�angende Gra-phen. Also sind na
h (Rek. 2) Graphen der Zwei-Punkt-Funktion der (p+1)-ter Ordnungtats�a
hli
h zusammenh�angend.So �ahnli
h argumentiert man au
h bei allen Termen f�ur die zusammenh�angende Vier-Punkt-Funktion in der (p+1)-ten Ordnung bis auf den zweiten Term, der die Linienamputationbeinhaltet. Ein zusammenh�angender Graph bleibt ni
ht dur
h jede Linienamputation zusam-menh�angend. Falls er trotz der Linienamputation zusammenh�angend bleibt, so wenden wirdie oben ges
hilderte Argumentation direkt an, und diese f�uhrt auf den zusammenh�angendenBeitrag des zweiten Terms. Andernfalls �uberzeugt man si
h lei
ht davon, da� der urspr�ung-li
he Graph ledigli
h in zwei zusammenh�angende Teilgraphen zerf�allt. Im vorliegenden Fallentsteht dann immer eine Konstellation, bei der einer der Teilgraphen den Index 6 an demdur
h die Amputation entstandenen St�ummel tr�agt und der andere den Index 7. Die beiden(zusammenh�angenden) Teilgraphen werden dann dur
h den Graphen 67 zu einem ein-zelnen verbunden, und dieser neu entstandene Graph ist dann laut (*) zusammenh�angend.Nun haben wir uns �uberzeugt, da� alle Terme, die zur zusammenh�angenden Vier-Punkt-Funktion in der (p+1)-ten Ordnung beitragen, lauter zusammenh�angende Diagramme lie-fern, also sind alle Graphen der zusammenh�angenden Vier-Punkt-Funktion au
h tats�a
hli
hzusammenh�angend.Somit sind wir au
h s
hon fertig.
2.8 Anwendung der graphis
hen Rekursion f�urG12 undG
1234Jetzt wollen wir wissen, wie die ersten Ordnungen f�ur die Korrelationsfunktionen G12 undG
1234 aussehen. F�ur G(1)12 gilt z.B. na
h (Rek. 2) mit p = 0:
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1 21 = 12 1 20 0 + 16 1 20 = 12 1 2 : (2.69)F�ur G
;(1)1234 erhalten wir mit p = 0

12 341 = 12 340 00 = 12 34 : (2.70)Bem. Es handelt si
h bei G
;(1)1234 ni
ht um den reinen Vertex V1234, sondern um einen mitLinien anstatt St�ummeln, denn analytis
h lautet dieser Ausdru
kG
;(1)1234 = �g Z5678G15G26 V1234 G73G85 : (2.71)F�ur die n�a
hste Ordnung bemerken wir no
h, da� na
h der Linienamputationsvors
hrift(1.15) mit dem Ergebnis aus (2.70)Æ52 341Æ 6 7 = 12 Æ26 5 7 34 + 12 Æ36 5 2 74 + 12 Æ46 5 2 37 + 12 Æ27 5 6 34+ 12 Æ37 5 2 64 + 12 Æ47 5 2 36 + 12 Æ56 7 2 34 + 12 Æ57 6 2 34 (2.72)gilt. Mit der Anklebevors
hrift (1.12) und der Regel (1.18) gilt weiterhin1 675 Æ52 341Æ 6 7 = 12 34 + 13 42 + 14 23 + 1 2 34 : (2.73)Bem. Aufgrund der Symmetrie der gegebenen Anordnung h�atten wir uns in (2.72) die Sym-metrisierung bez�ugli
h des Indizespaares (6,7) sparen k�onnen.Nun ist es lei
ht, die Graphen von G(2)12 und G
;(2)1234 zu erzeugen. So gilt na
h (Rek. 2) mitp = 1 f�ur G(2)121 22 = 12 1 21 0 + 12 1 20 1 + 16 1 21 ; (2.74)und na
h der Ausf�uhrung der Anklebevors
hrift (1.12) wie im Beispiel 1 auf Seite 9 liefertuns dies das folgende Ergebnis:1 22 = 14 1 2 + 14 1 2 + 16 1 2 : (2.75)
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F�ur G
;(2)1234 gilt laut (Rek. 2)

12 342 = 12 341 00 + 12 340 10 + 12 340 01 + 13 1 675 Æ52 341Æ 6 7+ 16 1 3240 1 + 16 14 230 1 + 16 13 420 1 + 16 12 340 1 : (2.76)Mit der Anklebevors
hrift (1.12) und na
h Einsetzen von (2.70) erhalten wir nun
12 342 = 12 2 3 41 + 12 3 4 12 + 12 4 1 23+ 13 � 12 34 + 13 42 + 14 23 + 1 2 34 �

+ 16 � 1 2 34 + 13 42 + 12 34 + 14 23 � (2.77)oder zusammengefasst als endg�ultige Form:
12 342 = 12 � 1 2 34 + 2 3 41 + 3 4 12 + 4 1 23 �

+ 12 � 12 34 + 13 42 + 14 23 � : (2.78)Bem. Bei diesem Ergebnis sieht man deutli
h, wie si
h die Symmetrie bez�ugli
h der Index-permutation f�ur G
1234 manifestiert. Es sind n�amli
h jeweils vier und drei Graphen f�ur dieseSymmetrie n�otig gewesen.Die Ergebnisse (2.69), (2.70), (2.75) und (2.78) �nden wir in den Tabellen 2 und 3 auf denn�a
hsten Seiten wieder, wo alle Diagramme f�ur die Zwei- und Vier-Punkt-Funktion bis zurvierten Ordnung bis auf die Graphenisomorphie zusammengefasst sind. Dort haben wir al-lerdings aus Platzgr�unden auf deren Indizierung verzi
htet. F�ur die analytis
he Bere
hnungdieser Graphen ist diese au
h unerhebli
h, aber leider ni
ht f�ur die weiteren Rekursionsstu-fen. Dazu m�ussen wir die Indizierung mit Hilfe der Symmetrie�uberlegungen wiederherstellen.Die Symmetrieeigens
haften von jedem Graphen �ndet man ebenfalls in den Tabellen, und



32 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMEzwar ist das der letzte Beitrag in den zugeh�origen Tupeln.Beispielsweise ist der vertex�ahnli
he Graph #1:1 aus der Tabelle 3 totalsymmetris
h und alleder 4! = 24 Kombinationen sind identis
h, deren Symmetriegrad wird dann also mit 24 fest-gelegt. Bei dem Diagramm #2:1 gibt es gem�ass (2.78) drei Kombinationsgruppen mit jeweils8 identis
hen Kombinationen, deren Symmetriegrad ist also 8. F�ur einen beliebigen Graphenkann man dessen Symmetriegrad au
h unabh�angig von seiner Erzeugung aus Rekursions-glei
hungen bere
hnen, und zwar dur
h sukzessives Besetzen freier Enden mit Indizes. Dieswollen wir am Beispiel des Graphen #4:5 der Tabelle 3 erl�autern:24 7! 241 7! 812 + 81 2+ 81 2 7!7! 412 43+ 412 34+ 413 42+ 414 32+ 413 24+ 414 23: (2.79)Der Symmetriegrad ist im vorliegenden Fall glei
h 4. Etwas mehr Aufmerksamkeit erfordernni
ht-planare Graphen. Beispielsweise erhalten wir beim Graphen #4:2 von Tabelle 324 7! 241 7! 2412 7! 2412 34 : (2.80)Die letzten beiden Besetzungss
hritte s
heinen �uberhaupt ni
ht plausibel zu sein, zumindestwenn man den Graphen als planar betra
htet. Da aber dieser gar ni
ht planar ist, muss manihn si
h dreidimensional vorstellen. Jetzt sehen wir, da� er einem Tetraeder �ahnelt und somittats�a
hli
h totalsymmetris
h ist mit dem Symmetriegrad 24.Bei den Zwei-Punkt-Funktionsgraphen gibt es 2! = 2 m�ogli
he Kombinationen und wir un-ters
heiden nur zwei F�alle: den symmetris
hen mit Symmetriegrad 2 und den ni
ht-symmet-ris
hen mit Symmetriegrad 1. Die meisten Diagramme aus der Tabelle 2 sind symmetris
h,so beispielsweise au
h das Diagramm #3:3, dagegen ist z.B. das Diagramm #3:7 ni
ht sym-metris
h.
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0 #0.11(0;0;0;2)
1 #1.11=2(1;0;0;2)
2 #2.11=6(0;0;1;2) #2.21=4(1;1;0;2) #2.31=4(2;0;0;2)
3 #3.11=4(0;2;0;2) #3.21=12(0;0;1;2) #3.31=4(1;1;0;2) #3.41=8(1;2;0;2)#3.51=8(2;0;0;2) #3.61=8(3;0;0;2) #3.71=6(1;0;1;1) #3.81=4(2;1;0;1)#4.11=8(0;3;0;2) #4.21=4(0;1;0;2) #4.31=4(0;2;0;2) #4.41=12(0;1;1;2)4 #4.51=8(0;2;0;2) #4.61=24(0;1;1;2) #4.71=8(2;1;0;2) #4.81=8(2;0;0;2)#4.91=8(1;2;0;2) #4.101=2(1;1;0;1) #4.111=8(1;1;0;2) #4.121=12(1;0;1;2)
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#4.131=8(1;2;0;2) #4.141=16(2;1;0;2) #4.151=8(2;1;0;2) #4.161=16(3;0;0;2)#4.171=16(1;3;0;2) #4.181=36(0;0;2;2) #4.191=4(2;1;0;1) #4.201=24(2;0;1;2)
4 #4.211=12(1;0;1;1) #4.221=12(1;1;1;1) #4.231=16(2;2;0;2) #4.241=8(2;2;0;1)#4.251=8(3;0;0;1) #4.261=12(2;0;1;1) #4.271=4(1;2;0;1)#4.281=16(3;1;0;2) #4.291=8(3;1;0;1) #4.301=16(4;0;0;2)Tabelle 2: Diagramme der Zwei-Punkt-Funktion mit deren relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur vierten Vertexordnung. Jedes Diagramm wird 
harakterisiert dur
h denVierer-Tupel (S;D; T ;N), wobei S;D und T die Zahlen der Selbst-, Doppel- und Tripel-Bindungen und N der Symmetriegrad ist.
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p p
1 #1:11(0;0;0;24)
2 #2:13=2(0;1;0;8) #2:22(1;0;0;6)
3 #3:13=4(0;2;0;8) #3:23(0;1;0;4) #3:33=2(1;0;0;8) #3:42=3(0;0;1;6)#3:53(1;1;0;2) #3:63=2(2;0;0;4) #3:71(2;0;0;6) #3:81(1;1;0;6)#4:13=8(0;3;0;8) #4:21(0;0;0;24) #4:33=2(0;2;0;4) #4:43=4(0;1;0;8)4 #4:53=2(0;2;0;4) #4:66(0;1;0;2) #4:73=2(0;2;0;4) #4:81=2(0;0;1;8)#4:93(1;0;0;4) #4:103=2(1;1;0;4) #4:113(1;1;0;2) #4:123=4(2;0;0;8)#4:133=4(1;1;0;8) #4:143=8(2;0;0;8) #4:151(0;2;0;6) #4:161(0;1;1;2)
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#4:173(1;1;0;2) #4:183(1;1;0;2) #4:193(2;0;0;2) #4:203=2(1;2;0;2)#4:213=2(1;2;0;2) #4:223=2(2;1;0;2) #4:233=4(2;1;0;4) #4:241(1;1;0;6)4 #4:253=2(2;1;0;2) #4:261=2(2;0;0;6) #4:271=2(3;0;0;6) #4:281=3(0;0;1;6)#4:291=3(1;0;1;6) #4:303=2(3;0;0;2) #4:313=2(2;1;0;2)#4:321=2(2;1;0;6) #4:331(1;0;1;2) #4:341=2(2;1;0;6)#4:351=3(1;0;1;6) #4:361=2(3;0;0;6) #4:371=2(1;2;0;6)Tabelle 3: Diagramme der zusammenh�angenden Vier-Punkt-Funktion mit deren relativenGewi
hten in der �4-Theorie bis zur vierten Vertexordnung. Im Vierer-Tupel (S;D; T ;N)sind S;D; T entspre
hende Zahlen der Selbst-, Doppel- und Tripel-Bindungen, N ist derSymmetriegrad.



2.9. VON G12 UND GC1234 ZU W 372.9 Von G12 und G
1234 zu WZu Beginn des Kapitels haben wir mit (Rek. 1) eine graphis
he Rekursionsglei
hung f�ur dienegative freie Energie W gefunden, die auf der S
hwinger-Dyson-Glei
hung (2.6) basierte.Dabei sind die ersten und zweiten Funktionalableitungen der negativen freien Energie na
hdem bilokalen Kern G�1 aufgetreten. Da wir aber diese Funktionalableitungen dur
h dieZwei- und Vier-Punkt-Funktionen G12 und G
1234 ausdr�u
ken k�onnen, sind wir jetzt in derLage, die Bestimmungsglei
hung f�ur die negative freie Energie au
h etwas �ubersi
htli
heraufzus
hreiben. Die Funktionaldi�erentialglei
hung (2.6) l�asst si
h dann unter Ber�u
ksi
hti-gung der De�nitionen (2.51) und (2.52) mit (2.48) ums
hreiben alsÆ12 + 2 Z3G�113 ÆWÆG�123 = g6 Z345 V1345 G
3452 + g2 Z345 V1234 G45G32 : (2.81)Erinnern wir uns dabei no
h an die Zerlegung (2.12) mit der Identit�at (2.7), so k�onnen wirdie linke Seite der obigen Relation vereinfa
hen zuÆ12 + 2 Z3G�113 ÆWÆG�123 = 2 Z3G�113 ÆW (int)ÆG�123 = � 2 Z4G24 ÆW (int)ÆG14 ; (2.82)wobei die letzte Glei
hung von der funktionalen Kettenregel (1.26) mit (1.9) herr�uhrt. In(2.81) eingesetzt und mit R12 Æ12 erweitert, ergibt das die folgende Form der Bestimmungs-glei
hung f�ur die negative freie Energie:Z12G12 ÆW (int)ÆG12 = � g12 Z1234 V1234 G
1234 � g4 Z1234 V1234 G12G34 : (2.83)Diese l�asst si
h mit den Aufklebevors
hriften (2.58) und (2.59) au
h graphis
h illustrieren:12 ÆÆ 1 2 = 112 + 14 : (2.84)Mit den Reihendarstellungen aus (2.21) und (2.68) k�onnen wir diese Bestimmungsglei
hungunter Verwendung der Relation (2.22) in die Rekursionsglei
hung f�ur Vakuumdiagramme�ubersetzen, und diese lautet f�ur p = 0; 1; 2; :::p+1 = 124(p+ 1) p + 18(p+ 1) pXq=0 q p�q :(Rek. 3)Dur
h Einsetzen der Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen k�onnen wir tats�a
hli
h die in der



38 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMETabelle 1 stehenden Vakuumdiagramme konstruieren. Das f�uhren wir exemplaris
h f�ur diedritte Vertexordnung vor:3 = 172 2 + 2 � 124 0 2 + 124 1 1 : (2.85)F�ur die einzelnen Summanden gilt2 = 43 21 � 32 21 34 + 2 2 13 4 � = 32 + 2 ; (2.86)wobei wir hier auf die Indexsymmetrisierung der Vier-Punkt-Graphen wegen der Symme-trie des Vierer-Vertex verzi
hteten (alle 4 Linien der Vier-Punkt-Graphen wurden ja an dieidentis
hen Vertexst�ummel geklebt). Weiterhin gilt0 2 = 12 � 16 1 2 + 14 1 2 + 14 1 2 � == 16 + 14 + 14 ; (2.87)1 1 = 12 � 12 12 21 43 43 = 14 : (2.88)Dur
h (2.85) zusammengefasst, ergeben diese Zwis
henergebnisse den folgenden Ausdru
k:3 = 148 + 124 + 132 + 148 ; (2.89)der mit den entspre
henden Eintr�agen in der Tabelle 1 auf Seite 21 �ubereinstimmt.An dieser Stelle erw�ahnen wir no
h eine weitere alternative M�ogli
hkeit, die Vakuumdia-gramme zu erzeugen. Diese setzt ledigli
h die Kentnis der Zwei-Punkt-Funktionsgraphenvoraus und ist in der Anwendung sogar no
h einfa
her, als die zuvor ges
hilderte. Dazu be-tra
hten wir die De�nitionsglei
hung f�ur die Zwei-Punkt-Funktion (2.51). Diese kann mandur
h Separation der g-Potenzen au
h f�ur jede Ordnung p ans
hreiben:G(p)12 = � 2 ÆW (p)ÆG�112 : (2.90)Unter Verwendung (1.26) ergibt si
h na
h Erweiterung mit R12G�112 die RelationZ12G12 ÆÆG12 = � Z12G�112 ÆÆG�112 ; (2.91)
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und demna
h gilt trivialerweiseZ12G12 ÆW (p)ÆG12 = 12 Z12G�112 G(p)12 : (2.92)Mit der Regel (2.22), die nur f�ur p � 1 gilt, ergibt si
h nunW (p) = 14 p Z12G�112 G(p)12 : (2.93)An dieser Stelle ist es sinnvoll, eine graphis
he Bezei
hnung f�ur den bilokalen Kern G�112 inForm eines Zweier-Vertex mit St�ummel einzuf�uhren:G�112 � 1 2 : (2.94)Vermittels dieses Zweier-Vertex kann man z.B. zwei Linien aneinander kleben, wie das amfolgenden Beispiel klar wird :Z12G31G�112 G24 � 3 1 1 2 2 4 = 3 4 : (2.95)Bei diesem Beispiel wurde der wegen (1.9) triviale Zusammenhang R12G31G�112 G24 = G34illustriert. Bedenkt man no
h, da� alle Diagramme der Zwei-Punkt-Funktion an deren freienEnden einfa
he Linien haben, so l�asst si
h der Zusammenhang (2.93) sinnvollerweise gra-phis
h aufs
hreiben, und zwar als p = 14p p :(Rek. 4)f�ur alle p � 14.F�ur die erste Ordnung erhalten wir na
h (Rek. 4) mit G(1)12 aus der Tabelle 21 = 14 1 2 � 12 2 1 � = 18 � 3 1 1 2 2 4 � 34 ;und na
h dem Beispiel (2.95) ist das1 = 18 3 4 34 = 18 : (2.96)4Weil W (0) als ein Ring dargestellt wird, ist man geneigt, diese Form als eine Folge der Anwendung von(Rek. 4) anzusehen. Es handelt si
h aber ledigli
h um eine g�unstig gew�alte Darstellung, denn f�ur p = 0 ist(Rek. 4) ja ni
ht anzuwenden.



40 KAPITEL 2. ZUSAMMENH�ANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMMESo �ahnli
h l�auft das au
h f�ur die n�a
hste Ordnung:2 = 18 1 2 � 16 1 2 + 14 1 2 + 14 1 2 � ;und das ergibt wiederum na
h (2.95) das folgende Resultat:2 = 116 + 148 : (2.97)Wie man uns
hwer erkennen kann, bekommen wir die Vakuumdiagramme dur
h das An-einanderkleben o�ener Enden der Zwei-Punkt-Funktionsgraphen. Au
h wenn diese zweiteM�ogli
hkeit der Vakuumdiagrammerzeugung gegen�uber der ersten gewisse Vorz�uge aufweist,ist diese in der Tat nur �aquivalent zu dieser. Die Rekursionsbeziehung (Rek. 3) ist eine ArtVerbindung der Erzeugung von G12-Graphen na
h (Rek. 2) mit der Abs
hliessung dur
hdas Verbinden o�ener Enden entspre
hend (Rek. 4).



Kapitel 3Ein-Teil
hen-irreduzibleFeynman-Diagramme
In diesem Kapitel werden Graphen behandelt, die na
h einmaliger Linienamputation no
hzusammenh�angend bleiben. Diese Graphen haben eine besondere Bedeutung in der Renor-mierungstheorie. Es stellt si
h n�amli
h heraus, da� man alle zusammenh�angenden reduziblenGraphen als Kombinationen aus mehreren ein-Teil
hen-irreduziblen darstellen kann, im funk-tionallen Sinne also als deren multiplikative Kombinationen. Diese liefern demna
h ni
htsneues hinsi
htli
h des Divergenzverhaltens, so da� die ein-Teil
hen-irreduzible Graphen f�ursol
he Untersu
hungen s
hon ausrei
hend sind.Insbesondere sind alle ein-Teil
hen-irreduzible Diagramme trivialerweise selbst zusammen-h�angend und k�onnen deswegen aus den Tabellen 2 und 3 unmittelbar entnommen werden.In der Tabelle 2 sind das z.B. die Diagramme #1:1;#2:1�2;#3:1�5 u.s.w., die Diagram-me #2:3;#3:6�8 u.s.w. sind es dagegen ni
ht. In der Tabelle 3 sind z.B. die Diagramme#1:1;#2:1;#3:1�3 ein-Teil
hen-irreduzibel im Gegensatz zu den Diagrammen #2:2;#3:4�8u.s.w. In diesem Kapitel wird es uns gelingen, alle ein-Teil
hen-irreduzible Graphen einemeigenst�andigen rekursiven Glei
hungssystem zu entnehmen. Ans
hliessend werden wir au
hin der Lage sein, aus diesen die bereits bekannten zusammenh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen zu rekonstruieren.
3.1 De�nition der ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen�12 und �1234Betra
htet man die zusammenh�angenden Diagramme der Vier-Punkt-Funktion aus der Ta-belle 3 genauer, so stellt man fest, da� man alle Diagramme gedankli
h aufteilen kann, undzwar in einen 'Kerngraphen' und vier Zwei-Punkt-Funktionsgraphen, die an dessen Endendranh�angen. So kann man z.B. den o�ensi
htli
h ein-Teil
hen-reduziblen Graphen #4:3341



42 KAPITEL 3. EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLE FEYNMAN-DIAGRAMMEaus der Tabelle 3 wie folgt trennen:= 2 1 12 34 3 4 ; (3.1)oder den ein-Teil
hen-irreduziblen Graphen #3:1 aus der Tabelle 3:= 21 12 34 43 : (3.2)Hier sieht man z.B., da� die jeweiligen 'Kerngraphen' und selbst ein-Teil
hen-irreduzibel sind. Diesen Umstand kann man bei jedem einzelnen Graphen ausder Tabelle 3 vor�nden. Weiterhin sieht man aus den obigen Beispielen, da� der vorlie-gende ein-Teil
hen-irreduzible Graph #3:1 ledigli
h einfa
he Linien an dem 'Kerngraphen'dranh�angen hat, w�ahrend bei dem reduziblen Graphen #4:33 au
h kompliziertere Zwei-Punkt-Funktionsdiagramme auftreten. Diese Besonderheit �ndet man ebenfalls bei allenDiagrammen aus der Tabelle 3 und ist das generelle Unters
heidungsmerkmal.Die ein-Teil
hen-irreduziblen Graphen kann man trivialerweise aus den ein-Teil
hen-irredu-ziblen 'Kerngraphen' wiedergewinnen, indem man einfa
he Linien an deren Enden anklebt.Diese Graphen sind dann in gewisser Weise isomorph zu den 'Kerngraphen', und wir k�onnendeshalb sol
he 'Kerngraphen' au
h s
hon als ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktions-graphen bezei
hnen. �Ahnli
h wie bei der zusammenh�angenden Vier-Punkt-Funktion werdenwir die gesamte Mannigfaltigkeit der gewi
hteten ein-Teil
hen-irreduziblen 'Kerngraphen'als die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion bezei
hnen. In der funktionalen Spra-
he dr�u
ken wir diese mit ��1234 aus1. Die am Anfang dieses Abs
hnittes bespro
heneAufteilung der Vier-Punkt-Funktion k�onnen wir in der funktionalen Spra
he wie folgt erfas-sen: G
1234 = � Z5678 �5678 G51G62G73G84 : (3.3)F�uhren wir an dieser Stelle ein neues Funktional G�112 ein, das die funktionale Umkehrungder Zwei-Punkt-Funktion G12 entspre
hend der Glei
hungZ3G13 G�132 � Æ12 (3.4)darstellt, so l�asst si
h (3.3) �aquivalent umformulieren:��1234 = Z5678G
5678 G�151G�162G�173G�184 : (3.5)Des weiteren fassen wir diese Glei
hung als De�nition der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion ��1234 auf und werden mit dieser in der Tat beweisen k�onnen, da� deren1Die Vorzei
henwahl ist historis
h bedingt.



3.1. DEFINITION DER EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLEN FUNKTIONEN�12 UND �123443Graphen allesamt ein-Teil
hen-irreduzibel sind.Zuerst aber wollen wir die ein-Teil
hen-irreduzible Zwei-Punkt-Funktion einf�uhren. In Analo-gie zu dem Fall der Vier-Punkt-Funktionsgraphen lassen si
h au
h alle Diagramme der Zwei-Punkt-Funktion aus der Tabelle 2 bis auf den trivialen Liniengraph #0:1 aufteilen. Diesmalerfolgt die Aufteilung aber in einen ein-Teil
hen-irreduziblen 'Zwei-Punkt-Kerngraphen' undzwei an dessen beiden Enden dranh�angenden Zwei-Punkt-Funktionsgraphen. So l�asst si
hz.B. der reduzible Graph #3:7 aus der Tabelle 2 auf Seite 34 folgendermassen zerlegen:= 1 1 2 2 : (3.6)Im Gegensatz zum Fall der Vier-Punkt-Funktion ist diese Zerlegung aber ni
ht eindeutig.Eindeutig ist diese nur bei den ein-Teil
hen-irreduziblen Diagrammen, wie am Beispiel desGraphen #3:1 = 1 1 2 2 (3.7)lei
ht zu erkennen ist.Die jeweiligen 'Zwei-Punkt-Kerngraphen' und sind nun tats�a
hli
h ein-Teil
hen-irreduzibel und sol
he kann man bei jedem Diagramm aus der Tabelle 2 �nden, au
hwenn die Zuordnung ni
ht immer eindeutig ist. Wie bei Vier-Punkt-Funktionsgraphen, istdie Trivialit�at der Zerlegung bei den ein-Teil
hen-irreduziblen Zwei-Punkt-Funktionsgraphen
harakteristis
h und au
h hier werden wir die irreduziblen 'Zwei-Punkt-Kerngraphen' alsein-Teil
hen-irreduzibel bezei
hnen. Deren Funktional, in der Literatur oft die Selbstenergiegenannt, wird mit �12 bezei
hnet. Mit unserem Kenntnisstand k�onnen wir deren funktionaleForm sogar s
hon erraten, denn wegen (3.4) giltG12 = Z34G13G�134G42 : (3.8)Diese Glei
hung k�onnen wir als die funktionelle Formulierung der oben ges
hilderten Zer-legung von Zwei-Punkt-Funktionen au�assen. Das Funktional G�134 steht also f�ur die 'Zwei-Punkt-Kerngraphen', die wir jetzt ein-Teil
hen-irreduzible Zwei-Punkt-Graphen nennen. Die-ses Funktional k�onnen wir aber no
h ni
ht mit der Selbstenergie �34 identi�zieren, dennder triviale Graph #0:1 nimmt eine gewisse Ausnahmestellung ein. Dieser ist si
herli
h ein-Teil
hen-irreduzibel und man k�onnte eigentli
h die Glei
hung (2.95) aus dem letzten Kapitelso au�assen, da� der bilokale Kern G�112 dort die Rolle des 'Zwei-Punkt-Kerngraphen' �uber-nehmen w�urde. An ihm kleben n�amli
h einfa
he Linien, wie das f�ur ein-Teil
hen-irreduzibleZwei-Punkt-Graphen 
harakteristis
h ist. Die graphis
he Bezei
hnung von G�112 , die wir mit(2.94) lokal eingef�uhrt haben, f�allt aber ein wenig aus der Reihe, und wir w�urden auf diesenBeitrag wegen der Einheitli
hkeit der Darstellungen gerne verzi
hten. Deshalb de�nieren wirdie Selbstenergie �12 als das um diesen Beitrag korrigierte Funktional G�112 , mit negativemVerzei
hen genommen: ��12 � G�112 � G�112 : (3.9)



44 KAPITEL 3. EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLE FEYNMAN-DIAGRAMMEDur
h diese Vorzei
henwahl werden alle �12-Graphen positiv, wie wir sp�ater sehen werden.Im �ubern�a
hsten Abs
hnitt werden wir au
h unter anderem beweisen, da� deren Diagrammetats�a
hli
h alle ein-Teil
hen-irreduzibel sind.Bem. Die mit (3.5) und (3.9) de�nierten Funktionen ��1234 und �12 sind invariant be-z�ugli
h Indexvertaus
hung, was man s
hon aus der Symmetrie der Funktionen G
1234 undG�112 sieht.Ein-Teil
hen-irreduzible Funktionen bekommen au
h eigene graphis
he Darstellungen. Dieein-Teil
hen-irreduzible Zwei-Punkt-Funktion wird als ein Doppelkreis mit zwei Aussenst�um-meln dargestellt und die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion wiederum als ein Dop-pelkreis, aber nun mit vier Aussenst�ummeln:�12 � 1 2 ; ��1234 � 12 34 : (3.10)3.2 Bestimmungsglei
hungen f�ur �12 und �1234Als Ausgangspunkt verwenden wir die S
hwinger-Dyson-Glei
hung in der Form (2.56). Er-innern wir uns an die Identit�at (3.4) und setzen die De�nitionsglei
hungen (3.3) und (3.9)ein, so erhalten wirZ3�13 G32 = � g2 Z345 V1345 G34G52 + g6 Z3456789 V1345 G36G47G58 �6789 G92 ; (3.11)was uns na
h Erweitern mit R2G�120 unter Verwendung von (3.4) au
h s
hon die Bestim-mungsglei
hung f�ur die Selbstenergie liefert:�12 = � g2 Z34 V1234 G34 + g6 Z345678 V1345 G36G47G58 �6782 : (3.12)Diese S
hwinger-Dyson-Glei
hung l�asst si
h nat�urli
h au
h diagrammatis
h illustrieren. Diedazu ben�otigte zus�atzli
he Anklebevors
hrift ist das Verbinden der vollen Linie mit dem�-Vertex, was dur
h � Z4 �1234 G45 � 12 34 4 5 � 12 3 5 (3.13)erkl�art wird. Mit Hilfe dieser Vors
hrift und der Regel (2.58) wird (3.12) graphis
h dargestelltdur
h 1 2 = 12 1 2 + 16 1 2 : (3.14)Diese Bestimmungsglei
hung setzt die Kenntnis der zusammenh�angenden Zwei-Punkt-Funk-tion G12 voraus. Diese k�onnte z.B. aus dem letzten Kapitel �ubernommen werden, was aber



3.2. BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN F�UR �12 UND �1234 45eher eine unbefriedigende L�osung w�are. Es ist aber au
h m�ogli
h, diese im Ramen der Theo-rie der ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen zu bestimmen. Dazu stellen wir eine triviale�Aquivalenz fest, die si
h ledigli
h auf die Glei
hung (1.9) st�utzt:G12 = Z34G13G�134G42 : (3.15)Benutzen wir jetzt die De�nitionsglei
hung (3.9), so sehen wir, da� G�134 = G�134 +�34 gilt,und wir erhalten wegen (3.4)G12 = G12 + Z34G13�34G42 : (3.16)Diese sogenannte Dyson-Glei
hung k�onnen wir mit zwei weiteren diagrammatis
hen RegelnZ3�13 G32 � 1 3 3 2 � 1 2 ; (3.17)Z3�13 G32 � 1 3 3 2 � 1 2 (3.18)als folgende graphis
he Bestimmungsglei
hung aufs
hreiben:1 2 = 1 2 + 1 2 : (3.19)Zur Bestimmung von �12 ben�otigen wir na
h (3.14) no
h die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion. Diese wird uns im weiteren Verlauf dieses Abs
hnittes bes
h�aftigen. Dazusetzen wir zuerst in deren De�nitionsglei
hung (3.5) die zusammenh�angende Vier-Punkt-Funktion G
5678 in der Form (2.54) ein. Unter Verwendung von (3.4) ergibt si
h dann na
heiner kurzen Re
hnung die Glei
hung�1234 = 2 Z5678 ÆG56ÆG�178 G�151G�162G�173G�184 + G�113G�124 + G�114G�123 : (3.20)Den Ausdru
k f�ur den Term ÆG56=ÆG�178 bekommen wir aus der Relation (3.4) dur
h Ab-leitung na
h dem bilokalen Kern und ans
hliessendem Erweitern mit einer entspre
hendenzusammenh�angenden Zwei-Punkt-Funktion zuÆG56ÆG�178 = � Z90G59 ÆG�190ÆG�178 G06 : (3.21)Mit der Identit�at (3.9) ergibt si
h dann daraus wegen (1.24)ÆG56ÆG�178 = � 12nG57G68 +G58G67o + Z90G59 Æ�90ÆG�178 G06 ; (3.22)
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was uns na
h Einsetzen in (3.20) die Glei
hung�1234 = 2 Z56G�135 Æ�12ÆG�156 G�164 (3.23)liefert. Na
h Anwendung von (1.26) und (3.9) erhalten wir unter Ber�u
ksi
htigung von (1.9)au
h ��1234 = 2 Æ�12ÆG34 � 2 Z56�35 G56 Æ�12ÆG64 � 2 Z56 Æ�12ÆG35 G56 �64+ 2 Z5678�35 G57 Æ�12ÆG78 G86 �64 : (3.24)Unter Verwendung der Anklebevors
hrift (3.17) l�asst si
h diese tats�a
hli
h au
h graphis
hdarstellen: 12 34 = 2 Æ 1 2Æ 3 4 + 2 3 5 Æ 1 2Æ 5 6 6 4� 2 3 5 Æ 1 2Æ 5 4 � 2 Æ 1 2Æ 3 5 5 4 : (3.25)Die letzten beide Terme sind negativ und dar�uberhinaus reduzibel. O�ensi
htli
h bestehtderen Rolle darin, die in den ersten beiden Termen entstandenen reduziblen Graphen auf-zuheben. Deshalb ist diese Formel h�o
hst ineÆzient, und wir werden uns darum bem�uhenm�ussen, diesen Umstand zu beheben. Wie au
h s
hon im Falle der zusammenh�angendenVier-Punkt-Funktion im Kapitel 2, errei
hen wir dies dur
h die Aufstellung einer weiterenBestimmungsglei
hung f�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion, die ohne dieSelbstenergie auskommt.Dabei gehen wir zuerst von der Glei
hung (3.23) aus und setzen dort die explizite Form von�12 aus der S
hwinger-Dyson-Glei
hung (3.12) ein. F�ur Æ�12=ÆG�156 ergibt si
h dabei na
hder Relation (2.54)Æ�12ÆG�156 = g2 Z78 V1278 G75G86 + g4 Z78 V1278 G
7856 � g4 Z7890�1�2G57 V7189 G8�1G9�2��1�220G06� g4 Z7890�1�2G57 V7189 G8�1G9�2��1�220G06 � g4 Z7890�1�2 V7189 G8�1G9�2��1�220G
0567+ g6 Z7890�1�2 V1789 G70G8�1G9�2 Æ�0�1�22ÆG�156 : (3.26)Na
h dem Auss
hreiben der zusammenh�angenden Vier-Punkt-Funktionen G
7856 und G
0567



3.2. BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN F�UR �12 UND �1234 47in der Form (3.3) und Einsetzen des Ergebnisses in (3.23) erhalten wir wegen (3.4) diefolgende Bestimmungsglei
hung f�ur die Funktion �1234:�1234 = g V1234 � g2 Z5678 V1256 G57G68�7834 � g2 Z5678 V1356 G57G68�7824� g2 Z5678 V1456 G57G68�7823 + g2 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85+ g3 Z567890�1�2 V1567 G58G69G70 Æ�8902ÆG�1�1�2 G�1�13G�1�24 : (3.27)Der letzte Term dieser Glei
hung bereitet einige S
hwierigkeiten hinsi
htli
h seiner graphi-s
her Darstellung. Einem �ahnli
hen Problem sind wir aber au
h s
hon bei der Glei
hung(3.23) begegnet. Dort haben wir eine diagrammatis
h interpretierbare Form dur
h die Auf-spaltung der Funktionalumkehrungen G�135 und G�164 na
h (3.9) errei
hen k�onnen. Das Er-gebnis dieser Aufspaltung war aber eine ineÆziente Glei
hung. Au
h im Falle der Glei
hung(3.27) k�onnen wir den letzten Term na
h (3.9) aufspalten. Aber au
h hier bringt diese Auf-spaltung �ahnli
he EÆzienzprobleme mit si
h und ist deswegen keine befriedigende L�osung.Das Problem k�onnen wir aber gl�u
kli
herweise au
h anders angehen. Und zwar l�asst si
hder problematis
he Term R�1�2 Æ�8902=ÆG�1�1�2 G�1�13G�1�24 mit Hilfe einer Kommutatorbeziehungumformen. Eine sol
he bekommen wir mit der Glei
hung (3.23) und der dazu �aquivalentenForm Æ�12ÆG�134 = 12 Z56G35 �5126 G64 (3.28)na
h einer l�angeren Re
hnung alsZ78 Æ�1234ÆG�178 G�175G�186 � Z78 Æ�1256ÆG�178 G�173G�184 == 2 Z7890�1�2G�157G�168 ÆÆG�178 �G�139G�140 	G9�1G0�2��1�212� 2 Z7890�1�2G�137G�148 ÆÆG�178 �G�159G�160 	G9�1G0�2��1�212 : (3.29)Mit einer weiteren RelationÆG�112ÆG�134 = 12 f Æ13Æ24 + Æ14Æ23 g � 12 Z56G35�5126G64 ; (3.30)die wir unmittelbar na
h Einsetzen von (1.24) und (3.28) in (3.9) bekommen, k�onnen wir(3.29) na
h mehrmaligem Anwenden von (3.4) in die endg�ultige Kommutatorbeziehung



48 KAPITEL 3. EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLE FEYNMAN-DIAGRAMME�uberf�uhren. Diese lautetZ78 Æ�1234ÆG�178 G�175G�186 � Z78 Æ�1256ÆG�178 G�173G�184 = 12 Z78 �3457G78�8126 + 12 Z78 �3467G78�8125� 12 Z78 �5637G78�8124 � 12 Z78 �5647G78�8123 : (3.31)Wir bemerken im �ubrigen, da� die Kommutatorbeziehung (3.31) �aquivalent zu der entspre-
henden Beziehung (2.64) aus dem Kapitel 2 ist. Das k�onnen wir zeigen, indem wir zuerstden Ausdru
k auf der linken Seite von (3.31) mit Hilfe der De�nitionsglei
hungen (3.3) und(3.5) auswerten. Na
h einer l�angeren Re
hnung ergibt si
h dannZ78 Æ�1234ÆG�178 G�175G�186 � Z78 Æ�1256ÆG�178 G�173G�184 == � Z7890�1�2� ÆG
90�1�2ÆG�178 � ÆG
9078ÆG�1�1�2 � G�191G�102G�1�13G�1�24G�175G�186+ 12 � �2346G�115 + �2345G�116 + �1346G�125 + �1345G�126 	� 12 � �2564G�113 + �2563G�114 + �1564G�123 + �1563G�124 	+ 12 Z78 �3457G78�8126 + 12 Z78 �3467G78�8125� 12 Z78 �5637G78�8124 � 12 Z78 �5647G78�8123 : (3.32)Aus der Kommutatorbeziehung (2.64) erhalten wir mit Hilfe von (3.4) und (3.5)Z7890�1�2� ÆG
90�1�2ÆG�178 � ÆG
9078ÆG�1�1�2 � G�191G�102G�1�13G�1�24G�175G�186 == 12 � �2346G�115 + �2345G�116 + �1346G�125 + �1345G�126 	� 12 � �2564G�113 + �2563G�114 + �1564G�123 + �1563G�124 	 ; (3.33)so da� si
h na
h Einsetzen in die Glei
hung (3.32) bereits die Kommutatorbeziehung (3.31)ergibt.Nun k�onnen wir uns wieder der Glei
hung (3.27) zuwenden und diese in eine eÆziente Formbringen. Der problematis
he letzte Term wird nun na
h der Kommutatorbeziehung (3.31)



3.3. REKURSIONSGLEICHUNGEN F�UR G12, �12 UND �1234 49umgeformt alsZ567890�1�2 V1567 G58G69G70 Æ�8902ÆG�1�1�2 G�1�13G�1�24 = Z5678 V1567 G78 Æ�8234ÆG�156+ 12 Z567890�1�2 V5167 G69G70�903�1G�1�2��2248G85 + 12 Z567890�1�2 V5167 G69G70�904�1G�1�2��2238G85� Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 : (3.34)Dieses Ergebnis liefert nun na
h Einsetzen in (3.27) die endg�ultige Bestimmungsglei
hungf�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion� �1234 = � g V1234 + g3 Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8234ÆG90+ g2 Z5678 V1256 G57G68�7834 + g2 Z5678 V1356 G57G68�7824 + g2 Z5678 V1456 G57G68�7823� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 � g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�903�1G�1�2��2248G85� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�904�1G�1�2��2238G85 ; (3.35)die no
h von der Relation (1.26) Gebrau
h ma
ht. Mit diagrammatis
hen Mitteln, die unsna
h (2.58), (3.10) und (3.13) zu Verf�ugung stehen, l�asst si
h diese graphis
h illustrieren als
12 34 = 12 34 + 13 1 675 Æ 52 34Æ 6 7 + 12 12 34 + 12 13 42+ 12 14 23 + 16 12 34 + 16 13 42 + 16 14 23 : (3.36)

3.3 Rekursionsglei
hungen f�ur G12, �12 und �1234Mit den Glei
hungen (3.12), (3.16), (3.35) bzw. ihren graphis
hen Darstellungen (3.14), (3.19)und (3.36) steht uns ein ges
hlossenes Glei
hungssystem zur Verf�ugung, das die ein-Teil
hen-irreduziblen Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen �12 und �1234, sowie au
h die zusammenh�an-gende Zwei-Punkt-FunktionG12 bestimmt. Deren L�osungen werden jeweils rekursiv gesu
ht.



50 KAPITEL 3. EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLE FEYNMAN-DIAGRAMMEDazu de�nieren wir die folgenden St�orungsreihen:�12 � 1Xp=1 �(p)12 ; �1234 � 1Xp=1 �(p)1234 (3.37)und die zugeh�origen graphis
hen Darstellungen:1 2 = 1Xp=1 1 2p ; 12 34 = 1Xp=1 12 34p : (3.38)Hierbei beinhalten �(p)12 und �(p)1234 alle Terme p-ter Ordnung in der Kopplungskonstante g,so da� deren graphis
he Darstellungen alle Graphen mit p Vertizes enthalten. Die St�orungs-reihe f�ur G12 �ubernehmen wir unver�andert aus (2.68). Die Anklebevors
hriften (3.13), (3.17)und (3.18) werden nun au
h auf die einzelnen Ordnungen ausgeweitet. Setzen wir Reihendar-stellungen (2.68) und (3.38) in die Bestimmungsglei
hungen (3.14), (3.19) und (3.36) ein, sobekommen wir dur
h Trennung der vers
hiedenen Vertexordnungen das folgende rekursiveGlei
hungssystem mit p = 1; 2; 3; ::::1 20 = 1 2 ; 12 341 = 12 34 ;1 2p = 12 1 2p�1 + 16 p�1Xq=1 qXr=1 rXs=1 1 2q�rp�q�1r�s s ;
1 2p = pXq=1 1 2q p�q ;

12 34p+1 = 13 pXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + 12 pXq=1 qXr=1 12 34rp�qq�r + 12 pXq=1 qXr=1 14 23rp�qq�r+ 12 pXq=1 qXr=1 13 42rp�qq�r + 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 12 34t�k s�tkq�r r�sp�q+ 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 14 23t�k s�tkq�r r�sp�q + 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 13 42t�k s�tkq�r r�sp�q :(Rek. 5)Bem. Mit diesem Ergebnis kann man zeigen:Beh.4. Alle Graphen der Selbstenergie und der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-



3.3. REKURSIONSGLEICHUNGEN F�UR G12, �12 UND �1234 51Funktion sind in der Tat ein-Teil
hen-irreduzibel.Beweis:(*). Zwei, und somit au
h endli
h viele, zusammenh�angende Graphen ergeben na
h derenVerkleben einen zusammenh�angenden Graphen.(**). Alle Graphen der zusammenh�angenden Zwei-Punkt-Funktion sind zusammenh�angend(siehe dazu Beh.3 auf Seite 28).(���): Die Operation 6 7 ÆÆ 6 7 ersetzt na
heinander jede Linie des betro�enenDiagramms dur
h den Graphen . Es handelt si
h demna
h um eine Erweite-ung der Operation 'Linienz�ahlung' aus dem ersten Kapitel (siehe Seite 11).Diese Vorbemerkungen erlauben es uns, au
h hier den Induktionsbeweis dur
hzuf�uhren. DerInduktionsanfang f�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion ist mit (Rek. 5) ex-plizit als reiner Vertex angegeben und ist trivialerweise ein-Teil
hen-irreduzibel.Nehmen wir an, alle Graphen der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion bis zur p-ten Ordnung seien tats�a
hli
h ein-Teil
hen-irreduzibel. Um die p-te Ordnung der Selbstener-gie �12 zu untersu
hen, betra
hten wir die Wirkung einer einfa
hen Linienamputation aufderen Graphen. Bei den Graphen, die vom ersten Term der Selbstenergie-Rekursion stam-men, werden die zusammenh�angenden Zwei-Punkt-Funktionsgraphen an zwei Enden einesV -Vertex angeklebt. Dur
h die Linienamputation k�onnen die zusammenh�angenden Zwei-Punkt-Graphen in zwei zusammenh�angende Bru
hst�u
ke zerfallen. Da aber beide von demVierer-Vertex gebunden werden, ergibt si
h na
h (*) wieder ein zusammenh�angendes Gebil-de. Somit ist der erste Term in der Glei
hung f�ur �12 selbst ein-Teil
hen-irreduzibel. F�urden zweiten Term der Selbstenergie-Rekursion ergeben si
h zwei M�ogli
hkeiten der Linien-amputation.Fall 1.Es wird im Teilgraph s eine Linie amputiert. Es kommen aber nur Werte s =1; 2; :::; p�1 vor und der fragli
he Teilgraph ist laut Voraussetzung ein-Teil
hen-irreduzibel,so da� er na
h der Lininienamputation auf jeden Fall zusammenh�angend bleibt. Verklebt mitdem wegen (*) und (**) zusammenh�angenden Rest q�rp�q�1r�s , ergibt si
h wiederum wegen(*) etwas zusammenh�angendes.Fall 2.Die Linienamputation wirkt auf einen der Zwei-Punkt-Teilgraphen, z.B. auf p�q�1 . Dieserzerf�allt in h�o
hstens zwei zusammenh�angende Teilgraphen, die von dem zusammenh�angendenRest q�rr�s s gebunden werden. Das ergibt wegen (*) wieder lauter zusammenh�angendeBeitr�age.Wie wir sehen konnten, ergeben si
h na
h einmaliger Linienamputation auf dem betra
htetenTerm in beiden F�allen nur zusammenh�angende Graphen. Daraus folgern wir, da� au
h dieserTerm selbst ein-Teil
hen-irreduzibel sein muss. �Ahnli
h k�onnen wir alle Terme der Rekursi-



52 KAPITEL 3. EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLE FEYNMAN-DIAGRAMMEon f�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion �1234 bis auf den Ableitungstermbehandeln. Dessen Irreduzibilit�at wollen wir nun im weiteren au
h beweisen.Dazu bemerken wir zuerst; da� wir die Operation 675p�q ÆÆ 6 7 als eine Teiloperation6 78 ÆÆ 6 7 mit ans
hliessendem Verkleben dur
h 8 5p�q au�assen k�onnen: Dieerste Teiloperation, angewandt auf den na
h Voraussetzung ein-Teil
hen-irreduziblen Gra-phen q (q = 1; 2; :::; p), erzeugt wegen (***) Graphen einer se
hs-Punkt-Funktion, dieaber selbst alle ein-Teil
hen-irreduzibel sind. Dies erkennt man dur
h die folgende �Uberle-gung. Die dur
h eine Linienamputation von q erzeugten Graphen sind zusammenh�an-gend. Sei nun A ein beliebiger dieser Graphen. S
hliessen wir nun die in A dur
h Amputationentstandene L�u
ke dur
h den Graphen , so erhalten wir ein neues Se
hs-Punkt-Diagramm, das wir B nennen. Eine Linienamputation im Diagramm B w�urde zu einerweiteren Fallunters
heidung f�uhren.Fall 1.Es wird eine der Linien von A amputiert, so da� dieser h�o
hstens in zwei zusammenh�angendeTeilgraphen zerf�allt. Diese werden dann aber von der Br�u
ke zusammengefasst, undes ergibt si
h ein zusammenh�angender Graph.Fall 2.Es wird eine der beiden Linien vom Graphen amputiert. Dabei ergibt si
h ein zu-sammenh�angender Graph, der nur an einem Ende von dem Graphen A gebunden wird, wass
hon einen zusammenh�angenden Graph liefert.Dur
h die einmalige Linienamputation zerf�allt das DiagrammB in beiden F�allen ni
ht, ist al-so tats�a
hli
h ein-Teil
hen-irreduzibel. Das ans
hliessende Verkn�upfen mit den Graphen vonp�q ma
ht aus dem Se
hs-Punkt-Graphen B einen Vier-Punkt-Graphen, zerst�ort aberni
ht seine Irreduzibilit�at, wie man si
h lei
ht na
h demselben Fallunters
heidungs-Muster�uberzeugen kann.Somit sind wir au
h s
hon fertig.3.4 Erzeugung der �12-, �1234- und G12-GraphenAusgehend von den Rekursionsanf�angen, k�onnen wir zuerst na
h (Rek. 5) Graphen dern�a
hstniedersten Ordnung bekommen. Hierzu z�ahlt �(1)12 mit1 21 = 12 1 20 = 12 1 2 ; (3.39)das daraus zu bestimmende G(1)12 mit1 21 = 1 21 0 = 12 1 2 (3.40)
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und der Beitrag zweiter Ordnung �(2)1234 mit

12 342 = 13 1 6750 Æ 52 341Æ 6 7 + 12 12 34100 + 12 14 23100 + 12 13 42100 : (3.41)Da na
h Rekursionsanfang �(1)1234 dur
h einen einfa
hen Vierer-Vertex dargestellt wird, giltÆÆ 6 7 52 341 = 0 ; (3.42)so da� wir f�ur �(2)1234 somit erhalten12 342 = 12 12 34 + 12 14 23 + 12 13 42 : (3.43)Die Ergebnisse aus (3.39), (3.40) und (3.43) benutzen wir nun, um die n�a
hste Ordnung mitp = 2 auszure
hnen. F�ur �(2)12 gilt na
h (Rek. 5)1 22 = 12 1 21 + 16 1 2000 1 = 14 1 2 + 16 1 2 (3.44)und f�ur das mit diesem Ergebnis zu bestimmende G(2)121 22 = 1 21 1 + 1 22 0 == 14 1 2 + 14 1 2 + 16 1 2 : (3.45)So �ahnli
h sind au
h die Graphen von �(3)1234 zu bestimmen, f�ur die na
h (Rek. 5) unterBer�u
ksi
htigung des Ergebnisses aus (3.42) gilt
12 343 = 13 1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 + 12 � 12 34200 + 14 23200 + 13 42200 �

+ 12 � 2 � 12 34110 + 14 23110 + 13 42110 �
+ 16 � 12 341 100 00 + 14 231 100 00 + 13 421 100 00 � : (3.46)
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Um das auswerten zu k�onnen, ben�otigen wir zuerst ein paar Zwis
henergebnisse:Æ 52 342Æ 6 7 = 12 ÆÆ 6 7 � 52 34 + 54 23 + 53 42 � == 12 � 5 426 37 + 5 427 36 + 5 346 27 + 5 347 26 + 5 236 47 + 5 236 47 � :Demna
h ergibt si
h der ersten Summand in der Glei
hung (3.46) na
h Zusammenkleben zu1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 = 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 : (3.47)Die Summanden 2 bis 4 der Glei
hung (3.46) sind ebenfalls etwas komplizierter und wirbere
hnen diese explizit am Beispiel des zweiten Summanden:12 34200 = 12 65 56 342 = 12 12 65 � 56 34 + 54 63 + 53 46 � :Na
h Ausf�uhrung der Anklebevors
hrift und Zusammenfassen glei
her Graphen erhalten wir12 34200 = 12 12 34 + 4 31 2 : (3.48)�Aquivalent dazu gehen wir au
h bei dem dritten und vierten Summanden aus (3.46) vor.Die Summanden 5 und 8 ergeben si
h mehr oder weniger trivial zu12 34110 = 12 12 34 ; 12 341 100 00 = 1 23 4 (3.49)und �aquivalent dazu die Summanden 6, 7 und 9, 10. Mit den Zwis
henergebnissen aus (3.47),(3.48) und (3.49) erhalten wir na
h (3.46)12 343 = 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 �+ 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 �

+ 12 � 12 34 + 14 23 + 13 42 � : (3.50)
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Die Resultate aus (3.39), (3.44) und f�ur weitere zwei Ordnungen sind in der Tabelle 4 unddie aus (3.43), (3.50) und deren Fortsetzungen bis zur 4.Ordnung in der Tabelle 5 zusam-mengefasst. Wie s
hon im Falle zusammenh�angender Graphen verzi
hten wir dabei auf derenIndizierungen und verweisen statt dessen auf deren Symmetriegrade, die als letzter Beitragim jeweiligen 
harakteristis
hen Vierer-Tupel zu sehen sind.Eine alternative Bere
hnungsm�ogli
hkeit der AbleitungstermeWie wir es bereits bei der Darstellung der Beweisidee zur Behauptung Beh.4 auf der Seite51 bereits im Punkt (***) erw�ahnt haben, k�onnen wir bei den Termen1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7au
h ohne die explizite Ausf�uhrung der Amputationsvors
hrift auskommen. Statt dessenk�onnen wir jeweils eine Linie der Diagramme von 52 34q dur
h den Graphen 1 8 aufalle m�ogli
he Weisen ersetzen und ans
hliessend das Teilergebnis mit den Diagrammen von8 5p�q verkn�upfen.Dieses Vorgehen illustrieren wir nun explizit an einem Beispiel, das wir s
hon in (3.47) direktmit Linienamputation ausgewertet haben. Zuerst zerlegen wir die gesammte Operation inzwei Teiloperationen entspre
hend1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 = 8 50 ( 6 71 8 Æ 52 342Æ 6 7 ) : (3.51)Hierbei wird im ersten S
hritt die bereits angek�undigte Ersetzung vollzogen, und zwar andem Ergebnis aus (3.43):6 71 8 Æ 52 342Æ 6 7 = 12 6 71 8 ÆÆ 6 7 � 52 34 + 54 23 + 53 42 � == 12 � 2 � 25 348 1 + 45 238 1 + 35 428 1 � : (3.52)In (3.51) eingesetzt, liefert dies na
h dem Ankleben im zweiten Teils
hritt1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 = 8 5 � 25 348 1 + 45 238 1 + 35 428 1 � == 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 : (3.53)
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Wie wir sofort sehen, erhalten wir damit das Resultat von (3.47) erwartungsgem�ass wieder,aber nun auf einem anderen Wege. Diese Methode hat einige Vorteile gegen�uber der altenVorgehensweise. Im ersten S
hritt haben wir fr�uher die Linien amputiert, jetzt haben wirdiese ersetzt. Beide Operationen betrafen dieselben (im vorliegenden Fall zwei) Linien undder Aufwand war verglei
hbar. In beiden F�allen wurden Se
hs-Punkt-Graphen erzeugt, aberim ersten Fall die der zweiten Vertexordnung und im zweiten Fall die der dritten Ordnung.Diese Tatsa
he kommt bei der ans
hliessenden Anklebe-Operation zum Tragen, es ist n�amli
hwesentli
h lei
hter, zwei St�ummel dur
h eine Linie zu verbinden wie bei (3.53), als glei
h dreiSt�ummel 5,6 und 7 mit dem Graphen 1 675 zu verkleben, wie das bei (3.47) der Fall ist.Wir w�urden dabei ni
ht nur dur
h geringeren Aufwand gewinnen, sondern vor allem au
han �Ubersi
htli
hkeit. Dieser Umstand w�urde bei den n�a
hsten Ordnungen selbstverst�andli
hno
h deutli
her zu Tage treten.
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p p
1 #1.11=2(1;0;0;2)
2 #2.11=6(0;0;1;2) #2.21=4(1;1;0;2)
3 #3.11=4(0;2;0;2) #3.21=12(0;0;1;2) #3.31=4(1;1;0;2) #3.41=8(1;2;0;2) #3.51=8(2;0;0;2)#4.11=8(0;3;0;2) #4.21=4(0;1;0;2) #4.31=4(0;2;0;2) #4.41=12(0;1;1;2) #4.51=8(0;2;0;2)4 #4.61=24(0;1;1;2) #4.71=8(2;1;0;2) #4.81=8(2;0;0;2) #4.91=8(1;2;0;2)#4.101=2(1;1;0;1) #4.111=8(1;1;0;2) #4.121=12(1;0;1;2) #4.131=8(1;2;0;2)#4.141=16(2;1;0;2) #4.151=8(2;1;0;2) #4.161=16(3;0;0;2) #4.171=16(1;3;0;2)

Tabelle 4: Diagramme der Selbstenergie mit deren relativen Gewi
hten in der �4-Theoriebis zur vierten Vertexordnung. Im Vierer-Tupel (S;D; T ;N) sind S;D; T Zahlen der Selbst-,Doppel- und Tripel-Bindungen und N der Symmetriegrad.
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p p
1 #1:11(0;0;0;24)
2 #2:13=2(0;1;0;8)
3 #3:13=4(0;2;0;8) #3:23(0;1;0;4) #3:33=2(1;0;0;8)#4:13=8(0;3;0;8) #4:21(0;0;0;24) #4:33=2(0;2;0;4) #4:43=4(0;1;0;8)4 #4:53=2(0;2;0;4) #4:66(0;1;0;2) #4:73=2(0;2;0;4) #4:81=2(0;0;1;8) #4:93(1;0;0;4)#4:103=2(1;1;0;4) #4:113(1;1;0;2) #4:123=4(2;0;0;8) #4:133=4(1;1;0;8) #4:143=8(2;0;0;8)Tabelle 5: Diagramme der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion mit deren relativenGewi
hten in der �4-Theorie bis zur vierten Vertexordnung. Im Vierer-Tupel (S;D; T ;N)sind S;D; T Zahlen der Selbst-, Doppel- und Tripel-Bindungen entspre
hend, N ist derSymmetriegrad.



3.5. VIER-PUNKT-FUNKTIONEN: VON DER EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLEN ZUDER ZUSAMMENH�ANGENDEN593.5 Vier-Punkt-Funktionen: von der ein-Teil
hen-irreduziblen zu der zusammenh�angendenIm letzten Abs
hnitt gelang es uns bereits, die zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktionaus der Selbstenergie zu bestimmen. Ein entspre
hendes Vorgehen wird au
h bei den Vier-Punkt-Funktionen m�ogli
h sein. Die zusammenh�angende Vier-Punkt-Funktion erhalten wiraus der ein-Teil
hen-irreduziblen dadur
h, da� wir unmittelbar die De�nitionsglei
hung (3.3)verwenden. Mit den diagrammatis
hen Darstellungen (2.55) und (3.10) k�onnen wir diese na
hder Anklebevors
hrift (3.13) graphis
h illustrieren als12 34 = 12 34 : (3.54)Diese k�onnen wir mit den Reihendarstellungen (2.68) und (3.38) aber au
h f�ur jede Vertex-ordnung p s
hreiben:
12 34p = pXq=1 qXr=1 rXs=1 sXt=1 12 34ts�tr�s q�rp�q :(Rek. 6)Diese Glei
hung k�onnen wir unmittelbar anwenden, um z.B. die Graphen der dritten Vertex-ordnung zu bestimmen. Dabei verzi
hten wir aus Platzgr�unden auf die Indizierung unsererG
1234-Diagramme. Da die Symmetrie bez�ugli
h Permutation der Indizes unmittelbar einsi
h-tig ist, k�onnen wir das au
h getrost ma
hen, zumal hier das Ergebnis ni
ht etwa zur weiterenRekursion verwendet wird, wo die Indizierung vom Belang w�are. Zun�a
hst erhalten wir aus(Rek. 6) 3 = 300 00 + 4 200 01 + 4 100 02 + 6 110 01 : (3.55)Nun betra
hten wir jeden Summanden einzeln. So ergibt si
h der erste zu300 00 = 65 � 34 56 78 + 3 5 86 7 + 32 56 78 � 87 == 34 + 3 + 32 ; (3.56)wobei wir au
h auf die Symmetrisierung bzgl. der Indizes 5,6,7,8 verzi
htet haben, weil anjeden St�ummel die glei
he einfa
he Linie rangeklebt wurde. Alle diese Graphen sind selbst-verst�andli
h ein-Teil
hen-irreduzibel. Die von allen anderen Summanden stammenden Dia-gramme werden es ni
ht mehr sein. Im einzeln erhalten wir
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200 01 = 12 65 � 12 56 78 + 12 67 58 + 12 57 68 � 78 == 34 ; (3.57)

100 02 = 56 7 56 7 8 � 16 8 + 14 8 + 14 8 � == 16 + 14 + 14 ; (3.58)
110 01 = 12 � 12 6 5 56 78 78 = 14 : (3.59)Die Ergebnisse aus (3.56){(3.59) k�onnen wir nun mit Hilfe der Glei
hung (3.55) zusammen-fassen und erhalten dabei das folgende Resultat:3 = 34 + 3 + 32 + 3+ 23 + + + 32 :(3.60)Dieses Ergebnis entspri
ht genau dem, das wir im Kapitel �uber die zusammenh�angendenFunktionen gewinnen konnten (siehe dazu Tabelle 3 auf der Seite 36).3.6 Negative freie Energie W aus ein-Teil
hen-irredu-ziblen FunktionenAus der Dyson-Glei
hung (3.16) folgtG12 �G12 = Z34G13�34G42 : (3.61)Mit R12G�112 erweitert, ergibt si
h darausZ12(G12 �G12)G�112 = Z12�12G12 : (3.62)



3.6. NEGATIVE FREIE ENERGIEW AUS EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLEN FUNKTIONEN61Aus der Reihendarstellung (2.67) f�ur die Zwei-Punkt-Funktion G12 und mit der Tatsa
he,da� G(0)12 = G12 ist, k�onnen wir die folgende Reihendarstellung herleiten:G12 �G12 = 1Xp=1 G(p)12 : (3.63)Zus�atzli
h mit der St�orungsreihendarstellung f�ur�12 aus (3.37) k�onnen wir dann die folgendeRekursionsglei
hung mit p = 1; 2; 3; ::: aufstellen:Z12G(p)12 G�112 = pXq=1 Z12�(q)12 G(p�q)12 : (3.64)Mit der Identit�at (2.93) ergibt si
h dann daraus die endg�ultige Rekursionsglei
hung (f�urjedes p � 1) W (p) = 14p Z12�(q)12 G(p�q)12 ; (3.65)die wir au
h graphis
h illustrieren k�onnenp = 14p pXq=1 qp�q :(Rek. 7)Als Anwendungsbeispiel bere
hnen wir mit Hilfe von (Rek. 7) Vakuumdiagramme der drittenVertexordnung: 3 = 112 12 + 112 21 + 112 30 : (3.66)Mit den Graphen aus den Tabellen 2 und 4 ergeben si
h bei den einzelnen Summandenfolgende Diagramme:12 = 12 1 2 � 16 1 2 + 14 1 2 + 14 1 2 � == 112 + 18 + 18 ; (3.67)21 = 12 � 16 1 2 + 14 1 2 � 1 2 == 112 + 18 ; (3.68)



62 KAPITEL 3. EIN-TEILCHEN-IRREDUZIBLE FEYNMAN-DIAGRAMME30 == � 14 1 2 + 112 1 2 + 14 1 2 + 18 1 2 + 18 1 2 � 1 2= 14 + 13 + 18 + 18 : (3.69)Die Ergebnisse (3.67){(3.69) liefern uns na
h Einsetzen in die Glei
hung (3.66) das erw�uns
h-te Endresultat:3 = 148 + 124 + 132 + 148 ; (3.70)das wir au
h s
hon mit anderen Methoden in (2.89) erhielten.An dieser Stelle geben wir no
h eine Rekursion zur Bestimmung der Vakuumdiagramme an,und zwar diejenige, die von der Kenntnis der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktionausgeht. Dazu setzen wir in die Rekursionsglei
hung (Rek. 7) den Ausdru
k f�ur die Selbst-energie aus (Rek. 5) ein. Das f�uhrt auf die folgende graphis
he Rekursionsglei
hung:p+1 = 18(p+ 1) pXq=0 q p�q + 124(p+ 1) pXq=1 qXr=1 rXs=1 sXt=1 ts�tr�sq�rp�q :(Rek. 8)Die Glei
hung ist �aquivalent zur Rekursion (Rek. 3) auf der Seite 37 und k�onnte aus dieserau
h direkt mit Hilfe von (Rek. 6) hergeleitet werden.



Kapitel 4Tadpolelose Graphen
In diesem Kapitel werden zusammenh�angende und ein-Teil
hen-irreduzible Graphen behan-delt, die keine s
hleifenf�ormigen graphis
hen Elemente enthalten. Sol
he s
hleifenf�ormigenElemente werden unter dem Begri� der \Tadpole im erweiterten Sinne" zusammengefasst.Dazu geh�oren beispielsweise der bereits in der Einf�uhrung mit (1.13) de�nierte Tadpole imeigentli
hen Sinne , aber au
h die Graphen und u.s.w. Ausser-dem sollten au
h kompliziertere Graphen wie und sogar der Graph u.s.w.dur
h diesen Begri� miterfasst werden. Ber�u
ksi
htigen wir no
h die zu diesen Diagrammengeh�origen relativen Gewi
hte, so zeigt der Verglei
h mit den Graphen der zusammenh�angen-den Zwei-Punkt-Funktion, da� all diese von dem Graphen mit dem Gewi
ht 1=2 stam-men. Deshalb werden wir diesen in der Tat au
h s
hon als den Tadpole im erweiterten Sinne,oder au
h einfa
h nur als Tadpole, bezei
hnen.In der Quantenfeldtheorie mit massiven Teil
hen f�uhren sol
he Tadpoles ledigli
h zu impuls-unabh�angigen Massenkorrekturen. Da aber die Masse einen frei normierbaren Parameter dar-stellt, liefern uns diese Massenkorrekturen keine neue Information, d.h. die Tadpole-Beitr�agesind unerhebli
h. Ein Bli
k in die Tabellen 1 bis 5 zeigt aber, da� mehr als etwa die H�alftealler Graphen sol
he S
hleifen besitzt. Dur
h das Weglassen all dieser Graphen l�asst si
h alsoder Aufwand bei der Bere
hnung von Feynman-Diagrammen drastis
h reduzieren. Auf dieseWeise wurde in [27℄ die Renormierung der �4-Theorie bis zu f�unf S
hleifen und in der Arbeit[13℄ die Renormierung der Vakuumenergie zur selben Ordnung dur
hgef�uhrt. Wir werdennun in diesem Kapitel versu
hen, die Tadpole-Beitr�age dur
h eine Umde�nition des Mas-senterms in unserem urspr�ungli
hen Propagator G12 zu ber�u
ksi
htigen. Es wird uns dannau
h gelingen, ein ges
hlossenes eÆzientes Rekursionsglei
hungssystem f�ur die tadpolefreienGraphen herzuleiten (siehe die fr�uhere Arbeit [24℄).
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64 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHEN4.1 De�nition tadpoleloser FunktionenDer in der Vorbemerkung de�nierte Tadpole im erweiterten Sinne l�asst si
h mit Hilfe vonFunktionalen ausdr�u
ken als12 1 2 = � g2 Z34 V1234 G34 ; (4.1)was trivialerweise aus (2.55) mit der Anklebevors
hrift (2.58) ersi
htli
h wird. Da dieser Tad-pole gem�ass der S
hwinger-Dyson-Glei
hung (3.14) einen Beitrag zur Selbstenergie darstellt,liegt es nahe, eine neue Funktion einzuf�uhren, die der Selbstenergie mit dem abgezogenenTadpole entspri
ht. Diese neue Funktion nennen wir dann die tadpolelose Selbstenergie undbezei
hnen sie als ~�12. Per De�nition gilt demna
h f�ur diese~�12 � �12 + g2 Z34 V1234 G34 : (4.2)Bezei
hnen wir ferner diese neue Funktion graphis
h als~�12 � 1 2 ; (4.3)so l�asst si
h die Glei
hung (4.2) au
h diagrammatis
h darstellen als1 2 � 1 2 � 12 1 2 : (4.4)F�ur deren rekursive Auswertung werden wir sp�ater die zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion G12 ben�otigen. Diese wollen wir selbstverst�andli
h au
h in s
hleifenfreier Formerhalten. Andererseits brau
hen wir G12 f�ur die De�nition von ~�12 na
h (4.2) in einerunver�anderten Form. Diese beiden Umst�ande lassen si
h nur vereinigen, wenn wir G12als Funktion einer neuen Variable au�assen. Wir dr�u
ken diese also ni
ht mehr in Terminides freien Propagators G12 aus, sondern dur
h einen neuen Propagator ~G12. Dieser wirddiagrammatis
h z.B. als eine gewellte Linie dargestellt:~G12 � 1 2 : (4.5)Dieser neue Propagator sollte dur
h die Bedingung festgelegt werden, da� G12 = G12( ~G)keine Tadpoles enth�alt. Um dieser Vorgabe in voller Allgemeinheit gere
ht zu werden, sehenwir uns zuerst G12 = G12(G) aus dem letzten Kapitel etwas genauer an und s
hreiben dazudie Dyson-Glei
hung (3.19) in der folgenden Form aus:1 2 = 1 2 + 1 2 + 1 2 + ::: : (4.6)Dabei haben wir f�ur die volle Linie auf der re
hten Seite von (3.19) den Ausdru
k aus derlinken Seite eingesetzt, haben also die selbstkonsistente Glei
hung (3.19) ledigli
h ausge-s
hrieben. In der so ausgedr�u
kten Funktion G12 sind unter anderem die Graphen ,, u.s.w. enthalten. Hierbei sehen wir, da� die Tadpoles dur
h die



4.1. DEFINITION TADPOLELOSER FUNKTIONEN 65Verwendung der Selbstenergie � entstanden. Um diese tadpolebehafteten Diagramme vonvorn herein auszus
hliessen, ersetzen wir die Selbstenergie � �uberall dur
h die tadpolefreiSelbstenergie ~�. Den Ausdru
k f�ur die volle zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion inder neuen Variablen wollen wir na
h unserer Vorgabe nun wie folgt s
hreiben:1 2 = 1 2 + 1 2 + 1 2 + ::: ; (4.7)wobei wir hier die Anklebevors
hriftZ3 ~�13 ~G32 � 1 3 3 2 � 1 2 : (4.8)benutzten. Mit einer weiteren Anklebevors
hriftZ3 ~�13 G32 � 1 3 3 2 � 1 2 (4.9)k�onnen wir aus (4.7) nun eine weitere Dyson-Glei
hung herleiten:1 2 = 1 2 + 1 2 ; (4.10)die in der Funktionalspra
heG12 = ~G12 + Z34 ~G13 ~�34G42 (4.11)lautet. Es handelt si
h hierbei um die Dyson-Glei
hung f�ur die zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion in der tadpolelosen Formulierung.Nun k�onnen wir au
h die Frage na
h der funktionellen Form des Propagators ~G12 beant-worten. Das tun wir zuerst indirekt, indem wir deren funktionale Umkehrung ~G�112 mit derde�nierenden Eigens
haft Z3 ~G13 ~G�132 � Æ12 (4.12)genauer untersu
hen. Und dazu erweitern wir (4.11) mit R12 ~G�151 G�126 , was uns na
h (3.4)und (4.12) unmittelbar die Identit�at~G�112 = G�112 + ~�12 (4.13)liefert. Na
h Einsetzen der expliziten Form f�ur ~�12 aus (4.2) und wegen (3.9) gilt~G�112 = G�112 + g2 Z34 V1234 G34 : (4.14)Bem. Aus (4.2) und (4.14) sieht man, da� ~�12 und ~G�112 (und also au
h ~G12) bez�ugli
hder Indexpermutation symmetris
h sind.Erweitern wir die Glei
hung (4.14) mit R56G51 ~G26 , so stellen wir weiterhin die folgendeBeziehung fest: ~G12 = G12 � g2 Z3456G15 V5346 G34 ~G62 : (4.15)



66 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENUm die Aussage dieser wi
htigen Beziehung zu verdeutli
hen, s
hreiben wir diese Selbstkon-sistenzglei
hung diagrammatis
h aus in der Form1 2 = 1 2 + 12 1 2 + 14 1 2 + ::: : (4.16)Aus dieser Beziehung sehen wir explizit, da� die einfa
he Linie nur einen von vielen Beitr�agenzu der gewellten Linie darstellt, und zwar ist das deren einziger tadpolefreier Beitrag.An der De�nition der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion �1234 brau
ht ni
htsmehr ge�andert zu werden, es �andert si
h ledigli
h deren funktionelle Abh�angigkeit. In diesemKapitel betra
hten wir �1234 als Funktion der neuen Variablen ~G: �1234 = �1234[ ~G; V ℄. Umdiesen Umstand au
h graphis
h zum Ausdru
k zu bringen, benutzen wir f�ur deren diagram-matis
he Bezei
hnung in diesem Kapitel� �1234 � 12 34 ; (4.17)wobei wir deren St�ummel als kurze gewellte Linien bezei
hnen. Entspre
hend bezei
hnen wirin diesem Kapitel au
h den Vierer-Vertex gem�ass� g V1234 � 12 34 : (4.18)Da wir in diesem Kapitel mit gewellten Linien als graphis
hen Elementen arbeiten, werdenwir des weiteren au
h die Amputation einer sol
hen antre�en. Diese werden wir entspre
hendder zu (1.15) analogen RegelÆ ~G12Æ ~G34 � Æ 1 2Æ 3 4 = 12 f Æ13 Æ24 + Æ14 Æ23 g (4.19)auswerten.4.2 Bestimmungsglei
hungen f�ur tadpolelose Funktio-nenDie Bestimmungsglei
hung f�ur die tadpolelose Selbstenergie ~�12 k�onnen wir unmittelbarder S
hwinger-Dyson-Glei
hung (3.12) mit Hilfe der De�nitionsglei
hung (4.2) entnehmen:~�12 = g6 Z345678 V1345 G36G47G58 �6782 : (4.20)Diagrammatis
h l�asst si
h diese darstellen als1 2 = 16 1 2 : (4.21)Die dabei ben�otigte zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion G wird dur
h die bereitshergeleitete Dyson-Glei
hung (4.11) bestimmt, die graphis
h dur
h (4.10) dargestellt wird.Au
h die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion steht uns im Prinzip mit der Bestim-mungsglei
hung (3.35) aus dem letzten Kapitel zur Verf�ugung, enth�alt aber einen na
h dem



4.2. BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN F�UR TADPOLELOSE FUNKTIONEN 67Variablenwe
hsel ni
ht mehr wohlde�nierten Ausdru
k R567890 V1567 G58G69G70 Æ�8234=ÆG90 .Um au
h diesen Ableitungsterm in eine mit der neuen Variablenwahl vertr�agli
he Form zubringen, versu
hen wir, die Amputation der einfa
hen Linie dur
h die Amputation der ge-wellten Linie auszudr�u
ken. Dazu s
hreiben wir die folgende Relation an:Z34G13G24 ÆÆG34 = � ÆÆG�112 = � Z34 Æ ~G34ÆG�112 ÆÆ ~G34 ; (4.22)die im ersten S
hritt von (1.26) stammt und im zweiten die funktionale Kettenregel darstellt.F�uhren wir die Funktionalableitung der Glei
hung (4.12) na
h G�156 dur
h und erweitern dasErgebnis ans
hliessend mit R2 ~G24, so erhalten wirÆ ~G34ÆG�112 = � Z56 Æ ~G�156ÆG�112 ~G53 ~G64 : (4.23)Dann gilt also Z34G13G24 ÆÆG34 = Z3456 Æ ~G�156ÆG�112 ~G53 ~G64 ÆÆ ~G34 : (4.24)Mit dem Ausdru
k f�ur ~G�156 aus (4.14) stellen wir weiterhin fest, da� wegen (1.24) und (2.54)Æ ~G�156ÆG�112 = 12 � Æ15Æ26 + Æ16Æ25 	 � g4 Z78 V5678 G
7812 � g2 Z78 V5678 G71G82 (4.25)gilt. Das ergibt dann, in (4.24) eingesetzt und unter Verwendung von (3.3) umges
hrieben,die angestrebte UmformungsregelZ34G13G24 ÆÆG34 = Z34 ~G13 ~G24 ÆÆ ~G34 � g2 Z345678G13G24 V3456 ~G57 ~G68 ÆÆ ~G78+ g4 Z34567890�1�2G13G24 �3456 G57G68 V7890 ~G9�1 ~G0�2 ÆÆ ~G�1�2 : (4.26)Mit deren Hilfe l�asst si
h die Bestimmungsglei
hung f�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion (3.35) nun au
h wohlde�niert mit dem neuen Propagator ~G ums
hreiben:� �1234 = � g V1234+ g212 Z567890�1�2�3�4�5�6�7�8 V1567 G58G69G70 �90�1�2 G�1�3G�2�4 V�3�4�5�6 ~G�5�7 ~G�6�8 Æ�8234Æ ~G�7�8� g26 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G69G70 V90�1�2 ~G�1�3 ~G�2�4 Æ�8234Æ ~G�3�4 + g3 Z567890 V1567 G58 ~G69 ~G70 Æ�8234Æ ~G90+ g2 Z5678 V1256 G57G68�7834 + g2 Z5678 V1356 G57G68�7824 + g2 Z5678 V1456 G57G68�7823� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 � g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�903�1G�1�2��2248G85� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�904�1G�1�2��2238G85 : (4.27)



68 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENDiese Bestimmungsglei
hung l�asst si
h mit der Zusatzregel�g Z4 V1234 ~G45 � 12 34 4 5 � 12 3 5 (4.28)nat�urli
h au
h graphis
h illustrieren:12 34 = 12 34 + 112 1 567 Æ 52 34Æ 6 7 + 16 1 567 Æ 52 34Æ 6 7 + 13 1 675 Æ 52 34Æ 6 7+ 12 12 34 + 12 13 42 + 12 14 23+ 16 12 34 + 16 13 42 + 16 14 23 : (4.29)Mit (4.11), (4.20) und (4.27) steht uns nun ein ges
hlossenes Glei
hungssystem zur Be-stimmung tadpoleloser Graphen zur Verf�ugung (verglei
he au
h [24℄). Wie wir ans
hlies-send zeigen werden, sind die daraus zu generierenden Graphen in der Tat tadpolelos. Man�uberlegt si
h lei
ht, da� all diese in gewellten Linien ausgedr�u
kt sind. Es stellt si
h aberheraus, da� wir f�ur gewisse Fragestellungen eine Verglei
hbarkeit der tadpolelosen Diagram-me dieses Kapitels mit den Graphen des letzten Kapitels ben�otigen. Um eine unmittelbareVerglei
hbarkeit herzustellen, ist es sinnvoll, neue Funktionen einzuf�uhren, deren Graphenaus normalen Linien bestehen, aber die diagrammatis
he Struktur der tadpolelosen Gra-phen dieses Kapitels behalten. Dieselbe diagrammatis
he Struktur meint dabei die glei
henKnotenpunkte und Kanten, die diese verbinden. So hat z.B. der Graph dieselbediagrammatis
he Struktur, wie der Graph , und entspre
hend erh�altdie Struktur vom Graphen . Die neu de�nierten Funktionen wollen wir ��12 ; �G12und ��1234 nennen in Analogie zu den entspre
henden Funktionen ~�12 ; G12 und �1234 unddiese diagrammatis
h bezei
hnen als��12 � 1 2 ; �G12 � 1 2 ; ���1234 � 12 34 : (4.30)Diese neue Funktionen sollen dur
h die Forderung festgelegt werden, da� deren Bestim-mungsglei
hungen in gewisser Weise �ahnli
h den Glei
hungen (4.11), (4.20) und (4.27) sind.Dies ist erf�ullt, wenn wir in den letzten deren jeweilige Elemente ersetzen na
h der Vors
hrift~G12 7! G12 ; G12 7! �G12 ; ~�12 7! ��12 ; �1234 7! ��1234 ; (4.31)bzw. deren diagrammatis
hen Interpretationen na
h der Vors
hrift1 2 7! 1 2 ; 1 2 7! 1 2 ;1 2 7! 1 2 ; 12 34 7! 12 34 : (4.32)



4.3. REKURSIONEN F�UR DIE TADPOLEFREIEN FUNKTIONEN 69Mit diesen Vors
hriften erhalten wir aus dem Glei
hungssystem (4.10), (4.21), (4.29) einneues Glei
hungssystem zur Bestimmung der Funktionen ��12, �G12 und ��1234:1 2 = 1 2 + 1 2 ; (4.33)1 2 = 16 1 2 ; (4.34)
12 34 = 12 34 + 112 1 567 Æ 52 34Æ 6 7 + 16 1 567 Æ 52 34Æ 6 7 + 13 1 675 Æ 52 34Æ 6 7+ 12 12 34 + 12 13 42 + 12 14 23+ 16 12 34 + 16 13 42 + 16 14 23 : (4.35)Aus der Struktur dieses Glei
hungssystems sieht man unmittelbar, da� alle daraus zu bestim-menden Graphen aus einfa
hen Linien aufgebaut werden, denn die gewellten Linien kommenhier ni
ht vor. Die unmittelbare Verglei
hbarkeit dieser Graphen mit denen des letzten Ka-pitels ist also gesi
hert. Dies wird uns im n�a
hsten Abs
hnitt n�utzli
h sein, wenn wir unsder Frage zuwenden, ob na
h unserem Verfahren tats�a
hli
h au
h s
hon alle tadpolelosenGraphen generiert werden.4.3 Rekursionen f�ur die tadpolefreien FunktionenDie st�orungstheoretis
hen Ans�atze f�ur �1234 und G12 entnehmen wir den entspre
hendenGlei
hungen aus (2.67) und (3.37). F�ur die tadpolefreie Selbstenergie ma
hen wir einenanalogen Ansatz ~�12 � 1Xp=1 ~�(p)12 : (4.36)Die dazugeh�origen graphis
hen Interpretationen lauten dann f�ur ~�12 und �12341 2 = 1Xp=1 1 2p ; 12 34 = 1Xp=1 12 34p (4.37)und f�ur die Korrelationsfunktion G12 wie in (2.68). Mit diesen lassen si
h dann die Bestim-mungsglei
hungen (4.10), (4.21) und (4.29) in Rekursionsbeziehungen �uberf�uhren. Dur
hpassend erweiterte Anklebevors
hriften kann man diese als folgendes Glei
hungssystem mit



70 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENp = 1; 2; 3; ::: aufs
hreiben:1 20 = 1 2 ; 12 341 = 12 34 ;1 2p = 16 p�1Xq=1 qXr=1 rXs=1 1 2q�rp�q�1r�s s ;
1 2p = pXq=1 1 2q p�q ;

12 34p+1 = 13 pXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + 112 pXq=3 qXr=3 rXs=3 sXt=3 tXk=3 k�1Xn=2 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q Æ 52 34n�1Æ 6 7+ 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 1 567q�r r�sp�q Æ 52 34s�1Æ 6 7 + 12 pXq=1 qXr=1 12 34rp�qq�r + 12 pXq=1 qXr=1 14 23rp�qq�r+ 12 pXq=1 qXr=1 13 42rp�qq�r + 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 12 34t�k s�tkq�r r�sp�q+ 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 14 23t�k s�tkq�r r�sp�q + 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 13 42t�k s�tkq�r r�sp�q :(Rek. 9)Beh.5. Die na
h dieser Rekursion konstruierten Graphen der tadpolelosen ein-Teil
hen-irreduziblen Zwei- und Vier-Punkt-Funktion und der Paar-Korrelationsfunktion ent-halten keine Tadpoles.Beweisidee:Tadpoles entstehen dur
h das Verbinden zweier St�ummel ein und denselben Vertex dur
hirgendwel
he Zwei-Punkt-Funktionsgraphen. Sol
he Verbindungen kommen weder in der Re-kursion der Selbstenergie no
h in der f�ur die zusammenh�angende Zwei-Punkt-Funktion vor.In der Tat ist das bereits na
h deren Konstruktion vorgegeben. Aber au
h bei der Rekursionder ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion �1234 sind sol
he Tadpole-erzeugendenTerme ni
ht vorhanden. �Ubrigens waren diese in der entspre
hender Rekursion f�ur �1234 aus(Rek. 5) aber au
h s
hon ni
ht dabei, dort wurden die Tadpoles dur
h die tadpolebehafteten



4.3. REKURSIONEN F�UR DIE TADPOLEFREIEN FUNKTIONEN 71Zwei-Punkt-Graphen hervorgerufen. Jetzt sind au
h diese tadpolefrei, wie wir es eben festge-stellt haben. Beweiste
hnis
h heisst dies, da� wir beim Induktionss
hritt bei keiner Ordnungdie Gefahr eingehen, einen Tadpole zu bekommen.Somit sind wir au
h s
hon fertig.Nebenbei bemerkt sind die Graphen der ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen au
h hier irre-duzibel, was na
h Bedarf in v�olliger Analogie zum vorhergehenden Kapitel bewiesen werdenkann.Eine interessantere und wi
htigere Frage ist aber, ob au
h s
hon alle tadpolefreie Graphenvon (Rek. 9) geliefert werden. Angenommen (Rek. 9) w�urde uns ni
ht alle tadpolefreie Dia-gramme liefern, so k�onnten wir die fehlenden Beitr�age aus keinen sonstigen �Uberlegungenwiedergewinnen. Dabei w�urde wi
htige Information verloren gehen. Es wird si
h aber her-ausstellen, da� unsere Bef�ur
htungen unbegr�undet sind und (Rek. 9) tats�a
hli
h s
hon alleuns interessierenden tadpolelosen Diagramme liefert. Dies formulieren wir zuerst als eineBehauptung:Beh.6. Das Glei
hungssystem (Rek. 9) liefert bereits alle tadpolefreien Graphen derFunktionen �12, G12 und �1234.Um das zu sehen, m�ussen wir jedo
h die tadpolefreien Graphen aus (Rek. 9) mit allen aus(Rek. 5) stammenden unmittelbar verglei
hen k�onnen. Dazu m�ussen wir (Rek. 9) passendumformulieren und verwenden dazu unser Glei
hungssystem (4.33){(4.35). Mit entspre
hen-den st�orungstheoretis
hen Ans�atzen l�asst si
h dieses in ein rekursives Glei
hungssystem mitden Anfangswerten 1 20 = 1 2 ; 12 341 = 12 34 (4.38)�uberf�uhren: 1 2p = 16 p�1Xq=1 qXr=1 rXs=1 1 2q�rp�q�1r�s s ; (4.39)1 2p = pXq=1 1 2q p�q ; (4.40)
12 34p+1 = 13 pXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + 112 pXq=3 qXr=3 rXs=3 sXt=3 tXk=3 k�1Xn=2 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q Æ 52 34n�1Æ 6 7+ 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 1 567q�r r�sp�q Æ 52 34s�1Æ 6 7 + 12 pXq=1 qXr=1 12 34rp�qq�r + 12 pXq=1 qXr=1 14 23rp�qq�r+ 12 pXq=1 qXr=1 13 42rp�qq�r + 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 12 34t�k s�tkq�r r�sp�q
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+ 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 14 23t�k s�tkq�r r�sp�q + 16 pXq=2 qXr=2 rXs=2 s�1Xt=1 t�1Xk=0 13 42t�k s�tkq�r r�sp�q : (4.41)O�ensi
htli
h haben die na
h diesen Rekursionen konstruierten Graphen dieselbe diagram-matis
he Struktur wie die entspre
henden Graphen aus (Rek. 9). Davon kann man si
h au
hanhand niederer Ordnungen �uberzeugen, was gegebenenfalls dem Leser �uberlassen sei. Mitden Rekursionen (4.38){(4.41) k�onnen wir dann unsere Behauptung Beh.6 �aquivalent um-formulieren:Beh.6'. Die Funktionen ��12, �G12 und ��1234 beinhalten alle tadpolefreie Beitr�age von�12, G12 und �1234.Dies werden wir beweisen, indem wir zeigen, da� alle Graphen, die den Unters
hied zwi-s
hen (Rek. 5) und (4.38){(4.41) ausma
hen, zwangsl�au�g mindestens einen Tadpole enthal-ten. Diesen Unters
hied werden wir nun desweiteren untersu
hen und betra
hten dazu dieentspre
henden Di�erenzen��12 � �12 � ��12 ; �G12 � G12 � �G12 ; ��1234 � �1234 � ��1234 : (4.42)Diagrammatis
h werden diese bezei
hnet als��12 � 1 2 ; �G12 � 1 2 ; ���1234 � 12 34 : (4.43)Die Glei
hungen (4.42) stellen wir dann mit Hilfe folgender Zerlegungen dar:1 2 = 1 2 + 1 2 ; 1 2 = 1 2 + 1 2 ;12 34 = 12 34 + 12 34 : (4.44)Die Di�erenzen kann man si
h nat�urli
h au
h in Reihen zerlegt denken und die Beziehungen(4.44) au
h f�ur jede Ordnung �aquivalent aufs
hreiben. Dabei werden alle Anklebevors
hriftenin v�olliger Analogie zu fr�uheren auf diese neuen Objekte ausgeweitet. An dieser Stelle f�uhrenwir no
h zwei weitere n�utzli
he Funktionen ein: ��01234 , die f�ur die ein-Teil
hen-irreduzibleVier-Punkt-Funktion mit nur einem Tadpole stehen soll und ��001234 f�ur diejenige mit zweioder mehr Tadpoles. Diese bekommen au
h ihre entspre
hende Bezei
hnungen:���01234 � 12 34 ; ���001234 � 12 34 : (4.45)Deren p-te Vertexordnungen sollten dementspre
hend dargestellt werden. F�ur den Beweisder Behauptung Beh.6' werden wir von einer wi
htigen 
harakteristis
hen Eigens
haft derFunktion ��01234 Gebrau
h ma
hen. Diese lautet:(*).Die irreduzible Vier-Punkt-Funktion mit nur einem Tadpole, als ��01234 bezei
hnet,kann aus der tadpolefreien Funktion ��1234 gewonnen werden, indem deren Linien aufallen m�ogli
hen Wegen dur
h den Tadpolegraphen (im erweiterten Sinne) mit
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ht 1/2 ersetzt werden. Praktis
h wird das errei
ht dur
h eine Linienamputa-tion an den tadpolefreien Graphen von ��1234 und das S
hliessen der entstandenen L�u
kedur
h den obigen Graphen, also wie folgt:��01234 = � g2 Z567890G56 V5678 G79G80 Æ��1234ÆG90 : (4.46)Da� alle darin enthaltene Graphen ein-Teil
hen-irreduzibel sind und genau einen Tadpoletragen, erkennt man uns
hwer. Man �uberzeugt si
h au
h lei
ht, da� dadur
h s
hon alleGraphen dieser Art erfasst sind.(**).Dur
h das Verbinden eines tadpolebehafteten Graphen mit einem anderen entsteht wie-derum ein tadpolebehafteter Graph.Das ist ohne weiteres klar.Nun sind wir in der Lage, die oben formulierte Behauptung Beh.6' dur
h die vollst�andigeInduktion zu beweisen.Beweis der BehauptungInduktionsanfang:Die Anfangsbedingungen aus (4.38) sind denen aus (Rek. 5) identis
h, erf�ullen also unsereBehauptung trivialerweise.Induktionsvoraussetzung:Die Aussage der Behauptung sei erf�ullt f�ur ��12 und �G12 f�ur alle Rekursionsordnungen biszur (p�1)-ten und f�ur ��1234 bis zur p-ten eins
hliessli
h. D.h. alle Graphen von Di�erenzen��(q)12 ; �G(q)12 und ��(q+1)1234 seien tadpolebehaftet f�ur q = 1; 2; :::; p�1.Induktionss
hritt f�ur ��12:Wir zeigen, da� ��(p)12 s
hon manifest tadpolebehaftet ist. Diese Ordnung der Di�erenzlautet na
h (Rek. 5) und (4.39)1 2p � 1 2p = 12 1 2p�1
+ 16 p�1Xq=1 qXr=1 rXs=1 � 1 2q�rp�q�1r�s s + 1 2q�rp�q�1r�s s + 1 2q�rp�q�1r�s s + 1 2q�rp�q�1r�s s � ;(4.47)was wir dur
h sukzessives Anwenden der Zerlegung (4.44) bekommen konnten. Der ersteTerm ist der Tadpole selbst. Alle anderen Terme beinhalten als deren Strukturelementel oder l mit jeweils l < p . Diese sind aber na
h Induktionsvoraussetzung tadpo-lebehaftet (bzw. wie beim Induktionsanfang au
h s
hon leer) und ma
hen die letzten vierTerme wegen (**) au
h zu sol
hen, was s
hon den Induktionss
hritt f�ur ��12 beweist.Induktionss
hritt f�ur �G12:Au
h hier werden wir zeigen, da� �G(p)12 nur tadpolebehaftete Graphen enthalten kann und



74 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENstellen dazu diese Ordnung der Di�erenz na
h (Rek. 5) und (4.40) dar als1 2p � 1 2p = pXq=1 � 1 2q p�q + 1 2q p�q � : (4.48)Wie man au
h hier uns
hwer erkennt, enthalten beide Summanden ledigli
h tadpolebehaf-tete Graphen, so da� wir au
h hier s
hon fertig sind.Induktionss
hritt f�ur ��1234:Zuerst betra
hten wir die Di�erenz rp�qq�r { rp�qq�r und zeigen, da� diese manifest tad-polebehaftet ist. Mit Hilfe von (4.44) sukzessive ausgewertet, lautet diese Di�erenzrp�qq�r � rp�qq�r = rp�qq�r + rp�qq�r + rp�qq�r : (4.49)Alle drei Summanden auf der re
hten Seite der Glei
hung sind tadpolebehaftet aufgrundvon Argumenten, die wir s
hon bei dem Induktionss
hritt f�ur ��12 angef�uhrt haben. Analogdazu argumentieren wir au
h bei den letzten drei Termen der Rekursionen f�ur �1234 und��1234 in (Rek. 5) und (4.41).Es bleibt also nur no
h, die Ableitungsterme zu untersu
hen. Dazu teilen wir ��(q)1234 f�urq = 1; 2; :::; p, von dem wir bereits na
h Induktionsvoraussetzung wissen, da� er nur aus tad-polbehafteten Graphen besteht, in zwei Gruppen auf. Die erste Gruppe besteht aus Graphenmit nur einem Tadpole, unter ��0(q)1234 zusammengefasst, und die zweite aus allen anderentadpolebehafteten (also mit zwei oder mehr Tadpoles) Vier-Punkt-Graphen, zusammenge-fasst unter ��00(q)1234 . Mit dieser bereits in (4.45) angek�undigten Teilung erhalten wir letzli
hdie Zerlegung �(q)1234 = ��(q)1234 +��0(q)1234 +��00(q)1234 . Der Ableitungsterm aus (Rek. 5) l�asst si
hdann darstellen als1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 = 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 :(4.50)Bei dem ersten Term entstehen dur
h die Amputation und ans
hliessendes Verkleben derdadur
h entstandenen L�u
ke keine Tadpoles, die einzige Quelle f�ur diese ist hier also dieLinie p�q selbst. Deren tadpolebehaftete Anteile lassen si
h jedo
h problemlos abspalten.Bei dem letzten Term werden Graphen mit zwei oder mehreren Tadpols amputiert. Diesebehalten na
h einmaliger Amputation immer no
h mindestens einen Tadpole und deswegenist der letzte Term von (4.50) wegen der Bemerkung (**) manifest tadpolebehaftet. (***)Bei dem zweiten Term aus (4.50), der die Graphen mit einem einzigen Tadpole behandelt,l�asst si
h leider keine allgemeine Aussage bez�ugli
h deren Tadpolefreiheit tre�en, denn esgilt z.B.1 675 ÆÆ 6 7 � 52 34 � = 1 23 4 + 2 13 4 + 1 24 3 + 2 143 :



4.3. REKURSIONEN F�UR DIE TADPOLEFREIEN FUNKTIONEN 75Die ersten drei Graphen sind o�ensi
htli
h tadpolebehaftet, w�ahrend der letzte tadpolefreiist. Hier sehen wir s
hon, da� wir den zweiten Summanden aus (4.50) etwas genauer untersu-
hen sollten. Dazu ber�u
ksi
htigen wir die Bemerkung (*) mit der expliziten Darstellung derVier-Punkt-Funktion mit nur einem Tadpole (4.46). Mit dieser Form �nden wir die folgendeBeziehung: Z78G57G68 Æ��01234ÆG78 = g2 Z7890�1�2 ÆG78ÆG�156 V7890 G9�1G0�2 Æ��1234ÆG�1�2� g Z7890�1�2G57G68V790�1G90G�1�2 Æ��1234ÆG�28 � g2 Z7890�1�2�3�4G57G68 Æ2��1234ÆG78ÆG90 G9�1G0�2 V�1�2�3�4 G�3�4 :Den Ausdru
k ÆG78=ÆG�156 k�onnen wir na
h (2.54) auswerten und mit (3.3) umformulieren.Das ergibt dann na
h einer kurzen Re
hnungZ567890 V1567 G58G69G70 Æ��08234ÆG90 = � g2 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G69G70 V90�1�2 G�1�3G�2�4 Æ��8234ÆG�3�4+ g4 Z567890�1�2�3�4�5�6�7�8 V1567 G58G69G70 �90�1�2 G�1�3G�2�4 V�3�4�5�6 G�5�7G�6�8 Æ��8234ÆG�7�8� g2 Z567890�1�2�3�4�5�6 V1567 G58G69G70 Æ2��8234ÆG90ÆG�1�2 G�1�3G�2�4 V�3�4�5�6 G�5�6� g Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G69G70 V0�1�2�3 G�1�2G�3�4 Æ��8234ÆG�49 : (4.51)Um etwas �Ubersi
ht zu vers
ha�en, illustrieren wir diese Glei
hung diagrammatis
h:1 675 Æ52 34Æ 6 7 = 14 1 567 Æ52 34Æ 6 7 + 12 1 567 Æ52 34Æ 6 7 + 1 567 Æ52 34Æ 6 7+ 12 1 675 Æ2 52 34Æ 6 7 Æ 8 9 98 : (4.52)Diese k�onnen wir nat�urli
h au
h in Form einer Rekursionsglei
hung aufs
hreiben alspXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 = 14 pXq=3 qXr=3 rXs=3 sXt=3 tXk=3 k�1Xn=2 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q Æ 52 34n�1Æ 6 7+ 12 pXq=2 qXr=2 rXs=2 1 567q�r r�sp�q Æ 52 34s�1Æ 6 7 + pXq=2 qXr=2 1 567p�qq�r Æ 52 34r�1Æ 6 7+ 12 pXq=2 qXr=2 1 675p�q Æ2 52 34r�1Æ 6 7 Æ 8 9 q�r98 : (4.53)



76 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENMit diesem Ergebnis k�onnen wir uns der Frage na
h der Diferenz der Ableitungsterme aus(Rek. 5) und (4.41) zuwenden. Diese ergibt si
h dur
h sukzessive Anwendung der Trennungs-vors
hrift (4.44) und mit Hilfe (4.50) zupXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 � pXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 � 12 pXq=2 qXr=2 rXs=2 1 567q�r r�sp�q Æ 52 34s�1Æ 6 7� 14 pXq=3 qXr=3 rXs=3 sXt=3 tXk=3 k�1Xn=2 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q Æ 52 34n�1Æ 6 7 =
= pXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + pXq=1 1 675p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + pXq=2 qXr=2 1 567p�qq�r Æ 52 34r�1Æ 6 7+ 12 pXq=2 qXr=2 rXs=2 � 1 567q�r r�sp�q + 1 567q�r r�sp�q + 1 567q�r r�sp�q � Æ 52 34s�1Æ 6 7+ 14 pXq=3 qXr=3 rXs=3 sXt=3 tXk=3 k�1Xn=2 � 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q + 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q + 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q + 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q

+ 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q + 1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q � Æ 52 34n�1Æ 6 7 + 12 pXq=2 qXr=2 1 675p�q Æ2 52 34r�1Æ 6 7 Æ 8 9 98 q�r :Daraus kann man lei
ht sehen, da� in diesem Ausdru
k jeder einzelne Term vom tadpole-behafteten Charakter ist. Den zweiten Term auf der re
hten Seite der Glei
hung haben wirbereits betra
htet und festgestellt, da� er aus lauter tadpolebehafteten Diagrammen besteht(siehe dazu (***)). Der dritte und der letzte Terme enthalten Tadpoles sogar in expliziterForm und sind demna
h wegen (**) tadpolebehaftet. Alle anderen Terme beinhalten in dereinen oder anderen Form die Teilgraphen l oder l mit jeweils l < p , die na
hInduktionsvoraussetzung tadpolebehaftet (oder sogar leer) sind. Demna
h ist au
h die Di�e-renz der Ableitungsterme von (Rek. 5) und (4.41) manifest tadpolebehaftet und das beweistletztli
h unsere Aussage.4.4 Erzeugung der tadpolelosen GraphenUm einzusehen, wie aus (Rek. 9) in der Praxis alle tadpolefreien Graphen der zusammen-h�angenden Zwei-Punkt-Funktion sowie au
h der ein-Teil
hen-irreduziblen Zwei- und Vier-



4.4. ERZEUGUNG DER TADPOLELOSEN GRAPHEN 77Punkt-Funktion zu bestimmen sind, re
hnen wir die erster Beitr�age explizit aus. F�ur ~�(1)12ergibt si
h aus (Rek. 9) entspre
hend der Summenkonvention das im folgenden sehr wi
htigeErgebnis: 1 21 = 0 : (4.54)Eine unmittelbare Folge daraus ist das Ergebnis f�ur G(1)12 :1 21 = 0 ; (4.55)was ja letztli
h f�ur die drastis
he Reduzierung der Graphenzahl verantwortli
h ist. ZurBere
hnung der zweiten Vertexordnung der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion�(2)1234 bemerken wir zuerst, da� in v�olliger Analogie zur Glei
hung (3.42)ÆÆ 6 7 52 341 = 0 (4.56)gilt. Somit erhalten wir na
h (Rek. 9)12 342 = 12 12 34100 + 12 14 23100 + 12 13 42100 == 12 12 34 + 12 14 23 + 12 13 42 : (4.57)Jetzt bere
hnen wir no
h Beitr�age der n�a
hsth�oheren Ordnung. So ergibt si
h ~�(2)12 zu1 22 = 16 1 2000 1 = 16 1 2 (4.58)und der mit Hilfe (4.54) daraus resultierende Beitrag G(2)12 als1 22 = 1 22 0 = 16 1 2 : (4.59)F�ur �(3)1234 ergibt si
h aus (Rek. 9) unter Ber�u
ksi
htigung der Resultate aus (4.55) und(4.56) die folgende Form:
12 343 = 13 1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 + 12 � 12 34200 + 14 23200 + 13 42200 �

+ 16 � 12 341 100 00 + 14 231 100 00 + 13 421 100 00 � : (4.60)In dem ersten Term auf der re
hten Seite werden wir keine explizite Linienamputationdur
hf�uhren, sondern ledigli
h eine Linienersetzung, wie wir das s
hon im letzten Kapitelauf der Seite 55 alternativ vorges
hlagen haben. Das k�onnen wir tun, denn au
h hier wird
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h eine gewellte anstatt einer einfa
hen) entfernt und die entstandeneL�u
ke ans
hliessend mit dem Blo
k abgedi
htet. Der erste Summand in (4.60) istna
h diesem Plan aufzufassen als1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 = 8 50 ( 6 71 8 Æ 52 342Æ 6 7 ) : (4.61)Mit dem Ersetzungsterm6 71 8 Æ 52 342Æ 6 7 = 12 6 71 8 ÆÆ 6 7 � 52 34 + 54 23 + 53 42 � == 12 � 2 � 25 348 1 + 45 238 1 + 35 428 1 � (4.62)erhalten wir dann na
h dem Verkleben der St�ummel 5 und 8 dur
h eine Linie1 6750 Æ 52 342Æ 6 7 = 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 : (4.63)Die anderen Summanden von (4.60) ergeben si
h wie folgt:12 34200 = 12 12 65 � 56 34 + 54 63 + 53 46 � == 12 12 34 + 4 31 2 ; (4.64)
12 341 100 00 = 1 23 4 : (4.65)Alle anderen Beitr�age zu (4.60) unters
heiden si
h von den gerade betra
hteten nur dur
h de-ren Indizierung und k�onnen deshalb analog zu diesen ausgewertet werden. Zusammenfassendergibt si
h nun das folgende Ergebnis:12 343 = 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 �+ 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 � : (4.66)Um die n�a
hsth�ohere Ordnung der tadpolelosen Selbstenergie zu bere
hnen, ma
hen wir



4.4. ERZEUGUNG DER TADPOLELOSEN GRAPHEN 79Gebrau
h von den Ergebnissen aus (4.51) und (4.57). Mit diesen ergibt si
h dann1 23 = 16 1 2000 2 == 16 � 12 1 453 � 54 32 + 35 42 + 43 52 � = 14 1 2 : (4.67)Na
h (4.54) und (4.55) ergibt si
h daraus G(3)12 zu1 23 = 1 23 0 = 14 1 2 : (4.68)Wir werden an dieser Stelle keine weiteren Graphen erzeugen, bemerken aber, da� zur Erzeu-gung der �1234-Graphen bei h�oheren Ordnungen au
h die beiden weiteren Ableitungstermevon (Rek. 9) herangezogen werden m�ussen. Es sei hier darauf hingewiesen, da� es si
h au
hbei diesen ni
ht lohnt, die Linienamputation explizit auszuf�uhren, statt dessen ersetze mandie jeweiligen Linien. Die Ableitungsterme werden dabei wie folgt interpretiert:1 567q�r r�sp�q Æ 52 34s�1Æ 6 7 = 1 895p�qr�sq�r ( 6 79 8 Æ 52 34s�1Æ 6 7 ) ; (4.69)1 567k�nt�ks�t r�sq�rp�q Æ 52 34n�1Æ 6 7 = 1 589t�k r�sp�qq�rs�tk�n ( 6 79 8 Æ 52 34n�1Æ 6 7 ) : (4.70)Die Resultate (4.54), (4.58) und (4.67) werden in der na
hfolgenden Tabelle 6 pr�asentiert, dieaus (4.55), (4.59), (4.68) und aus (4.57), (4.66) entspre
hend in den Tabellen 7 und 8. Dortwerden au
h die Ergebnisse der zwei weiteren Ordnungen dargestellt. Dieselben Diagrammewurden au
h s
hon in [27℄ und in der Diplomarbeit [26℄ bestimmt, dort wurden sie allerdingsaus allen bekannten zusammenh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen herausgesu
ht.In diesen Arbeiten �ndet man ausserdem no
h 124 weitere Diagramme der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion von der se
hsten Vertexordnung, die wir in der Tabelle 6aus Platzgr�unden ni
ht angeben.
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p p1 0
2 #2.11=6(0;1;2)
3 #3.11=4(2;0;2)
4 #4.11=8(3;0;2) #4.21=4(1;0;2) #4.31=4(2;0;2) #4.41=12(1;1;2)#5.11=16(4;0;2) #5.21=6(0;0;2) #5.31=2(2;0;1) #5.41=2(1;0;2)5 #5.51=4(3;0;1) #5.61=4(2;0;1) #5.71=4(2;0;2) #5.81=8(2;0;2)#5.91=8(3;0;2) #5.101=6(1;1;1) #5.111=24(2;1;2)Tabelle 6: Diagramme der tadpolefreien Selbstenergie mit deren relativen Gewi
hten in der�4-Theorie bis zur f�unften Vertexordnung. Im Dreier-Tupel (D; T ;N) sind D, T Zahlen derDoppel- und Tripel-Bindungen, N ist der Symmetriegrad.
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0 #0.11(0;0;2)1 02 #2.11=6(0;1;2)
3 #3.11=4(2;0;2)
4 #4.11=8(3;0;2) #4.21=4(1;0;2)#4.31=4(2;0;2) #4.41=12(1;1;2) #4.51=36(0;2;2)#5.11=16(4;0;2) #5.21=6(0;0;2) #5.31=2(2;0;1) #5.41=2(1;0;2)5 #5.51=4(3;0;1) #5.61=4(2;0;1) #5.71=4(2;0;2) #5.81=8(2;0;2)#5.91=8(3;0;2) #5.101=6(1;1;1) #5.111=24(2;1;2) #5.121=12(2;1;1)Tabelle 7: Diagramme der tadpolefreien zusammenh�angenden Zwei-Punkt-Funktion mit de-ren relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur f�unften Vertexordnung. Im Dreier-Tupel(D; T ;N) sind D, T Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen, N ist der Symmetriegrad.
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p p
1 #1.11(0;0;24)
2 #2.13=2(1;0;8)
3 #3.13=4(2;0;8) #3.23(1;0;4)
4 #4.13=8(3;0;8) #4.21(0;0;24) #4.33=2(2;0;4) #4.43=4(1;0;8)#4.53=2(2;0;4) #4.66(1;0;2) #4.73=2(2;0;4) #4.81=2(0;1;8)#5.13=16(4;0;8) #5.23(0;0;8) #5.36(1;0;2) #5.43=4(2;0;4)5 #5.53(2;0;2) #5.63=4(3;0;4) #5.73=4(2;0;8) #5.83=4(3;0;4)#5.93=8(2;0;8) #5.103=2(1;0;8) #5.113=2(1;0;4) #5.126(1;0;2)
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#5.133(2;0;2) #5.143=2(2;0;4) #5.153=4(3;0;4) #5.166(1;0;2)5 #5.173(2;0;2) #5.183=2(2;0;4) #5.193(0;0;4) #5.206(2;0;2)#5.213=2(3;0;4) #5.223=2(2;0;4) #5.231=2(1;1;4) #5.241(1;1;2)#5.251(0;1;4) #5.263=4(2;0;8)Tabelle 8: Diagramme der tadpolefreien ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion mitderen relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur f�unften Vertexordnung. Im Dreier-Tupel(D; T ;N) sindD und T Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen,N ist der Symmetriegrad.



84 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHEN4.5 Tadpolelose VakuumdiagrammeIn diesem Abs
hnitt su
hen wir na
h einer modi�zierten Form der freien Energie, bei derenGraphen keine Tadpoles explizit vorkommen. Anders als bei der ein-Teil
hen-irreduziblenVier-Punkt-Funktion k�onnen wir diese Form ni
ht dur
h einen einfa
hen Variablenwe
hselerrei
hen. De�nieren wir aber eine neue Funktion ~W = ~W [ ~G; V ℄ dur
h die Forderung~W � W � g8 Z1234G12 V1234 G34 ; (4.71)so werden wir feststellen, da� deren Graphen s
hon alle tadpolefreie Vakuumdiagrammedarstellen. Die Funktion ~W bezei
hnen wir deswegen als die tadpolelose freie Energie. Zubemerken sei zun�a
hst, da� dies nur eine Feststellung ist, die keiner einfa
hen �Uberlegungzu entnehmen ist. So s
heint z.B. die Vorzei
henwahl in der Glei
hung (4.71) ni
ht zwingendlogis
h zu sein. Wir versu
hen nun, eine Rekursion f�ur die Funktion ~W zu �nden. Dazus
hreiben wir zuerst die unmittelbar aus (4.71) folgende Glei
hungZ3 ~G�113 Æ ~WÆ ~G�132 = Z3 ~G�113 ÆWÆ ~G�132 � g4 Z34567 ~G�113 ÆG45Æ ~G�132 V4567 G67 (4.72)an. Den ersten Summanden betra
hten wir etwas eingehender und verwenden dazu die funk-tionale Kettenregel ÆÆ ~G12 = Z34 ÆG34Æ ~G12 ÆÆG34 : (4.73)Mit dieser ergibt si
h unter Ber�u
ksi
htigung der Relation (2.51)Z3 ~G�113 ÆWÆ ~G�132 = � 12 Z345 ~G�113 ÆG�145Æ ~G�132 G45 : (4.74)Erinnern wir uns no
h an die Glei
hung (4.14), so k�onnen wir daf�ur au
hZ3 ~G�113 ÆWÆ ~G�132 = � 12 Z3 ~G�113 G32 + g4 Z34567 ~G�113 ÆG45Æ ~G�132 V4567 G67 (4.75)s
hreiben. In (4.72) eingesetzt, liefert uns das die folgende Relation:Z3 ~G�113 Æ ~WÆ ~G�132 = � 12 Æ12 � 12 Z3 ~�13 G32 ; (4.76)wobei wir no
h f�ur dieses Resultat die Zerlegung (4.13) verwendet haben. Unter Ber�u
ksi
h-tigung der S
hwinger-Dyson-Glei
hung (4.20) l�asst si
h (4.76) zu einer �aquivalenten Formums
hreiben:Z3 ~G�113 Æ ~WÆ ~G�132 = � 12 Æ12 � g12 Z3456789 V1456 G47G58G69 �7893 G32 : (4.77)



4.5. TADPOLELOSE VAKUUMDIAGRAMME 85Als n�a
hstes betra
hten wir den Speziallfall mit g = 0 und ~W = ~W (0). Damit reduziert si
hdie Glei
hung (4.77) zu Z3 ~G�113 Æ ~W (0)Æ ~G�132 = � 12 Æ12 : (4.78)Deren L�osung �nden wir in Analogie zur bereits in (2.8) angegeben L�osung des Problems(2.7), und diese ist bis auf eine additive Konstante gegeben dur
h~W (0) = � 12 Tr ln ~G�1 ; (4.79)wobei wir hier no
h die abk�urzende S
hreibweiseTr ln ~G�1 � � 1Xn=1 1n Z1:::n(Æ12 � ~G�112 ):::(Æn�1;n � ~G�1n�1;n)(Æn1 � ~G�1n1 ) (4.80)verwandten. Diese L�osung kann au
h graphis
h dargestellt werden:~W (0) � 12 : (4.81)Mit der Reihendarstellung~G12 = Æ12 + (Æ12 � ~G�112 ) + 1Xn=3 Z3:::n(Æ13 � ~G�113 ):::(Æn�1;n � ~G�1n�1;n)(Æn2 � ~G�1n2 ) (4.82)ergibt si
h weiterhin Æ ~W (0)Æ ~G�112 = � 12 ~G12 ; (4.83)woraus unmittelbar (4.78) folgt. F�ur den allgemeinen Fall zerlegen wir die tadpolelose freieEnergie ~W entspre
hend der Glei
hung~W = ~W (0) + ~W (int) : (4.84)F�ur den We
hselwirkungsanteil der tadpolelosen freien Energie ~W (int) l�asst si
h aus (4.77)na
h Erweitern mit R12G�112 die folgende Bestimmungsglei
hung angeben:Z12 ~G12 Æ ~W (int)Æ ~G12 = g12 Z12345678 V1234 G15G26G37G48 �5678 : (4.85)Dabei haben wir no
h von der UmformungÆÆ ~G�112 = � Z34 ~G13 ~G24 ÆÆ ~G34 (4.86)Gebrau
h gema
ht, die wir in v�olliger Analogie zu (1.26) herleiten k�onnen. Mit einer weiterendiagrammatis
hen Darstellung ~W (int) � (4.87)



86 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENl�asst si
h die Bestimmungsglei
hung (4.85) graphis
h illustrieren als12 ÆÆ 1 2 = 112 : (4.88)Um diese Glei
hung st�orungstheoretis
h zu l�osen, s
hreiben wir die St�orungsreihe~W (int) = 1Xp=1 ~W (p) (4.89)und die dazugeh�orige graphis
he Darstellung= 1Xp=1 p (4.90)auf. Hierbei wird �uber die Beitr�age der tadpolelosen freien Energie der p-ten Ordnungen inder Koplungskonstante g bzw. in der p-ten Vertexordnung summiert.Um die Glei
hung (4.88) in eine Rekursion umzuwandeln, bemerken wir no
h, da� die Ope-ration L̂0 � Z12 ~G12 ÆÆ ~G12 (4.91)ledigli
h die gewellten Linien z�ahlt. Das l�asst si
h in Analogie zur Linienz�ahloperation L̂ desersten Kapitels (siehe Seite 11) lei
ht einsehen.Damit sind wir in der Lage, den folgenden wi
htigen Zusammenhang herzuleiten:Z12 ~G12 Æ ~W (int)Æ ~G12 = 1Xp=0 Z12 ~G12 Æ ~W (p+1)Æ ~G12 = 1Xp=0 2 (p+ 1) ~W (p+1) : (4.92)Der letzte S
hritt ist dabei als Ausf�uhrung der Linienz�ahloperation an einem ~W (p+1)-Graphenmit 2(p+1)-Linien zu verstehen. Mit den St�orungsreien aus (2.68) und (3.38) k�onnen wirnun die aus (4.88) folgende Rekursionsglei
hung f�ur p = 0; 1; 2; ::: herleiten:p+1 = 124(p+ 1) pXq=1 qXr=1 rXs=1 sXt=1 ts�tr�sq�rp�q :(Rek. 10)Bem. Diese Rekursion l�asst einige wi
htige S
hlussfolgerungen zu:Beh.7. Alle Graphen der tapolelosen freien Energie enthalten keine Tadpoles.Beweisidee.In der Konstruktion von (Rek. 10) sind keine expliziten Tadpoles vorhanden und die obere



4.5. TADPOLELOSE VAKUUMDIAGRAMME 87Behauptung ist somit bewiesen, sobald wir wissen, da� die graphis
hen Elemente lmit l=0; 1; 2; ::: und t mit t = 1; 2; 3; :::, in gewellten Linien diese Kapitels ausgedr�u
kt,selbst keine Tadpoles enthalten. Das war aber genau die Aussage der Behauptung Beh.5 desletzten Abs
hnittes auf Seite 70.Somit sind wir au
h s
hon fertig.Eine weitere wi
htige Beoba
htung formulieren wir wie folgt:Beh.8. Die tadpolelosen Graphen des We
hselwirkungsanteils der freien Energie W (int)sind allesamt den Beitr�agen der Funktion ~W (int) zu entnehmen.Um au
h diese wi
htige Aussage beweisen zu k�onnen, m�ussen wir die Graphen der freienEnergie W (int) mit denen der Funktion ~W (int) direkt verglei
hen k�onnen. Das bedeutet, da�au
h die letzteren aus einfa
hen Linien aufgebaut werden m�ussen. Um zu garantieren, da�sol
he die graphis
he Struktur der ~W (int)-Diagramme dieses Kapitels erhalten, m�ussen wiruns der Ersetzungen (4.32) bedienen. Der we
hselwirkende Anteil der tadpolelosen freienEnergie ~W (int) m�usste dabei au
h ersetzt werden dur
h eine entspre
hende Funktion �W (int).Graphis
h k�onnen wir diese darstellen z.B. als�W (int) � (4.93)und entspre
hend au
h deren Reihenzerlegung. Mit diesen l�asst si
h dann (Rek. 10) um-s
hreiben als p+1 = 124(p+ 1) pXq=1 qXr=1 rXs=1 sXt=1 ts�tr�sq�rp�q : (4.94)Aus dieser sehen wir, da� die daraus resultierenden Graphen dieselbe graphis
he Strukturaufweisen, wie diejenigen aus (Rek. 10), aber nun in einfa
hen Linien ausgedr�u
kt werden.Hiermit k�onnen wir die Aussage von Beh.8 etwas umformulieren:Beh.8' Die Graphen der Funktion �W (int) sind bereits alle tadpolelose Beitr�age der freienEnergie W (int).Beweis.Diese Aussage werden wir indirekt beweisen, indem wir zeigen, da� die Di�erenz W (int) ��W (int) dur
h lauter tadpolebehaftete Diagramme dargestellt wird. Dazu stellen wir fest, da�wegen (Rek. 8) und (4.94) na
h sukzessivem Anwenden der Zerlegung (4.44)p+1 � p+1 = 18(p+ 1) pXq=0 q p�q + 124(p+ 1) pXq=1 qXr=1 rXs=1 sXt=1 � ts�tr�sq�rp�q+ ts�tr�sq�rp�q + ts�tr�sq�rp�q + ts�tr�sq�rp�q + ts�tr�sq�rp�q � (4.95)gilt. Der erste Term auf der re
hten Seite ist dabei explizit tadpolebehaftet und die daraus



88 KAPITEL 4. TADPOLELOSE GRAPHENentstehenden Diagramme sind es dementspre
hend au
h. Alle anderen Terme enthalten Ele-mente l mit l=0; 1; 2; ::: und t mit t=1; 2; 3; :::. Wie wir aber in der BehauptungBeh.6' festgestellt haben, enthalten all diese mindestens einen Tadpole. Deswegen liefernalle Terme obiger Glei
hung lauter tadpolebehaftete Graphen.Somit sind wir s
hon fertig.Jetzt k�onnen wir uns weiter mit der Rekursionsglei
hung f�ur die tadpolelose freie Energiebes
h�aftigen und geben eine weitere Rekursion an, die zu der bereits bespro
henen (Rek. 10)in gewisser Weise �aquivalent ist. Dazu bemerken wir, da� na
h (4.76) mit (4.84) laut (4.78)und (4.86) Z12 ~G12 Æ ~W (int)Æ ~G12 = 12 Z12 ~�12G12 (4.96)gilt. Mit der aus (4.92) abzulesenden Identit�atZ12 ~G12 Æ ~W (int)Æ ~G12 = 1Xp=1 2 p ~W (p) (4.97)ergibt si
h dann dur
h die Reihendarstellungen (2.67), (4.36) die endg�ultige Rekursionsformel~W (p) = 14p pXq=1 Z12 ~�(q)12 G(p�q)12 : (4.98)Graphis
h dargestellt, lautet diese dannp = 14p pXq=1 qp�q :(Rek. 11)Wie wir uns
hwer erkennen, setzt diese Rekursion nur die Kenntnis der tadpolelosen Zwei-Punkt-Funktionen voraus, w�ahrend f�ur (Rek. 10) au
h die Vier-Punkt-Funktionsgraphenben�otigt werden. Bei (Rek. 10) wird aber die etwas umst�andli
here Ausre
hnung dur
h dieh�ohere Ordnung der Ergebnisse (p+1-te anstatt p-ter) wettgema
ht.Ausgehend von den bereits bekannten tadpolelosen Zwei- und Vier-Punkt-Funktionsgraphen,k�onnen wir nun die ersten Ordnungen der tadpolelosen freien Energie ausre
hnen. So ergibtsi
h f�ur die erste Ordnung na
h (Rek. 11)1 = 14 10 = 0 ; (4.99)wobei wir hier das Ergebnis aus (4.50) explizit eingesetzt haben. �Ubrigens ergibt si
h diesesResultat aus (Rek. 10) trivialerweise wegen der Summenkonvention. F�ur die n�a
hste Ordnungergibt si
h unter Ber�u
ksi
htigung von (4.50) und (4.58)2 = 18 20 = 18 � 16 1 2 2 1 = 148 : (4.100)



4.5. TADPOLELOSE VAKUUMDIAGRAMME 89Analog dazu erhalten wir wegen (4.50), (4.51) und (4.67)3 = 112 30 = 112 � 14 1 2 1 2 = 148 : (4.101)Die n�a
hste Ordnung bere
hnen wir mit Hilfe von (Rek. 10) und benutzen dazu wir Ergeb-nisse aus (4.51), (4.59), (4.66) und den Rekursionsanfang �(1)1234 aus (Rek. 9):4 = 196 30000 + 124 10002 == 196 12 43 � 34 34 12 + 3 1 23 4 � + 1144 2 13 4 43 21 : (4.102)Hierbei wurde bei den ersten zwei Summanden auf die Symmetrisierung der Indizes ver-zi
htet, weil der bindende Graph s
hon totalsymmetris
h ist. Das Ergebnis lautet na
hAusf�uhrung der Anklebevors
hriften4 = 1128 + 132 + 1144 : (4.103)Verglei
hen wir dieses Ergebnis mit dem in der na
hfolgenden Tabelle 9 aufgef�uhrten, sobemerken wir, da� der erste Graph mit dem Diagramm #4:1 �ubereinstimmt und der letztemit #4:3. Den zweiten Graph aus (4.103) �nden wir jedo
h ni
ht wieder und statt dessentau
ht ein anderer Graph #4:2 auf. Sieht man si
h diese jedo
h genauer an, so stellt manfest, da� sie glei
h oder genauer gesagt isomorph sind. Dies k�onnen wir au
h zeigen, indemwir die Knotenpunkte dieser Diagramme entspre
hend nummerieren oder f�arben:1 234 = 1 234 : (4.104)Au
h der erste Graph aus (4.103) kann in einer anderen Form dargestellt werden, z.B. alsein Kreis mit einges
hriebener Kette aus drei Kreisen. Diese Isomorphie zeigen wir wiederummit Hilfe der Knotennummerierung:12 34 = 1 24 3 : (4.105)Wie wir sehen k�onnen, ist die Darstellung eines Graphen keineswegs eindeutig. Das ist au
hkein typis
her Sa
hverhalt f�ur Vakuumdiagramme und kann uns au
h bei den Zwei- undVier-Funktionen in den h�oheren Ordnungen begegnen. Mit der Vertexzahl w�a
hst au
h dieAnzahl der m�ogli
hen Darstellungen und das Problem der Graphenunters
heidung ist dannni
ht zu verna
hl�assigen. �Ubrigens ist dieses Problem au
h keinesfalls trivial und ist als einFors
hungsobjekt der Graphentheorie immer no
h aktuell.
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p p1 02 #2.11=48(0;0;1;2)
3 #3.11=48(3;0;0;6)
4 #4.11=128(4;0;0;8) #4.21=32(2;0;0;8) #4.31=144(0;2;0;4)
5 #5.11=320(5;0;0;10) #5.21=120(0;0;0;120) #5.31=16(2;0;0;4)#5.41=32(3;0;0;4) #5.51=48(2;1;0;2)
6 #6.11=768(6;0;0;12) #6.21=48(0;0;0;48) #6.31=64(4;0;0;4) #6.41=8(2;0;0;2)#6.51=16(3;0;0;2) #6.61=32(3;0;0;4) #6.71=96(3;0;0;12) #6.81=128(4;0;0;8)
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#6.91=64(2;0;0;16) #6.101=16(1;0;0;8) #6.111=96(3;0;0;12) #6.121=96(3;1;0;2)6 #6.131=48(1;1;0;4) #6.141=48(2;1;0;2) #6.151=288(1;2;0;4)#6.161=1296(0;3;0;6) #6.171=64(4;0;0;4)Tabelle 9: Tadpolelose Vakuumdiagramme mit deren relativen Gewi
hten in der �4-Theorie.Jedes Diagramm wird 
harakterisiert dur
h den Vierer-Tupel (D; T; V ;P ), wobei D, T undV die jeweiligen Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen sind und P ist dieZahl der formerhaltenden Knotenpermutationen.
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Kapitel 5Linien-Legendre-Transformation
In den ersten drei Kapiteln hatten wir zwei unabh�angige Variablen: den bilokalen Kern G�112(bzw. dessen Umkehrung G12) und die Vierer-We
hselwirkung V1234. Die negative freie Ener-gie W , die zusammenh�angenden Korrelationsfunktionen G12; G
1234 und die ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen �12 und �1234 wurden als Funktionale dieser Variablen aufgefasst.In diesem Kapitel wollen wir den freien Propagator G12 in seiner Rolle als unabh�angige Va-riable dur
h die volle Korrelationsfunktion G12 ersetzen. Zugegebenerweise lassen si
h diemit diesem Baustein aufgebaute Graphen so ni
ht mehr ausre
hnen, weil die Funktion G12ni
ht ges
hlossen darstellbar ist, wie es bei der Variablen G12 so der Fall war. Von diesemVariablenwe
hsel verspre
hen wir uns aber eine drastis
he Reduzierung der Graphenanzahlund somit eine �ubersi
htli
here Gestaltung des Generierungsprozesses. Dabei erzeugen wirdie Graphen der Selbstenergie �12 und der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion�1234 ausgedr�u
kt in der Variablen G12. Ans
hliessend sind wir dann in der Lage, aus diesenDiagrammen die bereits bekannten Graphen der ein-Teil
hen-irreduziblen und tadpolefreienFunktionen wieder zu erhalten.5.1 De�nitionenDie Selbstenergie �12 und die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion �1234 brau
henni
ht umde�niert zu werden, we
hseln aber ihre funktionelle Abh�angigkeit. Das heisst, wirbetra
hten in diesem Kapitel die Funktionale �12 = �12[G; V ℄ und �1234 = �1234[G; V ℄. Umdiesen Umstand au
h diagrammatis
h zum Ausdru
k zu bringen, stellen wir alle St�ummelals kurze Doppellinien dar. Unsere neuen Bezei
hnungen lauten also�12 � 1 2 ; ��1234 � 12 34 : (5.1)Konsequenterweise �andern wir au
h geringf�ugig die Darstellung des Vierer-Vertex:� g V1234 � 12 34 : (5.2)93



94 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONNeben der Selbstenergie und der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion werden wiruns in diesem Kapitel au
h f�ur die freie Energie interessieren. Hier m�ussen wir allerdingsdarauf hinweisen, da� es si
h um ein Funktional handelt, das die Legendre-Transformierteder urspr�ungli
hen freien Energie W darstellt. Diese Gr�osse wird von uns � genannt undmuss folgender Legendre-Identit�at gen�ugen:�[G; V ℄ � W [G�1[G; V ℄; V ℄ � Z12 ÆW [G�1[G; V ℄; V ℄ÆG�112 [G; V ℄ G�112 [G; V ℄ : (5.3)Erinnern wir uns no
h an die Identit�at (2.51), so k�onnen wir diese Glei
hung umformen zu�[G; V ℄ = W [G�1[G; V ℄; V ℄ + 12 Z12G12 G�112 [G; V ℄ : (5.4)Der Variablenwe
hsel bringt au
h eine neue Amputationsvors
hrift mit si
h: die Amputationeiner vollen Linie, sp�ater au
h einfa
hheitshalber Linienamputation genannt. Dem wird diefunktionale Identit�atÆG12ÆG34 � Æ 1 2Æ 3 4 = 12 f Æ13 Æ24 + Æ14 Æ23 g : (5.5)zugrunde gelegt. Dur
h diese Operation wird also die volle Linie eines Graphen entfernt, undzwar auf symmetris
he Weise.5.2 Bestimmungsglei
hungen f�ur �12 und �1234Die Bestimmungsglei
hung f�ur die Selbstenergie �12 kann unmittelbar der S
hwinger-Dyson-Glei
hung (3.12) entnommen werden und lautet�12 = � g2 Z34 V1234 G34 + g6 Z345678 V1345 G36G47G58 �6782 : (5.6)Deren graphis
he Darstellung lautet dann in Analogie zu (3.14)1 2 = 12 1 2 + 16 1 2 : (5.7)Im Unters
hied zu den Glei
hungen (3.12) und (3.14) tritt hier die PaarkorrelationsfunktionG als unabh�angige Variable auf und die vollen Linien sind als elementare graphis
he Ein-heiten zu verstehen. Wie wir sp�ater sehen werden, sind alle auf diese Weise entstandenenGraphen der Selbstenergie sogar zwei-Teil
hen-irreduzibel, d.h. sie zerfallen au
h dur
h einezweifa
he Linienamputation ni
ht in ihre Bestandteile.Zur Herleitung der Bestimmungsglei
hung f�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Fun-ktion �1234 gibt es zwei vers
hiedene Zug�ange, die zu vers
hiedenen Bestimmungsglei
hungenf�uhren. In diesem Abs
hnitt pr�asentieren wir beide M�ogli
hkeiten und stellen ans
hliessendfest, da� deren Ergebnisse in der Tat �aquivalent sind. Bei dem ersten Zugang nehmen wir
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hung (3.23) als Ausgangspunkt. Der darin vorkommende Ausdru
k Æ=ÆG�156 ist jetztso ni
ht zu gebrau
hen, aber er l�asst si
h mit Hilfe der funktionalen KettenregelÆÆG�156 = Z78 ÆG78ÆG�156 ÆÆG78 (5.8)umformen. Der Term ÆG78=ÆG�156 wird mit Hilfe von (2.54) und (3.3) ausgewertet. Es ergibtsi
h dabei die folgende Identit�at:ÆÆG�156 = � Z78G57G68 ÆÆG78 + 12 Z7890�1�2G59G60�90�1�2G�17G�28 ÆÆG78 : (5.9)Setzen wir dieses Ergebnis in unsere Ausgangsglei
hung (3.23) ein, so erhalten wir mit (3.4)au
h s
hon die erste gesu
hte Bestimmungsglei
hung��1234 = 2 Æ�12ÆG34 � Z5678 �3456G57G68 Æ�12ÆG78 : (5.10)Deren diagrammatis
he Interpretation lautet
12 34 = 2 Æ 1 2Æ 3 4 + 34 56 Æ 1 2Æ 5 6 : (5.11)An dieser Stelle sei bemerkt, da� im Unters
hied zur Identit�at (3.23) diese Glei
hung s
honeÆzient ist, denn alle daraus erzeugten Graphen sind positiv und k�onnen si
h gegenseitigni
ht ausl�os
hen. Deswegen ist diese Glei
hung direkt anzuwenden. Zum ersten mal wurdediese Glei
hung von H. Kleinert hergeleitet [8℄. Glei
hungen (5.7) und (5.11) stellen dasges
hlossene Glei
hungssystem zur Bestimmung der Legendre-transformierten Funktionen�12 und �1234 dar. Die Besonderheit dabei ist, da� si
h die Vier-Punkt-Funktion � mit Hilfeder Selbstenergie � eÆzient bere
hnen l�asst.Es gibt jedo
h au
h no
h die M�ogli
hkeit, bei der Bestimmung von � ledigli
h mit � selbstauszukommen. Um eine sol
he selbstkonsistente Glei
hung zu erhalten, gehen wir von derGlei
hung (3.35) aus. Au
h hier haben wir es mit dem Ausdru
k R90G69G70 Æ=ÆG90 =� Æ=ÆG�167 zu tun. Diesen formen wir wiederum mit Hilfe von (5.9) um und stellen fest, da�Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8234ÆG90 = Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8234ÆG90� 12 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G6�1G7�2 ��1�2�3�4G�39G�40 Æ�8234ÆG90 (5.12)gilt. Setzen wir dieses Ergebnis in die Glei
hung (3.35) ein, so erhalten wir die folgende Be-stimmungsglei
hung f�ur �1234:
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� �1234 = � g V1234 + g3 Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8234ÆG90� g6 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G6�1G7�2 ��1�2�3�4G�39G�40 Æ�8234ÆG90+ g2 Z5678 V1256 G57G68�7834 + g2 Z5678 V1356 G57G68�7824 + g2 Z5678 V1456 G57G68�7823� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 � g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�903�1G�1�2��2248G85� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�904�1G�1�2��2238G85 : (5.13)Sie l�asst si
h graphis
h dargestellen als12 34 = 12 34 + 13 1 675 Æ 52 34Æ 6 7 + 16 1 567 Æ 52 34Æ 6 7+ 12 12 34 + 12 13 42 + 12 14 23+ 16 12 34 + 16 13 42 + 16 14 23 : (5.14)Wie wir sehen, bietet uns diese Glei
hung die M�ogli
hkeit, die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion ohne Linienamputation der Selbstenergie zu bere
hnen. Te
hnis
h gesehenhat diese Glei
hung gegen�uber der (5.11) gewisse Voteile, denn hier kommt die Linienampu-tation immer in einer Kombination mit ans
hliessender Verklebung der entstandenen L�u
kevor. Das erlaubt uns, die betro�enen Summande als Linienersetzungsterme zu verstehen. Beider Glei
hung (5.11) ist uns diese M�ogli
hkeit ni
ht gegeben. Mathematis
h gesehen sind diebeiden Bestimmungsglei
hungen (5.11) und (5.14) bzw. (5.10) und (5.13) jedo
h �aquivalentzueinander.Um das zu zeigen, s
hreiben wir die Identit�at (5.10) in einer Form um, bei der � ni
htexplizit vorkommt, und dazu setzen wir � aus (5.6) unmittelbar in (5.10) ein. Mit Hilfe derAmputationsvors
hrift (5.5) liefert uns diese Einsetzung die Glei
hung� �1234 = � g V1234 + g3 Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8902ÆG34� g6 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G69G70 Æ�8902ÆG�3�4 G�3�1G�4�2��1�234 + g2 Z5678 V1256 G57G68�7834+ g2 Z5678 V1356 G57G68�7824 + g2 Z5678 V1456 G57G68�7823
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� g2 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 : (5.15)Wie man uns
hwer erkennen kann, stimmt diese Identit�at mit (5.13) no
h ni
ht �uberein unddie �Aquivalenz dieser beiden Glei
hungen ist ni
ht unmittelbar einzusehen. In erster Liniegibt es eine Diskrepanz bei den beiden Ableitungstermen. Diese lassen si
h jedo
h mit Hilfeeiner weiteren Kommutatorbeziehung ineinander �uberf�uhren, die wir der bereits bekanntenKommutatorregel (3.31) entnehmen. Um diese Regel in der Spra
he dieses Kapitels formu-lieren zu k�onnen, formen wir diese entspre
hend der Identit�at (5.9) um. So bekommen wiraus (3.31) unmittelbar das folgende Ergebnis:Æ�1234ÆG56 � 12 Z7890 �5678G79G80 Æ�1234ÆG90 = Æ�1256ÆG34 � 12 Z7890 �3478G79G80 Æ�1256ÆG90� 12 Z78 �3457G78�8126 � 12 Z78 �3467G78�8125 + 12 Z78 �5637G78�8124+ 12 Z78 �5647G78�8123 : (5.16)Aus dieser Kommutatorrelation k�onnen wir dann na
h einer kurzen Re
hnung die folgendeIdentit�at ablesen:g3 Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8902ÆG34 � g6 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G69G70 Æ�8902ÆG�3�4 G�3�1G�4�2��1�234 == g3 Z567890 V1567 G58G69G70 Æ�8234ÆG90 � g6 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G6�1G7�2 ��1�2�3�4G�39G�40 Æ�8234ÆG90� g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�903�1G�1�2��2428G85 � g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�904�1G�1�2��2238G85+ g3 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 : (5.17)Setzen wir diesen Ausdru
k in (5.15) ein, so erhalten wir in der Tat s
hon die Glei
hung(5.13). Mit anderen Worten, die Beziehung (5.17) zeigt die �Aquivalenz der Bestimmungsglei-
hung (5.13) zu der Glei
hung (5.15) und somit letztli
h au
h zu (5.10).

5.3 Rekursionsglei
hungenIn diesem Kapitel haben wir zwei M�ogli
hkeiten, ein ges
hlossenes Rekursionsglei
hungssy-stem aufzustellen. Die erste wird von den Bestimmungsglei
hungen (5.7) und (5.11) geliefertund die zweite von (5.7) in Verbindung mit (5.14). Als Ausgangspunkt unserer Rekursionennehmen wir die St�orungsreihen (3.38). Die Besonderheit dieses Kapitels besteht nun darin,da� die volle Linie die Rolle einer elementaren Struktureinheit �ubernimmt und, anders als



98 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONin den fr�uheren Kapiteln, keiner weiteren Bedingung gen�ugen muss. Diese �Uberlegungen er-lauben es uns, das folgende Glei
hungssystem mit p=1; 2; 3::: aufzustellen:1 21 = 12 1 2 ;
12 34p = 2 Æ 1 2pÆ 3 4 + p�1Xq=1 34 56q Æ 1 2p�qÆ 5 6 ;1 2p+1 = 16 1 2p :(Rek. 12)Alternativ dazu erhalten wir f�ur p=1; 2; 3::: als zweites Glei
hungssystem1 21 = 12 1 2 ; 12 341 = 12 34 ;1 2p+1 = 16 1 2p ;

12 34p+1 = 13 1 675 Æ 52 34pÆ 6 7 + 16 p�1Xq=1 1 567p�q Æ 52 34qÆ 6 7 + 12 12 34p+ 12 14 23p + 12 13 42p + 16 p�1Xq=1 12 34p�q q+ 16 p�1Xq=1 14 23p�q q + 16 p�1Xq=1 13 42p�q q :(Rek. 13)Beh.6. Alle na
h diesen Rekursionen entstehenden Graphen der Selbstenergie sindzwei-Teil
hen-irreduzibel.Mit anderen Worten, die Graphen der Selbstenergie zerfallen sogar ni
ht na
h einer zwei-fa
hen Linienamputation. Linienamputation meint hier selbstverst�andli
h die Amputationeiner vollen Linie. Das zeigen wir z.B. anhand der Rekursion (Rek. 13). Zuerst formulierenwir jedo
h zwei wi
htige Hilfsaussagen:(*). Zwei (endli
h viele) zusammenh�angende Graphen ergeben zusammengeklebt einen zu-



5.3. REKURSIONSGLEICHUNGEN 99sammenh�angenden Graph.(**). Alle Graphen der Vier-Punkt-Funktion �1234 sind ein-Teil
hen-irreduzibel.Das zeigt man v�ollig analog dazu, wie wir es au
h s
hon beim Beweis der BehauptungBeh.4 auf Seite 51 gema
ht haben.Nun k�onnen wir zum Beweis der obigen Aussage �ubergehen.Beweis:Die Anfangsbedingung ist in diesem Fall der Tadpole und der ist trivialerweise zwei-Teil
hen-irreduzibel. F�ur alle anderen Selbstenergiegraphen zeigen wir das na
h Konstruktion, indemwir uns die Ergebnisse der zweifa
hen Linienamputation genauer ansehen. Wir k�onnen dabeidrei F�alle unters
heiden.Fall 1:Der Teilgraph p ist von den Linienamputationen unber�uhrt (und somit unter an-derem zusammenh�angend) geblieben und zwei der drei Verbindungslinien zwis
hen diesemTeilgraph und dem Vertex wurden entfernt. Dabei ist aber eine Verbindungslinie �ubrigge-blieben und wegen (*) erhalten wir nur zusammenh�angende Restgraphen zur�u
k.Fall 2:In dem Teilgraph p wurde eine Linie entfernt. Wegen (**) blieb dabei jedo
h ein zu-sammenh�angender Rest �ubrig. Ausserdem wurde eine der drei Verbindungslinien amputiert,die zwei anderen halten aber den zusammenh�angenden Rest mit dem Vierer-Vertex zusam-men und das stellt na
h (*) wiederum ein zusammenh�angendes Gebilde dar.Fall 3:.Alle drei Verbindungslinien sind geblieben und beide Linienamputationen wirkten auf denTeilgraph 4 235 p . Da dessen Graphen na
h einmaliger Linienamputation wegen (**) no
hzusammenh�angend sind, k�onnen sie jetzt h�o
hstens in zwei zusammenh�angende Teilst�u
kezerfallen. Wir nehmen an, da� dies tats�a
hli
h der Fall ist, da wir andernfalls ni
hts mehr zuzeigen haben. Den Graphen, der na
h der ersten Linienamputation entsteht, nennen wir A.Dieser ist ein Se
hs-Punkt-Graph, und alle se
hs seiner Aussenbeine sind reine St�ummel. Diezwei Teilst�u
ke, in die A zerf�allt, bezei
hnen wir mit B und C. Diese untersu
hen wir nunetwas genauer. Diese zwei sollten na
h unserer Annahme einen ni
htzusammenh�angendenA
ht-Punkt-Graphen darstellen, es besteht also die M�ogli
hkeit, da� B und C beide irgend-wel
he Vier-Punkt-Graphen sind oder da� einer von beiden ein Se
hs-Punkt- und der andereein Zwei-Punkt-Graph ist. Die letzte M�ogli
hkeit darf aber tats�a
hli
h ni
ht vorkommen,denn sonst w�urde das bedeuten, da� beide Teile dur
h die Linienamputation an einem derAussenbeine von A stammen. Das ist aber ni
ht m�ogli
h, da all diese reine St�ummel sindund daher keine weitere Amputation zulassen. Wir wissen also �uber B und C, da� sie beidezusammenh�angende Vier-Punkt-Graphen sind. Ausserdem ist klar, da� jeweils zwei derenAussenst�ummel die Indizes 3, 4, 5 und 2 tragen. Denn nur so k�onnen sie, an je zwei an-deren Beinen miteinander verkn�upft, den urspr�ungli
hen ein-Teil
hen-irreduziblen Graphengebildet haben. Daraus s
hliessen wir, da� jeder der Graphen B und C mindestens einen der



100 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONIndizes 3, 4 und 5 tr�agt. Deswegen werden beide dur
h den Graphen 1 453 gebunden.Da aber B und C au
h no
h zusammenh�angend sind, ergibt si
h dabei laut (*) ein zusam-menh�angendes Gebilde.In allen drei m�ogli
hen F�allen ergaben si
h na
h zweifa
her Linienamputation von �12 lau-ter zusammenh�angende Graphen, die Selbstenergie �12 wird demna
h nur dur
h Graphendargestellt, die selbst zwei-Teil
hen-irreduzibel sind.Wir sind dann also fertig.5.4 Erzeugung der Graphen f�ur �12 und �1234In der Praxis erweist si
h die Graphengenerierung na
h (Rek. 12) oder (Rek. 13) als besonderseinfa
h und das zeigen wir am Beispiel der ersten drei Ordnungen. Der Rekursionsanfang�(1)12 ist dur
h beide Rekursionen explizit als Tadpole mit dem Gewi
ht 1=2 vorgegeben. F�ur�1234 l�asst si
h der Rekursionsanfang aus (Rek. 13) direkt ablesen und mit (Rek. 12) auf eineeinfa
he Weise gewinnen, denn wegen (5.5) giltÆ 1 21Æ 3 4 = 12 ÆÆ 3 4 � 1 2 � = 12 12 34 : (5.18)Diese Ergebnisse brau
hen wir nun, um die Graphen h�oherer Ordnungen zu generieren. Sogilt z.B. f�ur �(2)12 1 22 = 16 1 2 : (5.19)Die Graphen von �(2)1234 generieren wir beispielsweise na
h (Rek. 12), wozu wir no
h dasZwis
henergebnis Æ 1 22Æ 3 4 = 14 13 42 + 14 14 32 (5.20)brau
hen, das wir mit (5.5) erhalten k�onnen. Somit gilt laut (Rek. 12)12 342 = 2 Æ 1 22Æ 3 4 + 12 56 Æ 5 61Æ 3 4 == 12 12 34 + 12 13 42 + 12 14 23 : (5.21)Daraus ergibt si
h dann f�ur �(3)121 23 = 14 1 2 : (5.22)



5.4. ERZEUGUNG DER GRAPHEN F�UR �12 UND �1234 101Zur Generierung von �(3)1234 na
h (Rek. 12) stellen wir no
h fest, da� na
h diesem ResultatÆ 1 23Æ 3 4 = 14 2 41 3 + 14 2 31 4 + 14 1 42 3 + 14 1 32 4+ 18 13 42 + 18 14 32 (5.23)gilt. Weiterhin k�onnen wir s
hreiben12 343 = 2 Æ 1 23Æ 3 4 + 12 56 Æ 5 62Æ 3 4 + 12 562 Æ 5 61Æ 3 4 ; (5.24)und wegen (5.18), (5.20) und (5.21) ergibt si
h das folgende Ergebnis:12 343 = 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 �
+ 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 � : (5.25)F�ur �(4)12 ergibt si
h daraus1 24 = 14 1 2 + 14 1 2 + 18 1 2 : (5.26)Nat�urli
h w�urden wir na
h (Rek. 13) dieselben Graphen bekommen. Dabei ist die Vorge-hensweise f�ur die Vier-Punkt-Funktion analog zu der aus dem letzten Kapitel und brau
htdeswegen ni
ht weiter erl�autert zu werden. Zu bea
hten ist aber au
h hier, da� die Linien-amputation an den Vier-Punkt-Graphen sinvollerweise als Linienersetzung zu interpretierenist. Die betro�enen Terme sind also in zwei S
hritten auszuwerten, und zwar als1 675 Æ 52 34pÆ 6 7 = 8 5 ( 6 71 8 Æ 52 34pÆ 6 7 ) ;1 567p�q Æ 52 34qÆ 6 7 = 1 895 ( 6 9 8 7p�q Æ 52 34qÆ 6 7 ) : (5.27)Wie au
h s
hon fr�uher, werden die Re
hnungen bei h�oheren Ordnungen arbeits- und platz-intensiver. Deswegen verzi
hten wir hier auf deren Ausf�uhrung und verweisen statt dessenauf deren Ergebnisse in den na
hfolgenden Tabellen 10 und 11.
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p p
1 #1.11=2(0;0;2)
2 #2.11=6(0;1;2)
3 #3.11=4(2;0;2)
4 #4.11=8(3;0;2) #4.21=4(1;0;2) #4.31=4(2;0;2)
5 #5.11=16(4;0;2) #5.21=6(0;0;2) #5.31=2(2;0;1) #5.41=2(1;0;2)#5.51=4(3;0;1) #5.61=4(2;0;1) #5.71=4(2;0;2) #5.81=8(2;0;2)Tabelle 10: Zwei-Teil
hen-irreduzible Diagramme der Linien-Legendre-transformiertenSelbstenergie mit deren relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur f�unften Vertexord-nung. In dem Dreier-Tupel (D; T ;N) entspre
hen D und T der Anzahl der Doppel- undTripel-Bindungen und N dem Symmetriegrad.
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p p
1 #1.11(0;0;24)
2 #2.13=2(1;0;8)
3 #3.13=4(2;0;8) #3.23(1;0;4)
4 #4.13=8(3;0;8) #4.21(0;0;24) #4.33=2(2;0;4) #4.43=4(1;0;8)#4.53=2(2;0;4) #4.66(1;0;2) #4.73=2(2;0;4)
5 #5.13=16(4;0;8) #5.23(0;0;8) #5.36(1;0;2) #5.43=4(2;0;4)#5.53(2;0;2) #5.63=4(3;0;4) #5.73=4(2;0;8) #5.83=4(3;0;4)
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#5.93=8(2;0;8) #5.103=2(1;0;8) #5.113=2(1;0;4) #5.126(1;0;2)5 #5.133(2;0;2) #5.143=2(2;0;4) #5.153=4(3;0;4) #5.166(1;0;2)#5.173(2;0;2) #5.183=2(2;0;4) #5.193(0;0;4) #5.206(2;0;2)#5.213=2(3;0;4) #5.223=2(2;0;4)Tabelle 11: Diagramme der Linien-Legendre-transformierten ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion mit deren relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur f�unften Vertex-ordnung. Im Dreier-Tupel (D; T ;N) sind D und T entspre
hende Zahlen der Doppel- undTripel-Bindungen und N ist der Symmetriegrad.



5.5. VAKUUMDIAGRAMME 1055.5 VakuumdiagrammeHier erzeugen wir die Graphen der Linien-Legendre-transformierten freien Energie �. AlsAusgangspunkt dient uns die De�nitionsglei
hung (5.4). Bei festgehaltener Vierer-We
hsel-wirkung V k�onnen wir unter Verwendung der Relation (2.51) die folgende Identit�at erhalten:Æ�[G; V ℄ÆG12 ���V = 12 G�112 [G; V ℄ : (5.28)Demna
h gilt per De�nition f�ur �12 aus (3.9) und na
h (3.4)Z3G13 Æ�ÆG23 = 12 Æ12 + 12 Z3G13�32 ; (5.29)wobei wir ab hier die funktionelle Abh�angigkeit ni
ht mehr explizit auss
hreiben. Weiterhins
hreiben wir diese Identit�at entspre
hend (5.6) in der FormZ3G13 Æ�ÆG23 = 12 Æ12 � g4 Z345G13V3245G45 + g12 Z3456789G13V3456G47G58G69�7892 :(5.30)Zuerst betra
hten wir das ungest�orte Problem mit g = 0 und su
hen dessen L�osung in derForm � = �(0). Es sollte dabei geltenZ3G13 Æ�(0)ÆG23 = 12 Æ12 : (5.31)Die L�osung dieser Glei
hung �nden wir bis auf eine additive Konstante als�(0) = 12 Tr lnG (5.32)mit der abk�urzenden S
hreibweiseTr lnG � � 1Xn=1 1n Z1:::n(Æ12 �G12):::(Æn�1;n �Gn�1;n)(Æn1 �Gn1) : (5.33)Die Reihendarstellung von G�1 als Funktionalumkehrung von G lautetG�112 = Æ12 + (Æ12 �G12) + 1Xn=3 Z3:::n(Æ13 �G13):::(Æn�1;n �Gn�1;n)(Æn2 �Gn2) ;(5.34)und wir k�onnen feststellen, da� Æ�(0)ÆG12 = 12 G�112 (5.35)gilt. Aus dieser Identit�at sehen wir, da� �(0) aus (5.32) tats�a
hli
h der Bedingung (5.31)gen�ugt.



106 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONZur L�osung des allgemeinen Problems (5.30) spalten wir das Funktional � in seinen un-gest�orten Anteil �(0) und den We
hselwirkungsanteil �(int) auf:� = �(0) + �(int) : (5.36)Demna
h k�onnen wir (5.30) unter Ber�u
ksi
htigung von (5.31) ums
hreiben zuZ12G12 Æ�(int)ÆG12 = � g4 Z1234G12V1234G34 + g12 Z12345678 V1234G15G26G37G48�5678 :(5.37)Alternativ zu dieser Bestimmungsglei
hung k�onnen wir no
h eine weitere herleiten, indemwir (5.31) in (5.29) einsetzen. Das liefert uns dannZ12G12 Æ�(int)ÆG12 = 12 Z12G12�21 : (5.38)Nun k�onnen wir zu den entspre
henden diagrammatis
hen Glei
hungen �ubergehen. Hierzuf�uhren wir no
h zwei neue Bezei
hnungen ein:�(0) � 12 ; �(int) � : (5.39)Die Bestimmungsglei
hung (5.37) f�ur �(int) fassen wir dann diagrammatis
h auf als12 ÆÆ 1 2 = 14 + 112 (5.40)und die Bestimmungsglei
hung (5.38) als12 ÆÆ 1 2 = 12 : (5.41)Zur L�osung dieser Glei
hungen ma
hen wir den st�orungstheoretis
hen Ansatz�(int) = 1Xp=1 �(p) ; (5.42)der si
h graphis
h dargestellen l�asst als= 1Xp=1 p : (5.43)Die einzelnen Beitr�age �(p) enthalten dabei alle Diagramme der Linien-Legendre-transfor-mierten freien Energie � in der p-ten St�orungsordnung. Mit diesem Ansatz lassen si
h dieAusdr�u
ke auf der linken Seite von (5.40) und (5.41) lei
ht interpretieren. Es gilt n�amli
h, da�dur
h die Linienamputation und das ans
hliessende Verkleben der entstandenen L�u
ke dur
hdie glei
he Linie bei einem Diagramm ledigli
h dessen Linien gez�ahlt werden, was wir au
h
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hon im ersten Kapitel f�ur die einfa
hen Linien festgestellt haben. Diese Linienzahl N h�angtaber au
h hier von der St�orungsordnung p ab und unterliegt bei den Vakuumdiagrammender einfa
hen Regel N = 2p. Es gilt also12 ÆÆ 1 2 = 1Xp=1 2p p (5.44)und wir k�onnen (5.40) und (5.41) in Rekursionsglei
hungen umformen. Diese lauten dannf�ur p = 1; 2; 3; ::: 1 = 18 ; p+1 = 124(p+ 1) p(Rek. 14)und alternativ dazu p = 14p p :(Rek. 15)Beh. Alle Diagramme der freien Energie �(int) sind drei-Teil
hen-irreduzibel.Das bedeutet, ein na
h (Rek. 14) oder (Rek. 15) gebildetes Vakuumdiagramm muss mans
hon vier mal aufs
hneiden, damit es zerf�allt. Um diese Eigens
haft zu beweisen, erinnernwir uns no
h an zwei Tatsa
hen:(*). Zwei (endli
h viele) zusammenh�angende Graphen ergeben zusammengeklebt einen zu-sammenh�angenden Graph.(**). Alle Graphen der Selbstenergie �12 = �12[G℄ sind zwei-Teil
hen-irreduzibel (sieheBehauptung letzten Abs
hnittes Beh.6).Beweis.Die obige Behauptung beweisen wir nun na
h Konstruktion mit Hilfe von (Rek. 15), indemwir das Ergebnis der dreifa
hen Linienamputation untersu
hen. Na
h (Rek. 15) entstehenVakuumdiagramme dur
h das S
hliessen beider Aussenst�ummel der Selbstenergie mit einervollen Linie. Bei den dreifa
hen Amputationen unters
heiden wir dabei zwis
hen zwei ver-s
hiedenen F�allen.Fall 1.Dur
h eine der Linienamputationen wird die Verbindungslinie zwis
hen den beiden Aus-senst�ummel der Selbstenergie entfernt. Zwei andere betre�en die Selbstenergie selbst. Na
h(**) wissen wir aber, da� die zweifa
he Linienamputation auf dieser no
h einen zusam-menh�angenden Rest hinterl�asst. Der gesamte Ausdru
k wird also ebenfalls zusammenh�an-



108 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONgend sein.Fall 2.Die Verbindungslinie der beiden Selbstenergie-Aussenst�ummel bleibt unber�uhrt und daf�urwird an der Selbstenergie 1 2p dreifa
h amputiert. Wir nehmen an, dass ein na
hzweifa
her Linienamputation wegen (**) no
h zusammenh�angender Graph A nun in zweizusammenh�angende Teilgraphen B und C zerf�allt, da wir andernfalls ni
hts mehr zu zeigenh�atten. Der Graph A ist ein Se
hs-Punkt-Graph mit se
hs Aussenst�ummel. Somit sind B undC beide irgendwel
he Vier-Punkt-Graphen, da der Fall, dass einer von denen ein Se
hs- undder andere ein Zwei-Punkt-Graph sind, ni
ht auftreten kann. Sonst m�usste mindestens einerder Aussenbeine von A kein e
hter St�ummel sein. Im urspr�ungli
hen Graphen waren aberdie B und C dur
h drei Linien miteinander verbunden, weil dieser zwei-Teil
hen-irreduzibelwar. Deswegen sollten B und C beide jeweils einen der Indizes 1 und 2 erhalten und dur
hden Graphen 1 2 zu einer wegen (*) zusammenh�angenden Einheit gebunden werden.Beide m�ogli
hen F�alle f�uhren also auf einen zusammenh�angenden Rest, der dur
h dreifa
heLinienamputation der �-Graphen entsteht. Die letzteren sind also drei-Teil
hen-irreduzibel.Somit sind wir fertig.Jetzt versu
hen wir, die ersten Vakuumdiagramme zu erzeugen. Aus (Rek. 14) k�onnen wirden einzigen Graph von �(1) sofort ablesen:1 = 18 : (5.45)Au
h na
h (Rek. 15) liesse si
h dieses Resultat einfa
h bekommen. Weiterhin liefert uns(Rek. 15) mit dem Ergebnis aus (5.19) den Graphen von �(2):2 = 18 2 = 148 1 2 2 1 = 148 : (5.46)�(3) erhalten wir analog dazu mit (5.22):3 = 112 3 = 148 : (5.47)So k�onnten wir au
h weiterhin verfahren, hier wenden wir jedo
h (Rek. 14) an, um dieVakuumdiagramme f�ur die n�a
hste Ordnung zu erzeugen:4 = 196 3 = 196 12 43 � 34 34 12 + 3 4 31 2 � : (5.48)Aufgrund der Anordnungssymmetrie konnten wir dabei die unsymmetrisierte Form f�ur dasErgebnis (5.25) verwenden. Na
h ausgef�uhrter Anklebung lautet dann das Resultat4 = 1128 + 132 : (5.49)Die Vakuumdiagramme aus (5.45){(5.49) und die Resultate f�ur zwei weitere Ordnungen wer-den in der na
hfolgenden Tabelle 12 dargestellt. Au
h hier sind die Darstellungen allerdingsni
ht eindeutig und liessen si
h bis auf die Graphenisomorphie ver�andern.
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p p
1 #1.11=8(0;0;0;1)
2 #2.11=48(0;0;1;2)
3 #3.11=48(3;0;0;6)
4 #4.11=128(4;0;0;8) #4.21=32(2;0;0;8)
5 #5.11=320(5;0;0;10) #5.21=120(0;0;0;120) #5.31=16(2;0;0;4) #5.41=32(3;0;0;4)
6 #6.11=768(6;0;0;12) #6.21=48(0;0;0;48) #6.31=64(4;0;0;4) #6.41=8(2;0;0;2)
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6 #6.51=16(3;0;0;2) #6.61=32(3;0;0;4) #6.71=96(3;0;0;12) #6.81=128(4;0;0;8)#6.91=64(2;0;0;16) #6.101=16(1;0;0;8) #6.111=96(3;0;0;12)Tabelle 12: Graphen der Linien-Legendre-transformierten freien Energie mit deren relativenGewi
hten in der �4-Theorie. Jedes Diagramm wird 
harakterisiert dur
h den Vierer-Tupel(D; T; V ;P ), wobei D, T und V die jeweiligen Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen sind und P die Zahl der formerhaltenden Vertex-Permutationen.



5.6. R �UCKTRANSFORMATION F�UR �12 UND �1234 1115.6 R�u
ktransformation f�ur �12 und �1234In den vorherigen Abs
hnitten wurde die volle Zwei-Punkt-Funktion G12 als eine elemen-tare Struktureinheit angesehen. Als Resultat ergaben si
h nur relativ wenige Graphen, wasuns eine gewisse �Ubersi
htli
hkeit vers
ha�t hat. Wir haben allerdings au
h s
hon daraufaufmerksam gema
ht, da� uns sol
he Graphen in Anwendungen wenig n�utzen, da man denges
hlossenen Ausdru
k f�ur das Funktional G12 ni
ht kennt. Man kann dieses aber st�orungs-theoretis
h angeben, wie wir s
hon im Kapitel 3 f�ur ein-Teil
hen-irreduzible und im Ka-pitel 4 f�ur tadpolefreie Funktionen gesehen haben. Diese Darstellungen von G12 sind abers
hon ausrei
hend, um die ausre
henbaren Graphen der Funktionen �12 = �12[G; V ℄ und�1234 = �1234[G; V ℄ bzw. ~�12 = ~�12[ ~G; V ℄ und �1234 = �1234[ ~G; V ℄ aus deren Legendre-transformierten Partner zu gewinnen. Wi
htig ist dabei, da� wir die st�orungstheoretis
heDarstellung f�ur G12 keineswegs a-priori kennen m�ussen, sondern diese wie im Kapitel 3 bzw.4 mit Hilfe entspre
hender Dyson-Glei
hungen (3.19) bzw. (4.10) aus den bereits bekanntenSelbstenergie-Graphen bestimmen k�onnen.Wir versu
hen nun, dieses Konzept Ordnung f�ur Ordnung umzusetzen, und fangen zuerstmit den ein-Teil
hen-irreduziblen Funktionen an. F�ur die erste Ordnung brau
hen wir dabei,die volle Zwei-Punkt-Funktion G12 nur bis zur nullten Ordnung zu kennen. Na
h der Rei-hendarstellung f�ur G12 aus (2.68) mit dem Anfangswert G(0)12 aus (Rek. 2) oder au
h glei
hna
h (3.19) s
hreiben wir diese somit in der Form1 2 = 1 2 + ::: : (5.50)Die Selbstenergie, explizit bis zur ersten Ordnung ausges
hrieben, lautet na
h (3.38)1 2 = 12 1 2 + ::: (5.51)und na
h Einsetzen von (5.50) in diese1 2 = 12 1 2 + ::: ; (5.52)wobei wir hier no
h die vollen und die einfa
hen St�ummel miteinander identi�ziert haben.Setzen wir nun das Ergebnis aus (5.52) in die Glei
hung (3.19) ein, so erhalten wir denfolgenden Ausdru
k: 1 2 = 1 2 + 12 1 2 + ::: : (5.53)Zu bemerken sei hier, da� die volle Linie am Tadpole tats�a
hli
h eine Linie ist und ni
htmit einer einfa
hen zu identi�zieren ist, wie das etwa bei einem St�ummel der Fall w�are.Der Ausdru
k daf�ur wird der Glei
hung (5.50) entnommen und ist bis zu dieser Genauigkeittats�a
hli
h eine einfa
he Linie. Das gilt aber ni
ht mehr f�ur h�ohere Ordnungen. Hier stellenwir nun das folgende Ergebnis fest:1 2 = 1 2 + 12 1 2 + ::: : (5.54)



112 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONUm die Selbstenergie bis zur zweiten Ordnung auszuwerten, s
hreiben wir das Ergebnis f�urdie Legendre-transformierte Selbstenergie bis zu dieser Ordnung explizit an:1 2 = 12 1 2 + 16 1 2 + ::: ; (5.55)und ersetzen na
heinander jede volle Linie dur
h den Ausdru
k re
hts in (5.54), wobei wiralle Graphen ab der zweiten Ordnung weglassen. Damit ergibt si
h dann1 2 = 12 1 2 + 14 1 2 + 16 1 2 + ::: == 12 1 2 + 14 1 2 + 16 1 2 + ::: : (5.56)F�ur die n�a
hste Ordnung der vollen Zwei-Punkt-Funktion setzen wir (5.56) in (3.19) ein. Esergibt si
h somit1 2 = 1 2 + 12 1 2 + 14 1 2 + 16 1 2 + ::: : (5.57)Na
h Einsetzen des Resultates aus (5.54) und na
h Weglassen der Graphen h�oherer alszweiter Ordnungen erhalten wir1 2 = 1 2 + 12 1 2 + 14 1 2+ 14 1 2 + 16 1 2 + ::: : (5.58)S
hreiben wir weiterhin �12 bis zur dritten Ordnung in der Form1 2 = 12 1 2 + 16 1 2 + 14 1 2 + ::: (5.59)aus, so liefert das sukzessive Ersetzen der vollen Linien dur
h deren Entwi
klung (5.58)1 2 = 12 1 2 + 14 1 2 + 18 1 2 + 18 1 2 + 112 1 2+ 16 1 2 + 112 1 2 + 14 1 2 + ::: == 12 1 2 + 14 1 2 + 16 1 2 + 18 1 2 + 18 1 2+ 112 1 2 + 14 1 2 + 14 1 2 + ::: : (5.60)



5.6. R �UCKTRANSFORMATION F�UR �12 UND �1234 113Das Ergebnis aus (5.56) �ndet man au
h hier wieder als einen Bestandteil. Diagramme aus(5.60) sind ihrerseits ein Bestandteil der Tabelle 4, wobei dort na
h vers
hiedenen Ordnun-gen sortiert wurde. So ist es au
h mit dem Ergebnis (5.58), der z.B. die Graphen von (5.54)beinhaltet und selbst in der Tabelle 2 wiederzu�nden ist. Bei �1234 k�onnen wir au
h bis zurdritten Ordnung gehen und s
hreiben dazu unsere Ergebnisse bis zu dieser Ordnung zusam-menfassend als12 34 = 12 34 + 12 � 12 34 + 13 42 + 14 23 �+ 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 �
+ 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 � + ::: : (5.61)Nun k�onnen wir au
h hier alle vollen Linien na
heinander dur
h den Ausdru
k aus (5.54)ersetzen. Wir s
hreiben glei
h das Ergebnis an:12 34 = 12 34 + 12 � 12 34 + 13 42 + 14 23 �+ 12 � 12 34 + 14 23 + 13 42 � + 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 �+ 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 �+ ::::(5.62)Auf diese Graphen trafen wir au
h s
hon na
h vers
hiedenen Vertexordnungen vorsortiert inder Tabelle 5.In v�ollig analoger Weise verfahren wir au
h im Falle der tadpolefreien Funktionen ~�12 =~�12[ ~G; V ℄ und �1234=�1234[ ~G; V ℄. Sinngem�ass gibt es hier aber einen Unters
hied, n�amli
hsollte man hier anstatt �12 die modi�zierte Funktion ~�12 r�u
ktransformieren. F�ur die letztegilt mit der im Kapitel 4 verwendeten Bezei
hnung1 2 � 1 2 � 12 1 2 ; (5.63)wobei wir uns hier an die De�nitionsglei
hung (4.4) erinnerten und der Form halber dieSt�ummel in volle St�ummeln umwandelten. F�ur die volle Zwei-Punkt-FunktionG12=G12[ ~G; V ℄verwenden wir jetzt die Darstellung (4.10), die in der nullten Ordnung ausges
hrieben lautet1 2 = 1 2 + ::: : (5.64)



114 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONDie Selbstenergie ~�12, in der niedrigsten Ordnung explizit angegeben, lautet nun na
h demWegfahlen des Tadpoles wegen (5.63)1 2 = 16 1 2 + ::: : (5.65)Na
h sukzessivem Einsetzen von (5.64) bekommen wir daraus1 2 = 16 1 2 + ::: : (5.66)Daraus resultiert si
h dann na
h (4.10) die volle Zwei-Punkt-Funktion als1 2 = 1 2 + 16 1 2 + ::: = 1 2 + 16 1 2 + ::: : (5.67)Ber�u
ksi
htigen wir au
h die n�a
hste Ordnung, so k�onnen wir die Selbstenergie s
hreiben als1 2 = 16 1 2 + 14 1 2 + ::: : (5.68)Na
h dem Ersetzen der vollen Linien dur
h deren Entwi
klung aus (5.67) und na
h demWeglassen aller Graphen ab der dritten Ordnung gilt dann1 2 = 16 1 2 + 14 1 2 + ::: : (5.69)Wie man sieht, tau
hen hier no
h keine neue Diagramme auf. Da� dies aber ni
ht immer soist, k�onnen wir bei der n�a
hsten Ordnung feststellen. Zun�a
hst erw�ahnen wir jedo
h no
hvollst�andigkeitshalber das Ergebnis der Zwei-Punkt-FunktionG12 bis zur dritten Ordnung:1 2 = 1 2 + 16 1 2 + 14 1 2 + ::: == 1 2 + 16 1 2 + 14 1 2 + ::: : (5.70)Die Selbstenergie wird bis eins
hliessli
h vierter Ordnung dargestellt als1 2 = 16 1 2 + 14 1 2 + 14 1 2+ 14 1 2 + 18 1 2 + ::: : (5.71)Das Einsetzen von (5.70) ergibt na
h dem Fortlassen der Graphen ab der f�unften Ordnungendas folgende Ergebnis:1 2 = 16 1 2 + 14 1 2 + 112 1 2 + 14 1 2+ 14 1 2 + 18 1 2 + ::: : (5.72)



5.7. R �UCKTRANSFORMATION F�UR DIE FREIE ENERGIE 115Wie wir sehen, ist hier ein einziger Graph neu dazugekommen, bei h�oheren Ordnungentreten no
h mehr neue Graphen auf. Ni
ht viel anders sieht es au
h bei der ein-Teil
hen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion �1234 aus. Bis zur dritten Vertexordnung haben wir diesebereits mit (5.61) ausges
hrieben. Das Ersetzen aller vollen Linien dur
h deren st�orungs-theoretis
he Darstellung aus (5.70) und aller vollen St�ummel dur
h die gewellten (es gibt jakeinen Unters
hied) w�urde uns die Entwi
klung12 34 = 12 34 + 12 � 12 34 + 13 42 + 14 23 �+ 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 �+ 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 � + ::: (5.73)liefern, wobei wir hier alle Graphen ab der vierten Ordnung weggelassen haben. Bei denGraphen bis zur dritten Ordnung gibt es strukturell also no
h keinen Unters
hied zu denLegendre-transformierten Graphen festzustellen. Diese Situation �andert si
h erst bei dern�a
hsth�oheren vierten Vertexordnung, aus Platzgr�unden verzi
hten wir jedo
h in diesemFall auf die explizite Ausf�uhrung des Generierungsprozesses. Statt dessen verweisen wir aufdas in der Tabelle 8 aufgef�uhrte Ergebnis und auf den Verglei
h mit Diagrammen aus derTabelle 10. Die Resultate aus (5.70) und (5.72) sind entspre
hend in den Tabellen 7 und 6wiederzu�nden.Abs
hliessend m�ussen wir no
h einige Bemerkungen ma
hen. In der eben bes
hriebenenAusf�uhrung kamen Ergebnisse niederer Ordnungen in denen der h�oheren Ordnungen vor, sowaren z.B. zwei von se
hs Diagrammen aus (5.72) au
h s
hon aus (5.69) bekannt. Bei denh�oheren Ordnungen k�onnte diese Ergebniswiederholung sogar no
h l�astiger werden und esemp�ehlt si
h, nur die Graphen der interessierenden Ordnungen zu ber�u
ksi
htigen.Um die Bedeutung der Legendre-transformierten Funktionen zu verdeutli
hen, bemerken wirno
h, da� deren Graphen strukturell wirkli
h neu sind. Alle anderen, und das sind letzli
hdie meisten, sind aus diesen auf eine relativ einfa
he Weise zu bekommen, und zwar dur
hErsetzen deren Linien dur
h etwas kompliziertere Zwei-Punkt-Graphen.5.7 R�u
ktransformation f�ur die freie EnergieIn diesem Abs
hnitt werden wir versu
hen, die Vakuumdiagramme der negativen freien Ener-gieW aus denen der Funktion � zu gewinnen. Dazu bemerken wir, da� na
h (5.4) zusammenmit (5.36) gilt W = �(0) + �(int) � 12 Z12G�112G21 : (5.74)



116 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONZuerst m�ussen wir den Term �(0) etwas eingehender untersu
hen und stellen dazu mit Hilfevon (3.16) die Identit�at G12 = Z3G13 � Æ32 + Z4�34G42 � (5.75)fest. Demna
h faktorisiert die volle Zwei-Punkt-Funktion G in den freien Propagator G undeinen Rest und wir k�onnen somit eine wi
htige Reihendarstellung herleiten:Tr lnG = Tr lnG � 1Xn=1 (�1)nn Z12:::2n�12G23�34 :::G2n;1 : (5.76)Diese dient uns glei
hzeitig als eine Umformungsregel. Dazu erinnern wir uns no
h an dieGlei
hung lnG = � lnG�1 und an (2.8) mit (5.32) und s
hreiben (5.76) um zu�(0) = W (0) + 12 Z12�12G21 � 12 1Xn=2 (�1)nn Z12:::2n�12G23�34 :::G2n;1 : (5.77)Bei dem letzten Term aus (5.74) erinnern wir uns an (3.4) und (3.9) und s
hreiben daf�urZ12G�112G21 = Z1 Æ11 + Z12�12G21 : (5.78)Wir bemerken, da� der erste Summand ledigli
h eine additive Konstante darstellt. Deshalbwird er im folgenden ausser A
ht gelassen, wie es au
h s
hon bei den additiven Konstantenin den L�osungsans�atzen (2.8) und (5.32) ges
hehen ist. Demna
h k�onnen wir aus (5.74) unterBer�u
ksi
htigung (5.77) die Glei
hungW (int) = �(int) � �W (int) (5.79)mit der Abk�urzung�W (int) � 12 1Xn=2 (�1)nn Z12:::2n�12G23�34 :::G2n;1 (5.80)ablesen, wobeiW (int) den We
hselwirkungsanteil der negativen freien Energie aus der De�ni-tionsglei
hung (2.12) bedeuten soll. Mit Hilfe dieser Identit�at versu
hen wir nun, Diagrammevon W (int) z.B. bis zur dritten Ordnung zu erhalten. Die �(int)-Anteile sind dabei aus derKenntnis deren Graphen bis zu dieser Ordnung zu bestimmen, in diesem Fall also aus= 18 + 148 + 148 + ::: : (5.81)



5.7. R �UCKTRANSFORMATION F�UR DIE FREIE ENERGIE 117Dur
h sukzessives Ersetzen der vollen Linien dur
h deren Darstellung aus (5.58) erhaltenwir = 18 + 116 + 132 + 132+ 148 + 148 + 196 + 148 + ::: == 18 + 18 + 148 + 332+ 116 + 112 + 148 + ::: : (5.82)Wie man dur
h Verglei
h mit der Tabelle 1 uns
hwer erkennt, sind das s
hon alle ri
htigeVakuumdiagramme bis zur dritten Ordnung, sie treten aber mit fals
hen Gewi
hten auf.F�ur deren Korrektur ist der zweite Term von (5.79) verantwortli
h. Bis zur dritten Ordnungausges
hrieben lautet dieser�W (int) = 14 Z1234�12G23�34G41 � 16 Z123456�12G23�34G45�56G61 + ::: : (5.83)Hierbei ber�u
ksi
htigen wir, da� die Selbstenergie mit der ersten Ordnung anf�angt, deswegenw�urden alle weiteren Terme nur zu h�oheren als dritter Ordnung beitragen. Diese Glei
hungkann man diagrammatis
h illustrieren als� = 14 � 16 + ::: : (5.84)Das sukzessive Ersetzen der vollen Linien und der Selbstenergie dur
h die jeweiligen Reihen-darstellungen liefert dann� = 14 + 14 � 16 + ::: == 18 + 116 + 124 + 18 � 112 + ::: == 116 + 116 + 124 + 124 + ::: : (5.85)Dur
h (5.79) zusammengefasst, ergibt si
h dann mit den Ergebnissen (5.82) und (5.85)= 18 + 116 + 148 + 132+ 148 + 124 + 148 + ::: : (5.86)



118 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONDieses Resultat steht nun in v�olliger �Ubereinstimmung mit denen aus fr�uheren Re
hnungenund ist so au
h in der Tabelle 1 festgehalten worden. Die Wiederherstellung der W -Graphenaus denen der Legendre-transformierten freien Energie � ist, wie man sehen konnte, wohlni
ht die bequemste Art, diese zu erzeugen, ist aber trotzdem m�ogli
h. Erfreuli
her ers
heintda der Umstand, da� man aus denselben �-Graphen au
h die tadpolefreien Vakuumdia-gramme erhalten kann.Dazu m�ussen wir jedo
h etwas Vorarbeit leisten. Das entspre
hende Funktional ist in diesemFall ~W und ist mit (4.71) de�niert. Na
h (5.74) ergibt si
h dieses Funktional zu~W = �(0) + �(int) � 12 Z12G�112G21 � g8 Z1234G12V1234G34 : (5.87)Mit Hilfe der Dyson-Glei
hung (4.11) stellen wir zuerst die Identit�atG12 = Z3 ~G13 � Æ32 + Z4 ~�34G42 � (5.88)fest und erhalten daraus die Reihenentwi
klungTr lnG = Tr ln ~G � 1Xn=1 (�1)nn Z12:::2n ~�12G23 ~�34 :::G2n;1 : (5.89)Dur
h den Verglei
h mit Resultaten aus (4.79) und (5.32) k�onnen wir daf�ur au
h s
hreiben�(0) = ~W (0) + 12 Z12 ~�12G21 � 12 1Xn=2 (�1)nn Z12:::2n ~�12G23 ~�34 :::G2n;1 : (5.90)Der zweite Summand auf der re
hten Seite l�asst si
h laut (4.2) au
h s
hreiben als12 Z12 ~�12G21 = 12 Z12�12G21 + g4 Z1234G12V1234G34 : (5.91)Daraus ergibt si
h dann zusammen mit (5.78) na
h Fortlassen der hier unwi
htigen additivenKonstante R1 Æ1112 Z12 ~�12G21 � 12 Z12G�112G21 = g4 Z1234G12V1234G34 : (5.92)Direktes Einsetzen von (5.90) und (5.92) in (5.87) ergibt dann zusammen mit der Zerlegung(4.84) die endg�ultige Bestimmungsglei
hung f�ur die tadpolelose freie Energie~W (int) = ~�(int) � � ~W (int) ; (5.93)wobei wir an dieser Stelle no
h die beiden Abk�urzungen� ~W (int) � 12 1Xn=2 (�1)nn Z12:::2n ~�12G23 ~�34 :::G2n;1 (5.94)



5.7. R �UCKTRANSFORMATION F�UR DIE FREIE ENERGIE 119und ~�(int) � �(int) + g8 Z1234G12V1234G34 (5.95)verwendeten. Die letzteren bezei
hnen wir diagrammatis
h z.B. als� ~W (int) � � ; ~�(int) � : (5.96)Nun sind wir au
h tats�a
hli
h in der Lage, die tadpolelose Vakuumdiagramme aus den �-Diagrammen wiederzugewinnen, was wir explizit bis zur vierten Vertexordnung zeigen. Mitder De�nition (5.95) entnehmen wir den Ergebnissen aus dem letzten Abs
hnitt die ~�(int)-Darstellung in der Form � � 18 == 148 + 148 + 1128 + 132 + ::: : (5.97)Ersetzen wir die vollen Linien dur
h die st�orungstheoretis
he Variante (5.70) und s
hreibennur Graphen bis zu vierter Ordnung aus, so erhalten wir= 148 + 172 + 148+ 1128 + 132 + ::: : (5.98)F�ur den Korrekturterm � ~W (int) s
hreiben wir wegen (5.94)� = 14 � ::: ; (5.99)wobei wir hier ber�u
ksi
htigten, da� die tadpolefreie Selbstenergie ~�12 mit der zweiten Ver-texordnung beginnt und alle weiteren Entwi
klungsterme von (5.94) deswegen mindestensvon der se
hsten Ordnung sein m�ussen. Der Korrekturterm wird mit Hilfe von (5.70) und(5.72) bis zur vierten Ordnung ausgewertet mit dem Ergebnis� = 1144 + ::: : (5.100)Die tadpolelose freie Energie ergibt si
h ans
hliessend aus (5.93) mit (5.98) und (5.100) zu= 148 + 148 + 1144+ 1128 + 132 + ::: : (5.101)



120 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATIONDieses Resultat stimmt nun au
h mit dem aus dem vorhergehenden Kapitel �uberein (sieheTabelle 9 auf Seite 91).Zusammenfassend stellen wir no
h mittels der Ergebnisse aus (5.86) und (5.101) fest, da� dieGraphen der Funktion �(int) bzw. ~�(int) die wirkli
h neuen Graphen von W (int) bzw. ~W (int) inden jeweiligen Ordnungen darstellen. Diese bed�urfen au
h keiner ans
hliessenden Korrekturderen Gewi
hte. Die restli
hen Vakuumdiagramme k�onnen aus �-Graphen niederer Ordnun-gen gewonnen werden, f�ur diese rei
ht aber die reine Linienersetzung dur
h kompliziertereZwei-Punkt-Graphen in der Regel no
h ni
ht aus. Deren Gewi
hte m�ussen ans
hliessendno
h korrigiert werden. Dies ist eine neue Situation, die erst dur
h die Legendre-R�u
ktrans-formation in Bezug auf die Vakuumdiagramme ins Spiel kommt.



Kapitel 6Vertex-Legendre-Transformation
Im vorangegangenen Kapitel haben wir im Rahmen der Linien-Legendre-Transformationden freien Propagator G12 in seiner Rolle als unabh�angige Variable dur
h die volle Paar-Korrelationsfunktion G12 ersetzt. Dies f�uhrte zur deutli
hen Reduzierung der Graphenzahl.Der Vierer-Vertex V1234 behielt jedo
h dort seine Bedeutung als unabh�angige Variable. Eineweitere Fortsetzung unseres Bestrebens na
h Reduktion der Graphenzahl ist nun konse-quenterweise die Abl�osung dieses Vierer-Vertex V1234 dur
h die volle ein-Teil
hen-irreduzibleVier-Punkt-Funktion �1234. In diesem Kapitel werden wir die diagrammatis
he Darstellungder Funktion �1234, man
hmal au
h als der volle Vertex bezei
hnet, als eine elementare gra-phis
he Einheit betra
hten. Dabei werden wir versu
hen, die Graphen der Selbstenergie, desVierer-Vertex und der Vakuumenergie mit vollen Linien und vollen Vertizes aufzubauen. Eswird si
h zeigen, da� si
h die so konstruierten Graphen in zwei Gruppen unterteilen lassen.Die Graphen der ersten Gruppe enthalten keine Linien- und keine Vertexkorrekturen mehrund werden deshalb au
h Skelett-Diagramme genannt. Die Graphen der zweiten Gruppe sindkeine Skelett-Diagramme im eigentli
hen Sinne und haben im Falle der Selbstenergie und derVakuumenergie eine gewisse Ringstruktur und im Falle des Vierer-Vertex eine ketten�ahnli
heForm. Eine Besonderheit dieses Kapitels besteht darin, da� die Graphen der ersten Gruppemit negativen Vorzei
hen auftreten werden und die der zweiten Gruppe ihr Vorzei
hen voneiner Ordnung zur anderen we
hseln. Dieser letzte Umstand wirkt si
h �ausserst negativ aufunserer Vorgehensweise aus und ist letztli
h au
h daf�ur verantwortli
h, da� wir in diesemKapitel keine eÆzienten graphis
hen Rekursionen erhalten werden.6.1 De�nitionenDie De�nition der Selbstenergie brau
ht au
h in diesem Kapitel ni
ht ge�andert zu werden,es wird si
h jedo
h als sinnvoll herausstellen, anstatt der Selbstenergie �12 deren tadpoleloseModi�kation ~�12 zu verwenden. Diese ist dur
h (4.2) bereits eingef�uhrt und wird in diesemKapitel in der Form ~�12 = ~�12[G;�℄ behandelt. Der Vierer-Vertex wird nun als eineFunktion des vollen Vertex und der vollen Linie aufgefasst, ist also dur
h V1234 = V1234[G;�℄121



122 KAPITEL 6. VERTEX-LEGENDRE-TRANSFORMATIONgegeben. Im weiteren Verlauf wird oft eine Funktion 
1234 = 
1234[G;�℄ verwendet, diemit der Glei
hung � 
1234 � � g V1234 + �1234 (6.1)de�niert ist und graphis
h wie folgt dargestellt wird:� 
1234 � 12 34 : (6.2)Die Vakuumenergie wird in diesem Kapitel dur
h ein Funktional � = �[G;�℄ repr�asen-tiert, das si
h als eine Legendre-Transformierte des Funktionals � aus dem letzten Kapitelbez�ugli
h des Vertex ergibt. Diese gen�ugt dann der Legendre-Identit�at�[G;�℄ � �[G; V [G;�℄℄ � Z1234 Æ�[G; V [G;�℄℄ÆV1234[G;�℄ V1234[G;�℄ : (6.3)Um den Ableitungsterm im letzten Summanden auszuwerten, benutzen wir den folgendenZusammenhang: Æ�[G; V ℄ÆV1234 ���G = ÆW [G�1; V ℄ÆV1234 ���G�1 ; (6.4)der si
h aus (5.4) unter Verwendung der Relation (2.51) ergibt. Um die Vertexableitung derfreien Energie W bere
hnen zu k�onnen, erinnern wir uns an deren De�nition (2.5). Mit derZustandssumme (2.3) und mit dem Energiefunktional (1.2) ergibt si
hÆWÆV1234 = � g24 1Z Z D� �1�2�3�4 e�E[�℄ : (6.5)Na
h (2.34), (2.48) und (3.3) l�asst si
h dieses Ergebnis ums
hreiben alsÆWÆV1234 = � g24 fG12G34 +G13G24 +G14G23 g + g24 Z5678G15G26G37G48 �5678 : (6.6)Setzen wir dieses Resultat unter Ber�u
ksi
htigung von (6.4) in (6.3) ein, so erhalten wir f�urdas gesu
hte Funktional der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie�[G;�℄ = �[G; V [G;�℄℄ + g8 Z1234G12 V1234[G;�℄G34� g24 Z12345678 V1234[G;�℄G15G26G37G48 �5678 : (6.7)Eine weitere Besonderheit dieses Kapitels besteht darin, da� hier ausser einer bereits bekann-ten Amputation einer vollen Linie au
h eine Vertexamputation vorkommt. Diese basiert aufder Funktionalidentit�atÆ�1234Æ�5678 = 124 f Æ15Æ26Æ37Æ48 + 23 Permutationen g : (6.8)Dies ist eine symmetrisierte Form, f�ur die 4! = 24 vers
hiedenen Kombinationen von Delta-Produkten n�otig sind, was wir ja in der oberen Glei
hung in einer abgek�urzten Form zumAusdru
k gebra
ht haben.



6.2. BESTIMMUNGSGLEICHUNGEN 1236.2 Bestimmungsglei
hungenDie Selbstenergie in seiner tadpolelosen Variante ~�12 l�asst si
h unmittelbar der Glei
hung(4.20) entnehmen. Der einzige Unters
hied besteht darin, da� die Vierer-We
hselwirkungV1234 nun ni
ht mehr eine freie Variable darstellt, sondern eine Funktion V1234 = V1234[G;�℄ist. Das k�onnen wir au
h in der expliziten Form~�12[G;�℄ = g6 Z345678 V1345[G;�℄G36G47G58 �6782 (6.9)aus
hreiben. Unter Ber�u
ksi
htigung der Zerlegung (6.1) k�onnen wir diese Glei
hung weiter-hin umformen und erhalten so~�12[G;�℄ = 16 Z345678 �1345 G36G47G58 �6782 + 16 Z345678 
1345 G36G47G58 �6782 : (6.10)Die graphis
he Darstellung dieser Glei
hung lautet1 2 = 16 1 2 + 16 1 2 : (6.11)Aus dieser S
hreibweise wird der Unters
hied zu der analogen Glei
hung (4.21) deutli
h. F�urdie Glei
hung (6.11) ist die Vierer-We
hselwirkung V1234 ni
ht mehr als elementare Einheitzu betra
hten. Um diese zu bestimmen, k�onnen wir z.B. die Glei
hung (5.13) heranziehen.Die dort vorkommenden Ableitungsterme Æ�8234=ÆG90 ��V gehen jedo
h von der Kenntnisder �-Graphen aus, die mit den vollen Linien G und mit den V -Vertizes aufgebaut sind.Sol
he Ableitungsterme k�onnen in diesem Kapitel ni
ht in dieser Form verwendet werdenund bed�urfen einer gesonderten Behandlung. Zuerst f�uhren wir f�ur diese Terme eine Se
hs-Punkt-Funktion �1234;56 mit�1234;56 � � Æ�1234[G; V ℄ÆG56 ��V (6.12)ein und bezei
hnen diese diagrammatis
h als�1234;56 � 23 4 561 : (6.13)Bem. Bei diesen Bezei
hnungen ist darauf zu a
hten, da� die Funktion�1234;56 ni
ht bez�ugli
haller Indizes symmetris
h ist. So liegt hier eine Symmetrie der Indizes 1, 2, 3 und 4 und eben-falls der Indizes 5 und 6 vor, aber die Indizes 5 und 1 sind keinesfalls glei
hzusetzen. Beiden Bezei
hnungen der Funktion � ber�u
ksi
htigen wir dies dur
h die Komma-Trennung desIndexpaares (5,6) von den Indizes (1,2,3,4).F�ur eine eingehende Untersu
hung der Funktion �1234;56 ma
hen wir auf die Doppelrolle derVierer-We
hselwirkung aufmerksam, die wir wie folgt zum Ausdru
k bringen:g V1234 = g V1234[G;�[G; V ℄℄ : (6.14)



124 KAPITEL 6. VERTEX-LEGENDRE-TRANSFORMATIONDas k�onnen wir au
h als eine implizite Glei
hung f�ur die volle ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion � lesen. Es lassen si
h aus dieser Glei
hung weiterrrei
hende Informationengewinnen, wenn wir die obere Glei
hung na
h der Paarkorrelationsfunktion ableiten unddabei die Vierer-We
hselwirkung V selbst festhalten. So ergibt si
h die folgende Beziehung:0 = g ÆV1234[G;�℄ÆG56 ��� + g Z7890 ÆV1234[G;�℄Æ�7890 ��G Æ�7890[G; V ℄ÆG56 ��V : (6.15)Erinnern wir uns no
h dabei an (6.1) und an die Funktionalableitung (6.8), so erhalten wirals Zwis
henergebnisse g ÆV1234[G;�℄ÆG56 ��� = Æ
1234[G;�℄ÆG56 ��� ; (6.16)g ÆV1234[G;�℄Æ�7890 ��G = Æ
1234[G;�℄Æ�7890 ��G + 124 f Æ15Æ26Æ37Æ48 + 23 Permutationen g :(6.17)Mit diesen k�onnen wir die Glei
hung (6.15) umformulieren als� Æ�1234[G; V ℄ÆG56 ��V = Æ
1234[G;�℄ÆG56 ��� + Z7890 Æ
1234[G;�℄Æ�7890 ��G Æ�7890[G;�℄ÆG56 ��V : (6.18)Na
h der De�nitionsglei
hung (6.12) l�asst si
h (6.18) in der Form�1234;56 = Æ
1234ÆG56 ��� � Z7890 Æ
1234Æ�7890 ��G �7890;56 (6.19)s
hreiben oder diagrammatis
h au
h als23 4 561 = � Æ 12 34Æ 5 6 � Æ 12 34Æ 78 90 89 0 567 : (6.20)Diese Glei
hung fassen wir nun als eine Selbstkonsistenzglei
hung f�ur die Funktion �1234;56auf. Um zu zeigen, da� die Identit�at (6.19) bzw. (6.20) au
h s
hon unseren Vorgaben hin-si
htli
h des Graphenaufbau gen�ugt, greifen wir etwas vor und bemerken, da� der zweiteSummand erst Beitr�age ab der dritten Ordnung liefern kann, w�ahrend der erste bereits mitder zweiten Ordnung beginnt. D.h. f�ur die niederste (zweite) Ordnung der Funktion �1234;56ist auss
hliessli
h der erste Term verantwortli
h. Die dabei entstehenden Graphen sind ausvollen Linien und vollen Vertizes aufgebaut, haben also die ri
htige Form und k�onnen sof�ur weitere Untersu
hungen verwendet werden. Au
h bei der n�a
hsten (dritten) Ordnungergeben si
h aus dem ersten Summanden Graphen der ri
htigen Form. Dasselbe kann manau
h �uber die von dem Term Æ
1234=Æ�7890 ��G stammenden Graphen sagen. Die Graphenvon �7890;56, die in der re
hten Seite einzusetzen sind, sind diejenigen der zweiten Ordnung,die wir gerade auf der linken Seite von (6.19) erhalten haben und sind au
h von der ri
htigenForm. Diese Argumentation kann man nat�urli
h entspre
hend fortsetzen. Die Quintessenzist also, da� wir f�ur die Funktion �1234;56 aufgrund des selbstkonsistenten Charakters der
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hung (6.19) stets legitim aufgebaute Diagramme erhalten. Diese k�onnen wir dann ver-wenden, um die Graphen der Vierer-We
hselwirkung V1234 zu bestimmen.Dazu m�ussen wir die Bestimmungsglei
hung (5.13) na
h der Vierer-We
hselwirkung Vau
�osen und s
hreiben dazu unter Ber�u
ksi
htigung der De�nition (6.12)� g V1234 = � �1234 + g3 Z567890 V1567 G58G69G70 �8234;90� g6 Z567890�1�2�3�4 V1567 G58G6�1G7�2 ��1�2�3�4G�39G�40 �8234;90� g2 Z5678 V1256 G57G68�7834 � g2 Z5678 V1356 G57G68�7824 � g2 Z5678 V1456 G57G68�7823+ g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�902�1G�1�2��2348G85 + g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�903�1G�1�2��2248G85+ g6 Z567890�1�2 V5167 G69G70�904�1G�1�2��2238G85 : (6.21)Diese Identit�at k�onnen wir au
h graphis
h darstellen, tun dies aber ni
ht f�ur die Vierer-We
hselwirkung V1234 selbst, sondern glei
h f�ur die Funktion 
1234, die wir mit der Zerlegung(6.1) eingef�uhrt haben. Mit den Bezei
hnungen (6.2) und (6.13) erhalten wir dann aus (6.21)12 34 = � 12 12 34 � 12 13 42 � 12 14 23 � 13 1 234� 16 12 34 � 16 13 42 � 16 14 23 � 16 1 234� 12 12 34 � 12 13 42 � 12 14 23 � 13 1 234� 16 12 34 � 16 13 42 � 16 14 23 � 16 1 234 : (6.22)Gekoppelt mit (6.20), stellt diese Glei
hung ein ges
hlossenes Glei
hungssystem zur Bestim-mung der Funktionen �1234;56 und 
1234 dar. Allerdings ist dieses Glei
hungssystem, wiebereits erw�ahnt, ni
ht eÆzient. Das wird si
h daran zu erkennen geben, da� Graphen, dieaus den Termen der vorletzten Zeile von (6.22) entstehen, teilweise von denjenigen aus derletzten Zeile weggehoben werden. Die vorliegende Glei
hung k�onnte man dahingehend ver-bessern, da� zu einer fest vorgegebenen Ordnung sol
he Weghebungen vermieden w�aren.Dies ist z.B. m�ogli
h, wenn wir den 
-Ausdru
k aus der linken Seite von (6.22) in der re
h-ten Seite einsetzen. Eine sol
he Verbesserung w�urde allerdings dur
h deutli
h kompliziertereBestimmungsglei
hungen erkauft. Hinzu k�ame no
h, da� auf diese Weise die EÆzienzpro-bleme ni
ht behoben, sondern ledigli
h auf die h�oheren Ordnungen verlagert w�urden. Alseine Kompromissl�osung k�onnen wir au
h s
hon das Glei
hungssystem aus (6.20) und (6.22)verwenden, um die Graphen dieses Kapitels zu erzeugen.



126 KAPITEL 6. VERTEX-LEGENDRE-TRANSFORMATION6.3 Rekursionsglei
hungenDas uns vorliegende Glei
hungssystem wollen wir nun etwas eingehender untersu
hen undma
hen zu deren L�osung die folgenden st�orungstheoretis
hen Ans�atze:
1234 = 1Xp=2 
(p)1234 ; �1234;56 = 1Xp=2 �(p)1234;56 ; (6.23)die wir au
h graphis
h entspre
hend zum Ausdru
k bringen k�onnen:
12 34 = 1Xp=2 12 34p ; 23 4 561 = 1Xp=2 23 4 561p : (6.24)Mit Hilfe dieser St�orungsreihen und der Reihe f�ur die tadpolelose Selbstenergie (4.37) k�onnenwir das Glei
hungssystem aus (6.11), (6.20) und (6.22) in eine Rekursion �uberf�uhren. Mitp = 2; 3; 4; ::: lautet diese 1 22 = 16 1 2 ;12 342 = � 12 12 34 � 12 13 42 � 12 14 23 ;1 2p+1 = 16 1 2p ;

23 4 561p = � Æ 12 34pÆ 5 6 � p�2Xq=1 Æ 12 34p�qÆ 78 90 89 0 567q+1 ;
12 34p+1 = � Æ03;p6 12 34 � Æ03;p6 13 42 � Æ03;p6 14 23 � 13 1 234p� 16 1 2 34p�1 � 12 12 34p � 12 13 42p � 12 14 23p � 13 p�2Xq=1 1 234q+1 p�q� 16 21 4 3p�1 � 16 31 4 2p�1 � 16 41 2 3p�1 � 16 p�2Xq=2 1 2 34p�qq :(Rek. 16)Hierbei steht Æ03;p f�ur das gew�ohnli
he Krone
ker-Symbol und ist glei
h eins f�ur p = 3 und null
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hsten Abs
hnitt wollen wir diese Rekursion iterieren, um die ersten Ordnungenf�ur die Vierer-We
hselwirkung und die tadpolelose Selbstenergie zu bestimmen.6.4 Erzeugung der Graphen f�ur ~�12 und 
1234Die zweite Ordnung der Vierer-We
hselwirkung 
(2)1234 ist als Induktionsanfang in (Rek. 16)bereits vorgegeben. Aus diesem lassen si
h die Beitr�age von �(2)1234;56 bestimmen, und zwarist das23 4 5612 = � Æ 12 342Æ 5 6 = 12 ÆÆ 5 6 � 12 43 + 13 24 + 14 32 � == 12 � 5 36 241 + 6 35 241 + 5 46 321 + 6 45 321 + 5 26 431 + 6 25 431 � : (6.25)Dieses Resultat verwenden wir, um den Beitrag 
(3)1234 zu bere
hnen. Aus (Rek. 16) erhaltenwir 12 343 = � 16 12 34 � 16 13 42 � 16 14 23 � 13 1 2342� 12 12 342 � 12 13 422 � 12 14 232 : (6.26)Der vierte Summand ergibt si
h mit dem Ergebnis aus (6.25) zu1 2342 = 17 65 56 7 2342 = 12 34 + 13 42 + 14 23 : (6.27)Die letzten drei Summanden von (6.26) betra
hten wir am Beispiel des f�unften Summanden.Dieser ergibt si
h unmittelbar aus dem Rekursionsanfang von (Rek. 16) als12 342 = � 12 � 12 65 + 15 26 + 16 52 � 56 34 == � 12 12 43 � 12 34 : (6.28)Setzen wir dieses Resultat und die dazu �aquivalenten Resultate f�ur die letzten zwei Termeaus (6.26) zusammen mit dem Ergebnis aus (6.27) in die Glei
hung (6.26) ein, so erhaltenwir insgesamt12 343 = 14 12 43 + 14 13 24 + 14 14 32 : (6.29)



128 KAPITEL 6. VERTEX-LEGENDRE-TRANSFORMATIONZu bemerken sei bei diesem Ergebnis, da� wir es in allen Zwis
henre
hnungen au
h no
h mitanderen Graphen zu tun hatten, die si
h aber gegenseitig kompensiert haben. Darin spiegeltsi
h die bereits angespro
hene IneÆzienz unseres Verfahrens wieder. Diese Kompensationentreten bei allen h�oheren Re
hnungen in no
h viel st�arkeren Masse auf. So au
h bei derBere
hnung der n�a
hsth�oheren Ordnung der Vierer-We
hselwirkung 
(4)1234. Dazu bedarf esaber der Kenntnis der Se
hs-Punkt-Graphen von �(3)1234;56. Na
h (Rek. 16) gilt f�ur diese
23 4 5613 = � Æ 12 343Æ 5 6 � Æ 12 342Æ 78 90 89 0 5672 : (6.30)Bei dem ersten Summanden wird an allen drei Graphen aus dem bereits bekannten Resul-tat (6.29) eine Linienamputation dur
hgef�uhrt. Wir f�uhren diese explizit an einem derenRepr�asentanten dur
h. Dabei erhalten wirÆÆ 5 6 � 12 43� = 1 23 456 + 1 23 465 + 43215 6 + 43216 5 :(6.31)In dem zweiten Summanden werden Graphen der zweiten Ordnung der Vierer-We
hselwir-kung umgeformt. Diese werden dur
h drei identis
he Graphen repr�asentiert. Demna
h rei
htes s
hon, diese Umformungen an einem einzigen dieser Graphen dur
hzuf�uhren. Das ma
henwir wie folgt:Æ 12 43Æ 78 90 89 0 5672 = 12 � Æ28Æ17 34 90 + Æ37Æ48 12 90 � � 8 69 570 + 8 59 670+ 9 60 578 + 9 50 678 + 0 69 578 + 0 59 678 � : (6.32)Hierbei sei no
h zu bemerken, da� sowohl die Funktionalableitung Æ=Æ�7890 als au
h dieSe
hs-Punkt-Funktion �(2)7890;56 symmetris
h bez�ugli
h der Indizes 7, 8, 9 und 0 sind. Des-wegen brau
hten wir diese Symmetrie nur bei einem dieser Ausdr�u
ke explizit zu ber�u
k-si
htigen. In unserem Beispiel haben wir die symmetris
he Form der Se
hs-Punkt-Funktion�(2)7890;56 verwendet und brau
hten bei dem Ableitungsterm auf die Symmetrie ni
ht zu a
h-ten. Auf diese Weise konnte die Regel (6.8) in einer vereinfa
hten Form angewandt werden.Aus der Glei
hung (6.32) erhalten wir na
h Ausf�uhrung der Anklebevors
hriftenÆ 12 43Æ 78 90 89 0 5672 = 12 � 1 23 456 + 1 23 465 + 43215 6 + 43216 5 �

+ � 61 5 23 4 + 51 6 23 4 + 63 5 41 2 + 53 6 41 2 � : (6.33)
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Die Ergebnisse aus (6.32) und (6.33) fassen wir in der Form� 14 Æ 12 43Æ 5 6 + 12 Æ 12 43Æ 78 90 89 0 5672 == 12 � 61 5 23 4 + 51 6 23 4 + 63 5 41 2 + 53 6 41 2 � : (6.34)zusammen, mit deren Hilfe wir dann na
h (6.30) und mit den Ergebnissen f�ur 
(2)1234 und
(3)1234 die Se
hs-Punkt-Funktion �(3)1234;56 erhalten als23 4 5613 = 12 � 61 5 23 4 + 51 6 23 4 + 63 5 41 2 + 53 6 41 2

+ 61 5 34 2 + 51 6 34 2 + 62 5 41 3 + 52 6 41 3
+ 61 5 42 3 + 51 6 42 3 + 62 5 31 4 + 52 6 31 4 � : (6.35)Mit diesem Resultat k�onnen wir nun die Vierer-We
hselwirkung in der vierten Ordnungbestimmen. Dazu verwenden wir die Rekursion (Rek. 16), wona
h si
h die Glei
hung12 344 = � 13 1 2343 � 161 2342 � 12 12 343 � 12 13 423 � 12 14 233� 13 1 2342 2 � 16 21 4 32 � 16 31 2 42 � 16 41 2 32 (6.36)herleiten l�asst. Mit Resultaten aus (6.25), (6.29) und (6.35) bekommen wir na
h mehrmaligerAnwendung der Anklebevors
hriften das folgende Endergebnis f�ur diese Ordnung der Vierer-We
hselwirkung:12 344 = � 18 12 43 � 18 13 24 � 18 14 32 � 12 34 :(6.37)Au
h auf dem Wege zu diesem Resultat mussten mehrere Graphen erzeugt werden, die in(6.37) ni
ht mehr vorkommen. Genau genommen, nur der erste Term und die Terme dreibis f�unf lieferten die im endg�ultigen Resultat vorkommenden Graphen, aber eben ni
ht nursol
he. Interessant ist au
h zu bemerken, da� au
h bei der Erzeugung der Graphen f�ur dieSe
hs-Punkt-Funktion �1234;56 �ahnli
he Weghebungen einzelner Graphen ni
ht zu vermeidenwaren.Etwas erfreuli
her gestaltet si
h der Erzeugungsprozess f�ur Graphen der Selbstenergie ~�12.
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hheit deren Rekursionsbeziehung kommt es hier zu keinen Weghebungen.Demna
h ist das Verfahren in diesem Fall eÆzient. Die einzelnen ~�12-Graphen lassen si
hmit den bereits bekannten Diagrammen der Vierer-We
hselwirkung lei
ht bere
hnen. DerBeitrag niedrigster Ordnung ist in (Rek. 16) als Induktionsanfang explizit vorgegeben. F�urdie n�a
hste Ordnung ergibt si
h na
h (Rek. 16) mit p = 21 23 = 16 1 22 = � 14 1 2 : (6.38)Die vierte Ordnung erhalten wir mit Hilfe (Rek. 16) und (6.29) zu1 24 = 16 1 23 = 18 1 2 : (6.39)Zum S
hluss bere
hnen wir no
h aus dem Ergebnis (6.37) den Beitrag der n�a
hsten Ordnung~�(5)12 : 1 25 = 16 1 24 = � 116 1 2 � 16 1 2 : (6.40)Die Ergebnisse (6.38){(6.40) bzw. (6.29), (6.37) f�ur die tadpolelose Selbstenergie bzw. dieVierer-We
hselwirkung fassen wir in den na
hfolgenden Tabellen 13 und 14 zusammen, diewir no
h um zwei weitere Ordnungen vervollst�andigen.



6.4. ERZEUGUNG DER GRAPHEN F�UR ~�12 UND 
1234 131p p
2 #2.11=6(0;1;2)
3 #3.1� 1=4(2;0;2)
4 #4.11=8(3;0;2)
5 #5.1� 1=16(4;0;2) #5.2� 1=6(0;0;2)
6 #6.11=32(5;0;2) #6.2� 1=2(0;0;2)
7 #7.1� 1=64(6;0;2) #7.2� 1(0;0;1)#7.3� 1(0;0;2) #7.4� 1=12(0;0;2) #7.5� 1=2(0;0;1)Tabelle 13: Diagramme der Vertex-Legendre-transformierten tadpolelosen Selbstenergie mitderen relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur siebten Ordnung. Im Dreier-Tupel(D; T ;N) sind D und T entspre
hende Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen und N istder Symmetriegrad.
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p p
2 #2.1� 3=2(1;0;8)
3 #3.13=4(2;0;8)
4 #4.1� 3=8(3;0;8) #4.2� 1(0;0;24)
5 #5.13=16(4;0;8) #5.2� 3(0;0;8)
6 #6.1� 3=32(5;0;8) #6.2� 12(0;0;2) #6.3� 2(0;0;6)#6.4� 3=2(0;0;8)Tabelle 14: Diagramme der Vertex-Legendre-transformierten Vierer-We
hselwirkung mitderen relativen Gewi
hten in der �4-Theorie bis zur se
hsten Ordnung. Im Dreier-Tupel(D; T ;N) sind D und T entspre
hende Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen und N istder Symmetriegrad.



6.5. VAKUUMDIAGRAMME 1336.5 VakuumdiagrammeDer Gegenstand dieses Abs
hnittes ist die mit (6.7) eingef�uhrte Vertex-Legendre-transfor-mierte freie Energie � = �[G;�℄. Wir werden nun versu
hen, diese Funktion dur
h die imletzten Abs
hnitt eingehend untersu
hte tadpolelose Selbstenergie ~�12 = ~�12[G;�℄ unddie Vierer-We
hselwirkung V1234 = V1234[G;�℄ auszudr�u
ken. Dazu bere
hnen wir zuerstdie Funktionalableitung Æ�=ÆG12 bei festgehaltener ein-Teil
hen-irreduzibler Vier-Punkt-Funktion �. F�ur diese gilt wegen (6.7) unter Benutzung der Vors
hrift (5.5)Æ�ÆG12 ���� = Æ�ÆG12 ���V + Z3456 Æ�ÆV3456 ���G ÆV3456ÆG12 ���� + g4 Z34 V1234 G34+ g8 Z3456G34 ÆV3456ÆG12 ���� G56 � g24 Z34567890 ÆV3456ÆG12 ���� G37G48G59G60 �7890� g12 Z345678 V1345 G36G47G58 �6782 � g12 Z345678 V2345 G36G47G58 �6781 : (6.41)Die hierbei vorkommenden Funktionalableitungen der Funktion � lassen si
h na
h der Glei-
hung (5.4) bestimmen. F�ur Æ�=ÆG12 ergibt si
h dann mit Hilfe (3.9) und (5.6)Æ�ÆG12 ���V = 12 G�112 = 12 G�112 � g4 Z34 V1234 G34 + g12 Z345678 V1345 G36G47G58 �6782 (6.42)und f�ur Æ�=ÆV3456 wegen (2.51) und (6.6)Æ�ÆV3456 ���G = ÆWÆV3456 ���G�1 = � g24 fG34 G56 + G35 G46 + G36 G45 g+ g24 Z7890G37G48G59G60 �7890 : (6.43)Setzen wir die Ergebnisse (6.42) und (6.43) in (6.41) ein, so erhalten wir den folgendenAusdru
k f�ur die gesu
hte Funktionalableitung der Vertex-Legendre-transformierten freienEnergie: Æ�ÆG12 ���� = 12 G�112 � g12 Z345678 V2345 G36G47G58 �6781 : (6.44)Mit diesem Resultat stellen wir weiterhin fest, da�Z3G13 Æ�ÆG23 = 12 Æ12 � g12 Z3456789G13 V3456 G47G58G69 �7892 : (6.45)Hieraus erkennen wir unter anderem, da� f�ur das ungest�orte Problem mit g = 0 und � = �(0)gilt Z3G13 Æ�(0)ÆG23 = 12 Æ12 : (6.46)
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h Verglei
h dieser Glei
hung mit (5.31) stellen wir fest, da� die L�osung von (6.46) bisauf eine additive Konstante mit dem Funktional �(0) zusammenf�allt und dur
h�(0) = �(0) = 12 Tr lnG (6.47)gegeben ist. Ebenfalls gilt au
h die Glei
hungÆ�(0)ÆG12 = 12 G�112 ; (6.48)mit der wir sofort die Bedingung (6.46) na
hpr�ufen k�onnen. Zu bemerken sei no
h, da�wir z.B. die Glei
hung (6.47) au
h sofort erhalten k�onnten, da die Vertex-Legendre-Trans-formation ledigli
h die Rolle der Vierer-Vertizes betri�t. Weil diese aber im ungest�ortenFunktional �(0) ni
ht explizit vorkommen, kann dieses Funktional na
h der Vertex-Legendre-Transformation unge�andert �ubernommen werden.Zur L�osung des allgemeinen Problems separieren wir von dem Funktional � seinen un-gest�orten Anteil entspre
hend der Zerlegung� = �(0) + �(int) : (6.49)Die Glei
hung (6.45) l�asst si
h dann mit Hilfe (6.48) in eine Bestimmungsglei
hung f�ur denWe
hselwirkungsanteil der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie �(int) ums
hrei-ben. Diese s
hreiben wir in der FormZ12G12 Æ�(int)ÆG12 = � g12 Z12345678 V1234 G15G26G37G48 �5678 (6.50)auf, oder mit Hilfe (3.5) umgeformtZ12G12 Æ�(int)ÆG12 = � 112 Z12345678 �1234 G15G26G37G48 �5678� 112 Z12345678 
1234 G15G26G37G48 �5678 : (6.51)Erinnern wir uns ausserdem no
h an (6.9), so k�onnen wir die Identit�at (6.50) au
h andersumformulieren: Z12G12 Æ�(int)ÆG12 = � 12 Z12G12 ~�21 : (6.52)Mit einer weiteren diagrammatis
hen Bezei
hnung�(int) � (6.53)k�onnen wir die Bestimmungsglei
hungen (6.51) und (6.52) graphis
h illustrieren:12 ÆÆ 1 2 = � 112 � 112 ; (6.54)



6.5. VAKUUMDIAGRAMME 13512 ÆÆ 1 2 = � 12 : (6.55)Diese beiden Bestimmungsglei
hungen k�onnen wir au
h in Rekursionsbeziehungen �uberf�uhren.Dazu verwenden wir die St�orungsreihe�(int) = 1Xp=1 �(p) ; = 1Xp=1 p : (6.56)�Uberlegen wir uns no
h, da� hier in v�olliger Analogie zur Glei
hung (5.44) gilt12 ÆÆ 1 2 = 1Xp=1 2p p ; (6.57)so k�onnen wir folgende Rekursionsglei
hungen mit p = 2; 3; 4; ::: herleiten:1 = 0 ; 2 = � 148 ; p+1 = � 124(p+ 1) p ;(Rek. 17)1 = 0 ; p = � 14p p :(Rek. 18)Um die Graphen der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie f�ur die ersten Ordnun-gen zu erzeugen, verwenden wir beispielsweise die Rekursionsbeziehung (Rek. 18). F�ur diezweite Ordnung erhalten wir mit dem Resultat f�ur die zweite Ordnung der Selbstenergie ~�(2)12aus (Rek. 16)2 = � 18 2 = � 148 1 2 2 1 = � 148 : (6.58)Dieses Ergebnis ist in (Rek. 17) au
h explizit angegeben. F�ur die dritte Ordnung ergibt si
hdann mit dem Resultat (6.38)3 = � 112 3 = 148 (6.59)und f�ur die n�a
hsten zwei Ordnungen wegen (6.39) und (6.40)4 = � 116 4 = � 1128 ; (6.60)5 = � 120 5 = 1320 + 1120 : (6.61)Die Ergebnisse (6.58){(6.61) werden in der na
hfolgenden Tabelle zusammengefasst und no
hum zwei weitere Ordnungen vervollst�andigt.
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p p
2 #2.1� 1=48(0;0;1;2)
3 #3.11=48(3;0;0;6)
4 #4.1� 1=128(4;0;0;8)
5 #5.11=320(5;0;0;10) #5.21=120(0;0;0;120)
6 #6.1� 1=768(6;0;0;12) #6.21=48(0;0;0;48)
7 #7.1� 1=1792(7;0;0;14) #7.2� 1=14(0;0;0;14) #7.3� 1=48(0;0;0;48)Tabelle 15: Graphen der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie mit deren relativenGewi
hten in der �4-Theorie. Jedes Diagramm wird 
harakterisiert dur
h den Vierer-Tupel(D; T; V ;P ), wobei D, T und V die jeweiligen Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen sind und P die Zahl der formerhaltenden Knotenpermutationen.



6.6. VERTEX-LEGENDRE-R�UCKTRANSFORMATION 1376.6 Vertex-Legendre-R�u
ktransformationIm vorherigen Kapitel haben wir im Rahmen der Linien-Legendre-Transformation bereitsdie Graphen ohne Linienkorrekturen erzeugen k�onnen. All diese k�onnen aus keinen ande-ren Graphen erzeugt werden dur
h Ersetzung deren Linien gegen die komplizierteren Zwei-Punkt-Graphen. Diese Legendre-Transformation f�uhrt uns in Verbindung mit der ans
hlies-senden Vertex-Legendre-Transformation zu den sogenannten Skelett-Diagrammen. Dies sindall diejenigen Graphen, die keinerlei Linien- oder Vertex-Korrekturen enthalten, und die al-so in diesem Sinne topologis
h elementar sind. Die Vier-Punkt-Skelett-Diagramme wurdenerzeugt, indem die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion �1234 als eine unabh�angigeVariable und die Vierer-We
hselwirkung V1234 als eine Funktion dieser Variablen aufgefasstwurden.Wie man der Tabelle 11 auf Seite 104 ansieht, sind die meisten Diagramme keine Skelett-Graphen. Diese k�onnen wir jedo
h auf eine relativ einfa
he Weise mit Hilfe der inversenVertex-Legendre-Transformation wiedergewinnen. Hierbei wird versu
ht, die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion � dur
h die Vierer-We
hselwirkung V auszudr�u
ken. AlsAusgangspunkt dient uns die De�nitionsglei
hung f�ur die Funktion 
 (6.1), die wir nun alseine Zerlegung der Funktion � ansehen:12 34 = 12 34 � 12 34 : (6.62)Da die Funktion 
 die Beitr�age mindestens zweiter Ordnung enth�alt, spielt sie bei der erstenOrdnung no
h keine Rolle, und wir k�onnen die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktionbis zur ersten Ordnung in der Form12 34 = 12 34 + ::: (6.63)auss
hreiben. Bei der n�a
hsten Ordnung sind die 
-Beitr�age zweiter Ordnung zu ber�u
ksi
h-tigen. Somit ergibt si
h dann aus (6.62)12 34 = 12 34 + 12 12 43 + 12 13 24 + 12 14 32 + ::: : (6.64)Setzen wir den �-Ausdru
k aus (6.63) in der re
hten Seite der Glei
hung (6.64) ein, so ergibtsi
h 12 34 = 12 34 + 12 12 34 + 12 13 42 + 12 14 23 + ::: : (6.65)Als n�a
hstes ber�u
ksi
htigen wir no
h die dritte Ordnung der Funktion 
, die wir aus (6.29)kennen, und s
hreiben die Zerlegung (6.62) in der Form12 34 = 12 34 + 12 12 43 + 12 13 24 + 12 14 32� 14 12 43 � 14 13 24 � 14 14 32 + ::: (6.66)



138 KAPITEL 6. VERTEX-LEGENDRE-TRANSFORMATIONaus. Das Ersetzen der vollen Vertizes auf der re
hten Seite dieser Glei
hung dur
h deren Rei-hendarstellung aus (6.65) ergibt dann im ersten S
hritt bei ausser A
ht lassen aller Beitr�ageh�oherer als dritter Ordnung12 34 = 12 34 + 12 12 43 + 12 13 24 + 12 14 32 + 14 12 43 + 12 12 34+ 14 13 24 + 12 13 42 + 14 14 32 + 12 14 23� 14 12 43 � 14 13 24 � 14 14 32 + ::: : (6.67)Das endg�ultige Resultat erhalten wir na
h weiteren Ersetzungss
hritten ebenfalls bei ausserA
ht lassen der Graphen h�oherer als der dritten Ordnung:12 34 = 12 34 + 12 � 12 34 + 13 42 + 14 23 �+ 12 � 1 23 4 + 1 42 3 + 1 34 2 + 4 31 2 + 3 21 4 + 2 41 3 �
+ 14 � 12 34 + 14 23 + 13 42 � + ::: : (6.68)Hier entstand aufgrund der Vertex-Legendre-R�u
ktransformation ein neuer Graph, den wiraus der Tabelle 11 auf Seite 104 als den Graphen #3:2 kennen. Dieser Graph ist also keinSkelett-Diagramm. Interessant ist an dieser Stelle zu bemerken, da� aus dieser Re
hnungder Kettengraph sowohl aus dem Graphen als au
h aus dem Gra-phen niederer Ordnung hervorgeht. Hiermit wird o�ensi
htli
h, da� dies au
hkein Skelett-Graph ist. Um sein Gewi
ht ri
htig bestimmen zu k�onnen, brau
hte man aller-dings die beiden oben genannten Graphen als seine Quellen. Das ist au
h bei den h�oherenOrdnungen ni
ht anders. Die Kettendiagramme �ubernehmen au
h dort die Rolle der Korrek-turgraphen. Die Diagramme #4:2, #5:2 und #6:2�4 der Tabelle 14 auf Seite 132 sind voneiner anderen Sorte. Diese sind e
hte Skelett-Diagramme und sind ausserdem im Gegenteilzu den Kettengraphen allesamt zwei-Teil
hen-irreduzibel. Au
h alle Graphen, die aus diesendur
h die Vertex-Legendre-R�u
ktransformation hervorgehen, sind zwei-Teil
hen-irreduzibel.So entsteht beispielsweise der zwei-Teil
hen-irreduzible Graph #5:3 der Tabelle 11 aus demSkelett-Diagramm #5:2 aus der Tabelle 14, was man ja uns
hwer na
hpr�ufen kann. Au
hbei den h�oheren Ordnungen s
heint si
h der Trend zu best�atigen, l�asst si
h aber mit unserenMitteln ni
ht allgemein beweisen.Na
h unseren Untersu
hungen der Vier-Punkt-Funktionen sind wir in der Lage, die Vertex-Legendre-Transformation au
h f�ur die Selbstenergie zu invertieren. Dazu s
hreiben wir zuerstdie tadpolelose Selbstenergie in eine Reihe zerlegt aus:1 2 = 16 1 2 � 14 1 2 + 18 1 2 + ::: : (6.69)
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h Ersetzen eines der vollen Vertizes dur
h den Ausdru
k auf der re
hten Seite von (6.68)ergibt si
h unter Ber�u
ksi
htigung der Graphen nur bis vierter Ordnung1 2 = 16 1 2 + 312 1 2 + 112 � 3 1 2+ 3 1 2 �+ 324 1 2 � 14 1 2 � 18 � 1 2+ 2 1 2 �+ 18 1 2 + ::: : (6.70)Weitere Ersetzungen der vollen Vertizes dur
h deren Reihendarstellungen ergeben na
hl�angeren Re
hnungen das folgende Resultat:1 2 = 16 1 2 + 14 1 2 + 14 1 2+ 14 1 2 + 18 1 2 + ::: : (6.71)Aus dieser Re
hnung erkennt man uns
hwer, da� die Ringgraphen #3:1, #4:1 der Tabelle13 keine Skelett-Diagramme sind. Diese werden in jeder Ordnung dur
h jeweils einen Ring-graphen repr�asentiert und sind in der Tabelle 13 die Graphen #5:1, #6:1 und #7:1.Die Vertex-Legendre-R�u
ktransformation k�onnen wir in einer analogen Weise au
h auf dieVakuumdiagramme ausweiten. Dabei werden die Graphen der Funktion � bestimmt. Zuerstbemerken wir jedo
h, da� das Funktional der Vakuumenergie � in diesem Fall eine Legendre-Transformierte des Funktionals � ist. Diese lassen si
h aber vermittels der Identit�at (6.7)miteinander verkn�upfen. Erinnern wir uns an dieser Stelle no
h an die Glei
hung (6.47), soerhalten wir aus (6.7) mit den Zerlegungen (5.36) und (6.49)�(int) = �(int) � g8 Z1234G12 V1234[G;�℄G34+ g24 Z12345678 V1234[G;�℄G15G26G37G48 �5678 : (6.72)Diese Umformung l�asst si
h au
h graphis
h darstellen:= 18 + 124 + : (6.73)Mit Hilfe (6.58){(6.61) k�onnen wir das Funktional �(int) demna
h als die folgende Reihen-zerlegung darstellen:= 18 + 124 � 148 + 148 � 1128 + ::: :(6.74)



140 KAPITEL 6. VERTEX-LEGENDRE-TRANSFORMATIONNun k�onnen wir die vollen Vertizes dur
h den Ausdru
k (6.68) sukzessive ersetzen. Im erstenS
hritt ergibt si
h dabei= 18 + 148 � 396 � 348 � 3192+ 148 + 196 � + 2 � � 1128 + ::: : (6.75)Setzen wir den Ersetzungsprozess der vollen Vertizes fort, so erhalten wir das folgende Er-gebnis: = 18 + 148 + 148 + 1128 + 132 + ::: :(6.76)Au
h hier sind die sogenannten Ringgraphen #3:1, #4:1 u.s.w. keine e
hten Skelett-Dia-gramme und k�onnen topologis
h aus den Graphen niedrigerer Ordnungen erzeugt werden.Sie werden jedo
h zur Bestimmung der ri
htigen Gewi
htsfaktoren ben�otigt.



Kapitel 7Zusammenfassung und Ausbli
k
Das Ziel der vorliegenden Diplomarbeit bestand darin, eÆziente Algorithmen zur rekursi-ven graphis
hen Generierung von Feynman-Diagrammen und ihrer Gewi
hte am Beispielder �4-Theorie zu entwi
keln. Mit Hilfe von Linien- und Vertex-Amputationen konnten dieS
hwinger-Dyson-Glei
hungen der �4-Theorie zu ges
hlossenen Glei
hungssystemen ausge-baut werden. Dabei wurden vers
hiedene Funktionaldi�erentialglei
hungen abgeleitet, derenrekursive graphis
he L�osung auf die zusammenh�angenden, die ein-Teil
hen-irreduziblen unddie tadpolelosen Feynman-Diagramme der Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen f�uhrten. Aus-serdem konnte dur
h die Linien- und Vertex-Legendre-Transformation gezeigt werden, wiedie Skelett-Diagramme der �4-Theorie graphis
h rekursiv generiert werden k�onnen.Der Einfa
hheit halber bes
hr�ankte si
h die Diplomarbeit darauf, eine eng umrissene Pro-blemstellung zu behandeln. Dabei ergaben si
h interessante Fragestellungen, die erst imRahmen k�unftiger Studien behandelt werden k�onnen. Dazu geh�oren beispielsweise die fol-genden drei Problemfelder:AUTOMATISIERUNG DURCH COMPUTERALGEBRA:Die L�osung der graphis
hen Rekursionsbeziehungen wird zu h�oheren Ordnungen hin immerkomplizierter, da die Zahl der auftretenden Feynman-Diagramme stark zunimmt. Es liegtdeshalb nahe, dieses Verfahren mit Hilfe von Computeralgebra zu automatisieren. In der Ar-beit [12℄ wurde am Beispiel der graphis
hen Rekursion f�ur die Vakuumdiagramme (Glei
hung(Rek. 1) auf der Seite 17 dieser Diplomarbeit) gezeigt, da� eine sol
he Automatisierung miteinem MATHEMATICA-Programm prinzipiell m�ogli
h ist. Zun�a
hst wurde in Anlehnungan die Diplomarbeit [26℄ eine Darstellung der Feynman-Diagramme in einer Matrizenformverwandt, bei der die ganzzahligen Eintr�age die Anzahl der Kanten zwis
hen den entspre-
henden Knotenpunkten darstellen1. Dabei wurde aus allen m�ogli
hen Matrix-Darstellungenf�ur ein einzelnes Feynman-Diagramm eine Zahl abgeleitet, die die Topologie eines gegebenenDiagramms 
harakterisiert. Ans
hliessend wurde gezeigt, da� si
h die jeweiligen Elementar-vorg�ange, die bei der Iteration der graphis
hen Rekursionsglei
hung (Rek. 1) auftreten, indie Matrixdarstellung umsetzen lassen. Hierzu z�ahlen die Amputation einer Linie in einem1In der Graphentheorie spri
ht man dabei von den sogenannten Adjazenzmatrizen (siehe z.B. [39℄)141



142 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKFeynman-Diagramm, das Zusammenkleben einzelner Teilgraphen und die Verbindung zweier�ausserer Linien zu einer internen. Ausserdem konnte in dieses MATHEMATICA-Programmdie Generierung der zusammenh�angenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionsgraphen integriertwerden. Die Iteration entspre
hender Feynman-Diagramme konnte bis zur st�orungstheoreti-s
hen Ordnung p = 6 dur
hgef�uhrt werden.Auf der Grundlage der in [12℄ gewonnenen Erfahrungen k�onnten au
h die in der vorliegendenDiplomarbeit abgeleiteten graphis
hen Rekursionsbeziehungen entspre
hend automatisiertwerden. Dadur
h k�onnten gerade die f�ur die Renormierung der �4-Theorie notwendigen tad-polelosen ein-Teil
hen-irreduziblen Feynman-Diagramme eÆzient generiert werden. Zun�a
hstsind die Diagramme, die bisher bei der Regularisierung in D = 4� " [26, 27℄ und in D = 3[29, 30℄ Dimensionen bis zu 5 bzw. 7 S
hleifen verwandt wurden, samt ihrer Gewi
hte zu�uberpr�ufen. Ans
hliessend k�onnten au
h die Graphen der darau�olgenden S
hleifenordnun-gen generiert werden, um h�ohere S
hleifenre
hnungen vorzubereiten.BERECHNUNG VON FEYNMAN-INTEGRALEN:Es ist zu untersu
hen, ob die in der vorliegenden Diplomarbeit verwandten Methoden zurrekursiven graphis
hen Generierung von Diagrammen in der �4-Theorie au
h bei der Be-re
hnung der entspre
henden Feynman-Integrale herangezogen werden k�onnen. Hierbei sindbeispielsweise die beiden folgenden Ans�atze erfolgverspre
hend:� Im Ans
hluss an die automatis
he Generierung der Feynman-Graphen k�onnte ein weiteresComputerprogramm deren numeris
he Auswertung z.B. inD = 3 Dimemsionen dur
hf�uhren.Hierzu wurde in den Arbeiten [31, 32℄ ein eÆzienter Algorithmus vorges
hlagen, bei demf�ur jedes Feynman-Integral eine St�orungsreihe bis zu hohen Ordnungen bere
henbar ist. Esfehlen allerdings no
h weitergehende Untersu
hungen zum Ho
hordnungsverhalten und zurResummation dieser St�orungsreihen, um damit kritis
he Exponenten mit der erforderli
henGenauigkeit bere
hnen zu k�onnen. Ausserdem ist momentan no
h unklar, inwieweit dieser Al-gorithmus au
h in der Lage ist, die bei man
hen Feynman-Integralen in D = 3 Dimensionenauftretenden Unendli
hkeiten ad�aquat zu behandeln. Es ist auf jeden Fall eine lohnenswerteAufgabe, die 6- bzw. 7-S
hleifenre
hnungen von Ni
kel et al. [29, 30℄ zu wiederhohlen, daderen Ergebnisse unzurei
hend dokumentiert und ni
ht in Fa
hjournalen publiziert sind.� Die in dieser Diplomarbeit abgeleiteten ges
hlossenen S
hwinger-Dyson-Glei
hungen k�onn-ten au
h zur Entwi
klung ni
htperturbativer N�aherungsverfahren herangezogen werden. Sowird beispielsweise in der Arbeit [33℄ eine selbstkonsistente L�osung der Dyson-Glei
hungvorges
hlagen. Hierzu wird die Existenz eines Phasen�ubergangs angenommen, um f�ur dieKorrelationsfunktionen einen einfa
hen Skalierungsansatz ma
hen zu k�onnen. Analoge �Uber-legungen in der Ginzburg-Landau-Theorie erm�ogli
hten in der Arbeit [34℄, den Ein
ussthermis
her Fluktuationen des Ordnungsparameters und des Vektorpotentials auf den Pha-sen�ubergang Normalleitung-Supraleitung in guter N�aherung zu bes
hreiben. Um entspre-
hend die ges
hlossenen S
hwinger-Dyson-Glei
hungen aus der vorliegenden Diplomarbeitselbstkonsistent l�osen zu k�onnen, ben�otigt man ni
ht nur f�ur die Paarkorrelationsfunkti-on, sondern au
h f�ur die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion einen brau
hbarenph�anomenologis
hen Ansatz. Dabei ist zun�a
hst unklar, wie man im Rahmen eines sol
hen



143Ansatzes die Linienamputation operationalisiert, die in der S
hwinger-Dyson-Glei
hung f�urdie ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion (5.13) auftritt. Man k�onnte au
h einen an-deren Weg eins
hlagen, bei dem man mit Hilfe sol
her ph�anomenologis
hen Ans�atze f�ur diePaarkorrelationsfunktion und die ein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion die Skelett-Vakuumdiagramme der �4-Theorie bere
hnet. Fasst man die no
h unbekannten Gr�ossen die-ser Ans�atze als Variationsparameter auf, so k�onnte man diese dadur
h festlegen, da� diesedie Vakuumenergie extremalisieren. Setzt man dann die so optimierten Variationsparameterwieder in den ph�anomenologis
hen Ansatz ein, m�ussten si
h brau
hbare N�aherungswerte f�urdie kritis
hen Exponenten ergeben.UNTERSUCHUNG ANDERER FELDTHEORIEN:Die in dieser Diplomarbeit gelungene funktionale S
hliessung der S
hwinger-Dyson-Glei
hun-gen in der �4-Theorie k�onnte in entspre
hender Weise au
h in anderen Feldtheorien dur
h-gef�uhrt werden. Es liegt nahe, zun�a
hst das fermionis
he Analogon zum Energiefunktional(1.2) der �4-TheorieE[�℄ = Z12G�112 � 1 2 + g4 Z1234 V1234 � 1 � 2 3 4 (7.1)mit den Grassmann-Feldern � und  zu betra
hten. Es stellt beispielsweise das zweidi-mensionale Hubbard-Modell dar, das in der Festk�orperphysik herangezogen wird, um dieferromagnetis
hen und supraleitenden Eigens
haften stark korrelierter Elektronen zu unter-su
hen. Aufgrund der formalen �Ahnli
hkeit der beiden Energiefunktionale (1.2) und (7.1)besitzen die Feynman-Diagramme des Hubbard-Modells dieselbe Topologie, wie die der�4-Theorie. Da aber nun die Kanten als geri
htete Linien aufzufassen sind, treten andereGewi
hte auf. Vermutli
h wird si
h das methodis
he Vorgehen bei der �4-Theorie direktauf das Hubbard-Modell �ubertragen lassen. Das gilt wahrs
heinli
h insbesondere au
h f�urdie Kommutationsbeziehungen (2.64) und (3.31), die f�ur die Herleitung eines ges
hlossenesSatzes von graphis
hen Rekursionsglei
hungen in dieser Diplomarbeit von grunds�atzli
herBedeutung waren. Es ist deshalb zu erwarten, da� beispielsweise die Selbstenergie und dieein-Teil
hen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion einem ges
hlossenen Glei
hungssystem gen�ugt,das strukturell dem zu der �4-Theorie angegebenen �ahnelt (siehe (3.12), (3.16) und (3.35)).Eine wi
htige Frage ist nun, ob dieses Glei
hungssystem dazu verwandt werden kann, dieetablierten N�aherungsverfahren zur L�osung des Hubbard-Modells weiter zu entwi
keln. Bei-spielsweise ist heutzutage die sogenannte FLEX-N�aherung (\
uktuating ex
hange approxi-mation") weit verbreitet [35℄, die von Bi
kers, S
alapino und White [36℄ auf der Grundlageder Arbeiten von Kadano� und Baym [37, 38℄ entwi
kelt wurde. Es handelt si
h hierbei umeine N�aherung, die die mikroskopis
hen Erhaltungss�atze f�ur Teil
henzahl, Energie und Im-puls erf�ullt und die die Di
hte- bzw. Spin
uktuationen stark korrelierter Elektronen jenseitsder Hartree-Fo
k-N�aherung bes
hreibt. Te
hnis
h gesehen beruht die FLEX-N�aherung dar-auf, da� die Vakuumenergie dur
h die sogenannten Ringdiagramme mit Kanten aus vollenZwei-Punkt-Funktionen und mit Vierer-Vertizes als Knoten angen�ahert wird. W�urde manmit den in dieser Diplomarbeit verwandten Methoden die S
hwinger-Dyson-Glei
hungen desHubbard-Modells s
hliessen, so k�onnte man daraus ableiten, wel
he Vertexkorrekturen auf-



144 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKtreten, wenn die freie Energie dur
h die Skelett-Ringdiagramme gen�ahert wird. Es ist zuuntersu
hen, inwieweit die Ber�u
ksi
htigung sol
her Vertexkorrekturen einen Ein
uss aufdie ferromagnetis
hen und supraleitenden Eigens
haften hat.Bei der �4-Theorie bzw. dem Hubbard-Modell handelt es si
h um die einfa
hst m�ogli
he Feld-theorie, da deren Feynman-Diagramme nur aus einer Kanten- und einer Knotenart aufgebautsind. Kompliziertere Verh�altnisse liegen in der Quantenelektrodynamik [25℄ mit zwei Kanten-und einer Knotenart, in der �3�4-Theorie [13, 14℄ mit einer Kanten- und zwei Knotenartenoder in der skalaren Quantenelektrodynamik [17℄ mit zwei Kanten- und drei Knotenartenvor. Die bisher f�ur diese Feldtheorien abgeleiteten graphis
hen Rekursionsbeziehungen f�urdie Vakuumdiagramme zeigen, da� beim Vorliegen mehrerer Knotenarten neben den Lini-enamputationen au
h die Amputationen von Knoten ben�otigt werden [14, 17℄. Nur dannist man in der Lage, f�ur die freie Energie bzw. die e�ektive Energie eine einzelne Funktio-naldi�erentialglei
hung abzuleiten, deren rekursive graphis
he L�osung die zusammenh�angen-den bzw. ein-Teil
hen-irreduziblen Vakuumdiagramme ergeben. Die funktionale S
hlieesungder S
hwinger-Dyson-Glei
hungen wurde s
hon erfolgrei
h in der Quantenelektrodynamikdur
hgef�uhrt [25℄, entspre
hende Untersu
hungen zur �3�4-Theorie und der skalaren Quan-tenelektrodynamik stehen aber no
h aus.
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