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Kapitel 1
Einfithrung

In dem storungstheoretischen Zugang zur Feldtheorie beruht die Berechnung physikalischer
Grossen auf der Auswertung von Feynman-Integralen, die durch Diagramme dargestellt
werden. Dabei ist jedes Diagramm mit einem Gewicht versehen, das von seiner Topologie
abhéngt. Mittlerweile gibt es mehrere umfangreiche Computerprogramme, wie z.B. FeynArts
[1-3] oder QGRAF [4, 5], die fiir unterschiedliche Feldtheorien die Diagramme konstruieren
und deren Gewichte bestimmen. Einige Computerprogramme basieren auf dem kombinato-
rischen Zugang, bei dem die Knoten entsprechend der Feynman-Regeln auf alle mogliche
Arten mit Kanten verbunden werden. Andere wiederum basieren auf der systematischen
Erzeugung sogenannter homeomorpher irreduzibler Sterngraphen [6, 7]. Dieser Zugang ist
auch fiir hohere Ordnungen effizient, besitzt aber den konzeptionellen Nachteil, dafl zwi-
schenzeitlich viele Diagramme mit verschiedenen Knotenvalenzen erzeugt werden, die bei
fest vorgegebenen Knotenvalenzen letztlich bedeutungslos sind. Dies ist insbesondere der
Fall bei der von uns zu untersuchenden ¢*-Theorie mit der spezifischen Knotenvalenz 4.

Vor ldngerer Zeit wurde in [8, 9] eine auf physikalischen Uberlegungen basierende Methode
vorgeschlagen, die Feynman-Diagramme einer bestimmten Feldtheorie zu konstruieren. Sie
beruht auf der Beobachtung, daf die vollstéindige Kenntnis der Vakuumenergie die gesamte
Theorie festlegt (“The Vacuum is the world.”) [10, 11]. In diesem Sinne werden zunéchst
die Vakuumdiagramme auf graphisch-rekursivem Wege erzeugt. Das Verfahren basiert auf
Funktionaldifferentialgleichungen fiir die Vakuumenergie, die gewisse Manipulationen mit
den Kanten und Knoten beinhalten. Anschliessend werden die physikalisch wichtigen n-
Punkt-Funktionen gewonnen, indem bestimmte Funktionalableitungen auf die Vakuumener-
gie angewandt werden, was diagrammatisch als Wegnahme entsprechender graphischer Bau-
elemente aus den Vakuumenergie-Diagrammen interpretiert werden kann. Kiirzlich gelang
es mit diesem Zugang, die zusammenhéngenden und die ein-Teilchen-irreduziblen Feynman-
Diagramme der ¢*-Theorie sowohl in der ungeordneten, symmetrischen Phase [12] als auch
in der geordneten, symmetriegebrochenen Phase [13, 14] zu erzeugen (siehe auch die Arbeit
[15]). Ausserdem wurden auf diesem Wege die zusammenhingenden Feynman-Diagramme
der QED [16] und der skalaren QED [17] gewonnen. Im Unterschied zur sonst iiblichen
Methode der erzeugenden Funktionale [18-23], konnte man dabei auf die Einfiihrung von
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(Grassmann-)Stromen verzichten. Ein weiterer Vorteil bestand darin, daf§ die Anzahl der
Funktionalableitungen, die zur Erzeugung bestimmter Korrelationsfunktionen benétigt wur-
de, gegeniiber dem Strom-Ableitungsformalismus halbiert wurde.

In der vorliegenden Diplomarbeit wird ein modifizierter Zugang zur graphischen Rekursi-
on von Feynman-Diagrammen entwickelt [24, 25]. Anstatt von den Diagrammen der Va-
kuumenergie auszugehen, versuchen wir, die Feynman-Diagramme der n-Punkt-Funktionen
auf direktem Wege zu erzeugen. Dabei miissen wir uns mit dem Problem auseinanderset-
zen, daf} die n-Punkt-Funktionen einer Feldtheorie einer unendlichen Hierarchie gekoppelter
Schwinger-Dyson-Gleichungen geniigen [9, 18-23]. In dieser Diplomarbeit zeigen wir am Bei-
spiel der ¢*-Theorie, da8 sich die Schwinger-Dyson-Gleichungen durch Heranziehung der
Funktionalableitungen schliessen lassen.

In unserer Diplomarbeit gehen wir dabei im einzelnen wie folgt vor. In den folgenden Ab-
schnitten des ersten Kapitels wird zunichst die ¢*-Theorie dargestellt und anschliessend
die fiir die Arbeit wichtigen funktionalanalytischen Methoden und die Feynman-Regeln ein-
gefiihrt.

Im Kapitel 2 wenden wir unsere funktionalanalytischen Methoden zur Erzeugung von Dia-
grammen der Vakuumenergie an und halten uns dabei an die Arbeit [12]. Im Anschluss daran
leiten wir ein geschlossenes Gleichungssystem ab, mit dessen Hilfe sich Graphen der zusam-
menhéngenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen effizient graphisch-rekursiv konstruieren
lassen.

Im Kapitel 3 wird das Verfahren dahingehend erweitert, daf ein geschlossenes Gleichungssy-
stem fiir die Selbstenergie und die sogenannte ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion
hergeleitet wird. Dessen graphisch-rekursive Losung fiihrt auf alle ein-Teilchen-irreduzible
Feynman-Diagramme, die fiir die Renormierung der ¢*-Theorie benétigt werden.

Kapitel 4 beschéftigt sich schliesslich mit der Frage, wie die Resummation von Tadpole-
Diagrammen durch eine Umdefinition der Kanten in unseren Graphen bewerkstelligt wird.
Dabei erhalten wir ein modifiziertes Gleichungssystem fiir die Selbstenergie und die ein-
Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion, das automatisch auf alle tadpolelosen Feynman-
Diagramme fiihrt. Es handelt sich hierbei genau um diejenigen Diagramme, die im M S-
Renormierungsschema unter Verwendung der (4 —¢)-Regularisierung berechnet werden miis-
sen [26, 27].

Im Kapitel 5 werden die freien Propagatoren, die diagrammatisch als Kanten unserer Gra-
phen aufzufassen waren, durch die vollen Propagatoren ersetzt. Dies geschieht im Rahmen
der Linien-Legendre-Transformation. Dadurch werden wir auf ein Gleichungssystem gefiihrt,
dessen Rekursion die Diagramme ohne Linienkorrekturen ergibt [8]. Aus diesen wenigen Gra-
phen lassen sich dann alle ein-Teilchen-irreduziblen und alle tadpolelosen Diagramme rekon-
struieren, indem die Linien-Legendre-Transformation invertiert wird.

Anschliessend wird im Kapitel 6 die Zahl der auftretenden Diagramme noch weiter re-
duziert. Hier werden die einfachen Vertizes, die fiir elementare Wechselwirkungsereignisse
stehen und uns als Knoten unserer Graphen dienen, durch die vollen Vertizes ersetzt, die
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die vollstindige Information iiber die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion tragen.
Das geschieht im Rahmen der Vertex-Legendre-Transformation. Aus dem entsprechenden
graphisch-rekursiven Gleichungssystem erzeugen wir dann die sogenannten Skelett-Diagram-
me der ¢*-Theorie, die keinerlei Linien- oder Vertexkorrekturen beinhalten.

Zum Schluss diskutiert Kapitel 7, welche weiteren Fragestellungen zur graphischen Rekursi-
on von Feynman-Diagrammen auf der Grundlage der vorliegenden Diplomarbeit untersucht
werden kdnnten.

1.1 Die ¢*-Theorie

Die O(N)-symetrische ¢*-Theorie basiert auf dem Ginzburg-Landau-Ansatz fiir das Ener-
giefunktional, mit dem sich Phaseniibergénge zweiter Art beschreiben lassen:

Bl = [0 {5 o) (2 4m 0t0) + & 0] | (11)

Hierbei stellt ¢(x) ein selbstwechselwirkendes bosonisches Vektorfeld mit N Komponenten
in einem D-dimensionalen Raum dar, ¢ ist eine Kopplungskonstante und m die Masse.
Das Energiefunktional E[¢] lidsst sich auch in einer quadratisch-quartischen Integralform
schreiben:

Bl = 5 /1 Gl + 4 /1  Viaw 616ind (1.2)

Hierbei machen wir Gebrauch von der abkiirzenden Schreibweise, in der

1= {z, 4} /1 = ;/d%l . b = P, (11) (1.3)

mit oy = 1,2,..., N bedeuten. Der bilokale Kern G7, steht dabei fiir
G, = G;ll’cm(xl,lé) = oy 0(T1 — @2) (=02, + m?) (1.4)
und der Tensor Vi34, auch Vierer- Wechselwirkung genannt, fiir
Viess = Va1,a2,a3,a4 (501,372,373,554) =

1
3 {5a1,a25a3,a4 + Oar,a30a0,00 T Oar,040a0,03 }0(x1 —x2) (21 — x3) (21 —24) . (1.5)

Bem. Sowohl der bilokale Kern G~! als auch die Vierer-Wechselwirkung V' sind definitions-
gemiss symmetrisch beziiglich Permutation ihrer Indizes, es gilt ndmlich

G;21 = Ggll ) (16)

‘/1234 = ‘/1243 = ‘/1423 = ‘/1432 = ey (17)
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wobei die letzte Gleichung insgesamt 24 Indexpermutationen beinhaltet.

Die giingigen Modelle der O(N)-symmetrischen ¢*-Theorie mit der Imaginirzeit sind z.B.
I[sing-Modelle (mit N = 1), Heisenberg-Ferromagnete (N = 3), aber auch verdiinnte Poly-
mere (N = 0) oder Superfluide (N = 2), wo sie zur Beschreibung von Phaseniibergéingen
angewandt wird (sieche dazu [27]). In der Realzeit enspricht die ¢?-Theorie einer Quanten-
feldtheorie von O(N)-symmetrischen Higgs-Teilchen.

1.2 Graphische Regeln

Bevor wir zur graphischen Rekursion iibergehen, brauchen wir einige graphische Bezeichnun-
gen. So stellen wir im folgenden die vier-Teilchen-Wechselwirkung Vis3, samt der Kopplung

als einen Punkt mit vier Stiimmel, also als einen Vierer-Vertex, dar:
2 3

—g Viow = >< . (1'8)

1 4

Bem. Der Vierer-Vertex ist invariant beziiglich der Permutation seiner Stiimmel, sowie auch
die Vierer-Wechselwirkung V34 geméss (1.7) invariant beziiglich der Indexpermutation ist.'

Der bilokale Kern bekommt keine eigene Bezeichnung. Statt dessen fiihren wir dessen funk-
tionale Umkehrung G ein, die durch

/G13 Gg; = 512 (19)
3

definiert wird und die auch als freier Propagator bezeichnet wird. Die Symmetrieeigenschaft
des bilokalen Kernes (1.6) iibertréigt sich auch auf den freien Propagator:

G12 - G21 . (110)
Dieser funktionalen Umkehrung wird nun diagrammatisch eine einfache Linie zugeordnet:

G = 1—2 . (1.11)

Bem. Wegen der symmetrieeigenschaft (1.10) braucht eine solche Linie nicht gerichtet zu
sein.

Alle Graphen im néchsten Kapitel werden aus Vierer-Vertizes (1.8) und Linien (1.11) auf-
gebaut. Dazu bedarf es der wichtigen graphischen Operation des Anklebens einer Linie an
einen Vertexstiimmel. Es handelt sich dabei um eine Art graphischer Integration, die mit
den Bezeichnungen (1.8) und (1.11) durch die Vorschrift

2 3 2

3
- Vigsa G = = 1.12
QA 1234 G45 >< KE) ( )

1 4 4——5 1
!Diese Dualitéit in der funktional-graphischen Symmetrie ist letztlich dafiir verantwortlich, dal wir
topologisch-dquivalente Diagramme auch als physikalisch-fiquivalent ansehen diirfen und umgekehrt.
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erklart wird. Auch zwei Stiimmel eines Vertex konnen durch eine Linie miteinander verbun-
den werden, so entsteht z.B. ein Tadpole:

—9/34‘/1234G34 = X | = >Q . (1.13)

Es kénnen natiirlich auch kompliziertere Graphen miteinander verklebt werden, man muss
dabei nur beachten, dal beim Zusammenkleben immer an den Stellen mit gleichen Indizes
verbunden wird (oder in der Sprache der Funktionale wird {iber diese integriert), und zwar
sind es immer Linien, die an Stiimmel geklebt werden. Das kdénnen wir am folgenden Beispiel
demonstrieren.

Beispiel 1: Ankleben eines Vertex an den Tadpole

R :@ b R 24:%@4 . (1.14)

1 6 6——55 7T 1

Sowohl die Zerlegung im ersten Schritt als auch das Verbinden im zweiten wurden durch die
Regeln (1.12) und (1.13) festgelegt, hier haben wir diese lediglich der Reihe nach angewen-
det.

Eine weitere wichtige graphische Operation ist die Linienamputation, was zur Illustration
der Funktionalableitung 0/dG dienen soll. Dazu stellen wir zuerst fest, daf3

(SGlg _ 6 1—2

(SG34 N 0 3—4

1
- 5 { 513 624 + 614 623 } . (]_]_5)

Bem. Dies ist bereits die symmetrisierte Form, die von der Symmetrieeigenschaft (1.10) des
freien Propagators Gebrauch macht.

Die verallgemeinerte Deltafunktion
512 = 6(11’&2 5(1‘1 — 1‘2) (]_]_6)

ist in Verbindung mit einer Integration iiber dem Index 1 (oder 2) ein Indexvertauschungs-
operator, der 1 gegen 2 (oder 2 gegen 1) vertauscht. Denn es gilt

/513 Gz, = G /515 Vsoza = Vion (1.17)
3 5
oder graphisch dargestellt

513 3—2 = 1—2 , 515 >'< = >'< . (118)

Wendet man die Operation §/0G34 auf die Linie Gy an, so wird nach (1.15) diese Linie
geloscht (amputiert) und anschliessend werden die Indizes (1,2) gegen (3,4) ausgetauscht,
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und zwar auf beiden moglichen Wegen als Mittelwert.

Bem. Durch diese Operation konnen nur Linien amputiert werden, jedoch nicht die Stiimmel.
Obwohl diese sehr énlich aussehen, miissen wir den Unterschied in Anwendungen stets be-
achten.

Beispiel 2: Linienamputation am Tadpole
Hier erinnern wir uns an die Definition eines Tadpoles in (1.13) und schreiben

L0} - 2= {0} -

1 6 6

Weil V und G (bzw. G™') voneinander unabhiingige Funktionale sind, kénnen wir den Vierer-
Vertex auch rausziehen und erhalten dann wegen (1.15) und (1.18)

2.5 §s5—s

% :%X+%X=><- (1.20)

Im letzten Schritt wurde noch ausgenutzt, dafl es bei einem Vertex wegen (1.7) nicht auf die
Reihenfolge der Stiimmel ankommt. Aus diesem Ergebnis sehen wir, dafl durch die Funk-
tionalableitung §/dG die einzige Linie des Tadpoles entfernt und zwei zusétzliche Stiimmel
hinterlassen wurden.

1.3 Algebraische Umformungen

Auf dem Wege zur graphischen Rekursion treffen wir oft nicht auf die Linienamputation
selbst, sondern auf bestimmte Kombinationen dieser Operation. Eine solche ist die Linien-
aufschneidung, die der Funktionalableitung —&/dG ! entspricht. Wir versuchen nun, diese
auf die Linienamputation zuriickzufiihren. Hierzu verwenden wir den folgenden Zusammen-
hang zwischen den beiden Funktionalableitungen §/6G~" und §/0G:

4] 0G3s 0

= — 1.21
5GT 54 0G Ty 0Gay (1.21)

der sich aus der funktionalen Kettenregel ergibt. Leitet man die Gleichung (1.9) nach G
ab, so liefert uns dies die Beziehung

. 6Glay 5GT)
e ik - (AL NG 1.22
/3 B 5Gy,) 5 0Gd 2 (122)

Mit [, Gi4 erweitert, konnen wir daraus wegen (1.9) die folgende Relation herleiten:

5Gs / Gz
— — | Gy 255 Gy, 1.23
5Gy} D 6GE (1.23)
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Analog wie in der Gleichung (1.15), gilt folgende symmetrisierte Form der Funktionalablei-
tung:

0GT,) 1
5G£21 = 3 { 013024 + 014023 } (1.24)
34
so dafl nach Einsetzen in (1.23) gilt
oG 1
6Gi21 = 73 {Gi3Gaa+ GuuGas } . (1.25)
34

Erinnern wir uns noch an (1.21), so erhalten wir

) )
— = Gi2Goy —— . 1.26
1 /3,4 G 5o (1.26)

Diese Gleichung besagt also, dafl die Linienaufschneidung die Hintereinanderausfiihrung der
Linienamputation und des Anklebens zweier Linien an die hinterbliebenen Stiimmel ist.

Beispiel 3: Aufschneiden eines Tadpoles
Hier erinnern wir uns an die Definition eines Tadpoles in (1.13) und schreiben

2 3

S I ON i O] IS Ey

1 1 4

wobei wir hier auf das Ergebnis von Beispiel 2 zuriickgegriffen haben. Durch die negative
Funkionalableitung §/6G~" wurde also die einzige Linie des Tadpoles durchtrennt.

Manchmal kommt die Linienamputation zusammen mit anschliessendem Ankleben einer
Linie an beide hinterbliebenen Stiimmel vor, also als Operation

- )
L = G . 1.28
/12 2 6G, (1.28)

Das ist der sogenannte Linienzéhloperator. Eine Einzellinie ldsst er unberiihrt, denn wegen
(1.15) gilt

. 4]
LGy = / G Gy = Gy 1.29
34 , 12 5., O 34 (1.29)
was in diagrammatischer Sprache bedeutet
103—4
<261—2 = 3—u4 . (1.30)

Wie dieser Operator auf die komplizierteren Graphen wirkt, sehen wir aus dem folgenden
Beispiel.

Beispiel 4: Linienzdhlung bei dem Hantelgraph
Der Hantelgraph ist in der Tabelle 1 auf Seite 21 unter der Nummer #1.1 zu sehen. Wenden
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wir den Linienzithloperator L darauf, so erhalten wir

TR 103—4 | 4 5 10 5—6
<2612{®}:{<2612}3>Q+©<6{<2612}’
und wegen (1.30) ergibt sich daraus

OO = (O ) =200 (131)

Die Wirkung auf den gegebenen Graph bestand also in dessen Verdopplung. Dies hatte damit
zu tun, daf} es im vorliegenden Fall nur zwei Linien gab. Alle Graphen des ersten Kapitels
bestehen nur aus einfachen Linien und Vertizes und, da die Funktionalableitung 6/0G
nicht auf die Vertizes wirkt, wirkt auch die Linienzdhloperation nur auf die Linien eines
Diagramms, und zwar auf jede genau ein Mal und belésst dabei diese so, wie sie war. Mit
anderen Worten, sie zihlt in der Tat die Linien dieses Graphes.

Nun haben wir die ersten graphischen Operationen und ihre algebraisch modifizierten Formen
eingefiihrt. Im Laufe der Zeit werden auch weitere Regeln von Né6ten sein, sie werden je nach
Bedarf eingefiihrt und sind meistens auf die bereits besprochenen zuriickzufiihren. Diese
werden aber zuerst ausreichen, um im néchsten Kapitel die zusammenhéngenden Feynman-
Diagramme zu erzeugen.



Kapitel 2

Zusammenhingende
Feynman-Diagramme

Ein systematischer Weg zur rekursiven graphischen Erzeugung von Feynman-Diagrammen
der ¢*-Theorie mit den dazugehorigen relativen Gewichten wurde bereits in der Arbeit [12]
beschritten. Es wurden dabei die Graphen der negativen freien Energie, die sogenannten
Vakuumdiagramme, erzeugt. Im vorliegenden Kapitel werden wir zuerst den Gedankengang
dieser Arbeit nachvollziechen und im Anschluss daran diesen auf die zusammenhéngenden
Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen ausweiten.

2.1 Schwinger-Dyson-Gleichung

Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Integro-Differentialgleichung

5
/Dqﬁrm{qﬁg e =0 | (2.1)

die durch die partielle Integration im Funktionalintegral und aus dem schnellen Verschwin-
den der Exponentialfunktion im Unendlichen folgt. Setzen wir darin die explizite Form des
Energiefunktionals (1.2) ein, so lautet diese speziell fiir die ¢*-Theorie

/D¢ {512 —/Gf31¢2¢3 - %/ Vizas ¢2¢3¢4¢5}6_E[¢} =0 . (2.2)
3 345
Die Zustandssumme eines Systems im thermischen Gleichgewicht lautet
7 = /Dqs e Bl (2.3)

wobei der Boltzmann-Faktor kT auf 1 normiert ist. Man kann (2.2) auch mit der Zustands-
summe Z ausdriicken, und zwar gilt dann :

07 2g 827
5107 + 2 G—l—:—/v _Z 2.4
12 /3 B G, 3 Jas T GG (2:4)

13



14 KAPITEL 2. ZUSAMMENHANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMME

Die Gleichung (2.2) bzw. (2.4) bezeichnet man als Schwinger-Dyson-Gleichung.

2.2 Die negative freie Energie W

Die negative freie Energie eines Systems im thermischen Gleichgewicht ist
W =z |, (2.5)

wobei wiederum kgT = 1 gesetzt ist. Mit dieser Definition kann man (2.4) auch umschreiben
zu

29/ W oW oW }
) 2 | Gl = = V . 2.6
2 / 1 6G2; 3 Jaus 1345{5G2—;5G;; T 5Gy 6G (26)

An dieser Stelle sei bemerkt, dafl wir durch diese Umformung aus der in Z linearen Funk-
tionaldifferentialgleichung (2.4) eine nichtlineare in W bekommen haben.

Zuerst betrachten wir den ungestérten Fall mit der freien Energie W = W(© | bei dem g = 0
gesetzt wird und die Gleichung (2.6) sich auf die lineare Gleichung

512 + 2/G13 6G o1 == 0 (27)
23

reduziert. Wie z.B. dem Lehrbuch [28] zu entnehmen ist, kann deren Lésung bis auf eine
additive Konstante in der Form

1
wo = — 5 Trin G! (2.8)

gefunden werden, wobei hier die abkiirzende Schreibweise!

=1
TGt =-%) 5/1 (51 — Cr)Bn 1 — Gty B — Ga) (2.9)

verwendet wurde. Wir bemerken noch an dieser Stelle, dafl die explizite Reihendarstellung
des freien Propagators G als Funktionalumkehrung von G~! lautet?

Gz = 012 + (012 — Gpy) + Z / (013 = G13) - (On1m — G 11 ) (On2 — Grg) - (2.10)

Ableitung von W aus (2.8) mit (2.9) nach G~' liefert daher unmittelbar die folgende
Identitét:

sw© 1

—— = — -Gy . 2.11

e > (2.11)
!'Dies basiert auf der funktionalanalytischen Form der Taylor-Entwicklung Inz = =377 | (1 —2)"/n.

Diese Reihendarstellung basiert auf der Taylorrethe z—!' = > (1 —z)"
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Mit (1.9) iiberzeugt man sich leicht, dal damit die lineare Funktionaldifferentialgleichung
(2.7) trivialerweise erfiillt ist. Die Losung des allgemeinen Problems (2.6) suchen wir nun in
der Form

W =woO o (2.12)

wobei (") den wechselwirkenden Anteil der negativen freien Energie bezeichnet. Bemerken
wir weiterhin, daf8 wegen (2.11) und (1.25) gilt

3*W©) 1
sGsG=T T 1 {G13G24 + GraGas} (2.13)
12 0434

so konnen wir unter Verwendung der Relation (1.9) aus der Schwinger-Dyson-Gleichung
(2.6), erweitert mit [, d;5 , das folgende Ergebnis bekommen:

5w(int)
G~
/12 2 0G 1y

q 5w(int)
Viosa G12Gss — = / Viosa Gio ——=—
/1234 1234 128734 3 1934 1234 12 5G541

52W (int) 5W (int) 5W (int)
+ g/ Vigss { i + 1 } - (214)
3 1234 6G12 6G34 6G12 6G34

RS

Erinnern wir uns an dieser Stelle an die funktionale Kettenregel (1.26), so stellen wir fest, dafl

52 52 S
i ar— G15G26G37Ga1g ——— / G13G95G g + G14GosG
Nemiiem /5678 15G26G37Gag 5G565G78 {G13G25Gle 14G25G36} —— 5Ce

/ {G23G15G 46 + G2aG15G36 } (2.15)
5G56

Mit den Umformungen (1.26) und (2.15) unter Beriicksichtigung (1.9) konnen wir (2.14)
umschreiben zu

G I GroVigss G GraVinss GasCiag 2V
. 12 6G12 = 1) 12V1234 G4 —9/123456 12Vi234 GasGlas =57
g (SZW 1nt
3 /2345678 Viaza G15Ga6G37Gas 5CosdCine
g oW ST (int)
- = G51GgoViogy GG 2.16
3 / 9345678 0Gis6 pLTez Iz TATEAS dG'7s (2.16)

Den ungestérten Anteil der negativen freien Energie W stellen wir diagrammatisch z.B.

ON (2.17)

als einen Ring dar:

wo =

DN | =
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und den wechselwirkenden Anteil W) bezeichnen wir als eine Ellipse

Wi = (2.18)

Mit dieser Bezeichnung kénnen wir die Bestimmungsgleichung (2.16) fiir den wechselwirken-
den Anteil der negativen freien Energie entsprechend den Anklebevorschriften (1.12) und
(1.13) graphisch aufschreiben als

O 5O
<2 S1—s 4 CX) + Q<2 01—2 T3 é 61—2 03—
! Q De 1) . (2.19)

3 1—2 2 3 0 3—4

2.3 Graphische Rekursion fiir W

Hier versuchen wir, die Gleichung (2.16) nach W) aufzulgsen. Hierzu machen fiir diesen
wechselwirkenden Anteil der negativen freien Energie einen storungstheoretischen Ansatz

py(int) ZW , (2.20)

graphisch sinnvollerweise dargestellt als

SEINON 221

wobei W ®) alle Terme der p-ten Ordnung in der Kopplung ¢ einschliesst. @ beinhaltet
demnach alle Graphen mit p Vertizes, denn diese Zahl fihlt ja nach (1.8) mit der g-Potenz
zusammen (das Hinzufiigen eines Vertex entspricht im funktionalen Sinne einer Multiplika-
tion mit g V). Jetzt miissen wir uns noch an den Operator L erinnern, der die Linien eines
Graphen zihlt (siehe dazu Beispiel 4 auf der Seite 11 mit anschliessender Bemerkung). Bei
den Vakuumdiagrammen hingt deren Linienzahl N unmittelbar mit der Zahl p der Verti-
zes zusammen durch die Relation N = 2p, wovon man sich anhand der Tabelle 1 leicht
iiberzeugen kann. Demnach gilt fiir p > 1

. W)
LW® = /12(;12 = 2pW® (2.22)

und nach einer kurzen Umformung finden wir dann die folgende wichtige Relation:

5w(int
G =o2w® + 1) Wk 2.23
/12 12 3G Z p ( )
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Nach Einsetzen dieses Ergebnisses in (2.16) erhalten wir durch Trennung der g-Potenzen die
Rekursionsformel fiir p > 1:

STW @)
woerd = 9 / G115 Vig34 Gz G
20+ 1) Jiogass TS 5 Gl
g 52w (@)
- Vi234G15G26G37Glag ————
6(p+1) /12345678 B (e TER T
p—1 _
g SW (@) SW (P—a)
- G51Ge2V1934G37Glyg ———— 2.24
6(p+1) p /12345678 0Gsg 1 IR G (2.24)
mit dem Rekursionsanfang
m - _9
W = G12V1234Gsa (2.25)
8 Ji234

Das kann man auch diagrammatisch illustrieren (hier mit p > 1):

O =00 .

L i@, gl e
- 2(p+ 1) ©<2 §1—2 +6(p+1) 101263 4

(Rek. 1)

Bem. Mit diesem Ergebnis kann man per vollstdndiger Induktion zwei folgende wichtige
Eigenschaften der Vakuumdiagramme zeigen:

Beh.1. Alle Vakuumdiagramme sind zusammenhéngend.
Beh.2. Alle Vakuumdiagramme sind ein-Teilchen-irreduzibel, d.h. nach einmaliger Li-

nienamputation bleiben diese immer noch zusammenhiingend?®.

Beweis:

(*). Fiir ein zusammenhéngendes geschlossenes Diagramm gilt, daf es nach einmaliger Li-
nienamputation zusammenhéngend bleibt.

Dazu nehmen wir an, es géibe ein zusammenhéngendes geschlossenes Diagramm, das nach

einer Linienamputation einen nichtzusammenhingenden Graph ergibt, also einen, der aus

3Der Begriff ’ein-Teilchen-irreduzibel’ wurde von den Feldtheoretikern geprigt, Graphentheoretiker spre-
chen dabei von den (mindestens) 2-fach-kantenzusammenhingenden Graphen (siehe z.B. [39]).
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N > 1 Teilgraphen besteht, wobei ein Teilgraph zwei Stiimmel hat und N —1 andere ge-
schlossen sind (so z.B.ist X ) (¥ ) ein solcher mit N = 2). Durch das Schliessen dieses
Graphen, d.h. durch das Ankleben einer Linie an beide dusseren Stiimmel, bekommt man
N geschlossene (aber getrennte) Teilgraphen, (speziell in unserem Beispiel OO QO ),
und das ergibt keinen zusammenhingenden Graphen. Andererseits haben wir in unserem
urspriinglichen Diagramm lediglich eine Linie amputiert und anschliessend diese wieder ran-
geklebt. Wie wir es uns schon iiberlegt haben, sollte diese Linie dabei nur ’gezdhlt’ werden,
an dem Diagramm selbst sollte sich dabei aber nichts geindert haben. Da wir aber von einem
zusammenhéngenden Diagramm ausgegangen sind, erhalten wir einen Widerspruch.

(**). Zwei und also auch endlich viele zusammenhéngende Graphen ergeben nach dem Zu-
sammenkleben wieder einen zusammenhéngenden Graphen.
Das ist ohne weiteres klar.

Nun kommen wir zum Induktionsbeweis.

Der Induktionsanfang @ ist bereits explizit vorgegeben und ist offensichtlich zusam-
menhédngend.

Seien alle Diagramme bis zur p-ten Ordnung zusammenhéngend. Dann sind wegen (*) auch
alle daraus resultierenden ein-mal-linienamputierten Graphen zusammenhéngend. Im ersten
Term werden solche an den zusammenhéingenden (¥ geklebt und es ergeben sich laut (**)
nur zusammenhéingende Diagramme. Im letzten gemischten Term werden jeweils zwei solche
an den zusammenhéingenden X gebunden und es ergibt sich nach (**) wiederum nur
etwas zusammenhédngendes. Im zweiten Term haben wir es mit zwei-mal-linienamputierten
Graphen zu tun. Diese entstehen durch eine weitere Linienamputation zusammenhéngender
ein-mal-amputierter Graphen und bestehen deswegen aus hdchstens zwei getrennten Teil-
graphen. Die vorliegende Situation entspricht also der in dem letzten Mischterm, und auch
hier sind Graphen allesamt zusammenh#ngend.

Jetzt, nachdem wir den Zusammenhang der Vakuumdiagramme festgestellt haben, sehen wir
unmittelbar aus (*), dal diese auch ein-Teilchen-irreduzibel sind. Somit sind wir auch schon
fertig.

2.4 Anwendung der graphischen Rekursion fiir W

Ausgehend vom Rekursionsanfang W ()| versuchen wir mit Hilfe von (Rek. 1), die nichste
Ordnung W zu bestimmen. Dazu bemerken wir, daf der letzte gemischte Term in (Rek. 1)
in dieser Ordnung noch nicht mitspielt und demnach gilt

) y o 62
©-10CRS v St - e

4 01—2 03—

Die dazu benétigten Linienamputationen ergeben sich nach der Regel (1.15) wie auch schon
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im Beispiel 2 auf Seite 10:

:;@2 - 55152{00} = 1 X, (2.27)

und also, wiederum wie im Beispiel 2, weiterhin

D18 hoy o1t 229

2

[ =
—

Mit der Anklebevorschrift (1.12) gilt dann analog zum Beispiel 1 auf der Seite 9
OC i - 1000 -
:  62(1) 1
S =it (229)
Das Endergebnis lautet dann nach (2.26)

or 11_6 n 4_18@ _ (2.30)

Das Resultat (2.30) finden wir nun in der Tabelle 1 wieder. Dort sind ausserdem alle Vaku-

umdiagramme bis zur vierten Vertexordnung zusammengefasst, die wir mit der Rekursions-
beziehung (Rek. 1) bestimmen konnen.

Bem. Erfahrungen mit hoheren Ordnungen zeigen, da der Mischterm in (Rek. 1) keine to-
pologisch neuen Graphen liefert, aber zur richtigen Bestimmung der Gewichte notwendig ist.

Interessant ist in diesem Zusammenhang zu bemerken, dafl schon im Rahmen der Diplom-
arbeit [26] die richtigen Vakuumdiagramme und ihre Gewichte bestimmt werden konnten,
obwohl die Rekursionsbeziehung (Rek. 1) damals noch nicht zur Verfiigung stand. Die Va-
kuumdiagramme wurden in [26] durch empirisch aufgestellte Regeln erzeugt, die gerade den
beiden linearen Termen in der Rekursionsbeziehung (Rek. 1) entsprechen (siehe auch die
Diskussion in Chap. 14 von [27]). Die entsprechenden Gewichte w der einzelnen Vakuumdia-
gramme wurden dann in [26] nachtréglich kombinatorisch berechnet nach der Gleichung

_ ! 2.31
YT st ET @)y P (231)

die fiir alle Vertexordnungen giiltig ist bis auf die erste. Hierbei ist S die Zahl der Selbst-
bindungen, D, T und V sind Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen im
jeweiligen Graphen und P ist die Zahl der formerhaltender Knotenpermutationen. Genauer
gesagt bezeichnet S die Zahl der Linien, die zwei Stiimmel ein und desselben Vertex verbin-
den und ist praktisch die Zahl der Tadpoles. D ist die Zahl der Knotenpaare, die durch genau



20 KAPITEL 2. ZUSAMMENHANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMME

zwei Linien miteinander verbunden werden, und T bzw. V die Zahlen der Knotenpaare, die
durch genau drei bzw. vier Linien verbunden werden. Diese Zahlen sind dem jeweiligen Gra-
phen unmittelbar zu entnehmen. Anders ist es jedoch bei der Zahl P, zu deren Bestimmung
wir alle Knoten farben bzw. numerieren und auf allen méglichen Wegen permutieren lassen.
Anzahl der Permutationen, die bei ausser Acht lassen der Farbung denselben Graphen er-
geben, ist dann schliesslich die gesuchte Zahl P. Zum Schluss wollen wir noch zeigen, wie
man den Gewichtsfaktor w eines bestimmten Graphen nach (2.31) kombinatorisch bestim-
men kann. Dies fiihren wir am Beispiel des Diagramms #3.1 aus der nachfolgenden Tabelle
1 vor. Dieses Diagramm besitzt keinen Tadpole und es gilt demnach S = 0. Ebenfalls gibt es
keine drei- oder vierfachen Verbindungen zwischen zwei Knotenpunkten. Alle sechs Linien
sind in drei Doppelverbindungen involviert, demnach gilt T'=0, V' =0 und D = 3. Es gibt
insgesammt 3! = 6 Knotenpermutationen und alle sechs ergeben den identischen Graphen,
d.h. P = 6. Der Gewichtsfaktor ergibt sich demnach im Falle des Graphen #3.1 zu
1 1

w#) = B E s - @ (2:82)

was in vélliger Ubereinstimmung mit dem Wert aus der Tabelle 1 steht. Die einzige Ausnah-
me ist allerdings, wie bereits angesprochen, der Graph #1.1, dessen Gewicht der Gleichung
(2.31) nicht entnommen werden kann. Zusammenfassend sei gemerkt, daf§ bei unserem Zu-
gang mit Verwendung der Schwinger-Dyson-Gleichungen die Gewichtsfaktoren automatisch
mitbestimmt werden und keiner nachtréglichen kombinatorischen Rechnung bediirfen. Auch
der Graph #1.1 unterliegt bei diesem Zugang keiner Ausnahmeregelung.
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P @
#1.1
! /s (0
(2,0,0,051)
#2.1 #2.2
2 1/48 1/16 (X X))
(0,0,0,1;2) (2,1,0,0;2)
#3.1 #3.2 #3.3 #3.4
3 1/48 1/24 é 1/48 1/32
(0,3,0,0;6) (1,0,1,0;2) (3,0,0,0;6) (2,2,0,0;2)
#4.1 #4.2 #4.3 #4.4
1/128 1/32 1/144 @ 1/16 @
(0,4,0,0;8) (0,2,0,0;8) (0,0,2,0;4) (1,2,0,0;2)
#4.5 #4.6 #A4.T #4.8
4 1/48 1/32 1/48 1/32
(2,0,1,0;2) (2,1,0,0;4) (1,1,1,0;2) (3,1,0,0;2)
#4.9 #4.10
1/128 /64 OO0
(4,0,0,0;8) (2,3,0,0;2)

Tabelle 1: Zusammenhingende Vakuumdiagramme mit deren relativen Gewichten in der ¢*-
Theorie. Jedes Diagramm wird durch den fiinfer-Tupel (S, D, T, V; P) charakterisiert, wobei
S, D, T und V die jeweiligen Zahlen der Selbst-, Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen
sind und P die Zahl der formerhaltenden Knotenpermutationen.
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2.5 Definition der Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen

In der Funktionaldifferentialgleichung (2.6) fiir die negative freie Energie W traten die Aus-
driicke §W/6G7, und 0?W/6G1, 0G5, auf. Diese haben eine eigenstiindige physikalische
Bedeutung, auf die wir in diesem Abschnitt ndher eingehen wollen.

Die Zwei- Punkt-Funktion, die mit G5 bezeichnet wird, stellt die Paarverteilungsfunktion
zweier Felder ¢; und ¢5 dar und ist als der Mittelwert des Produktes dieser Felder definiert.
Mit der Zustandssumme Z aus (2.3) ist das also

G12 = <d)1¢2> = %/DQS d)1¢2 e_E[¢] R (233)

Die Vier-Punkt-Funktion, mit G934 bezeichnet, ist entsprechend die Vier-Feld-Verteilungs-
funktion der Felder ¢, ¢, ¢3, ¢4 und ist mit

G = (Bi6absts) = / Db b1y e B9 (2.34)

definiert. Die beiden Verteilungsfunktionen lassen sich mit Hilfe des sogenannten erzeugenden
Funktionals

Z[J] = / D e P71 (2.35)

berechnen, wobei hier J den dusseren Strom darstellt. Die fiir die Statistik relevanten Grossen
bekommt man jeweils an der Stelle J = 0, so sieht man z.B. ohne weiteres, daf} fiir die
Zustandssumme Z aus (2.3) gilt:

Z = ZU|,_, - (2.36)

Die Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen ergeben sich dann aus dem erzeugenden Funktional
(2.35) durch mehrfache Funktionalableitungen bzgl. des Stromes .J, die wiederum an der
Stelle J = 0 ausgewertet werden:

1 822]
= == 2.
G12 Z[J] 6:]16:]2 J=0 ’ ( 37)
1 6]
2.
G1234 Z[J] 6J16J26J36J4 J=0 ( 38)

Ein anderer wichtiger Begriff in der statistischen Physik ist der der Korrelationsfunktio-
nen. Diese werden dhnlich den Verteilungsfunktionen eingefiihrt, und zwar als entsprechende
Funktionalableitungen des Logarithmus vom erzeugenden Funktional

W[J] = InZz[J] . (2.39)



2.5. DEFINITION DER ZWEI- UND VIER-PUNKT-FUNKTIONEN G, UND G$,,, 23

Im Gegenteil zu den Verteilungsfunktionen werden diese Korrelationsfunktionen nur durch
zusammenhingende Graphen dargestellt, was wir an dieser Stelle nur als eine Behauptung
formulieren und erst am Ende des Kapitels auch beweisen werden. Aus diesem Grund be-
zeichnen wir die Korrelationsfunktionen als zusammenhdingende n-Punkt-Funktionen. Diese
definieren wir mit dem erzeugenden Funktional fiir Korrelationen (2.39) als

. W
Gin = §Jy..00, li=o (2.40)
So ist z.B.
. OWI[J] 1 re
“ = ‘J:O B E/D¢¢16 = (¢1) (2.41)

der Felderwartungswert. In der symmetrischen ungeordneten Phase, die wir in dieser Di-
plomarbeit betrachten wollen, gilt aber aus Symmetriegriinden

G = () =0 . (2.42)

Die zusammenhdingende Zwei-Punkt-Funktion ist die Paarkorrelationsfunktion, und das ist
nach (2.40)

52 W[J]
G12 - (5J1(5J2 J=0

c —

= (dr192) — (d1)(d2) - (2.43)

In der symmetrischen ungeordneten Phase fallen aber die Paarkorrelationsfunktion und Paar-
verteilungsfunktion wegen (2.42) zusammen:

G, = Gy . (2.44)

Ebenfalls nach (2.40) gilt fiir die zusammenhingende drei- Punkt-Funktion

5% WJ]

G —_—
123 (5J1(5J2(5J3 J=0

= (P16203) — 2 (01)(P20d3) — 2 ($2)(d1¢3)
— 2 (¢3)(b1b2) + 6 (P19203) (2.45)

und, weil alle Terme Erwartungen ungerader Produkte enthalten, verschwindet auch dieser
Ausdruck in der ungeordneten Phase.

Die néchste nichtverschwindende Korrelationsfunktion ist die zusammenhdngende Vier-Punkt-
Funktion Gy,

5 W]

Gy = ———1
1234 8J18J50 J38. 0y =0

, (2.46)

fiir die in der symmetrischen Phase gilt

Glozs = (01020304) — (D102)(D30a) — (D103)(P201) — (P10a){(D23) (2.47)
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Mit den Definitionen (2.33) und (2.34) gilt demnach
Giyy = Gross — G12G31 — G13Ga — GG . (2.48)

Bem. Aus (2.33), (2.34) und (2.48) sieht man, da§ die Funktionen Gi2, G234 und GY9,3,
symmetrisch beziiglich der Permutation deren Indizes sind.

Wenden wir uns nun den Termen §W/§G ) und 62W/6G 5 0G5} 7u, so sehen wir mit der
negativen freien Energie (2.5) und und der Zustandssumme (2.3), daf}

- = — = —El¢ 2.49
6G121 / ¢6G121 (2.49)

gilt. Mit dem Energiefunktional (1.2) ergibt sich daraus

oW 1
o~ D ~El¢] 2.50
6G1_21 2Z/ ¢ pr1g e ( )
und nach der Definition (2.33)
oW
G =—-2— 2.51
12 5G1,21 ( )

Bem. In der Realzeit entspricht diese Paarkorrelationsfunktion dem feldtheoretischen Feyn-
man-Propagator, der als Vakuumerwartung des zeitgeordneten Produktes zweier Felder ¢,
und ¢, definiert ist, also als GT, = —(0| T(¢1¢2) |0), wobei hier T der Zeitordnungsope-
rator ist. Im storungsfreien Fall reduziert sich (2.51) auf (2.11) mit der ungestorten freien
Energie W(® . Daraus erkennen wir, da Gy, die Rolle des wohlbekannten freien Feynman-
Propagators spielt.

Weiterhin gilt nach der Definition (2.34)

W oW oW
G =4 —+4—— 2.52
T TeGEGT, T 06, 66 (252
also mit (2.51) auch
0G
G1234 —- — 2 (S i21 —|— G12G34 . (253)
Gy
Laut Relation (2.48) erhalten wir dann
0G
Glyy = —2 5 2 — G13Gy — G14Gy3 . (2.54)
Gy

Bem. Die Formeln (2.51) und (2.52) bieten gegeniiber den urspriinglichen (2.37) und (2.38)
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zwei grosse Vorteile. Einerseits ist eine einfache Ableitung nach dem bilokalen Kern leichter
durchzufiihren als eine zweifache nach den Stromen. Andererseits lassen sich Ableitungs-
terme aus (2.51) und (2.52) als Linienaufschneidung der Vakuumdiagramme, die wir im
Einleitungskapitel auf Seite 10 bereits eingefiihrt haben, graphisch interpretieren.

Die gerade definierten Korrelationsfunktionen bekommen eigene graphische Bezeichnungen.
Die Zwei-Punkt-Funktion G5 wird als eine Doppellinie dargestellt, manchmal auch wvolle
Linie genannt, und die zusammenhéngende Vier-Punkt-Funktion GY,5, als ein Vertex mit
einem Kreis in der Mitte und langen Beinchen:

2 3

G12 = 1===2 , G§234 = >< . (255)

1 4

2.6 Bestimmungsgleichungen fiir G1» und G5,

Die physikalisch wichtigen zusammenhéngenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen G5 und
Gfy4 konnte man mit Hilfe der Gleichungen (2.51) und (2.52) mit (2.48) aus den be-
reits bekannten Vakuumdiagrammen bekommen. Das haben wir bei der Vakuumdiagramm-
Rekursion mit den Zwischenschritten (2.27) und (2.28) auch schon stillschweigend getan.
Auch in den fritheren Arbeiten (siehe z.B. [12]) wurde tatséichlich so vorgegangen. In diesem
und dem n#chsten Abschnitt werden wir jedoch diese Funktionen durch eigenstdndige Re-
kursionsgleichungen ohne Verwendung von Vakuumdiagrammen bestimmen.

Dazu betrachten wir zuerst die Schwinger-Dyson-Gleichung (2.2) und setzen darin die Defi-
nitionen (2.33) und (2.34) ein. Mit Hilfe der Gleichung (2.48) liefert uns dies die Schwinger-
Dyson-Gleichung

o2 — /Gf31G32 = g/ Vizas G3aGsa + g/ Visss Gigso (2.56)
3 2 J345 6

345

oder, mit f16 G, erweitert, die Bestimmungsgleichung fiir die zusammenhéingende Zwei-
Punkt-Funktion:

G = Gi» — ¢ / GrsVisss GusGlor — & / GisVisss Goasy (2.57)
2 3456 6 3456

Um diese Gleichung diagrammatisch zu illustrieren, benotigen wir zu der in (1.12) bereits
erklarten Anklebevorschrift noch zwei weitere. Eine davon ist das Ankleben einer vollen Linie
an einen Vertex, die durch

—9/‘/1234 Gy = >'<
4

illustriert wird. Die andere ist das Ankleben der zusammenhéngenden Vier-Punkt-Funktion
G5, an einen Vertex, was durch die Vorschrift

(2.58)

—
~
~
ot

Il
—
ot
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5
2 3 3
_g/‘/l234 Gi567 = >'< 4 6 = 2 6 (259)
4 1 4 1
7

7

erkldrt wird. Analog zur Regel (1.12) wird auch hier an den Stellen mit gleichen Indizes
verbunden. Nun sind wir in der Lage, die Bestimmungsgleichung (2.57) fiir die Paarkorrela-
tionsfunktion auch graphisch darzustellen, und zwar als

1 1
l—2 = 1—2 + 3 1Q2 + G 1%%2 : (2.60)

Wie man unschwer erkennen kann, setzt diese Gleichung die Kenntnis der zusammenhéngen-
den Vier-Punkt-Funktion G7,;, voraus. Um diese zu bestimmen, kénnten wir die Gleichung
(2.54) verwenden, die graphisch mit Hilfe der Kettenregel (1.26) wie folgt ausgeschrieben

wird:
2 3 5
1—2
- 9 4 — 1=——3 2=—4 — 1——42——=3 . (2,61
>< 3 565—66 1 32 1 2 3 ( )
1 1

Hier erkennt man sofort, daf3 die letzten beiden Produkte mit Sicherheit nicht zusammenhén-
gend und negativ sind, obwohl GY,3, selbst nur zusammenhéngende und positive Beitréige
enthalten sollte (sieche dazu z.B. Ergebnisse in der Tabelle 3 auf Seite 36). Offensichtlich
dienen Graphen dieser Produkte dazu, die im ersten Ableitungsterm entstandenen nichtzu-
sammenhingende Graphen wegzuheben. Auf dem Wege zum Endergebnis wiirden wir diese
aber schon zweimal berechnen miissen, damit sie sich zum Schluss wegheben. Das wiirde uns
zwar die richtigen Diagramme mit den richtigen Gewichtsfaktoren liefern, wire aber viel zu
aufwendig.

Gliicklicherweise kénnen wir dieses Problem umgehen, indem wir fiir die zusammenhéngen-
de Vier-Punkt-Funktion GY,;, eine eigenstéindige Rekursionsbeziehung finden. Dazu leiten
wir die Schwinger-Dyson-Gleichung (2.56) nach Gy, ab und beriicksichtigen dabei (2.54).
Anschliessend mit f1 G1g erweitert, liefert dies zunéchst:

. g G
Giay = —/ Gi5Vsers 6Z§2 - 9/ G15Vs673G2Gr3Gsa

3 Jse7s 0G4 5678
g c g ¢

-z Gi5Vse78Gor34Gsa — = G15Vs678G g3 Gor
2 Jse7s 2 Jse7s

+ Gog { Gy — Gy — g Gi5Vs678Ge67Gsa }

5678

+ Gy { Gz — Gz — g G15Vs678G67Gss } . (2.62)
5678
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Nach Einsetzen von (2.57) vereinfacht sich dies zu
g 0GY,
Gy = g/ G15Vs678 5G6782 - g/ G15Vs67s G2 Gr3Gisa

5678 34 5678
9 c g c

-5 Gi5Va618Gr3aGs2 — 5 G15Vs678 G234 Gor
2 Jse1s 2 Jse1s
9 c g c

+ = G15Vae13Grs0Gas + = G15Vae1sGrssGaa - (2.63)
6 /5678 6 /5678

Wie man auch hier unschwer erkennen kann, sind die letzten zwei Terme nichtzusammen-
héngend und liefern Graphen mit negativem Vorzeichen. Diese nichtzusammenhéingenden
Graphen entstehen in dem ersten Term mit 0G.g,/6G5,} . Die vorliegende Formel (2.63) ist
also immer noch ineffizient.

Die Losung dieses Problems ergibt sich aus Erfahrungen mit Graphen niederer Ordnungen.
Es stellt sich ndmlich im Unterschied zum oberen Ableitungsterm heraus, dal der Term
Jig7s G15Vaers 0Gg34/0Ge; zusammenhiingend ist und diese Probleme erst gar nicht verur-
sacht. Um von diesem Umstand zu profitieren, stellen wir folgende Kommutationsbeziehung
fest:

5Gos OGS,

1 C C C C
5Gol 9G] = 3 { G13GYy56 + G1aGi356 + Go3G1 56 + G24Glzs

~G 115G — G16Go345 — GosGlzy5 — GoGlzys b, (2.64)

die sich aus der Relation (2.54) aufgrund der Vertauschbarkeit der Funktionalableitungen
ergibt. Wenden wir nun diese auf (2.63) an, so erhalten wir unter Beachtung von (1.26) die
Bestimmungsgleichung fiir die zusammenh#ngende Vier-Punkt-Funktion:

es
G§234 - _g G15‘/5678G62G73G84 _g G15‘/5678 G69G70 8234
5678 3 5678 6G90
— I GiVegs GG — L GusVegrsGEnnn G
6 15 V5678 go34 I 67 6 15 V5678 F g793 T 84
5678 5678
_9 G VegrsGSry Gz — 2 G Vegrs Gl G 2.65
6 15 V5678 6724 83 6 15 V5678 6734 82 - ( . )
5678 5678

Auch diese Gleichung lisst sich mit den bereits bekannten Anklebevorschriften (1.12), (2.58)

und (2.59) diagrammatisch illustrieren:
@ 4 2
3
2 3
>CC< . (2.66)
1 4

2 3

P G R ',
>©:<

=
|

[ NN
| =
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2.7 Graphische Rekursion fiir G5 und G7,;,

Die Gleichungen (2.57) und (2.65) bzw. deren graphische Darstellungen (2.60) und (2.66)
bilden das Gleichungssystem zur Bestimmung der zusammenhéingenden Zwei- und Vier-
Punkt-Funktionen G2 und GY,3,. Deren Losungen suchen wir, wie auch schon im Falle der
negativen freien Energie, rekursiv mit den Storungsreihenansitzen

G, = ZG%) ; Gy = ZGT’Q(Q (2.67)
p=0 p=0
und den entsprechenden graphischen Darstellungen
2 3

| —2 = i = ><35 io; 2>§< . (2.68)

=0
p 1 p 4

Hierbei beinhalten G%) und G’ié%’i alle Terme der p-ten Ordnung in der Kopplung ¢ und
deren Graphen haben jeweils p Vertizes. Die Anklebevorschriften fiir diese p-te Ordnungen
werden selbstversténdlich vollig analog denen aus (2.58) und (2.59) durchgefiihrt. Mit diesen
bekommen wir aus dem graphischen Gleichungssystem (2.60), (2.66) die folgende Rekursion
(fiir p=10,1,2,...):

(Rek. 2)

Bem. Mit diesem Ergebnis kann man per vollstidndiger Induktion in der Tat zeigen:

Beh.3. Alle Graphen der Zwei-Punkt- und der zusammenhéingenden Vier-Punkt-Fun-
ktion sind zusammenhingend.

Beweis:

(*). Zwei, und also auch endlich viele, zusammenhéngende Graphen ergeben nach dem Zu-
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sammenkleben wieder einen zusammenhéngenden Graphen.

Mit diesem Fakt, dem wir auch schon beim Beweis des Zusammenhangs der Vakuumdia-
gramme (siche Beh.1,2 auf Seite 17) begegneten, kénnen wir nun den Induktionsbeweis
durchfiihren.

Der Induktionsanfang ist explizit vorgegeben und es sind in der Tat zusammenhéngende
Graphen.

Seien nun alle Graphen der zusammenhéngenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktion bis ein-

schliesslich p-ter Ordnung zusammenhéngend. Bei dem Term @ werden zusam-

menhéngende Graphen der Vier-Punkt-Funktion von der p-ten Ordnung und die einfache
Linie, die offensichtlich auch zusammenhéngend ist, mit dem Vertex verkniipft und es ergibt
sich dabei laut (*) wiederum etwas zusammenhéngendes. Dies ist entsprechend auch bei dem

p—q
Term Q der Fall. Hier werden Graphen der Zwei-Punkt-Funktionen 7 und P79

, die fir ¢ = 0,1,...,p nach Annahme allesamt zusammenhéngend sind, und die einfache
Linie an den Vertex geklebt und ergeben dabei wegen (*) lauter zusammenhéingende Gra-
phen. Also sind nach (Rek.2) Graphen der Zwei-Punkt-Funktion der (p+1)-ter Ordnung
tatsdchlich zusammenhéngend.

So dhnlich argumentiert man auch bei allen Termen fiir die zusammenhéngende Vier-Punkt-
Funktion in der (p+1)-ten Ordnung bis auf den zweiten Term, der die Linienamputation
beinhaltet. Ein zusammenhéngender Graph bleibt nicht durch jede Linienamputation zusam-
menhéngend. Falls er trotz der Linienamputation zusammenhingend bleibt, so wenden wir
die oben geschilderte Argumentation direkt an, und diese fiihrt auf den zusammenhéngenden
Beitrag des zweiten Terms. Andernfalls iiberzeugt man sich leicht davon, dafl der urspriing-
liche Graph lediglich in zwei zusammenhéngende Teilgraphen zerfillt. Im vorliegenden Fall
entsteht dann immer eine Konstellation, bei der einer der Teilgraphen den Index 6 an dem
durch die Amputation entstandenen Stiimmel tragt und der andere den Index 7. Die beiden

(zusammenhéngenden) Teilgraphen werden dann durch den Graphen f 6 zu einem ein-
7

zelnen verbunden, und dieser neu entstandene Graph ist dann laut (*) zusammenhéingend.
Nun haben wir uns iiberzeugt, dafl alle Terme, die zur zusammenhéingenden Vier-Punkt-
Funktion in der (p+1)-ten Ordnung beitragen, lauter zusammenhingende Diagramme lie-
fern, also sind alle Graphen der zusammenhéngenden Vier-Punkt-Funktion auch tatséchlich
zusammenhéngend.

Somit sind wir auch schon fertig.

2.8 Anwendung der graphischen Rekursion fiir G und
1234

Jetzt wollen wir wissen, wie die ersten Ordnungen fiir die Korrelationsfunktionen G5 und
G1,3, aussehen. Fiir G%) gilt z.B. nach (Rek. 2) mit p = 0:
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1 1 1 1
1=2:§1@2+61@2:§1Q2' (2.69)

Fiir G} erhalten wir mit p = 0

2 3 2 3 2 3
. . 1 4 1 4
Bem. Es handelt sich bei G nicht um den reinen Vertex Vi34, sondern um einen mit
1234

Linien anstatt Stiimmeln, denn analytisch lautet dieser Ausdruck

GTQ(?B = -9 G15Ga Vigsa Gr3Gss (2.71)

5678

Fiir die nichste Ordnung bemerken wir noch, dafl nach der Linienamputationsvorschrift
(1.15) mit dem Ergebnis aus (2.70)

2 3 2 2
1 7 1 1 1 6
55>G><4 = 5 026 5+3 +t3 036 5+7 + 3 046 5+3 + 5 Oa7 5+3
4 4

7 4

2 2 2 2
1 1 1 1
+ = 037 5 6 + — O47 5+3 + = 05 7 3 + — 057 6 3 (2.72)
2 2 6 2 2
4 4 4

gilt. Mit der Anklebevorschrift (1.12) und der Regel (1.18) gilt weiterhin

6>G>< >O< >Q< >Q<+1£l‘\—.273

7 S 6—7

Bem. Aufgrund der Symmetrie der gegebenen Anordnung hitten wir uns in (2.72) die Sym-
metrisierung beziiglich des Indizespaares (6,7) sparen kénnen.

Nun ist es leicht, die Graphen von G’%) und Gigi zu erzeugen. So gilt nach (Rek. 2) mit
p=1 fir Gg)

2 1 1 1
1=2:§1@2+51@2+61@2’ (2.74)

und nach der Ausfithrung der Anklebevorschrift (1.12) wie im Beispiel 1 auf Seite 9 liefert
uns dies das folgende Ergebnis:

2 1 8
=2 = -
4 1

w + = 1%2 ) (2.75)

A~ =
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Fir G2} gilt laut (Rek. 2)

2 3 3 4 1
—12 4-|—13 1+14 2
9 2 2
1 4 1 2 3
2
1 2 3 3 4 4 2
ri{ DO DO+ DX )
1 4 1 2 1 3 4
1 2 3 4 2 3 4 2
+ =<1 3 4+ + + 2.77
s SO+ XX lxxg} (277)

'y

oder zusammengefasst als endgiiltige Form:
3 1

R ST

1 4 4 1 3

e I

[\

Bem. Bei diesem Ergebnis sieht man deutlich, wie sich die Symmetrie beziiglich der Index-
permutation fiir GY,;, manifestiert. Es sind némlich jeweils vier und drei Graphen fiir diese
Symmetrie notig gewesen.

Die Ergebnisse (2.69), (2.70), (2.75) und (2.78) finden wir in den Tabellen 2 und 3 auf den
néchsten Seiten wieder, wo alle Diagramme fiir die Zwei- und Vier-Punkt-Funktion bis zur
vierten Ordnung bis auf die Graphenisomorphie zusammengefasst sind. Dort haben wir al-
lerdings aus Platzgriinden auf deren Indizierung verzichtet. Fiir die analytische Berechnung
dieser Graphen ist diese auch unerheblich, aber leider nicht fiir die weiteren Rekursionsstu-
fen. Dazu miissen wir die Indizierung mit Hilfe der Symmetrieiiberlegungen wiederherstellen.
Die Symmetrieeigenschaften von jedem Graphen findet man ebenfalls in den Tabellen, und
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zwar ist das der letzte Beitrag in den zugehorigen Tupeln.

Beispielsweise ist der vertexdhnliche Graph #1.1 aus der Tabelle 3 totalsymmetrisch und alle
der 4! = 24 Kombinationen sind identisch, deren Symmetriegrad wird dann also mit 24 fest-
gelegt. Bei dem Diagramm #2.1 gibt es geméss (2.78) drei Kombinationsgruppen mit jeweils
8 identischen Kombinationen, deren Symmetriegrad ist also 8. Fiir einen beliebigen Graphen
kann man dessen Symmetriegrad auch unabhingig von seiner Erzeugung aus Rekursions-
gleichungen berechnen, und zwar durch sukzessives Besetzen freier Enden mit Indizes. Dies
wollen wir am Beispiel des Graphen #4.5 der Tabelle 3 erlautern:

2 2
242[? > 24EZ§ — 83[{—1—82[?4—8% >
1 1 1 1 2
2 3 2 4 3 2 4 2 3 4 4 3
Mﬁﬂmﬂmﬂﬁﬂﬁﬂm.(2.79)
1 4 1 3 1 4 1 3 1 2 1 2

Der Symmetriegrad ist im vorliegenden Fall gleich 4. Etwas mehr Aufmerksamkeit erfordern
nicht-planare Graphen. Beispielsweise erhalten wir beim Graphen #4.2 von Tabelle 3

2 2 3
24@ o 24& o 24}8{ o 24@ . (2.80)
1 1 1 4

Die letzten beiden Besetzungsschritte scheinen iiberhaupt nicht plausibel zu sein, zumindest
wenn man den Graphen als planar betrachtet. Da aber dieser gar nicht planar ist, muss man
ihn sich dreidimensional vorstellen. Jetzt sehen wir, dafl er einem Tetraeder dhnelt und somit
tatsdchlich totalsymmetrisch ist mit dem Symmetriegrad 24.

Bei den Zwei-Punkt-Funktionsgraphen gibt es 2! = 2 mogliche Kombinationen und wir un-
terscheiden nur zwei Fille: den symmetrischen mit Symmetriegrad 2 und den nicht-symmet-
rischen mit Symmetriegrad 1. Die meisten Diagramme aus der Tabelle 2 sind symmetrisch,
so beispielsweise auch das Diagramm #3.3, dagegen ist z.B. das Diagramm #3.7 nicht sym-
metrisch.
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p
p
#0.1
0 R—
(0,0,0;2)
#1.1
1 12 (O
(1,0,0;2)
#2.1 #2.2 #2.3
2 /6 —=5— 1/ 8 4 OO0
(0,0,1;2) (1,1,0;2) (2,0,0;2)
#3.1 #3.2 #3.3 #3.4
3 RN 1/12 1/4 8 1/8
(0,2,0;2) (0,0,1;2) (1,1,0;2) (1,2,0;2)
#3.5 #3.6 43.7 #3.8
1/8 18 _QQOQCQ  1/8 1/4 8 O
(2,0,0;2) (3,0,0;2) (1,0,1;1) (2,1,0;1)
#4.1 #4.2 #4.3 #4.4
1/8 1/4 @ 1/4 @ 1/12 @
(0,3,0;2) (0,1,0;2) (0,2,0;2) (0,1,1;2)
#4.5 #4.6 #4.7 #4.8
1/8 1/24 % 1/8 1/8
(0,2,0:2) (0,1,1;2) (2,1,0:2) (2,0,0:2)
#4.9 #4.10 4412
1/8 1/2 % 1 /8 é 1/12 %
(1,2,0;2) (1,1,051) (1,1,0;2) (1,0,1;2)
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#4.13 #4.14 #4.15 #4.16
1/8 1/16 1/8 1/16 Q&Q
(1,2,0:2) (2,1,0:2) (2,1,0:2) (3,0,0:2)
#4.17 #4.18 #4.19 #4.20
1/16 1/36 — 35— 1/4 8 ) 1/ Q@Q
(13,02 0022) (2.1,0:) (20,122
#4.21 #4.22 #£4.23 #4.24
4] 1/12 1/12 8 1/16 1/8
(1,0,1;1) (1,1,1;1) (2,2,0:2) (2,2,0:1)
#4.25 #4.26 #4.27
Qoo i e00 AT oy
(3.0,03) (20.11) (120:)
#4.28 #4.29 #4.30
1/16 - 8 - 1/8 8 O 116 OO0
(3,1,0:2) (3,1,0:1) (4,0,0:2)

Tabelle 2: Diagramme der Zwei-Punkt-Funktion mit deren relativen Gewichten in der ¢*-
Theorie bis zur vierten Vertexordnung. Jedes Diagramm wird charakterisiert durch den
Vierer-Tupel (S, D,T; N), wobei S, D und T die Zahlen der Selbst-, Doppel- und Tripel-
Bindungen und N der Symmetriegrad ist.
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p }){
#1.1
1 "
(0,0,0;24)
#2.1 #2.2
2 32 K2 J[Q
(0,1,0;8) (1,0,0;6)
#3.1 #3 2 #3.3 #3.4
3 /4 XXX s 3/2 >8< 2/3 %
(0,2,0;8) (0,1,054) (1,0,0:8) (0,0,1;6)
#35 #3.6 #3.7 #3.8
m 3/2 @Q | M |
(1,1,0;2) (2,0,034) (2,0,06) (1,1,0;6)
#4.1 #4.2 #4.3 #4.4
o8 OO0 1 I e —che (X
0508 0.0024) (020 (0.1.08
#4.5 #4.6 #4.7 #4.8
4 3/2 Eﬂi 6 %} 3/2 E ; 1/2 J@‘
(0,2,0;4) (0,1,0;2) (0,2,0;4) (0,0,1;8)
#4.9 #4.10 #4.11 #4.12
3 %@ e = F o
(1,0,0;4) (1,1,0;4) (1,1,0;2) (2,0,0;8)
#4.13 #4.14 #4.15 #4.16
3/4 3/8 1 A &
(1,1,0;8) (2,0,0;8) (0,2,0;6) (0,1,1;2)




36 KAPITEL 2. ZUSAMMENHANGENDE FEYNMAN-DIAGRAMME

#4.17 #4 18 #4 19 #4.20

; e 312 ég
(1,1,0;2) (1,1,0;2) (2,0,0;2) (1,2,0;2)
#4.21 #4.22 #4.23 #4 24
ol el To N A e le T I +&
1202 2102 2104 1106

#4 25 #4.26 #4.27 #4.28
4 %@ 1/2 1/2 1/3

(2,1,0;2) (2,0,0;6) (3,0,0;6) (0,0,1;6)

#4.29 #4.30 #4.31
1/3 +@Q 3/2 O O O 3/2
(1,0,1;6) (3,0,0;2) (2,1,0;2)
#4.32 #4 33 #4.34
1/2 % 1/2
(2,1,0:6) (1,0,1;2) (2,1,056)
#4.35 #4.36 #4.37
1/3 J[Q& 1/2 QOO
(1,0,156) (3.0,0:6) (1,2,06)

Tabelle 3: Diagramme der zusammenhéngenden Vier-Punkt-Funktion mit deren relativen
Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur vierten Vertexordnung. Im Vierer-Tupel (S, D,T; N)
sind S, D, T entsprechende Zahlen der Selbst-, Doppel- und Tripel-Bindungen, N ist der
Symmetriegrad.
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2.9 Von Gi; und Giy5, zu W

Zu Beginn des Kapitels haben wir mit (Rek. 1) eine graphische Rekursionsgleichung fiir die
negative freie Energie W gefunden, die auf der Schwinger-Dyson-Gleichung (2.6) basierte.
Dabei sind die ersten und zweiten Funktionalableitungen der negativen freien Energie nach
dem bilokalen Kern G~! aufgetreten. Da wir aber diese Funktionalableitungen durch die
Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen G5 und GY,;, ausdriicken koénnen, sind wir jetzt in der
Lage, die Bestimmungsgleichung fiir die negative freie Energie auch etwas iibersichtlicher
aufzuschreiben. Die Funktionaldifferentialgleichung (2.6) ldsst sich dann unter Beriicksichti-
gung der Definitionen (2.51) und (2.52) mit (2.48) umschreiben als

612+2/G13 A1 T g/ Visas G550 + g/ Vizss GasGi (2.81)
5G23 6 345 2 345

Erinnern wir uns dabei noch an die Zerlegung (2.12) mit der Identitdt (2.7), so kénnen wir
die linke Seite der obigen Relation vereinfachen zu

SW 5w(int) 5w(int)
5+2/G1 :2/017_:—2/0 , 2.82

wobei die letzte Gleichung von der funktionalen Kettenregel (1.26) mit (1.9) herriihrt. In
(2.81) eingesetzt und mit [, 4y, erweitert, ergibt das die folgende Form der Bestimmungs-
gleichung fiir die negative freie Energie:

5W 1nt g g
G = — = Vigsa Giosy — = Viozs G19G3y . 2.83
/ 12—« ~ 5G12 192 1954 1234 1234 4 /1234 1234 12%734 ( )

Diese ldsst sich mit den Aufklebevorschriften (2.58) und (2.59) auch graphisch illustrieren:

Qo

2 5§1—2 12

O - (2.84)

RS,

Mit den Reihendarstellungen aus (2.21) und (2.68) kénnen wir diese Bestimmungsgleichung
unter Verwendung der Relation (2.22) in die Rekursionsgleichung fiir Vakuumdiagramme
iibersetzen, und diese lautet fiir p =0, 1,2, ...

(Rek. 3)

Durch Einsetzen der Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen konnen wir tatsichlich die in der
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Tabelle 1 stehenden Vakuumdiagramme konstruieren. Das fiihren wir exemplarisch fiir die
dritte Vertexordnung vor:

1
_72@+2x—0@ +ﬂ1@1' (2.85)

Fiir die einzelnen Summanden gilt

@ :ixi{glﬂ}r 224@4} _ g @ + 2% . (2.86)

wobei wir hier auf die Indexsymmetrisierung der Vier-Punkt-Graphen wegen der Symme-
trie des Vierer-Vertex verzichteten (alle 4 Linien der Vier-Punkt-Graphen wurden ja an die
identischen Vertexstiimmel geklebt). Weiterhin gilt

Q0 = O Le b 0 L 00 ) -

1 1 1
- § & 0000 v & 287

00 = 5%y GO X 0 = {0000 - ey

Durch (2.85) zusammengefasst, ergeben diese Zwischenergebnisse den folgenden Ausdruck:

1 1 1 1
= — — — — 2,
AR W NS Tecocly JRCENE

der mit den entsprechenden Eintrégen in der Tabelle 1 auf Seite 21 iibereinstimmt.

An dieser Stelle erwéihnen wir noch eine weitere alternative Moglichkeit, die Vakuumdia-
gramme zu erzeugen. Diese setzt lediglich die Kentnis der Zwei-Punkt-Funktionsgraphen
voraus und ist in der Anwendung sogar noch einfacher, als die zuvor geschilderte. Dazu be-
trachten wir die Definitionsgleichung fiir die Zwei-Punkt-Funktion (2.51). Diese kann man
durch Separation der g-Potenzen auch fiir jede Ordnung p anschreiben:

ST @)

¢y = 22 (2:90)
12

Unter Verwendung (1.26) ergibt sich nach Erweiterung mit [,, G7, die Relation

) )
G = — | G} 2.91
[ ense = - [ oisas 291
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und demnach gilt trivialerweise

SW ) 1
Ghy —— = —/ G, GY . 2.92
/12 PG 2/, T (292
Mit der Regel (2.22), die nur fiir p > 1 gilt, ergibt sich nun
® — i -1 (~(p)
4p Ji2

An dieser Stelle ist es sinnvoll, eine graphische Bezeichnung fiir den bilokalen Kern G7, in
Form eines Zweier-Vertex mit Stiimmel einzufiihren:

G = 122 . (2.94)

Vermittels dieses Zweier-Vertex kann man z.B. zwei Linien aneinander kleben, wie das am
folgenden Beispiel klar wird :

/G31G121G24 =3— 11@e22—4 = 3—4 (2.95)
12

Bei diesem Beispiel wurde der wegen (1.9) triviale Zusammenhang [, G31G 5 Gos = G34
illustriert. Bedenkt man noch, daf} alle Diagramme der Zwei-Punkt-Funktion an deren freien
Enden einfache Linien haben, so ldsst sich der Zusammenhang (2.93) sinnvollerweise gra-
phisch aufschreiben, und zwar als

fiir alle p > 1%

Fiir die erste Ordnung erhalten wir nach (Rek. 4) mit Gg) aus der Tabelle 2

© =5 {50 =g g0,

3

und nach dem Beispiel (2.95) ist das
1 4 1

= — 3—1 = - . 2.96
(D = 3 O = 53O0 (2.96)

*Weil W () als ein Ring dargestellt wird, ist man geneigt, diese Form als eine Folge der Anwendung von
(Rek. 4) anzusehen. Es handelt sich aber lediglich um eine giinstig gewiilte Darstellung, denn fiir p = 0 ist

(Rek. 4) ja nicht anzuwenden.
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So dhnlich lduft das auch fiir die nichste Ordnung:

1 1 1 1
®:g1%2{51%2+11 2+11w2},
und das ergibt wiederum nach (2.95) das folgende Resultat:

D =500+ 5 - 2o

Wie man unschwer erkennen kann, bekommen wir die Vakuumdiagramme durch das An-
einanderkleben offener Enden der Zwei-Punkt-Funktionsgraphen. Auch wenn diese zweite
Moglichkeit der Vakuumdiagrammerzeugung gegeniiber der ersten gewisse Vorziige aufweist,
ist diese in der Tat nur dquivalent zu dieser. Die Rekursionsbeziehung (Rek. 3) ist eine Art
Verbindung der Erzeugung von Gi-Graphen nach (Rek. 2) mit der Abschliessung durch
das Verbinden offener Enden entsprechend (Rek. 4).



Kapitel 3

Ein-Teilchen-irreduzible
Feynman-Diagramme

In diesem Kapitel werden Graphen behandelt, die nach einmaliger Linienamputation noch
zusammenhéngend bleiben. Diese Graphen haben eine besondere Bedeutung in der Renor-
mierungstheorie. Es stellt sich ndmlich heraus, dal man alle zusammenhéngenden reduziblen
Graphen als Kombinationen aus mehreren ein-Teilchen-irreduziblen darstellen kann, im funk-
tionallen Sinne also als deren multiplikative Kombinationen. Diese liefern demnach nichts
neues hinsichtlich des Divergenzverhaltens, so dafl die ein-Teilchen-irreduzible Graphen fiir
solche Untersuchungen schon ausreichend sind.

Insbesondere sind alle ein-Teilchen-irreduzible Diagramme trivialerweise selbst zusammen-
hdngend und kénnen deswegen aus den Tabellen 2 und 3 unmittelbar entnommen werden.
In der Tabelle 2 sind das z.B. die Diagramme #1.1, #2.1 -2, #3.1 -5 u.s.w., die Diagram-
me #2.3,#3.6—8 u.s.w. sind es dagegen nicht. In der Tabelle 3 sind z.B. die Diagramme
#1.1,#2.1, #3.1-3 ein-Teilchen-irreduzibel im Gegensatz zu den Diagrammen #2.2, #3.4-8
u.s.w. In diesem Kapitel wird es uns gelingen, alle ein-Teilchen-irreduzible Graphen einem
eigenstandigen rekursiven Gleichungssystem zu entnehmen. Anschliessend werden wir auch
in der Lage sein, aus diesen die bereits bekannten zusammenhéngenden Zwei- und Vier-
Punkt-Funktionen zu rekonstruieren.

3.1 Definition der ein-Teilchen-irreduziblen Funktionen
312 und I'j93y

Betrachtet man die zusammenhingenden Diagramme der Vier-Punkt-Funktion aus der Ta-
belle 3 genauer, so stellt man fest, dafl man alle Diagramme gedanklich aufteilen kann, und
zwar in einen 'Kerngraphen’ und vier Zwei-Punkt-Funktionsgraphen, die an dessen Enden
dranhéngen. So kann man z.B. den offensichtlich ein-Teilchen-reduziblen Graphen #4.33

41
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aus der Tabelle 3 wie folgt trennen:

Ole- - 5%

oder den ein-Teilchen-irreduziblen Graphen #3.1 aus der Tabelle 3:

oo = ool 52)

Hier sieht man z.B., daf die jeweiligen 'Kerngraphen’ > und m selbst ein-
Teilchen-irreduzibel sind. Diesen Umstand kann man bei jedem einzelnen Graphen aus
der Tabelle 3 vorfinden. Weiterhin sieht man aus den obigen Beispielen, dafl der vorlie-
gende ein-Teilchen-irreduzible Graph #3.1 lediglich einfache Linien an dem 'Kerngraphen’
dranhiingen hat, wiahrend bei dem reduziblen Graphen #4.33 auch kompliziertere Zwei-
Punkt-Funktionsdiagramme auftreten. Diese Besonderheit findet man ebenfalls bei allen
Diagrammen aus der Tabelle 3 und ist das generelle Unterscheidungsmerkmal.

Die ein-Teilchen-irreduziblen Graphen kann man trivialerweise aus den ein-Teilchen-irredu-
ziblen ’Kerngraphen’ wiedergewinnen, indem man einfache Linien an deren Enden anklebt.
Diese Graphen sind dann in gewisser Weise isomorph zu den "Kerngraphen’, und wir kénnen
deshalb solche "Kerngraphen’ auch schon als ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktions-
graphen bezeichnen. Ahnlich wie bei der zusammenhiingenden Vier-Punkt-Funktion werden
wir die gesamte Mannigfaltigkeit der gewichteten ein-Teilchen-irreduziblen 'Kerngraphen’
als die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion bezeichnen. In der funktionalen Spra-
che driicken wir diese mit —I'j93, aus'. Die am Anfang dieses Abschnittes besprochene
Aufteilung der Vier-Punkt-Funktion kénnen wir in der funktionalen Sprache wie folgt erfas-
sen:

Gl = —/5678 5678 G51G62G73Gsa (3.3)

Fiihren wir an dieser Stelle ein neues Funktional Gy, ein, das die funktionale Umkehrung
der Zwei-Punkt-Funktion G5 entsprechend der Gleichung

/G13 Gy = b (3.4)
3

darstellt, so ldsst sich (3.3) dquivalent umformulieren:
—Tigs = : Gers G§11G521G7731G§41 : (3.5)
5678

Des weiteren fassen wir diese Gleichung als Definition der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-
Punkt-Funktion —T'j934 auf und werden mit dieser in der Tat beweisen konnen, dafl deren

!Die Vorzeichenwahl ist historisch bedingt.
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Graphen allesamt ein-Teilchen-irreduzibel sind.

Zuerst aber wollen wir die ein-Teilchen-irreduzible Zwei-Punkt-Funktion einfiihren. In Analo-
gie zu dem Fall der Vier-Punkt-Funktionsgraphen lassen sich auch alle Diagramme der Zwei-
Punkt-Funktion aus der Tabelle 2 bis auf den trivialen Liniengraph #0.1 aufteilen. Diesmal
erfolgt die Aufteilung aber in einen ein-Teilchen-irreduziblen ’ Zwei- Punkt-Kerngraphen’ und
zwei an dessen beiden Enden dranhingenden Zwei-Punkt-Funktionsgraphen. So lisst sich
z.B. der reduzible Graph #3.7 aus der Tabelle 2 auf Seite 34 folgendermassen zerlegen:

5O - g (3.6)

Im Gegensatz zum Fall der Vier-Punkt-Funktion ist diese Zerlegung aber nicht eindeutig.
Eindeutig ist diese nur bei den ein-Teilchen-irreduziblen Diagrammen, wie am Beispiel des

Graphen #3.1
@ - 1@22 (3.7)
leicht zu erkennen ist.

Die jeweiligen 'Zwei-Punkt-Kerngraphen’ «—- und @ sind nun tatséchlich ein-

Teilchen-irreduzibel und solche kann man bei jedem Diagramm aus der Tabelle 2 finden, auch
wenn die Zuordnung nicht immer eindeutig ist. Wie bei Vier-Punkt-Funktionsgraphen, ist
die Trivialitiat der Zerlegung bei den ein-Teilchen-irreduziblen Zwei-Punkt-Funktionsgraphen
charakteristisch und auch hier werden wir die irreduziblen 'Zwei-Punkt-Kerngraphen’ als
ein-Teilchen-irreduzibel bezeichnen. Deren Funktional, in der Literatur oft die Selbstenergie
genannt, wird mit 3, bezeichnet. Mit unserem Kenntnisstand konnen wir deren funktionale
Form sogar schon erraten, denn wegen (3.4) gilt

G12 - G13Gg41G42 . (38)

Diese Gleichung kénnen wir als die funktionelle Formulierung der oben geschilderten Zer-
legung von Zwei-Punkt-Funktionen auffassen. Das Funktional G} steht also fiir die *Zwei-
Punkt-Kerngraphen’, die wir jetzt ein-Teilchen-irreduzible Zwei-Punkt-Graphen nennen. Die-
ses Funktional kénnen wir aber noch nicht mit der Selbstenergie 33, identifizieren, denn
der triviale Graph #0.1 nimmt eine gewisse Ausnahmestellung ein. Dieser ist sicherlich ein-
Teilchen-irreduzibel und man konnte eigentlich die Gleichung (2.95) aus dem letzten Kapitel
so auffassen, daB der bilokale Kern G, dort die Rolle des 'Zwei-Punkt-Kerngraphen’ iiber-
nehmen wiirde. An ihm kleben namlich einfache Linien, wie das fiir ein-Teilchen-irreduzible
Zwei-Punkt-Graphen charakteristisch ist. Die graphische Bezeichnung von G, die wir mit
(2.94) lokal eingefiihrt haben, fillt aber ein wenig aus der Reihe, und wir wiirden auf diesen
Beitrag wegen der Einheitlichkeit der Darstellungen gerne verzichten. Deshalb definieren wir
die Selbstenergie X5 als das um diesen Beitrag korrigierte Funktional G, mit negativem
Verzeichen genommen:

-2, = G - Gy . (3.9)
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Durch diese Vorzeichenwahl werden alle 3;5,-Graphen positiv, wie wir spéter sehen werden.
Im {ibernéchsten Abschnitt werden wir auch unter anderem beweisen, dafy deren Diagramme
tatsdchlich alle ein-Teilchen-irreduzibel sind.

Bem. Die mit (3.5) und (3.9) definierten Funktionen —I'j53, und X;5 sind invariant be-
ziiglich Indexvertauschung, was man schon aus der Symmetrie der Funktionen GfY,5, und
G, sieht.

Ein-Teilchen-irreduzible Funktionen bekommen auch eigene graphische Darstellungen. Die
ein-Teilchen-irreduzible Zwei-Punkt-Funktion wird als ein Doppelkreis mit zwei Aussenstiim-
meln dargestellt und die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion wiederum als ein Dop-
pelkreis, aber nun mit vier Aussenstiimmeln:

212 = 1—©—2 R —F1234 = >C))i . (310)

3.2 Bestimmungsgleichungen fiir ¥, und I'j934

Als Ausgangspunkt verwenden wir die Schwinger-Dyson-Gleichung in der Form (2.56). Er-
innern wir uns an die Identitéit (3.4) und setzen die Definitionsgleichungen (3.3) und (3.9)
ein, so erhalten wir

/213 G32 = - g/ ‘/1345 G34G52 + %/ ‘/1345 G36G47G58 F6789 G92 ) (311)
3 345

3456789

was uns nach Erweitern mit [, G5) unter Verwendung von (3.4) auch schon die Bestim-
mungsgleichung fiir die Selbstenergie liefert:

Sy = — g/ Vigzs Gag + g/ Vizas G36GarGss Tersa - (3.12)
2 34 6 345678

Diese Schwinger-Dyson-Gleichung ldsst sich natiirlich auch diagrammatisch illustrieren. Die
dazu benoétigte zusitzliche Anklebevorschrift ist das Verbinden der vollen Linie mit dem

2 3 2 3
— [ T34 Gus = (3.13)
/4 13614 4 =5 136&

erkldrt wird. Mit Hilfe dieser Vorschrift und der Regel (2.58) wird (3.12) graphisch dargestellt
durch

I'-Vertex, was durch

1 e
1-O—2 = 3 1©2 + G 12 : (3.14)

Diese Bestimmungsgleichung setzt die Kenntnis der zusammenhéngenden Zwei-Punkt-Funk-
tion G5 voraus. Diese kénnte z.B. aus dem letzten Kapitel iibernommen werden, was aber
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eher eine unbefriedigende Losung wére. Es ist aber auch mdoglich, diese im Ramen der Theo-
rie der ein-Teilchen-irreduziblen Funktionen zu bestimmen. Dazu stellen wir eine triviale
Aquivalenz fest, die sich lediglich auf die Gleichung (1.9) stiitzt:

G = / G13G3/ Gy . (3.15)
34

Benutzen wir jetzt die Definitionsgleichung (3.9), so sehen wir, da G3,' = G5, + Za4 gilt,
und wir erhalten wegen (3.4)

G, = Gip + / G1333.Gyo - (3.16)
34

Diese sogenannte Dyson-Gleichung konnen wir mit zwei weiteren diagrammatischen Regeln

/213G32 = 1-0O33—2 = 1-O—2, (3.17)
3
/213G32 = 1-O-33—2 = 1-QO—2 (3.18)
3
als folgende graphische Bestimmungsgleichung aufschreiben:
l—2 = 1—2 + 1—0O—2 . (3.19)

Zur Bestimmung von X5 bendtigen wir nach (3.14) noch die ein-Teilchen-irreduzible Vier-
Punkt-Funktion. Diese wird uns im weiteren Verlauf dieses Abschnittes beschéftigen. Dazu
setzen wir zuerst in deren Definitionsgleichung (3.5) die zusammenhéngende Vier-Punkt-
Funktion G%4,s in der Form (2.54) ein. Unter Verwendung von (3.4) ergibt sich dann nach
einer kurzen Rechnung die Gleichung

0G e o oy
Ty = 2 / 0G% G:1GLIGHGy + GilGs! + GGyl (3.20)
5678 6G78

Den Ausdruck fiir den Term 6G56/0G-g bekommen wir aus der Relation (3.4) durch Ab-
leitung nach dem bilokalen Kern und anschliessendem Erweitern mit einer entsprechenden
zusammenhéingenden Zwei-Punkt-Funktion zu

6G56 / (SG !
— 2 = G . 3.21
6Gog > 5G781 (3:21)

Mit der Identitdt (3.9) ergibt sich dann daraus wegen (1.24)

0G5
6Gg

1
= — ¢ G5:G GG Gsyy —— G 3.22
2{ 57Ges + Grss 67} + /90 59 5G] 06 > ( )
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was uns nach Einsetzen in (3.20) die Gleichung

LDy
56

liefert. Nach Anwendung von (1.26) und (3. 9) erhalten wir unter Beriicksichtigung von (1.9)
auch

031 0319 / 5212
-T = 2 - 2 3 G - 2 Gy 2
1234 3Gt /56 3 G5 5o y 30, (8 o

0x
+ 2/ 235 G57 5G12 G86 264 . (324)
5678 78

Unter Verwendung der Anklebevorschrift (3.17) lisst sich diese tatséchlich auch graphisch
darstellen:

2.3 1-O—2 1-O—2
)@i = 2 0 + 230> 0 6 —0O—4
L A 0 3—14 0 5—6
1-O—2 1-O-2
- 2 34@75 66574 ] 66375 54@*4 . (325)

Die letzten beide Terme sind negativ und dariiberhinaus reduzibel. Offensichtlich besteht
deren Rolle darin, die in den ersten beiden Termen entstandenen reduziblen Graphen auf-
zuheben. Deshalb ist diese Formel hochst ineffizient, und wir werden uns darum bemiihen
miissen, diesen Umstand zu beheben. Wie auch schon im Falle der zusammenhéngenden
Vier-Punkt-Funktion im Kapitel 2, erreichen wir dies durch die Aufstellung einer weiteren
Bestimmungsgleichung fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion, die ohne die
Selbstenergie auskommt.

Dabei gehen wir zuerst von der Gleichung (3.23) aus und setzen dort die explizite Form von
315 aus der Schwinger-Dyson-Gleichung (3.12) ein. Fiir §X,5/6G5; ergibt sich dabei nach
der Relation (2.54)

I
= / Vigrs G5Gise + / Viars Grgss — g/ Gs7 Viiso Gs1Go3l'1320Gos
e 2 Jz 4 Jog 4 J 789013
—3/ Gs7 Virgy G1 GopTinnn G —g/ Virso G GosT g G
57 V7189 81 92+ 1220 06 7189 81 924 1220 0567
4 J759012 4 J759012
6L 75
+ g/ Vizgo Gr0Gs1Gos %212 (3-26)
6 /789013 0G g

Nach dem Ausschreiben der zusammenhéngenden Vier-Punkt-Funktionen G7gss und Gisg,
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in der Form (3.3) und Einsetzen des Ergebnisses in (3.23) erhalten wir wegen (3.4) die
folgende Bestimmungsgleichung fiir die Funktion T'j934:

g 9
Fiose = gVigss — —/ Vizss Gs1GesD'rs3s — —/ Vizss Gs1GesI'rs24
2 Js678 2 Jsers

_ g/ Vigse G57GesTrgaz + g/ Vii67 Gea G0l 9001 G131 '3345 Gs5
5678 56789012
oT o
£ Vi GGG G GG 5.7
3 Js6789012 0G =

Der letzte Term dieser Gleichung bereitet einige Schwierigkeiten hinsichtlich seiner graphi-
scher Darstellung. Einem dhnlichen Problem sind wir aber auch schon bei der Gleichung
(3.23) begegnet. Dort haben wir eine diagrammatisch interpretierbare Form durch die Auf-
spaltung der Funktionalumkehrungen G5 und Gg,' nach (3.9) erreichen kénnen. Das Er-
gebnis dieser Aufspaltung war aber eine ineffiziente Gleichung. Auch im Falle der Gleichung
(3.27) konnen wir den letzten Term nach (3.9) aufspalten. Aber auch hier bringt diese Auf-
spaltung &hnliche Effizienzprobleme mit sich und ist deswegen keine befriedigende Losung.
Das Problem konnen wir aber gliicklichervveise auch anders angehen. Und zwar l&sst sich
der problematische Term f12 6I‘8902/6G G;. 1G ! mit Hilfe einer Kommutatorbeziehung
umformen. Eine solche bekommen wir mit der Glelchung (3.23) und der dazu dquivalenten

Form
0319 1 /
- 5 | G35 5126 Ga (3.28)
0G5 2 Js6
nach einer lingeren Rechnung als
5F1234 1, v=1 5F1256 —1,v=1
—— GGy — — G, Gy, =
8 6G7—81 75 86 -3 6G7—81 73 84

= 2/ WG 1G681 6 1 {G391G }G91G02F1212
789012

_ 2/ 77G371G481 — {G591G }G91G02F1212 ) (3.29)
789012 5G

Mit einer weiteren Relation
6G,
6G)

1 1
=3 { 013094 + 014003 } — 5 /56 G3505126Gos (3.30)

die wir unmittelbar nach Einsetzen von (1.24) und (3.28) in (3.9) bekommen, kénnen wir
(3.29) nach mehrmaligem Anwenden von (3.4) in die endgiiltige Kommutatorbeziehung
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iiberfithren. Diese lautet

0T 12384 gt et / 0T 1956 1 1 1 / 1 /
— GGy, — 2 GG = = | TG + = | TayerG-T
/78 6G;81 75 86 - 6G;81 73 84 92 " 3457%¥ 781 8126 9 s 3467xr781 8125

1 1
- 5 / F5637G78F8124 - 5 / F5647G78F8123 . (33]‘)
2 78 2 78

Wir bemerken im iibrigen, daf die Kommutatorbeziehung (3.31) dquivalent zu der entspre-
chenden Beziehung (2.64) aus dem Kapitel 2 ist. Das konnen wir zeigen, indem wir zuerst
den Ausdruck auf der linken Seite von (3.31) mit Hilfe der Definitionsgleichungen (3.3) und
(3.5) auswerten. Nach einer lingeren Rechnung ergibt sich dann

0T 1234 11 / 0L 1256 —1ley—1
—— G- Gy — —— GG =
/78 6G T s 0G0

0Ggys  0Gggrs } et e ey
= - GGG G5 GG
/789012{ 0G 0G5 o1 o2 iz Crgy &rrs Srse

+ = { TGy + TasisGig + TizasGos + Ti3usGyf |

{T2561G15 + Ta563G) + Ti56Ghy + TisesGay |

N = N

1 1
+ 5/ L3457G78T5196 + 5/ L3467G 78T 8195
78 78

1 1
- —/ Ts637Grsls120 — —/ Ts647GrsTs123 (3.32)
2 /s 2 Js

Aus der Kommutatorbeziehung (2.64) erhalten wir mit Hilfe von (3.4) und (3.5)

0Gooiz 6G3078} o
- G, GGG, GGy =
/789012{ 6G 0G5 91 o2 Uiz Grgy s Crge

1 _ _ _ _
=5 {F2346G151 + To345Gg + Ti36Gos + Ti3asGog }

1 _ _ _ _
~ 3 {F2564G131 + Tos63G1) + TiseuGoy + Tises Gyl Vo (3.33)

so daB sich nach Einsetzen in die Gleichung (3.32) bereits die Kommutatorbeziehung (3.31)
ergibt.

Nun kénnen wir uns wieder der Gleichung (3.27) zuwenden und diese in eine effiziente Form
bringen. Der problematische letzte Term wird nun nach der Kommutatorbeziehung (3.31)
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umgeformt als

oT o oT
/ Vissr GssGoaGro 82 @11 = / Vissr Glrg L8201
56789012 6Gj§ 5678 6G56
1 1
+ = Vsi67 GeoG ol 9031 G 12l 904 Gis5 + = Vsi67 GeoGroT 9041 G121 2238 G5
2 Js6780012 2 J56780012

_/ - %167 G69G70F9021GT§FQ348G85 . (334)
56789012

Dieses Ergebnis liefert nun nach Einsetzen in (3.27) die endgiiltige Bestimmungsgleichung
fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion

5]-‘8234
0Ggo

g
—Tiogs = —gVigsa + —/ Viser GssGe9Gro
3 Js67890

+

NGRS

g g
/ ‘/1256 G57G68F7834 + 3 / ‘/1356 G57G68F7824 + 3 / ‘/1456 G57G68F7823
5678 5678 2

2 5678

(2RI

g
/ ‘/:’)167 G69G70F9021GTQF§348G85 - 6 %167 G69G70F9031GTQFQQ48G85
56789012 56789012

! / Vsi6r GooGroToosi GioTrnssGlss - (3.35)
56789012

die noch von der Relation (1.26) Gebrauch macht. Mit diagrammatischen Mitteln, die uns
nach (2.58), (3.10) und (3.13) zu Verfiigung stehen, lisst sich diese graphisch illustrieren als

2,3
2 3 2 3 1 55 1 2 3 1 3 4
L IS LI e S e S

1 4 7 6677 1 1

1 2 12 (.J\ 3 13 (’J\ 4 14 (.J\ 9
T3 1>©©<3 T 5 \B2 \ T35 \8e 2 + g e . (3.36)
1 1 1

=~

3.3 Rekursionsgleichungen fiir G1,, Y15 und I'j934

Mit den Gleichungen (3.12), (3.16), (3.35) bzw. ihren graphischen Darstellungen (3.14), (3.19)
und (3.36) steht uns ein geschlossenes Gleichungssystem zur Verfiigung, das die ein-Teilchen-
irreduziblen Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen 35 und I';934, sowie auch die zusammenhén-
gende Zwei-Punkt-Funktion G5 bestimmt. Deren Lésungen werden jeweils rekursiv gesucht.
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Dazu definieren wir die folgenden Storungsreihen:

S o=y B0, Dy = Y T, (3.37)
p=1 p=1

und die zugehorigen graphischen Darstellungen:

1—-O—2 = Z 12 , 1}@(4 = Z : (3.38)

p=1 1

Hierbei beinhalten X und T8}, alle Terme p-ter Ordnung in der Kopplungskonstante g,
so daf} deren graphische Darstellungen alle Graphen mit p Vertizes enthalten. Die Storungs-
reihe fiir G5 iibernehmen wir unveréindert aus (2.68). Die Anklebevorschriften (3.13), (3.17)
und (3.18) werden nun auch auf die einzelnen Ordnungen ausgeweitet. Setzen wir Reihendar-
stellungen (2.68) und (3.38) in die Bestimmungsgleichungen (3.14), (3.19) und (3.36) ein, so
bekommen wir durch Trennung der verschiedenen Vertexordnungen das folgende rekursive
Gleichungssystem mit p = 1,2, 3, ...:

2 3 5 3
== = 1 , = X
L A 174
1 p—1 1 p—1 q r
1*@ 2 = = + - 1—— 2
. 2 1Q2 6 qg=1 r=1 s=1 @

p

(Rek. 5)

Bem. Mit diesem Ergebnis kann man zeigen:

Beh.4. Alle Graphen der Selbstenergie und der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-
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Funktion sind in der Tat ein-Teilchen-irreduzibel.

Beweis:
(*).  Zwei, und somit auch endlich viele, zusammenhéngende Graphen ergeben nach deren

Verkleben einen zusammenhéngenden Graphen.

(**). Alle Graphen der zusammenhingenden Zwei-Punkt-Funktion sind zusammenhéingend
(siche dazu Beh.3 auf Seite 28).

(xxx). Die Operation ¢ >~/ ersetzt nacheinander jede Linie des betroffenen

o 6—7

Diagramms durch den Graphen v . Es handelt sich demnach um eine Erweite-
ung der Operation "Linienzidhlung’ aus dem ersten Kapitel (siehe Seite 11).

Diese Vorbemerkungen erlauben es uns, auch hier den Induktionsbeweis durchzufiihren. Der
Induktionsanfang fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion ist mit (Rek.5) ex-
plizit als reiner Vertex angegeben und ist trivialerweise ein-Teilchen-irreduzibel.

Nehmen wir an, alle Graphen der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion bis zur p-
ten Ordnung seien tatséichlich ein-Teilchen-irreduzibel. Um die p-te Ordnung der Selbstener-
gie X5 zu untersuchen, betrachten wir die Wirkung einer einfachen Linienamputation auf
deren Graphen. Bei den Graphen, die vom ersten Term der Selbstenergie-Rekursion stam-
men, werden die zusammenhéingenden Zwei-Punkt-Funktionsgraphen an zwei Enden eines
V-Vertex angeklebt. Durch die Linienamputation kénnen die zusammenhingenden Zwei-
Punkt-Graphen in zwei zusammenhéngende Bruchstiicke zerfallen. Da aber beide von dem
Vierer-Vertex gebunden werden, ergibt sich nach (*) wieder ein zusammenhéngendes Gebil-
de. Somit ist der erste Term in der Gleichung fiir 35 selbst ein-Teilchen-irreduzibel. Fiir
den zweiten Term der Selbstenergie-Rekursion ergeben sich zwei Moglichkeiten der Linien-

amputation.
Fall 1.

Es wird im Teilgraph eine Linie amputiert. Es kommen aber nur Werte s =

1,2,...,p—1 vor und der fragliche Teilgraph ist laut Voraussetzung ein-Teilchen-irreduzibel,
so dafl er nach der Lininienamputation auf jeden Fall zusammenh#ngend bleibt. Verklebt mit

p—gq—1
dem wegen (*) und (**) zusammenhéngenden Rest /- , ergibt sich wiederum wegen
(*) etwas zusammenhéngendes. —
Fall 2.
Die Linienamputation wirkt auf einen der Zwei-Punkt-Teilgraphen, z.B. auf "_?_' . Dieser
zerfillt in héchstens zwei zusammenhéngende Teilgraphen, die von dem zusammenhéngenden
Rest @ gebunden werden. Das ergibt wegen (*) wieder lauter zusammenhéngende
Beitrige.

Wie wir sehen konnten, ergeben sich nach einmaliger Linienamputation auf dem betrachteten
Term in beiden Fillen nur zusammenhéngende Graphen. Daraus folgern wir, daf} auch dieser
Term selbst ein-Teilchen-irreduzibel sein muss. Ahnlich kénnen wir alle Terme der Rekursi-
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on fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion I'i534 bis auf den Ableitungsterm
behandeln. Dessen Irreduzibilitit wollen wir nun im weiteren auch beweisen.

P—q
5

Dazu bemerken wir zuerst, dafl wir die Operation é 6 5 als eine Teiloperation

6—7
7
8 . . . .
6N 7 5 mit anschliessendem Verkleben durch g1 auffassen konnen. Die
6—17 —

erste Teiloperation, angewandt auf den nach Voraussetzung ein-Teilchen-irreduziblen Gra-

phen (¢g=1,2,...,p), erzeugt wegen (***) Graphen einer sechs-Punkt-Funktion, die

aber selbst alle ein-Teilchen-irreduzibel sind. Dies erkennt man durch die folgende Uberle-
gung. Die durch eine Linienamputation von erzeugten Graphen sind zusammenhén-

gend. Sei nun A ein beliebiger dieser Graphen. Schliessen wir nun die in A durch Amputation
entstandene Liicke durch den Graphen _~ |, so erhalten wir ein neues Sechs-Punkt-
Diagramm, das wir B nennen. Eine Linienamputation im Diagramm B wiirde zu einer
weiteren Fallunterscheidung fiihren.

Fall 1.

Es wird eine der Linien von A amputiert, so dafl dieser héchstens in zwei zusammenhéngende
Teilgraphen zerfillt. Diese werden dann aber von der Briicke _~~  zusammengefasst, und
es ergibt sich ein zusammenh#ngender Graph.

Fall 2.

Es wird eine der beiden Linien vom Graphen _ > amputiert. Dabei ergibt sich ein zu-
sammenhéingender Graph, der nur an einem Ende von dem Graphen A gebunden wird, was
schon einen zusammenhingenden Graph liefert.

Durch die einmalige Linienamputation zerfillt das Diagramm B in beiden Féllen nicht, ist al-

so tatséichlich ein-Teilchen-irreduzibel. Das anschliessende Verkniipfen mit den Graphen von
P~4 macht aus dem Sechs-Punkt-Graphen B einen Vier-Punkt-Graphen, zerstort aber

nicht seine Irreduzibilitdt, wie man sich leicht nach demselben Fallunterscheidungs-Muster

iiberzeugen kann.

Somit sind wir auch schon fertig.

3.4 Erzeugung der Y-, I'1934- und G1o-Graphen

Ausgehend von den Rekursionsanfingen, konnen wir zuerst nach (Rek.5) Graphen der

nichstniedersten Ordnung bekommen. Hierzu zdhlt 2%12) mit

-2 = %1Q2 = %IQZ , (3.39)

— = 12 = %1Q2 (3.40)
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und der Beitrag zweiter Ordnung 1“?2)34 mit

2 3
1 0-5 5 12 0 3 14 0 2 13 0 4
—1%65 4+—>@+—>@+—>@.(3.41)
3 T 5671 21T, 2T, 20T,

Da nach Rekursionsanfang I‘%)M durch einen einfachen Vierer-Vertex dargestellt wird, gilt

5 2 3
=0, (3.42)
§6—7 o A

so daf} wir fiir 1“%4 somit erhalten

2 3 1 2 3 1 4 2 1 3 4
@ =1 0C+: o+l .43
L A 2 4 2 3 2 2

Die Ergebnisse aus (3.39), (3.40) und (3.43) benutzen wir nun, um die néchste Ordnung mit
p = 2 auszurechnen. Fiir 2522) gilt nach (Rek. 5)

0
1A 1 /o 1 8 1
O - 3.0, 5 GO - 1 OO B
und fiir das mit diesem Ergebnis zu bestimmende Gg)
1;2 — 12 —+ 1—.=0 2 =
_ ! + : 8 + ! 1%2 (3.45)
=7, DO+, O, * G ' '

So &hnlich sind auch die Graphen von 1“%24 zu bestimmen, fiir die nach (Rek.5) unter

Beriicksichtigung des Ergebnisses aus (3.42) gilt
ol 4
R S A e —{ Reofiiveoiieoll
2
2

@ + 0 + o1 } (3.46)

_I_
| =
—N
Q\
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Um das auswerten zu kénnen, benétigen wir zuerst ein paar Zwischenergebnisse:
2 3

;

5 4

0 6—7

2 3 2 3 4 2 4 2 3 4 3 4
= %{5%—%4 + 54—+4 4+ 5443 + 5443 + 54+—+2 + 5#—%2}.
6 7 7 6 6 7 7 6 6 7 6 7

6 6—7

DO | —

SO s -

Demnach ergibt sich der ersten Summand in der Gleichung (3.46) nach Zusammenkleben zu

2 3

0 56 3 4 2 3 4 2

1{6 5 4 = 1@2"‘ 1@4"' 1@3 : (3.47)
T §e—71

Die Summanden 2 bis 4 der Gleichung (3.46) sind ebenfalls etwas komplizierter und wir
berechnen diese explizit am Beispiel des zweiten Summanden:

9 0 3 6 6 3 12 6 ( 6 3 4 6 3 4
SO - @ - g e e e
0Ny 1 50T, 17 =5 Us 4 5 3 5 6

Nach Ausfithrung der Anklebevorschrift und Zusammenfassen gleicher Graphen erhalten wir
0

9 3 1 2 3 BN
QD = 5 O+ (3.48)
L o 4 1 4

Aquivalent dazu gehen wir auch bei dem dritten und vierten Summanden aus (3.46) vor.
Die Summanden 5 und 8 ergeben sich mehr oder weniger trivial zu

2 - _ % 1>8< é (3.49)

1 0 4

und dquivalent dazu die Summanden 6, 7 und 9, 10. Mit den Zwischenergebnissen aus (3.47),
(3.48) und (3.49) erhalten wir nach (3.46)

@ = {00 OO+ DO
e

S B
ETRC SRS SN S
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Die Resultate aus (3.39), (3.44) und fiir weitere zwei Ordnungen sind in der Tabelle 4 und
die aus (3.43), (3.50) und deren Fortsetzungen bis zur 4.0Ordnung in der Tabelle 5 zusam-
mengefasst. Wie schon im Falle zusammenhingender Graphen verzichten wir dabei auf deren
Indizierungen und verweisen statt dessen auf deren Symmetriegrade, die als letzter Beitrag
im jeweiligen charakteristischen Vierer-Tupel zu sehen sind.

Eine alternative Berechnungsmoglichkeit der Ableitungsterme

Wie wir es bereits bei der Darstellung der Beweisidee zur Behauptung Beh.4 auf der Seite
51 bereits im Punkt (***) erwiihnt haben, kénnen wir bei den Termen

2 3
p—q
s 5 @
1 6 5 4
75 6—7

auch ohne die explizite Ausfiihrung der Amputationsvorschrift auskommen. Statt dessen

kénnen wir jeweils eine Linie der Diagramme von durch den Graphen '8 auf

5
alle mogliche Weisen ersetzen und anschliessend das Teilergebnis mit den Diagrammen von

N verkniipfen.

Dieses Vorgehen illustrieren wir nun explizit an einem Beispiel, das wir schon in (3.47) direkt
mit Linienamputation ausgewertet haben. Zuerst zerlegen wir die gesammte Operation in
zwei Teiloperationen entsprechend

é 0 :'i = sés{ 614\/787 0 :'i } (3.51)

Hierbei wird im ersten Schritt die bereits angekiindigte Ersetzung vollzogen, und zwar an
dem Ergebnis aus (3.43):

2 3
@
614\./787 65 4 =
0 6—7

NN

S D0 DO ) -

8 1 8 1 8 1
2 { 52>é<43 + 54>é<32 + 53>é<24 } ) (3.52)

In (3.51) eingesetzt, liefert dies nach dem Ankleben im zweiten Teilschritt
l s 1 s 1 8 1
é 0 —5 { 57{ /><3 + 5><\f/><2 + 5><\f/><4 }
5 PR 2 4 4 3 3 2
3 4 2 3 42
o P S WP (3.53)

DN | =
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Wie wir sofort sehen, erhalten wir damit das Resultat von (3.47) erwartungsgeméss wieder,
aber nun auf einem anderen Wege. Diese Methode hat einige Vorteile gegeniiber der alten
Vorgehensweise. Im ersten Schritt haben wir friiher die Linien amputiert, jetzt haben wir
diese ersetzt. Beide Operationen betrafen dieselben (im vorliegenden Fall zwei) Linien und
der Aufwand war vergleichbar. In beiden Féllen wurden Sechs-Punkt-Graphen erzeugt, aber
im ersten Fall die der zweiten Vertexordnung und im zweiten Fall die der dritten Ordnung.
Diese Tatsache kommt bei der anschliessenden Anklebe-Operation zum Tragen, es ist nimlich

wesentlich leichter, zwei Stiimmel durch eine Linie zu verbinden wie bei (3.53), als gleich drei
5

Stiimmel 5,6 und 7 mit dem Graphen 1 { 6 zu verkleben, wie das bei (3.47) der Fall ist.
7

Wir wiirden dabei nicht nur durch geringeren Aufwand gewinnen, sondern vor allem auch

an Ubersichtlichkeit. Dieser Umstand wiirde bei den niichsten Ordnungen selbstverstindlich

noch deutlicher zu Tage treten.
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:
#1.1
| 12 ()
(1,0,0;2)
#2.1 #9.9
2 1/6 1/4 8
(0,0,1;2) (1,1,012)
#3.1 #3.2 #3.3 #3.4 #3.5
3 | 1/4 1/12 @ 1/4 1/8 1/8 %9
(0,2,0;2) (0,0,1;2) (1,1,0;2) (1,2,0;2) (2,0,0;2)

441 44.2 44.3 #4.4 #4.5
s () 14 @ 1/4 1/12 @ 1/8
(0,3,0;2)

(0,1,0;2) (0,2,052) (0,1,1;2) (0,2,0;2)

#4.6 447 44.8 44.9
4 1/24 % 1/8 1/8 1/8
(0,1,1;2) (2,1,0;2) (2,0,0;2) (1,2,0;2)
4410 4411 4412 44.13
1/2 1/8 1/12 1/8
(1,1,0;1) (1,1,0;2) (1,0,1;2) (1,2,0;2)
4414 #4.15 44.16 H#4.17
1/16 1/8 1/16 1/16
(2,1,0;2) (2,1,0;2) (3,0,0;2) (1,3,0;2)

Tabelle 4: Diagramme der Selbstenergie mit deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie
bis zur vierten Vertexordnung. Im Vierer-Tupel (S, D,T; N) sind S, D, T Zahlen der Selbst-,
Doppel- und Tripel-Bindungen und N der Symmetriegrad.
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#1.1

(0,0,0;24)

#2.1

32 X

(0,1,0;8)

#3.1 #3.2

s S NG AN S)

(0,2,0;8) (0,1,0;4) (1,0,0;8)

#4.1 #4.2 #4.3 #

4.4
LA es e SRR L ) s T ()
(0,3,0:8) (0,0,0;24) (0,2,054) (0,1,0;8)
; ; #4 9
(0,0,1;8) (1,0,0;4) %
#4 10 #4 11 #4.12 #4 13 #4 14
e % @ i %ﬁ

(1,1,054) (1,1,0;2) (2,0,0;8) (1,1,0;8) (2,0,0;8)

#4.5 #4.7

3/2 @ #46 @ 3/2

(0,2,0;4) (0,1,0;2) (0,2,0;4)

#4.8
1/2

Tabelle 5: Diagramme der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion mit deren relativen

Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur vierten Vertexordnung. Im Vierer-Tupel (S, D, T; N)

sind S, D,T Zahlen der Selbst-, Doppel- und Tripel-Bindungen entsprechend, N ist der
Symmetriegrad.
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3.5 Vier-Punkt-Funktionen: von der ein-Teilchen-
irreduziblen zu der zusammenhingenden

Im letzten Abschnitt gelang es uns bereits, die zusammenhéngende Zwei-Punkt-Funktion
aus der Selbstenergie zu bestimmen. Ein entsprechendes Vorgehen wird auch bei den Vier-
Punkt-Funktionen moglich sein. Die zusammenhéngende Vier-Punkt-Funktion erhalten wir
aus der ein-Teilchen-irreduziblen dadurch, da§ wir unmittelbar die Definitionsgleichung (3.3)
verwenden. Mit den diagrammatischen Darstellungen (2.55) und (3.10) kénnen wir diese nach
der Anklebevorschrift (3.13) graphisch illustrieren als

2><3 = 2>><3 . (3.54)

Diese konnen wir mit den Reihendarstellungen (2.68) und (3.38) aber auch fiir jede Vertex-
ordnung p schreiben:

2 3 ) . 2 3

BORE 3530 30 3 o

1 4 q=1 r=1 s=1 t=1 1 4
(Rek. 6)

Diese Gleichung kénnen wir unmittelbar anwenden, um z.B. die Graphen der dritten Vertex-
ordnung zu bestimmen. Dabei verzichten wir aus Platzgriinden auf die Indizierung unserer
G'y3,-Diagramme. Da die Symmetrie beziiglich Permutation der Indizes unmittelbar einsich-
tig ist, konnen wir das auch getrost machen, zumal hier das Ergebnis nicht etwa zur weiteren
Rekursion verwendet wird, wo die Indizierung vom Belang wére. Zunéchst erhalten wir aus

(Rek. 6)
S e

Nun betrachten wir jeden Summanden einzeln. So ergibt sich der erste zu

N~ 6 (36 7 o’ 36>8<7 T
SoHENIENE IS & QIS SN e S S

5 5 5

:%>QQ<+3 X +g>8< (3.56)

wobei wir auch auf die Symmetrisierung bzgl. der Indizes 5,6,7,8 verzichtet haben, weil an
jeden Stiimmel die gleiche einfache Linie rangeklebt wurde. Alle diese Graphen sind selbst-
verstéindlich ein-Teilchen-irreduzibel. Die von allen anderen Summanden stammenden Dia-
gramme werden es nicht mehr sein. Im einzeln erhalten wir
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Il

@
T
——
| =

_I_

|

_I_
PN
——

Il

—_

:é = +i4§+4+@l, (3.58)
X =50 0,00, 0 =i e

Die Ergebnisse aus (3.56)—(3.59) kénnen wir nun mit Hilfe der Gleichung (3.55) zusammen-

fassen und erhalten dabei das folgende Resultat:
S B0 e 4 & Ba
4 2
d L jo0 s
- .(3.60
+ 3 Q@ (3.60)

Dieses Ergebnis entspricht genau dem, das wir im Kapitel iiber die zusammenhéngenden
Funktionen gewinnen konnten (siehe dazu Tabelle 3 auf der Seite 36).

o

3.6 Negative freie Energie IV aus ein-Teilchen-irredu-
ziblen Funktionen

Aus der Dyson-Gleichung (3.16) folgt
Gi— G = / Gi3234Gao . (3.61)
34

Mit [, Gy erweitert, ergibt sich daraus

/(G12_G12) Gn = /2126’12 : (3.62)
12 12
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Aus der Reihendarstellung (2.67) fiir die Zwei-Punkt-Funktion G5 und mit der Tatsache,
dafy Ggg) = (1 ist, konnen wir die folgende Reihendarstellung herleiten:

Glg—Gu — Z Ggg) . (363)
p=1

Zusétzlich mit der Storungsreihendarstellung fiir X5 aus (3.37) kénnen wir dann die folgende
Rekursionsgleichung mit p = 1, 2, 3, ... aufstellen:

p
/ oG =3 / =0 G0 (3.64)
12 =1 12

Mit der Identitdt (2.93) ergibt sich dann daraus die endgiiltige Rekursionsgleichung (fiir
jedes p>1)
1 _
W = o / p SNl L (3.65)
12

die wir auch graphisch illustrieren konnen

(Rek. 7)

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir mit Hilfe von (Rek. 7) Vakuumdiagramme der dritten
Vertexordnung;:

®:%+11_2+%. (3.66)

Mit den Graphen aus den Tabellen 2 und 4 ergeben sich bei den einzelnen Summanden
folgende Diagramme:

O -0 ot 0,v 00, -

2
S . . (3.67)
o 2 SM 8 ’ :

1
- R fesesn 369
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:
1 1@ 1 1 1
ORI RN R R L I
:%@+%é+§()@@@+§©8©. (3.69)

Die Ergebnisse (3.67)—(3.69) liefern uns nach Einsetzen in die Gleichung (3.66) das erwiinsch-
te Endresultat:

1 1 1 1
©=5 0 5+ 50000 5 3 6

das wir auch schon mit anderen Methoden in (2.89) erhielten.

An dieser Stelle geben wir noch eine Rekursion zur Bestimmung der Vakuumdiagramme an,
und zwar diejenige, die von der Kenntnis der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion
ausgeht. Dazu setzen wir in die Rekursionsgleichung (Rek. 7) den Ausdruck fiir die Selbst-
energie aus (Rek. 5) ein. Das fiihrt auf die folgende graphische Rekursionsgleichung:

s—t

- S 200+ ey LETY 0

p—=q

(Rek. 8)

Die Gleichung ist dquivalent zur Rekursion (Rek. 3) auf der Seite 37 und konnte aus dieser
auch direkt mit Hilfe von (Rek. 6) hergeleitet werden.



Kapitel 4
Tadpolelose Graphen

In diesem Kapitel werden zusammenhéngende und ein-Teilchen-irreduzible Graphen behan-
delt, die keine schleifenférmigen graphischen Elemente enthalten. Solche schleifenférmigen
Elemente werden unter dem Begriff der “Tadpole im erweiterten Sinne” zusammengefasst.
Dazu gehoren beispielsweise der bereits in der Einfithrung mit (1.13) definierte Tadpole im

eigentlichen Sinne X_) , aber auch die Graphen X ¥ ) und X ¥ X ) us.w. Ausser-

dem sollten auch kompliziertere Graphen wie Q? und sogar der Graph >@ 1.S.W.

durch diesen Begriff miterfasst werden. Beriicksichtigen wir noch die zu diesen Diagrammen
gehorigen relativen Gewichte, so zeigt der Vergleich mit den Graphen der zusammenhéngen-
den Zwei-Punkt-Funktion, dafl all diese von dem Graphen Q mit dem Gewicht 1/2 stam-
men. Deshalb werden wir diesen in der Tat auch schon als den Tadpole im erweiterten Sinne,
oder auch einfach nur als Tadpole, bezeichnen.

In der Quantenfeldtheorie mit massiven Teilchen fiihren solche Tadpoles lediglich zu impuls-
unabhingigen Massenkorrekturen. Da aber die Masse einen frei normierbaren Parameter dar-
stellt, liefern uns diese Massenkorrekturen keine neue Information, d.h. die Tadpole-Beitrige
sind unerheblich. Ein Blick in die Tabellen 1 bis 5 zeigt aber, da} mehr als etwa die Hélfte
aller Graphen solche Schleifen besitzt. Durch das Weglassen all dieser Graphen l&sst sich also
der Aufwand bei der Berechnung von Feynman-Diagrammen drastisch reduzieren. Auf diese
Weise wurde in [27] die Renormierung der ¢*-Theorie bis zu fiinf Schleifen und in der Arbeit
[13] die Renormierung der Vakuumenergie zur selben Ordnung durchgefiihrt. Wir werden
nun in diesem Kapitel versuchen, die Tadpole-Beitrdge durch eine Umdefinition des Mas-
senterms in unserem urspriinglichen Propagator (G135 zu beriicksichtigen. Es wird uns dann
auch gelingen, ein geschlossenes effizientes Rekursionsgleichungssystem fiir die tadpolefreien
Graphen herzuleiten (siche die frithere Arbeit [24]).

63
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4.1 Definition tadpoleloser Funktionen

Der in der Vorbemerkung definierte Tadpole im erweiterten Sinne ldsst sich mit Hilfe von
Funktionalen ausdriicken als

1
5.0, = ~ % Vi G (41)

was trivialerweise aus (2.55) mit der Anklebevorschrift (2.58) ersichtlich wird. Da dieser Tad-
pole gemiss der Schwinger-Dyson-Gleichung (3.14) einen Beitrag zur Selbstenergie darstellt,
liegt es nahe, eine neue Funktion einzufiihren, die der Selbstenergie mit dem abgezogenen
Tadpole entspricht. Diese neue Funktion nennen wir dann die tadpolelose Selbstenergie und
bezeichnen sie als 5312. Per Definition gilt demnach fiir diese

212 = X + g/ Viosa Gisa . (4.2)

34

Bezeichnen wir ferner diese neue Funktion graphisch als

S = 102, (4.3)

so ldsst sich die Gleichung (4.2) auch diagrammatisch darstellen als

1~-3~2 = 1-O-2 — % 1Q2 : (4.4)

Fiir deren rekursive Auswertung werden wir spéter die zusammenhingende Zwei-Punkt-
Funktion G, bendttigen. Diese wollen wir selbstverstindlich auch in schleifenfreier Form
erhalten. Andererseits brauchen wir Gy, fiir die Definition von ¥ nach (4.2) in einer
unverdnderten Form. Diese beiden Umstinde lassen sich nur vereinigen, wenn wir G
als Funktion einer neuen Variable auffassen. Wir driicken diese also nicht mehr in Termini
des freien Propagators Gi, aus, sondern durch einen neuen Propagator G,. Dieser wird
diagrammatisch z.B. als eine gewellte Linie dargestellt:

Gia = 12 . (4.5)

Dieser neue Propagator sollte durch die Bedingung festgelegt werden, dafi G1o = G12(G)
keine Tadpoles enthilt. Um dieser Vorgabe in voller Allgemeinheit gerecht zu werden, sehen
wir uns zuerst Gy = G12(G) aus dem letzten Kapitel etwas genauer an und schreiben dazu
die Dyson-Gleichung (3.19) in der folgenden Form aus:

1l—2 = 1—2 + 1—0—2 + 1—O0—0—2 + ... . (4.6)

Dabei haben wir fiir die volle Linie auf der rechten Seite von (3.19) den Ausdruck aus der
linken Seite eingesetzt, haben also die selbstkonsistente Gleichung (3.19) lediglich ausge-

schrieben. In der so ausgedriickten Funktion G sind unter anderem die Graphen Q ,

w , Q@Q w.s.w. enthalten. Hierbei sehen wir, da§ die Tadpoles durch die
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Verwendung der Selbstenergie ¥ entstanden. Um diese tadpolebehafteten Diagramme von
vorn herein auszuschliessen, ersetzen wir die Selbstenergie X {iberall durch die tadpolefrei
Selbstenergie 3. Den Ausdruck fiir die volle zusammenhingende Zwei-Punkt-Funktion in
der neuen Variablen wollen wir nach unserer Vorgabe nun wie folgt schreiben:

1l=—2 = 12 + 132 + 12 + .. (4.7)
wobei wir hier die Anklebevorschrift
/2136’32 = 1~ 0-33~~2 = 1~ ~2 . (4.8)
3

benutzten. Mit einer weiteren Anklebevorschrift
/213G32 = 1~ O33—2 = 1~ {3—>2 (4.9)
3
konnen wir aus (4.7) nun eine weitere Dyson-Gleichung herleiten:

1l=—2 = 12 + 12 (4.10)

die in der Funktionalsprache
G, = G +/ 613234G42 (4.11)
34

lautet. Es handelt sich hierbei um die Dyson-Gleichung fiir die zusammenhéngende Zwei-
Punkt-Funktion in der tadpolelosen Formulierung.

Nun koénnen wir auch die Frage nach der funktionellen Form des Propagators @12 beant-
worten. Das tun wir zuerst indirekt, indem wir deren funktionale Umkehrung G, mit der
definierenden Eigenschaft

!/émégz O12 (4.12)
3

genauer untersuchen. Und dazu erweitern wir (4.11) mit [, G5! God , was uns nach (3.4)
und (4.12) unmittelbar die Identitét
Gh = G + T (4.13)

liefert. Nach Einsetzen der expliziten Form fiir ¥, aus (4.2) und wegen (3.9) gilt

G = G + g/ Vizss Gag (4.14)
34

Bem. Aus (4.2) und (4.14) sieht man, daB 3y, und G73 (und also auch G13) beziiglich
der Indexpermutation symmetrisch sind.

Erweitern wir die Gleichung (4.14) mit f56 G51@26, so stellen wir weiterhin die folgende
Beziehung fest:

élQ = G12 - g G15 ‘/:5346 G34662 . (415)

2 3456
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Um die Aussage dieser wichtigen Beziehung zu verdeutlichen, schreiben wir diese Selbstkon-
sistenzgleichung diagrammatisch aus in der Form

1 1
2 = —2 4+ o 0+ 7 Q0 ,+ - (4.16)

Aus dieser Beziehung sehen wir explizit, daf die einfache Linie nur einen von vielen Beitragen
zu der gewellten Linie darstellt, und zwar ist das deren einziger tadpolefreier Beitrag.

An der Definition der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion I'i334 braucht nichts
mehr gedndert zu werden, es dndert sich lediglich deren funktionelle Abhéngigkeit. In diesem
Kapitel betrachten wir I'js3s als Funktion der neuen Variablen G: T'jszq4 = Tioss [é, V]. Um
diesen Umstand auch graphisch zum Ausdruck zu bringen, benutzen wir fiir deren diagram-

matische Bezeichnung in diesem Kapitel
2 3

— Loy = ;(@i ) (4.17)

1 4
wobei wir deren Stiimmel als kurze gewellte Linien bezeichnen. Entsprechend bezeichnen wir

in diesem Kapitel auch den Vierer-Vertex gemiiss
2 3

—g Vi = 4. (4.18)

17 4
Da wir in diesem Kapitel mit gewellten Linien als graphischen Elementen arbeiten, werden
wir des weiteren auch die Amputation einer solchen antreffen. Diese werden wir entsprechend
der zu (1.15) analogen Regel

6@12 O 1~2
e § 3t

1
3 { 813024 + 14023 } (4.19)

auswerten.

4.2 Bestimmungsgleichungen fiir tadpolelose Funktio-

nen

Die Bestimmungsgleichung fiir die tadpolelose Selbstenergie X;, kénnen wir unmittelbar
der Schwinger-Dyson-Gleichung (3.12) mit Hilfe der Definitionsgleichung (4.2) entnehmen:

z~:12 = g/ ‘/1345 G36G47G58 F6782 . (420)
6 345678

Diagrammatisch lésst sich diese darstellen als

_ L.
1~ p~2 = 612 : (4.21)

Die dabei benétigte zusammenhéingende Zwei-Punkt-Funktion G wird durch die bereits
hergeleitete Dyson-Gleichung (4.11) bestimmt, die graphisch durch (4.10) dargestellt wird.

Auch die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion steht uns im Prinzip mit der Bestim-
mungsgleichung (3.35) aus dem letzten Kapitel zur Verfiigung, enthilt aber einen nach dem
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Variablenwechsel nicht mehr wohldefinierten Ausdruck f567890 Viser GssGeoGrro 0T8234/0Gop -
Um auch diesen Ableitungsterm in eine mit der neuen Variablenwahl vertrigliche Form zu
bringen, versuchen wir, die Amputation der einfachen Linie durch die Amputation der ge-
wellten Linie auszudriicken. Dazu schreiben wir die folgende Relation an:

) ) 6Gsy 0
G1-G - - = — _ , 4.22
/34 B Gy 6Gy /34 0G1y 3G, (4.22)

die im ersten Schritt von (1.26) stammt und im zweiten die funktionale Kettenregel darstellt.
Fiihren wir die Funktionalableitung der Gleichung (4.12) nach G durch und erweitern das

Ergebnis anschliessend mit f2 é24, so erhalten wir

6@34 6@5?61 = =
= — G53Ges . 4.23
6Gry 560G 429
Dann gilt also
) 0Gss ~ ~ 6
G13G = / — 28 GsyGos —— . 4.24
[ Gt s = S Gl (4.24)
Mit dem Ausdruck fiir G54 aus (4.14) stellen wir weiterhin fest, da wegen (1.24) und (2.54)
0Gisg 1
t = 5 {0+ Gl } — 4 [ Ven G - [ VenGnGe (429
G, 2 4 Jzs 2 Jrs

gilt. Das ergibt dann, in (4.24) eingesetzt und unter Verwendung von (3.3) umgeschrieben,
die angestrebte Umformungsregel

5 5 g S
/3 Gl s - /3 Gl o5~ / GG Vi GGl
~ - 1)
+ g/ G13G24 Ts456 G57Gles Visgo Go1Gozs —— - (4.26)
4 J3456780012 0G13

Mit deren Hilfe ldsst sich die Bestimmungsgleichung fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-
Punkt-Funktion (3.35) nun auch wohldefiniert mit dem neuen Propagator G umschreiben:
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Diese Bestimmungsgleichung lésst sich mit der Zusatzregel

B 2 3 2 3
—g | Viou G = = 4.28
[V G = L (4.28)

1 4 4~~5

natiirlich auch graphisch illustrieren:

1 2 3 2 3
2 3 2 3 5 1 5 K)i Ej:
K)i: — >< 4+ i {6 55 4 + l @6 55 4 + l { )
T4 12 7 6 7§ 6T 3 70 6T

17 § 6nT
12 3 13 4 14 2
+§1>©©<4+§1>©©)<2+§1>©©<3
o N B o NSRS B o V%
+614 +612 +613' (4.29)

Mit (4.11), (4.20) und (4.27) steht uns nun ein geschlossenes Gleichungssystem zur Be-
stimmung tadpoleloser Graphen zur Verfiigung (vergleiche auch [24]). Wie wir anschlies-
send zeigen werden, sind die daraus zu generierenden Graphen in der Tat tadpolelos. Man
iiberlegt sich leicht, dafl all diese in gewellten Linien ausgedriickt sind. Es stellt sich aber
heraus, dafl wir fiir gewisse Fragestellungen eine Vergleichbarkeit der tadpolelosen Diagram-
me dieses Kapitels mit den Graphen des letzten Kapitels benotigen. Um eine unmittelbare
Vergleichbarkeit herzustellen, ist es sinnvoll, neue Funktionen einzufiihren, deren Graphen
aus normalen Linien bestehen, aber die diagrammatische Struktur der tadpolelosen Gra-
phen dieses Kapitels behalten. Dieselbe diagrammatische Struktur meint dabei die gleichen

Knotenpunkte und Kanten, die diese verbinden. So hat z.B. der Graph @_ dieselbe

diagrammatische Struktur, wie der Graph Z E , und entsprechend erhélt X ¥ X

die Struktur vom Graphen m . Die neu definierten Funktionen wollen wir 212 , élg

und I'y93; nennen in Analogie zu den entsprechenden Funktionen X5, G152 und TI'js34 und
diese diagrammatisch bezeichnen als

Yo = 12 , Gy = 1wz, —Digy = }:{ ) (4.30)
1 4
Diese neue Funktionen sollen durch die Forderung festgelegt werden, dal deren Bestim-

mungsgleichungen in gewisser Weise dhnlich den Gleichungen (4.11), (4.20) und (4.27) sind.
Dies ist erfiillt, wenn wir in den letzten deren jeweilige Elemente ersetzen nach der Vorschrift

é12 = G, G = é12 ) Z~312 = Zu312 N A f‘1234 ) (4.31)
bzw. deren diagrammatischen Interpretationen nach der Vorschrift

R T = T ) , 1l=—2 = lw»=2 |

102 = 132 , ;(Cj }:{ : (4.32)
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Mit diesen Vorschriften erhalten wir aus dem Gleichungssystem (4.10), (4.21), (4.29) ein
neues Gleichungssystem zur Bestimmung der Funktionen 35, G'15 und T'j534:

lamn2 = 1——2 + 1—{d2 (4.33)

L2 = él@z : (4.34)

1 4 14 70 6—7 o 6—7 T8 6—7
e RN - N e e
+ - + = + -
21 4 2 2 21 3

2 3 3 4 4 2
1 1 1

+—@ + = S . (4.35)
61 4 61 2 6 3

Aus der Struktur dieses Gleichungssystems sieht man unmittelbar, daf alle daraus zu bestim-
menden Graphen aus einfachen Linien aufgebaut werden, denn die gewellten Linien kommen
hier nicht vor. Die unmittelbare Vergleichbarkeit dieser Graphen mit denen des letzten Ka-
pitels ist also gesichert. Dies wird uns im néchsten Abschnitt niitzlich sein, wenn wir uns
der Frage zuwenden, ob nach unserem Verfahren tatsichlich auch schon alle tadpolelosen
Graphen generiert werden.

4.3 Rekursionen fiir die tadpolefreien Funktionen

Die storungstheoretischen Ansétze fiir T'js34 und G2 entnehmen wir den entsprechenden
Gleichungen aus (2.67) und (3.37). Fiir die tadpolefreie Selbstenergie machen wir einen
analogen Ansatz

e = YO0 (4.36)
Die dazugehorigen graphischen Interpretationen lauten dann fiir 5112 und I'j934
00 2 3 0o 2 3
1~ 32 = Z 12 , ;@i = Z (4.37)
p=1 1 4 p=1 1 4

und fiir die Korrelationsfunktion G5 wie in (2.68). Mit diesen lassen sich dann die Bestim-
mungsgleichungen (4.10), (4.21) und (4.29) in Rekursionsbeziehungen {iberfithren. Durch
passend erweiterte Anklebevorschriften kann man diese als folgendes Gleichungssystem mit
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p=1,2,3,... aufschreiben:

=2 = e , = j}(i ,
FoRIeE :1;:112,

p

(Rek. 9)

Beh.5. Die nach dieser Rekursion konstruierten Graphen der tadpolelosen ein-Teilchen-
irreduziblen Zwei- und Vier-Punkt-Funktion und der Paar-Korrelationsfunktion ent-
halten keine Tadpoles.

Beweisidee:

Tadpoles entstehen durch das Verbinden zweier Stiimmel ein und denselben Vertex durch
irgendwelche Zwei-Punkt-Funktionsgraphen. Solche Verbindungen kommen weder in der Re-
kursion der Selbstenergie noch in der fiir die zusammenhéngende Zwei-Punkt-Funktion vor.
In der Tat ist das bereits nach deren Konstruktion vorgegeben. Aber auch bei der Rekursion
der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion I'j934 sind solche Tadpole-erzeugenden
Terme nicht vorhanden. Ubrigens waren diese in der entsprechender Rekursion fiir I'1934 aus
(Rek. 5) aber auch schon nicht dabei, dort wurden die Tadpoles durch die tadpolebehafteten
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Zwei-Punkt-Graphen hervorgerufen. Jetzt sind auch diese tadpolefrei, wie wir es eben festge-
stellt haben. Beweistechnisch heisst dies, dal wir beim Induktionsschritt bei keiner Ordnung
die Gefahr eingehen, einen Tadpole zu bekommen.

Somit sind wir auch schon fertig.

Nebenbei bemerkt sind die Graphen der ein-Teilchen-irreduziblen Funktionen auch hier irre-
duzibel, was nach Bedarf in volliger Analogie zum vorhergehenden Kapitel bewiesen werden
kann.

Eine interessantere und wichtigere Frage ist aber, ob auch schon alle tadpolefreie Graphen
von (Rek. 9) geliefert werden. Angenommen (Rek. 9) wiirde uns nicht alle tadpolefreie Dia-
gramme liefern, so kénnten wir die fehlenden Beitriige aus keinen sonstigen Uberlegungen
wiedergewinnen. Dabei wiirde wichtige Information verloren gehen. Es wird sich aber her-
ausstellen, daf§ unsere Befiirchtungen unbegriindet sind und (Rek. 9) tatséichlich schon alle
uns interessierenden tadpolelosen Diagramme liefert. Dies formulieren wir zuerst als eine
Behauptung:

Beh.6. Das Gleichungssystem (Rek. 9) liefert bereits alle tadpolefreien Graphen der
Funktionen X5, G153 und T'1934.

Um das zu sehen, miissen wir jedoch die tadpolefreien Graphen aus (Rek. 9) mit allen aus
(Rek. 5) stammenden unmittelbar vergleichen kénnen. Dazu miissen wir (Rek.9) passend
umformulieren und verwenden dazu unser Gleichungssystem (4.33)—(4.35). Mit entsprechen-
den storungstheoretischen Ansétzen lésst sich dieses in ein rekursives Gleichungssystem mit
den Anfangswerten

0 2 3
lwan? = 1——2 , ﬁ = X (4.38)

iiberfithren:

14@}2 = % Y 1 @ 2, (4.39)
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Offensichtlich haben die nach diesen Rekursionen konstruierten Graphen dieselbe diagram-
matische Struktur wie die entsprechenden Graphen aus (Rek. 9). Davon kann man sich auch
anhand niederer Ordnungen {iberzeugen, was gegebenenfalls dem Leser iiberlassen sei. Mit
den Rekursionen (4.38)—(4.41) kénnen wir dann unsere Behauptung Beh.6 fiquivalent um-
formulieren:

Beh.6’. Die Funktionen 5312, G12 und f‘1234 beinhalten alle tadpolefreie Beitrige von
312, G2 und I'i234.

Dies werden wir beweisen, indem wir zeigen, daf} alle Graphen, die den Unterschied zwi-
schen (Rek. 5) und (4.38)—(4.41) ausmachen, zwangsldufig mindestens einen Tadpole enthal-
ten. Diesen Unterschied werden wir nun desweiteren untersuchen und betrachten dazu die
entsprechenden Differenzen

AXyy = 212—5]12 , AG1 = Gy —éu , ATy = 1_‘1234—f‘1234 . (4-42)

Diagrammatisch werden diese bezeichnet als

A212 = 1—%—2 R AGlg = 1 mowmme 2 , —AI‘1234 = % . (443)

Die Gleichungen (4.42) stellen wir dann mit Hilfe folgender Zerlegungen dar:

1-0-2 = 1—{3—2 + 12 l——2 = l~ww2 4 loww2

2 3 2 3 2 3
o = oo+ m o (4.44)

14 1 4 1 4
Die Differenzen kann man sich natiirlich auch in Reihen zerlegt denken und die Beziehungen
(4.44) auch fiir jede Ordnung dquivalent aufschreiben. Dabei werden alle Anklebevorschriften
in volliger Analogie zu friitheren auf diese neuen Objekte ausgeweitet. An dieser Stelle fiihren
wir noch zwei weitere niitzliche Funktionen ein: AT}y, , die fiir die ein-Teilchen-irreduzible

Vier-Punkt-Funktion mit nur einem Tadpole stehen soll und ATY,,, fiir diejenige mit zwei

oder mehr Tadpoles. Diese bekommen auch ihre entsprechende Bezeichnungen:
2 3

! _ Noo” " _
_AI‘1234 — N ) _AF1234 —

2 3
e
/N

1 4

Pl (4.45)

4
Deren p-te Vertexordnungen sollten dementsprechend dargestellt werden. Fiir den Beweis

der Behauptung Beh.6’ werden wir von einer wichtigen charakteristischen Eigenschaft der
Funktion ATY,;, Gebrauch machen. Diese lautet:

(*).Die irreduzible Vier-Punkt-Funktion mit nur einem Tadpole, als AT',,, bezeichnet,
kann aus der tadpolefreien Funktion I'is34 gewonnen werden, indem deren Linien auf
allen moglichen Wegen durch den Tadpolegraphen (im erweiterten Sinne) Q mit
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dem Gewicht 1/2 ersetzt werden. Praktisch wird das erreicht durch eine Linienamputa-
tion an den tadpolefreien Graphen von I'1934 und das Schliessen der entstandenen Liicke
durch den obigen Graphen, also wie folgt:

6f‘1234

ATy = — g/ Gs6 Vsors GroGso —— - (4.46)
2 J567890 0Go

Daf} alle darin enthaltene Graphen ein-Teilchen-irreduzibel sind und genau einen Tadpole
tragen, erkennt man unschwer. Man iiberzeugt sich auch leicht, dafl dadurch schon alle
Graphen dieser Art erfasst sind.

(**).Durch das Verbinden eines tadpolebehafteten Graphen mit einem anderen entsteht wie-
derum ein tadpolebehafteter Graph.
Das ist ohne weiteres klar.

Nun sind wir in der Lage, die oben formulierte Behauptung Beh.6’ durch die vollstindige
Induktion zu beweisen.

Beweis der Behauptung

Induktionsanfang:

Die Anfangsbedingungen aus (4.38) sind denen aus (Rek. 5) identisch, erfiillen also unsere
Behauptung trivialerweise.

Induktionsvoraussetzung:

Die Aussage der Behauptung sei erfiillt fiir Xv]w und éw fiir alle Rekursionsordnungen bis
zur (p—1)-ten und fiir I'1234 bis zur p-ten einschliesslich. D.h. alle Graphen von Differenzen
AXY  AGY und ATV seien tadpolebehaftet fiir ¢ = 1,2, ..., p—1.

Induktionsschritt fiir 212:

Wir zeigen, daf§ AES’;) schon manifest tadpolebehaftet ist. Diese Ordnung der Differenz
lautet nach (Rek. 5) und (4.39)

p—1

@ - B = 5,0,

ey

g=1 r=1 s=1

was wir durch sukzessives Anwenden der Zerlegung (4.44) bekommen konnten. Der erste
Term ist der Tadpole selbst. Alle anderen Terme beinhalten als deren Strukturelemente
ke oder }}Zﬁg mit jeweils [ < p. Diese sind aber nach Induktionsvoraussetzung tadpo-

lebehaftet (bzw. wie beim Induktionsanfang auch schon leer) und machen die letzten vier
Terme wegen (**) auch zu solchen, was schon den Induktionsschritt fiir 3,5 beweist.

Induktionsschritt fiir é12:

Auch hier werden wir zeigen, daf} AG%) nur tadpolebehaftete Graphen enthalten kann und
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stellen dazu diese Ordnung der Differenz nach (Rek. 5) und (4.40) dar als

p

p p
l=—2 — 1l~»>»»»2 = E

g=1

o } . (4.48)

Wie man auch hier unschwer erkennt, enthalten beide Summanden lediglich tadpolebehaf-
tete Graphen, so dal wir auch hier schon fertig sind.

Induktionsschritt fiir I‘1234
Zuerst, betrachten wir die Differenz @ m und zeigen, daf} diese manifest tad-
polebehaftet ist. Mit Hilfe von (4.44) sukzesswe ausgewertet lautet diese Differenz

pP—q pP—q pP—q pP—q pP—q
QD - = oD+ X3+ A (449
q-r q-r q-r q-r q-r
Alle drei Summanden auf der rechten Seite der Gleichung sind tadpolebehaftet aufgrund
von Argumenten, die wir schon bei dem Induktionsschritt fiir Yoo angefiihrt haben. Analog
dazu argumentieren wir auch bei den letzten drei Termen der Rekursionen fiir I'io34 und
T'yos4 in (Rek. 5) und (4.41).
Es bleibt also nur noch, die Ableitungsterme zu untersuchen. Dazu teilen wir AI‘%)34 fiir
qg=1,2,...,p, von dem wir bereits nach Induktionsvoraussetzung wissen, daf er nur aus tad-
polbehafteten Graphen besteht, in zwei Gruppen auf. Die erste Gruppe besteht aus Graphen
mit nur einem Tadpole, unter AI"I(2‘724 zusammengefasst, und die zweite aus allen anderen

tadpolebehafteten (also mit zwei oder mehr Tadpoles) Vier-Punkt-Graphen, zusammenge-

fasst unter AI"{%{L Mit dieser bereits in (4.45) angekiindigten Teilung erhalten wir letzlich

die Zerlegung ng):m = f§q2)34 + AI"l(gg4 + AF;’%‘?,’L . Der Ableitungsterm aus (Rek. 5) lsst sich

dann darstellen als

2 3 2 3 2\ /3 \ /

P—q P—q pP—q o p—q
1%655 4 :1€665 4 41 655/° N4 5 /\4 (4.50)
T 0 6—7 T8 6—7 T8 6—7 T8 6—71

Bei dem ersten Term entstehen durch die Amputation und anschliessendes Verkleben der
dadurch entstandenen Liicke keine Tadpoles, die einzige Quelle fiir diese ist hier also die
Linie P—7 selbst. Deren tadpolebehaftete Anteile lassen sich jedoch problemlos abspalten.

Bei dem letzten Term werden Graphen mit zwei oder mehreren Tadpols amputiert. Diese
behalten nach einmaliger Amputation immer noch mindestens einen Tadpole und deswegen
ist der letzte Term von (4.50) wegen der Bemerkung (**) manifest tadpolebehaftet. — (***)

Bei dem zweiten Term aus (4.50), der die Graphen mit einem einzigen Tadpole behandelt,
ldsst sich leider keine allgemeine Aussage beziiglich deren Tadpolefreiheit treffen, denn es
gilt z.B.

4 4 4 3 9
5 ) 2 3
i >8< =/ >+ 5 o+ ! 2y 1
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Die ersten drei Graphen sind offensichtlich tadpolebehaftet, wiahrend der letzte tadpolefrei
ist. Hier sehen wir schon, dafl wir den zweiten Summanden aus (4.50) etwas genauer untersu-
chen sollten. Dazu beriicksichtigen wir die Bemerkung (*) mit der expliziten Darstellung der
Vier-Punkt-Funktion mit nur einem Tadpole (4.46). Mit dieser Form finden wir die folgende

Beziehung;:
OAT g 0G7s 5F1234
GG 1234 _ _/ Vi G
e 57(68 5Girs 2 ) oot 5G561 7890 Go91Goz ——— 3G
6:[‘ q 62f\
- 9/789012 G51GesVigo1GooGra 55,224 - 5/7890123 G57Ges W;&; Go1Goa Vizza Gz -

4
Den Ausdruck 6Ggs/6G5s konnen wir nach (2.54) auswerten und mit (3.3) umformulieren.
Das ergibt dann nach einer kurzen Rechnung

SAT! 5T
/ Viser G58G69G70 m— g/V Viser G58G69G70 %01? GigGﬂ 5 8%?14
67890 dGoao 2 /5678901232 G
6T
+ J / Viser GssGeoGro Uoo1z G13Ga1 Vaazs GrrGas w2
4/ 56789012315678 0G7g
g / 52f‘8234
- Viser GssGeoGro ——~— G13Ga1 Vs Gsg
2 /567890123156 0GogdGry 0 2t A0 0
oT
- g/ _ Viser G5sGeoGro Voizs G1aGaa 652-34 (4.51)
678901231 19
Um etwas Ubersicht zu verschaffen, illustrieren wir diese Gleichung diagrammatisch:
2\.°/3 1 5 2 3 1 5 2 3
5 o o
. co N, 1 @6 553114 @ 4 n fﬁég‘t&
Ty 6—7 4 70 6—7 T8 6—7 [
2 3
1 5 52
+ 3 1466 0 53‘1\{4 9)@ _ (4.52)
T 56—708—9 8

Diese kénnen wir natiirlich auch in Form einer Rekursionsgleichung aufschreiben als

(4.53)
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Mit diesem Ergebnis konnen wir uns der Frage nach der Diferenz der Ableitungsterme aus
(Rek. 5) und (4.41) zuwenden. Diese ergibt sich durch sukzessive Anwendung der Trennungs-
vorschrift (4.44) und mit Hilfe (4.50) zu

6 5 4 .

T 56—708—9

Daraus kann man leicht sehen, dafl in diesem Ausdruck jeder einzelne Term vom tadpole-
behafteten Charakter ist. Den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung haben wir
bereits betrachtet und festgestellt, dafl er aus lauter tadpolebehafteten Diagrammen besteht

(siehe dazu ( . Der dritte und der letzte Terme enthalten Tadpoles sogar in expliziter

Form und sind demnach wegen (**) tadpolebehaftet. Alle anderen Terme beinhalten in der

einen oder anderen Form die Teilgraphen l oder gﬁ:{ mit jeweils [ < p, die nach

TOOOO000N

Induktionsvoraussetzung tadpolebehaftet (oder sogar leer) sind. Demnach ist auch die Diffe-
renz der Ableitungsterme von (Rek. 5) und (4.41) manifest tadpolebehaftet und das beweist
letztlich unsere Aussage.

4.4 FErzeugung der tadpolelosen Graphen

Um einzusehen, wie aus (Rek.9) in der Praxis alle tadpolefreien Graphen der zusammen-
hingenden Zwei-Punkt-Funktion sowie auch der ein-Teilchen-irreduziblen Zwei- und Vier-
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. . . .. I . . oot
Punkt-Funktion zu bestimmen sind, rechnen wir die erster Beitridge explizit aus. Fiir 28

ergibt sich aus (Rek. 9) entsprechend der Summenkonvention das im folgenden sehr wichtige
Ergebnis:

L2 = 0 . (4.54)

1—2 = 0 , (4.55)

was ja letztlich fiir die drastische Reduzierung der Graphenzahl verantwortlich ist. Zur
Berechnung der zweiten Vertexordnung der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion
I‘%)M bemerken wir zuerst, daf in volliger Analogie zur Gleichung (3.42)

2 3
5617 _ 0 (4.56)
5 4
gilt. Somit erhalten wir nach (Rek. 9)
2 3 1 2 0 3 1 4 0 2 1 3 0 4
ol co IR co R R Co
2 3 4 2 3 4
_ L Ee S % RS % WK (4.57)

Jetzt berechnen wir noch Beitriige der nichsthéheren Ordnung. So ergibt sich f)g) zZu

1 - 1
12 = 5 12 = 5 1@2 (4.58)

und der mit Hilfe (4.54) daraus resultierende Beitrag G%) als

=2, = 12 = é 1w@vw2 ) (4.59)

Fiir I‘@M ergibt sich aus (Rek.9) unter Beriicksichtigung der Resultate aus (4.55) und
(4.56) die folgende Form:

2 3
2

3 0 @ 0 3 0 2 0 4

1 55! 1 2 4 3
:§1§§%+5{1>@i+1>@i+1>@i }

1 4 6~7 4 0 3 0 2

(4.60)

In dem ersten Term auf der rechten Seite werden wir keine explizite Linienamputation
durchfithren, sondern lediglich eine Linienersetzung, wie wir das schon im letzten Kapitel
auf der Seite 55 alternativ vorgeschlagen haben. Das kénnen wir tun, denn auch hier wird
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eine Linie (wenn auch eine gewellte anstatt einer einfachen) entfernt und die entstandene
Liicke anschliessend mit dem Block _ sz . abgedichtet. Der erste Summand in (4.60) ist
nach diesem Plan aufzufassen als

é 0 ! - 8;5{ o Lned 554 } (4.61)

7
6 G~ T O 6T

Mit dem Ersetzungsterm

2 3
1 8 4 _
6~ 7 5 4 —

s e e ) -
2 { 52;5);43 + 54;‘:\;32 + 53;‘:\;24 } (4.62)

erhalten wir dann nach dem Verkleben der Stiimmel 5 und 8 durch eine Linie
2 3
05 5 3 4 2 3 4 2
1“66 5 4 = 1«%5‘}-»2 + 1«%5‘}-»4 + 1«%5‘}-»3 : (4.63)
T 6t
Die anderen Summanden von (4.60) ergeben sich wie folgt:
1 2 6 { 6 3 4 6 3 4 }
OB = 5 X Q HE o+ MK+ KK
) 5 1 2
= 5 WK+ (1.64)
1 4

DN =

O 6T

DN =

N —

oj_ 15{?/;:;2 : (4.65)

Alle anderen Beitrége zu (4.60) unterscheiden sich von den gerade betrachteten nur durch de-
ren Indizierung und kénnen deshalb analog zu diesen ausgewertet werden. Zusammenfassend
ergibt sich nun das folgende Ergebnis:

= {00+ oo+ oo )

1 4

(e e  ao

Um die néchsthéhere Ordnung der tadpolelosen Selbstenergie zu berechnen, machen wir

2
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Gebrauch von den Ergebnissen aus (4.51) und (4.57). Mit diesen ergibt sich dann
0

1 1 3 4 3 5 4 3 5 1
SRR R R S TS ST S N G I
6 2 5 Us 2 3 2 4 2 4
Nach (4.54) und (4.55) ergibt sich daraus Gg) zu

1= = 1~{iy=2 = i 1_@_2 _ (4.68)

Wir werden an dieser Stelle keine weiteren Graphen erzeugen, bemerken aber, dafl zur Erzeu-
gung der I'i93,-Graphen bei hoheren Ordnungen auch die beiden weiteren Ableitungsterme
von (Rek. 9) herangezogen werden miissen. Es sei hier darauf hingewiesen, daf§ es sich auch
bei diesen nicht lohnt, die Linienamputation explizit auszufiihren, statt dessen ersetze man
die jeweiligen Linien. Die Ableitungsterme werden dabei wie folgt interpretiert:

3 2 3
& AR
5 4 = 168 PRSI 4 : (4.69)

6 - - O
7 0 6T g=r"? § 67

2 3
R RS ¢
» ¢4 NSNS 4 . (4.70)
; 6 6T d 67
Die Resultate (4.54), (4.58) und (4.67) werden in der nachfolgenden Tabelle 6 priisentiert, die

aus (4.55), (4.59), (4.68) und aus (4.57), (4.66) entsprechend in den Tabellen 7 und 8. Dort
werden auch die Ergebnisse der zwei weiteren Ordnungen dargestellt. Dieselben Diagramme

wurden auch schon in [27] und in der Diplomarbeit [26] bestimmt, dort wurden sie allerdings
aus allen bekannten zusammenhéngenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen herausgesucht.
In diesen Arbeiten findet man ausserdem noch 124 weitere Diagramme der ein-Teilchen-
irreduziblen Vier-Punkt-Funktion von der sechsten Vertexordnung, die wir in der Tabelle 6
aus Platzgriinden nicht angeben.
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1 0
#2.1
2 /6 ~4-
(0,1;2)
#3.1
3 1/4
(2.0:2)
#4.1 #4. #4.3 #4.4
4 1/8 @ 1/4 @ 1/4 @ 1/12 @
(3,052) (1,052) (2,052) (1,1;2)

©

#5.1 #5.2 #5.3 #5.4

1/16 @ 1/6 @ 1/2 @ 1/2

(4,0;2) (0,0;2) (2,051) (1,0;2)
#5-5 #5.6 #5.7 #5.8

5 1/4 1/4 1/4 @ 1/8 @
(3,0:1) (2,051) (2,0:2) (2,0;2)

#5.9 #5.10 #5.11

1/8 @ 1/6 @ 1/24 @»

(3,0;2) (1,1;1) (2,1;2)

Tabelle 6: Diagramme der tadpolefreien Selbstenergie mit deren relativen Gewichten in der

¢*-Theorie bis zur fiinften Vertexordnung. Im Dreier-Tupel (D, T; N) sind D, T' Zahlen der
Doppel- und Tripel-Bindungen, N ist der Symmetriegrad.




4.4. ERZEUGUNG DER TADPOLELOSEN GRAPHEN 81

p —_—
#0.1
0 S
(0,0;2)
1 0
4#2.1
z Y-
(0,1;2)
#3.1
3 1/4 _@_
(2,0;2)

#4.1 #4.2
4 1/8 _@_ 1/4 M@
(302) (1,052
#4.3 4.4 #45
1/4 “@“ 1/12 @ 1/36 3
(2,0;2) (1,1;2) (0,2;2)
#5.1 #5.2 #5.3 4#5.4
56 ¥ @- =)
(4,0:2) (0,0:2) (2,0:1) (1,0:2)
#5.5 #5.6 #5.7 #5.8
5 1/4 1/4 1/4 1/8 _@
(3,051) (2,051) (2,0;2) (2,0;2)
#5.9 #5.10 #5.11 #5.12
1/8 1/6 1/24 1/12
(3,0:2) (1,1;1) (2,1;2) (2,1;1)

Tabelle 7: Diagramme der tadpolefreien zusammenhé&ngenden Zwei-Punkt-Funktion mit de-
ren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur fiinften Vertexordnung. Im Dreier-Tupel
(D,T; N) sind D, T Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen, N ist der Symmetriegrad.
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411
IS

(0,0;24)

#9.1
32 XX

(1,0:8)
#3.1 #3.2
8
(2,0;8) (1,054)

#4.1 #42 #4.3 #4.4
38 KK B O Xx
(3,0:8) (0,0;24) (2,0:4) (1,0;8)
#4.5 #4.6 #4.7 #4.8
B Yop B
(2,034) (1,0;2) (2,0;4) (0,1;8)
#5.1 #52 #53 45.4
10 e 3 () s/ (T
(4,0;8) (0,0;8) (1,0;2) (2,0;4)
#55 #5.6 #5.7 #5.8
>§:ii;;?“ 3/4 ){j}i:{t} 3/4 3/4
(2,0;2) (3,0;4) (2,0;8) (3,0;4)
#5.9 #5.10 #5.11

o AGx e A
(2,08) (1,0:8)

#5.12
vl O
(1,054) (1,0:2)
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#513 #5.14
0
(2,0;2) (2,0;4)
#517 #5.18
5 ﬁ:ziz 3/2
(2,0;2) (2,054)
#5.21 #5.22
3/2 miiiéi%w 3/2
(3,0;4) (2,0;4)
#525
(0,1;4)

£
&
&
@

#5.15
3/4

(3,0;4)

#5 19

(0,0;4)

#5.23
1/2
(1,1;4)

#5 16

L2

(1,0;2)
#520
@ 202
f% #524
1;2)

(1,

#5.26
3/4

(2,0;8)

&
, &

83

Tabelle 8: Diagramme der tadpolefreien ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion mit

deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur fiinften Vertexordnung. Im Dreier-Tupel
(D,T; N) sind D und T Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen, N ist der Symmetriegrad.
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4.5 Tadpolelose Vakuumdiagramme

In diesem Abschnitt suchen wir nach einer modifizierten Form der freien Energie, bei deren
Graphen keine Tadpoles explizit vorkommen. Anders als bei der ein-Teilchen-irreduziblen
Vier-Punkt-Funktion kénnen wir diese Form nicht durch einen einfachen Variablenwechsel
erreichen. Definieren wir aber eine neue Funktion W = W[G, V] durch die Forderung

Wo=w - % Gio Visss Gas (4.71)
1234

so werden wir feststellen, dafl deren Graphen schon alle tadpolefreie Vakuumdiagramme
darstellen. Die Funktion W bezeichnen wir deswegen als die tadpolelose freie Energie. Zu
bemerken sei zunichst, daB dies nur eine Feststellung ist, die keiner einfachen Uberlegung
zu entnehmen ist. So scheint z.B. die Vorzeichenwahl in der Gleichung (4.71) nicht zwingend
logisch zu sein. Wir versuchen nun, eine Rekursion fiir die Funktion W zu finden. Dazu
schreiben wir zuerst die unmittelbar aus (4.71) folgende Gleichung

- OW - oW g ., 0G5
G1~—:/G1~———/ Gl 25 Vs G 472
/3 B 5Gs) 3 B 5G4 e B oaGs T (4.72)

an. Den ersten Summanden betrachten wir etwas eingehender und verwenden dazu die funk-

o /5(534 o (4.73)
e 34 0G19 0G34

tionale Kettenregel

Mit dieser ergibt sich unter Beriicksichtigung der Relation (2.51)

1 0 1 L0
/ G _Wfl = —= / G G451 G . (4.74)
3 0Gs, 2 Jaus 5G32
Erinnern wir uns noch an die Gleichung (4.14), so kénnen wir dafiir auch
~_, W 1 [~ g ~_1 0G5
G1~—:——/G1G +—/ Gy —=— Viser G 475
/3 135 Gl 3 ), Gty G Gl 4567 Grer (4.75)

-y OW 1 1 [
/Gf; ——7 = — 5012 — —/213 Gs (4.76)
3 3

wobei wir noch fiir dieses Resultat die Zerlegung (4.13) verwendet haben. Unter Berticksich-
tigung der Schwinger-Dyson-Gleichung (4.20) ldsst sich (4.76) zu einer dquivalenten Form
umschreiben:

1
/G 5g321 ) 012 — % . Visse G41G53Geg Trggs Gzo . (4.77)
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Als niichstes betrachten wir den Speziallfall mit ¢ = 0 und W = W©®. Damit reduziert sich
die Gleichung (4.77) zu

. oW 1
/3G131~—1 — —5(512 . (478)

Deren Losung finden wir in Analogie zur bereits in (2.8) angegeben Losung des Problems
(2.7), und diese ist bis auf eine additive Konstante gegeben durch

1 ~
wo = —ETrInG’l : (4.79)

wobei wir hier noch die abkiirzende Schreibweise
. 1 . B .
TG = -3 o /1 = Gif)elbin = G0~ Gal) (080

verwandten. Diese Losung kann auch graphisch dargestellt werden:

. 1
wo = 5 @ . (4.81)

Mit der Reihendarstellung

G = 01z + (012 — Gry) + Z/ (013 — Gz )eee(Bnip — Gnlln)(5n2—é;21) (4.82)
ergibt sich weiterhin
G (4.83)

woraus unmittelbar (4.78) folgt. Fiir den allgemeinen Fall zerlegen wir die tadpolelose freie
Energie W entsprechend der Gleichung

W o= WO 4 i (4.84)
Fiir den Wechselwirkungsanteil der tadpolelosen freien Energie W) lisst sich aus (4.77)
nach Erweitern mit [, G5 die folgende Bestimmungsgleichung angeben:

5 5W int q
Gio ——— = — Vigss G15G26G37Gag Tsgrs (4.85)
12 6G 12 12 /12345678

Dabei haben wir noch von der Umformung

G15G
5G12 / 13G24

Gebrauch gemacht, die wir in vélliger Analogie zu (1.26) herleiten kénnen. Mit einer weiteren

pint) - = {:} (4.87)

(4.86)

diagrammatischen Darstellung
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lasst sich die Bestimmungsgleichung (4.85) graphisch illustrieren als

150

2(51~m2 12 g ' (4.88)

Um diese Gleichung stérungstheoretisch zu l6sen, schreiben wir die Stérungsreihe

i (int) i (4.89)

p=1

und die dazugehorige graphische Darstellung

oo

= ; (v (4.90)

auf. Hierbei wird iiber die Beitrdge der tadpolelosen freien Energie der p-ten Ordnungen in
der Koplungskonstante g bzw. in der p-ten Vertexordnung summiert.

Um die Gleichung (4.88) in eine Rekursion umzuwandeln, bemerken wir noch, dafl die Ope-
ration

IA/ = / élg is (491)
12 d

12

lediglich die gewellten Linien z#hlt. Das l&sst sich in Analogie zur Linienzdhloperation L des
ersten Kapitels (sieche Seite 11) leicht einsehen.

Damit sind wir in der Lage, den folgenden wichtigen Zusammenhang herzuleiten:

(p+1) o
/G12 Z/ ‘W 22 p+1) Wt (4.92)
12 G12

p=

Der letzte Schritt ist dabei als Ausfiihrung der Linienzéhloperation an einem W@+)_Graphen
mit 2(p+1)-Linien zu verstehen. Mit den Stérungsreien aus (2.68) und (3.38) koénnen wir
nun die aus (4.88) folgende Rekursionsgleichung fiir p = 0, 1, 2, ... herleiten:

_ p.|_1 ZITZZZ

q 1 s=1 t=1

(Rek. 10)

Bem. Diese Rekursion lisst einige wichtige Schlussfolgerungen zu:
Beh.7. Alle Graphen der tapolelosen freien Energie enthalten keine Tadpoles.
Beweisidee.

In der Konstruktion von (Rek. 10) sind keine expliziten Tadpoles vorhanden und die obere
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Behauptung ist somit bewiesen, sobald wir wissen, dafl die graphischen Elemente !
mit [=0,1,2,... und mit £t =1, 2,3, ..., in gewellten Linien diese Kapitels ausgedriickt,
selbst keine Tadpoles enthalten. Das war aber genau die Aussage der Behauptung Beh.5 des

letzten Abschnittes auf Seite 70.
Somit sind wir auch schon fertig.

Eine weitere wichtige Beobachtung formulieren wir wie folgt:
Beh.8. Die tadpolelosen Graphen des Wechselwirkungsanteils der freien Energie W ()

(int)

sind allesamt den Beitrigen der Funktion W zu entnehmen.

Um auch diese wichtige Aussage beweisen zu kénnen, miissen wir die Graphen der freien
Energie W™ mit denen der Funktion W direkt vergleichen kénnen. Das bedeutet, daf
auch die letzteren aus einfachen Linien aufgebaut werden miissen. Um zu garantieren, dafl
solche die graphische Struktur der W(im)—Diagramme dieses Kapitels erhalten, miissen wir
uns der Ersetzungen (4.32) bedienen. Der wechselwirkende Anteil der tadpolelosen freien
Energie W™ miisste dabei auch ersetzt werden durch eine entsprechende Funktion p (int)
Graphisch konnen wir diese darstellen z.B. als

ring = @ (4.93)

und entsprechend auch deren Reihenzerlegung. Mit diesen ldsst sich dann (Rek.10) um-
schreiben als

p+1 Ziii (4.94)

g=1 r=1 s=1 t=1
pq

Aus dieser sehen wir, dafl die daraus resultierenden Graphen dieselbe graphische Struktur
aufweisen, wie diejenigen aus (Rek. 10), aber nun in einfachen Linien ausgedriickt werden.
Hiermit konnen wir die Aussage von Beh.8 etwas umformulieren:

Beh.8’ Die Graphen der Funktion W) sind bereits alle tadpolelose Beitrige der freien

Energie W (),

Beweis.

Diese Aussage werden wir indirekt beweisen, indem wir zeigen, daf die Differenz Wt —

W) durch lauter tadpolebehaftete Diagramme dargestellt wird. Dazu stellen wir fest, dafl
wegen (Rek. 8) und (4.94) nach sukzessivem Anwenden der Zerlegung (4.44)

gilt. Der erste Term auf der rechten Seite ist dabei explizit tadpolebehaftet und die daraus
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entstehenden Diagramme sind es dementsprechend auch. Alle anderen Terme enthalten Ele-

BOOOO000

mente _ !~ mit[=0,1,2,... und ;L{;Zg mit t=1,2,3,.... Wie wir aber in der Behauptung

Beh.6’ festgestellt haben, enthalten all diese mindestens einen Tadpole. Deswegen liefern
alle Terme obiger Gleichung lauter tadpolebehaftete Graphen.
Somit sind wir schon fertig.

Jetzt konnen wir uns weiter mit der Rekursionsgleichung fiir die tadpolelose freie Energie
beschiftigen und geben eine weitere Rekursion an, die zu der bereits besprochenen (Rek. 10)
in gewisser Weise dquivalent ist. Dazu bemerken wir, daf§ nach (4.76) mit (4.84) laut (4.78)

und (4.86)
. §W/(int) 1 -
/12 12 5Cos 2 /., 12612 (4.96)

gilt. Mit der aus (4.92) abzulesenden Identitét

~ ST/ (int)
/ G12 - =
12 5G12

ergibt sich dann durch die Reihendarstellungen (2.67), (4.36) die endgiiltige Rekursionsformel

I (@)
= W > /12212 G (4.98)
q=1

Graphisch dargestellt, lautet diese dann

M8

(4.97)

p:

1 p
OEEDs
g=1

(Rek. 11)

(9

Wie wir unschwer erkennen, setzt diese Rekursion nur die Kenntnis der tadpolelosen Zwei-
Punkt-Funktionen voraus, wihrend fiir (Rek. 10) auch die Vier-Punkt-Funktionsgraphen
benotigt werden. Bei (Rek. 10) wird aber die etwas umsténdlichere Ausrechnung durch die
hohere Ordnung der Ergebnisse (p+1-te anstatt p-ter) wettgemacht.

Ausgehend von den bereits bekannten tadpolelosen Zwei- und Vier-Punkt-Funktionsgraphen,
kénnen wir nun die ersten Ordnungen der tadpolelosen freien Energie ausrechnen. So ergibt
sich fiir die erste Ordnung nach (Rek. 11)

@:izo, (4.99)

0 ..
wobei wir hier das Ergebnis aus (4.50) explizit eingesetzt haben. Ubrigens ergibt sich dieses

Resultat aus (Rek. 10) trivialerweise wegen der Summenkonvention. Fiir die nichste Ordnung
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (4. 50) und (4.58)

3y = ‘ S X otz 2 = 4_18 @ . (4.100)
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Analog dazu erhalten wir wegen (4.50), (4.51) und (4.67)

_12‘ _><—1 @ 4—18@ (4.101)

Die néchste Ordnung berechnen wir mit Hilfe von (Rek. 10) und benutzen dazu wir Ergeb-
nisse aus (4.51), (4.59), (4.66) und den Rekursmnsanfang 1"1234 aus (Rek.9):

@%. .

:%;X4{34m+3 “é“} 144 "%@“ }( (4.102)

Hierbei wurde bei den ersten zwei Summanden auf die Symmetr1s1erung der Indizes ver-
zichtet, weil der bindende Graph schon totalsymmetrisch ist. Das Ergebnis lautet nach
Ausfiihrung der Anklebevorschriften

1 1
= 2 @ + 3—2 144 @ (4.103)

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit dem in der nachfolgenden Tabelle 9 aufgefiihrten, so
bemerken wir, daf§ der erste Graph mit dem Diagramm #4.1 {ibereinstimmt und der letzte
mit #4.3. Den zweiten Graph aus (4.103) finden wir jedoch nicht wieder und statt dessen
taucht ein anderer Graph #4.2 auf. Sieht man sich diese jedoch genauer an, so stellt man
fest, daf} sie gleich oder genauer gesagt isomorph sind. Dies konnen wir auch zeigen, indem

wir die Knotenpunkte dieser Diagramme entsprechend nummerieren oder fiarben:
4

@ = 1@2 : (4.104)

Auch der erste Graph aus (4.103) kann in einer anderen Form dargestellt werden, z.B. als
ein Kreis mit eingeschriebener Kette aus drei Kreisen. Diese Isomorphie zeigen wir wiederum
mit Hilfe der Knotennummerierung;:

; 3 = 12 4.105
@ '.I.‘ : (4.105)

Wie wir sehen konnen, ist die Darstellung eines Graphen keineswegs eindeutig. Das ist auch
kein typischer Sachverhalt fiir Vakuumdiagramme und kann uns auch bei den Zwei- und
Vier-Funktionen in den héheren Ordnungen begegnen. Mit der Vertexzahl wéchst auch die
Anzahl der moglichen Darstellungen und das Problem der Graphenunterscheidung ist dann
nicht zu vernachliissigen. Ubrigens ist dieses Problem auch keinesfalls trivial und ist als ein
Forschungsobjekt der Graphentheorie immer noch aktuell.
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o

0

#2.1

1/48

(0,0,1;2)

#3.1

1/48

(3,0,056)
#4.1 #4.2 #4.3
1/128 ﬁ:zzﬁ 1/32 1/144 {i%i}
(4,0,08) (2,0,0;8) (0,2,0;4)
#5.1 #5.3

1/320
(5,0,0;10)

#5.2
§ii§§ 1/120 {%%%? 1/16
(0,0,0;120) (2,0,0;4)

#5.4 #5.5
1/32 1/48 @
(3,0,054) (2,1,0;2)

&

#6.1

1/768 @
(6,0,0;12)

#6.5

1/16 @
(3,0,0;2)

#6.2 #6.3
1/48 égiig} 1/64 éij%;}
(0,0,0;48) (4,0,0;4)
#6.6 #6.7
1/32 §§§%§ 1/96 §Z§§§
(3,0,034) (3,0,0;12)

#6.4
1/8

(2,0,0;2)

#6.8
1/128
(4,0,0;8)

o
oo
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#6.9 #6.10
1/64 {ggg%} 1/16 {E%%E}
(2,0,0;16) (1,0,0;8)
#6.13 46.14
6 1/48 é§§§§ 1/48
(1,1,0;4) (2,1,0;2)

#6.16
1/1296

(0,3,0;6) ; ;

#6.11
1/96 ié%%é%
(3,0,012)
46.15
éi%%;} 1/288
1 ,2,0; 4

46.17

1/64 @
(4,0,054)

#6.12
1/96

(3,1,0;2)
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Tabelle 9: Tadpolelose Vakuumdiagramme mit deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie.
Jedes Diagramm wird charakterisiert durch den Vierer-Tupel (D, T,V P), wobei D, T und
V' die jeweiligen Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-Bindungen sind und P ist die

Zahl der formerhaltenden Knotenpermutationen.
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Kapitel 5
Linien-Legendre-Transformation

In den ersten drei Kapiteln hatten wir zwei unabhingige Variablen: den bilokalen Kern G7;'
(bzw. dessen Umkehrung G12) und die Vierer-Wechselwirkung V3934. Die negative freie Ener-
gie W, die zusammenhingenden Korrelationsfunktionen Gz, Gi,3, und die ein-Teilchen-
irreduziblen Funktionen 35 und I'1534 wurden als Funktionale dieser Variablen aufgefasst.
In diesem Kapitel wollen wir den freien Propagator GGy, in seiner Rolle als unabhéngige Va-
riable durch die volle Korrelationsfunktion G5 ersetzen. Zugegebenerweise lassen sich die
mit diesem Baustein aufgebaute Graphen so nicht mehr ausrechnen, weil die Funktion G
nicht geschlossen darstellbar ist, wie es bei der Variablen (G15 so der Fall war. Von diesem
Variablenwechsel versprechen wir uns aber eine drastische Reduzierung der Graphenanzahl
und somit eine iibersichtlichere Gestaltung des Generierungsprozesses. Dabei erzeugen wir
die Graphen der Selbstenergie 35 und der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion
I' 234 ausgedriickt in der Variablen G'15. Anschliessend sind wir dann in der Lage, aus diesen
Diagrammen die bereits bekannten Graphen der ein-Teilchen-irreduziblen und tadpolefreien
Funktionen wieder zu erhalten.

5.1 Definitionen

Die Selbstenergie 315 und die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion I';934 brauchen
nicht umdefiniert zu werden, wechseln aber ihre funktionelle Abhéngigkeit. Das heisst, wir
betrachten in diesem Kapitel die Funktionale 315 = ¥15[G, V] und T'y934 = I'jo34[G, V]. Um
diesen Umstand auch diagrammatisch zum Ausdruck zu bringen, stellen wir alle Stiimmel
als kurze Doppellinien dar. Unsere neuen Bezeichnungen lauten also

212 = 1=©=2 R —F1234 = )(:)( . (51)

14
Konsequenterweise dndern wir auch geringfiigig die Darstellung des Vierer-Vertex:

2 3

—g Vi = >< . (5.2)

1 4

93
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Neben der Selbstenergie und der ein-Teilchen-irreduziblen Vier-Punkt-Funktion werden wir
uns in diesem Kapitel auch fiir die freie Energie interessieren. Hier miissen wir allerdings
darauf hinweisen, daf3 es sich um ein Funktional handelt, das die Legendre-Transformierte
der urspriinglichen freien Energie W darstellt. Diese Grosse wird von uns ® genannt und
muss folgender Legendre-Identitéit geniigen:

@, V] = WGG, V], V] - / WIG G, V), V]

19 6G1_21[G V] G;;[G,V] : (53)

Erinnern wir uns noch an die Identitét (2.51), so kénnen wir diese Gleichung umformen zu
1
PG, V] = WG 'G,V],V] + 5/ G, G, |G, V] . (5.4)
12

Der Variablenwechsel bringt auch eine neue Amputationsvorschrift mit sich: die Amputation
einer vollen Linie, spiter auch einfachheitshalber Linienamputation genannt. Dem wird die
funktionale Identitét

6G12 . d1—2

0G34 0 3—14

1
= 5 { 013004 + 14023 } . (5.5)

zugrunde gelegt. Durch diese Operation wird also die volle Linie eines Graphen entfernt, und
zwar auf symmetrische Weise.

5.2 Bestimmungsgleichungen fiir X, und I'|s34

Die Bestimmungsgleichung fiir die Selbstenergie 35 kann unmittelbar der Schwinger-Dyson-
Gleichung (3.12) entnommen werden und lautet

Y = — g/ Vigss Gaa + g/ Vizas G36G1rGss Tersz (5.6)
2 J34 6 Jaus67s

Deren graphische Darstellung lautet dann in Analogie zu (3.14)

12 . (5.7)

Im Unterschied zu den Gleichungen (3.12) und (3.14) tritt hier die Paarkorrelationsfunktion
G als unabhéngige Variable auf und die vollen Linien sind als elementare graphische Ein-
heiten zu verstehen. Wie wir spéiter sehen werden, sind alle auf diese Weise entstandenen

|

1
1=0-: = 5 .0, +

Graphen der Selbstenergie sogar zwei-Teilchen-irreduzibel, d.h. sie zerfallen auch durch eine
zweifache Linienamputation nicht in ihre Bestandteile.

Zur Herleitung der Bestimmungsgleichung fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Fun-
ktion I'1934 gibt es zwei verschiedene Zugénge, die zu verschiedenen Bestimmungsgleichungen
fiihren. In diesem Abschnitt prisentieren wir beide Moglichkeiten und stellen anschliessend
fest, dafl deren Ergebnisse in der Tat dquivalent sind. Bei dem ersten Zugang nehmen wir
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die Gleichung (3.23) als Ausgangspunkt. Der darin vorkommende Ausdruck 6/6G+g ist jetzt
so nicht zu gebrauchen, aber er lidsst sich mit Hilfe der funktionalen Kettenregel

5_1 _ 6Gz§ 5 5.9

umformen. Der Term 6Gg /0G5 wird mit Hilfe von (2.54) und (3.3) ausgewertet. Es ergibt
sich dabei die folgende Identitét:

9
0G7s

o 0 1
= —/ G5:Gss —/  G59Geol'yizGirGas (5.9)
78 789012

e e

Setzen wir dieses Ergebnis in unsere Ausgangsgleichung (3.23) ein, so erhalten wir mit (3.4)
auch schon die erste gesuchte Bestimmungsgleichung

> >
—Ti = 2 mz - /5 _ TaussGrrGos 5 Gz (5.10)
Deren diagrammatische Interpretation lautet
2 3 4
51=0—=2 5 §1=0=2
1}@(4 = 2= + 3}:{676 — . (5.11)

An dieser Stelle sei bemerkt, dafl im Unterschied zur Identitit (3.23) diese Gleichung schon
effizient ist, denn alle daraus erzeugten Graphen sind positiv und kénnen sich gegenseitig
nicht ausloschen. Deswegen ist diese Gleichung direkt anzuwenden. Zum ersten mal wurde
diese Gleichung von H. Kleinert hergeleitet [8]. Gleichungen (5.7) und (5.11) stellen das
geschlossene Gleichungssystem zur Bestimmung der Legendre-transformierten Funktionen
312 und T'y934 dar. Die Besonderheit dabei ist, dafl sich die Vier-Punkt-Funktion I'" mit Hilfe
der Selbstenergie 3 effizient berechnen lésst.

Es gibt jedoch auch noch die Moglichkeit, bei der Bestimmung von I' lediglich mit I' selbst
auszukommen. Um eine solche selbstkonsistente Gleichung zu erhalten, gehen wir von der
Gleichung (3.35) aus. Auch hier haben wir es mit dem Ausdruck fgo GeoGro 0/0Ggy =
— §/8Gg; zu tun. Diesen formen wir wiederum mit Hilfe von (5.9) um und stellen fest, daf

5]-‘8234 / 5]-‘8234
Viser G58GeoG = Vicer GrgGeoGrp —2234
/567890 1567 58169770 5G90 £ 67890 1567 58X 69 70 5G90

1
— 5/ Viser GssG61Gra T'ia31G39G
5678901234

6:[‘8234

s 12
G, (5.12)

gilt. Setzen wir dieses Ergebnis in die Gleichung (3.35) ein, so erhalten wir die folgende Be-
stimmungsgleichung fiir I'i34:
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or
- ]-‘1234 - _g‘/l234 + g/ ‘/1567 G58G69G70 8231
3 567890 5G90
or
— g/ Vissr GssG1Grs Ti331Ga9 Gig—
6 5678901234 6G90

+ g/ Viose Gs7GesT 7834 + g/ Visse Gs1GesT7soa + g/ Viase Gs7GesT 7523
2 Js67s 2 Js678 2 Js6

78
g g
- ‘/:’)167 G69G70F9021GTQFQ348G85 - _/ ‘4’)167 G69G70F903TGTQF2248G85
6 56789012 6 56789012
g
— E/ Vsie7r GeoG 10l 9041 G1313233 G5 - (5.13)
56789012

Sie lésst sich graphisch dargestellen als

243 1 5 243
2 3 2 3 5
>@< _ >< +11=€655>\©<4 +1655>©<4
1 4 1 4 3 70 6— 6 70 6—7
1 2 3 13 4 1 4 2
+§1>©©<4+§1>©©<2+§1>©©<3
2 3 3 4 4 2
IO, 1 I O~
+ 5 QQ@ 4 + 2 1 2 + 3 QQ@ . (5.14)

Wie wir sehen, bietet uns diese Gleichung die M6glichkeit, die ein-Teilchen-irreduzible Vier-
Punkt-Funktion ohne Linienamputation der Selbstenergie zu berechnen. Technisch gesehen
hat diese Gleichung gegeniiber der (5.11) gewisse Voteile, denn hier kommt die Linienampu-
tation immer in einer Kombination mit anschliessender Verklebung der entstandenen Liicke
vor. Das erlaubt uns, die betroffenen Summande als Linienersetzungsterme zu verstehen. Bei
der Gleichung (5.11) ist uns diese Moglichkeit nicht gegeben. Mathematisch gesehen sind die
beiden Bestimmungsgleichungen (5.11) und (5.14) bzw. (5.10) und (5.13) jedoch dquivalent
zueinander.

Um das zu zeigen, schreiben wir die Identitét (5.10) in einer Form um, bei der ¥ nicht
explizit vorkommt, und dazu setzen wir 3 aus (5.6) unmittelbar in (5.10) ein. Mit Hilfe der
Amputationsvorschrift (5.5) liefert uns diese Einsetzung die Gleichung

5F8902
0G34

g
—Tioss = —gVigsa + —/ Viser GssGeoGro
3 J567890

or
- g/ ‘/1567 G58G69G70 ﬂ G37G4QFIQ34 + g/ ‘/1256 G57G68F7834
6 5678901234 6G341 2 5678

g
+ —/ Visse Gs1GesDrsos +
5678

N |

9 / ‘/1456 G57G68F7823
5678
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- %/  Vsi61 GooGrolo021 G1al'5348Giss - (5.15)
56789012

Wie man unschwer erkennen kann, stimmt diese Identitdt mit (5.13) noch nicht iiberein und
die Aquivalenz dieser beiden Gleichungen ist nicht unmittelbar einzusehen. In erster Linie
gibt es eine Diskrepanz bei den beiden Ableitungstermen. Diese lassen sich jedoch mit Hilfe
einer weiteren Kommutatorbeziehung ineinander {iberfiihren, die wir der bereits bekannten
Kommutatorregel (3.31) entnehmen. Um diese Regel in der Sprache dieses Kapitels formu-
lieren zu konnen, formen wir diese entsprechend der Identitit (5.9) um. So bekommen wir
aus (3.31) unmittelbar das folgende Ergebnis:

0L 1234 1/ 0L 1934 0T 1956 1/ 0T 1256
_ TrirsGroGep ——22  — — = I'3478G79G
0Gs  2Jun T 0Gw 0Gsi  2Jmn T 0Gay
1 1 1
- —/ 3457G 738126 — —/ [3467G73lg125 + —/ L5637 Grslg124
2 )8 2 /s 2 s
1
+ 5/ 647G 7sg123 - (5.16)
78

Aus dieser Kommutatorrelation kénnen wir dann nach einer kurzen Rechnung die folgende
Identitdt ablesen:

6F8902
0G31

g 03902 g
—/ Viser GssGeoGr0 ——=— — —/ - Viser GssGeoGro G31G1al'1334 =
567890 5678901234

3 0G34 6

5]-‘8234

= g/ Viser G5sGeoGr0 —<— — g/ Viser GssGe1Gra I'1331G39G 1
3 /567890 0Gg 6 /5678007231

0T 8234
dGyo

g g
- —/ Vsi6r GeoGrol 9031 G13134928Giss — —/ Vsi6r GeoG 70T 9041 G1313233 G5
6 J56780012 6 J56789012

+ g/ Vsi61 GooGrol'0021 G2l 3318 Gs5 - (5.17)
3 J56789012

Setzen wir diesen Ausdruck in (5.15) ein, so erhalten wir in der Tat schon die Gleichung
(5.13). Mit anderen Worten, die Beziehung (5.17) zeigt die Aquivalenz der Bestimmungsglei-

chung (5.13) zu der Gleichung (5.15) und somit letztlich auch zu (5.10).

5.3 Rekursionsgleichungen

In diesem Kapitel haben wir zwei Moglichkeiten, ein geschlossenes Rekursionsgleichungssy-
stem aufzustellen. Die erste wird von den Bestimmungsgleichungen (5.7) und (5.11) geliefert
und die zweite von (5.7) in Verbindung mit (5.14). Als Ausgangspunkt unserer Rekursionen
nehmen wir die Storungsreihen (3.38). Die Besonderheit dieses Kapitels besteht nun darin,
dafl die volle Linie die Rolle einer elementaren Struktureinheit iibernimmt und, anders als
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in den friiheren Kapiteln, keiner weiteren Bedingung geniigen muss. Diese Uberlegungen er-

lauben es uns, das folgende Gleichungssystem mit p=1, 2, 3... aufzustellen:

(Rek. 12)

(Rek. 13)

Beh.6. Alle nach diesen Rekursionen entstehenden Graphen der Selbstenergie sind

zwei-Teilchen-irreduzibel.

Mit anderen Worten, die Graphen der Selbstenergie zerfallen sogar nicht nach einer zwei-

fachen Linienamputation. Linienamputation meint hier selbstverstindlich die Amputation

einer vollen Linie. Das zeigen wir z.B. anhand der Rekursion (Rek. 13). Zuerst formulieren

wir jedoch zwei wichtige Hilfsaussagen:

(*)-

Zwei (endlich viele) zusammenhéngende Graphen ergeben zusammengeklebt einen zu-
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sammenhéngenden Graph.
(**). Alle Graphen der Vier-Punkt-Funktion T'js34 sind ein-Teilchen-irreduzibel.

Das zeigt man vollig analog dazu, wie wir es auch schon beim Beweis der Behauptung
Beh.4 auf Seite 51 gemacht haben.

Nun koénnen wir zum Beweis der obigen Aussage iibergehen.

Beweis:

Die Anfangsbedingung ist in diesem Fall der Tadpole und der ist trivialerweise zwei-Teilchen-
irreduzibel. Fiir alle anderen Selbstenergiegraphen zeigen wir das nach Konstruktion, indem
wir uns die Ergebnisse der zweifachen Linienamputation genauer ansehen. Wir kénnen dabei
drei Félle unterscheiden.

Fall 1:

Der Teilgraph =@= ist von den Linienamputationen unberiihrt (und somit unter an-

derem zusammenhéingend) geblieben und zwei der drei Verbindungslinien zwischen diesem
Teilgraph und dem Vertex wurden entfernt. Dabei ist aber eine Verbindungslinie iibrigge-

blieben und wegen (*) erhalten wir nur zusammenhingende Restgraphen zuriick.
Fall 2:

In dem Teilgraph =@= wurde eine Linie entfernt. Wegen (**) blieb dabei jedoch ein zu-

sammenhéingender Rest iibrig. Ausserdem wurde eine der drei Verbindungslinien amputiert,
die zwei anderen halten aber den zusammenhéingenden Rest mit dem Vierer-Vertex zusam-
men und das stellt nach (*) wiederum ein zusammenhéingendes Gebilde dar.

Fall 3:.

Alle drei Verbindungslinien sind geblieben und beide Linienamputationen wirkten auf den

3
Teilgraph 4 =@= 2 . Da dessen Graphen nach einmaliger Linienamputation wegen (**) noch

zusammenhé?ngend sind, konnen sie jetzt hochstens in zwei zusammenhédngende Teilstiicke
zerfallen. Wir nehmen an, daf} dies tatséichlich der Fall ist, da wir andernfalls nichts mehr zu
zeigen haben. Den Graphen, der nach der ersten Linienamputation entsteht, nennen wir A.
Dieser ist ein Sechs-Punkt-Graph, und alle sechs seiner Aussenbeine sind reine Stiimmel. Die
zwei Teilstiicke, in die A zerféllt, bezeichnen wir mit B und C'. Diese untersuchen wir nun
etwas genauer. Diese zwei sollten nach unserer Annahme einen nichtzusammenhéngenden
Acht-Punkt-Graphen darstellen, es besteht also die Moglichkeit, dal B und C' beide irgend-
welche Vier-Punkt-Graphen sind oder daf} einer von beiden ein Sechs-Punkt- und der andere
ein Zwei-Punkt-Graph ist. Die letzte Moglichkeit darf aber tatsdchlich nicht vorkommen,
denn sonst wiirde das bedeuten, dafl beide Teile durch die Linienamputation an einem der
Aussenbeine von A stammen. Das ist aber nicht méglich, da all diese reine Stiimmel sind
und daher keine weitere Amputation zulassen. Wir wissen also {iber B und C', daf sie beide
zusammenhingende Vier-Punkt-Graphen sind. Ausserdem ist klar, daf} jeweils zwei deren
Aussenstiimmel die Indizes 3, 4, 5 und 2 tragen. Denn nur so konnen sie, an je zwei an-
deren Beinen miteinander verkniipft, den urspriinglichen ein-Teilchen-irreduziblen Graphen
gebildet haben. Daraus schliessen wir, daf} jeder der Graphen B und C mindestens einen der
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3
Indizes 3, 4 und 5 trigt. Deswegen werden beide durch den Graphen 1 {4 gebunden.
5

Da aber B und C' auch noch zusammenhéngend sind, ergibt sich dabei laut (*) ein zusam-
menhéngendes Gebilde.

In allen drei moglichen Fillen ergaben sich nach zweifacher Linienamputation von ¥, lau-
ter zusammenh#ngende Graphen, die Selbstenergie 3,5 wird demnach nur durch Graphen
dargestellt, die selbst zwei-Teilchen-irreduzibel sind.

Wir sind dann also fertig.

5.4 FErzeugung der Graphen fiir ¥, und T'js34

In der Praxis erweist sich die Graphengenerierung nach (Rek. 12) oder (Rek. 13) als besonders
einfach und das zeigen wir am Beispiel der ersten drei Ordnungen. Der Rekursionsanfang
2512) ist durch beide Rekursionen explizit als Tadpole mit dem Gewicht 1/2 vorgegeben. Fiir
T'1234 lésst sich der Rekursionsanfang aus (Rek. 13) direkt ablesen und mit (Rek. 12) auf eine
einfache Weise gewinnen, denn wegen (5.5) gilt

Sl la) - i o

1 4

Diese Ergebnisse brauchen wir nun, um die Graphen héherer Ordnungen zu generieren. So
gilt z.B. fiir =%

12 = é1=@=2 ) (5.19)

Die Graphen von I‘%)M generieren wir beispielsweise nach (Rek. 12), wozu wir noch das
Zwischenergebnis

512 1 3 4 1
§ 3—1 T4 U * 4 @< (5-20)

1 2

brauchen, das wir mit (5.5) erhalten kénnen. Somit gilt laut (Rek. 12)

23 2512 N 2><5 556

§ 3=—4 6 O 3—4
1 4
1 2 3 1 3 4 1 4 2
= XX 2 XX + s XX . 5.21
2 4 2 2 2 3 ( )

Daraus ergibt sich dann fiir 2%’

@2 = i 1@2 : (5.22)
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Zur Generierung von T'\3}, nach (Rek. 12) stellen wir noch fest, daf nach diesem Resultat
51 . ) TN T N RN
P IR = S IR = I IR = 5

1 3 4 1 4 3
+ - YOOX + = XXX 5.23
8 2 8 4 2 (5.23)

gilt. Weiterhin kénnen wir schreiben

23: 512 ><5 556 K555 @ 6

O 3—a 0 3—4  3—4 o (5:24)

1
und wegen (5.18), (5.20) und (5.21) ergibt sich das folgende Ergebnis:

T - BB B S B
r 3 { DO+ O+ 0K, - 529

Fiir 2%) ergibt sich daraus

=)~ :i @ +—1=@= é1@2. (5.26)

Natiirlich wiirden wir nach (Rek. 13) dieselben Graphen bekommen. Dabei ist die Vorge-
hensweise fiir die Vier-Punkt-Funktion analog zu der aus dem letzten Kapitel und braucht
deswegen nicht weiter erldutert zu werden. Zu beachten ist aber auch hier, daf} die Linien-
amputation an den Vier-Punkt-Graphen sinvollerweise als Linienersetzung zu interpretieren
ist. Die betroffenen Terme sind also in zwei Schritten auszuwerten, und zwar als

2 3
Ié - 8=5{ NV 654 } ,
T ot
_ 5 9 8 (S x
?.27 56_7 = 1’62 { 67 56 } (5.27)

Wie auch schon friiher, werden die Rechnungen bei h6heren Ordnungen arbeits- und platz-
intensiver. Deswegen verzichten wir hier auf deren Ausfiihrung und verweisen statt dessen
auf deren Ergebnisse in den nachfolgenden Tabellen 10 und 11.
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p
#1.1
1 12 O
(0.0:2)
421
: =
(0,1;2)
#3.1
3 1/4
(2,0;2)
#4.1 #4.2 #4.3
4 1/8 @ 1/4 @: 1/4 @
(3,0;2) (1,0;2) (2,0;2)

#5.1 #5.2 #5.3 #5.4
RO e Yo P e
(4,0;2) (0,0;2) (2,0:1) (1,0;2)
#5.5 #5.6 #5.7 #5.8
1/4 1/4 1/4 ;@: 1/8 @

(3.051) (2,051) (2,0:2) (2,0:2)

Tabelle 10: Zwei-Teilchen-irreduzible Diagramme der Linien-Legendre-transformierten
Selbstenergie mit deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur fiinften Vertexord-
nung. In dem Dreier-Tupel (D, T; N) entsprechen D und 7 der Anzahl der Doppel- und
Tripel-Bindungen und N dem Symmetriegrad.
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g
#1.1
1 1 X
(0,0;24)
#2.1
2 3/2 XX
(1,0;8)
#3.1 #3.2
3 3/4 >©©< 3
(2,0;8) (1,0;4)
#4.1 #4.2 #4.3 #4.4
4 38 OO0 1 @ 3/2 @ 3/4
(3.0:8) (0.0;21) (2,054) (1.08)
#4.5 #4 6 H#4.7
13 1R PR
(2,054) (1,0;2) (2,0;4)
#5.1 #5.2 #5.3 #5.4
51 3/16 YOOOCK 3 @ 6 3/4 @
(4.0:8) (0.0:8) (1.02) (2,0:4)
#5.5 #5.6 #5.7 #5.8
3 @: 3/4 >ml> 3/4 CF@ 3/4
(2,0:2) (3.0:4) (2.08) (3.0:4)
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#5.10

#5.9 #5.11 #5.12
s R v R SR
(2,0:8) (1,0:8) (1,054) (1,0;2)

#5.13 #5.14 #5.15 #5.16

(2,0:2) (2,0;4) (3,0:4) (1,0;2)

#5.17 #5.18 #5.19 #5.20

(2,0;2) (2,054) (0,054) (2,0:2)

#5.21 #5.22

3/2 @: 3/2 @

(3,0;4) (2,0;4)

Tabelle 11: Diagramme der Linien-Legendre-transformierten ein-Teilchen-irreduziblen Vier-
Punkt-Funktion mit deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur fiinften Vertex-

ordnung. Im Dreier-Tupel (D, T; N) sind D und T entsprechende Zahlen der Doppel- und
Tripel-Bindungen und N ist der Symmetriegrad.
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5.5 Vakuumdiagramme

Hier erzeugen wir die Graphen der Linien-Legendre-transformierten freien Energie ®. Als
Ausgangspunkt dient uns die Definitionsgleichung (5.4). Bei festgehaltener Vierer-Wechsel-
wirkung V' kénnen wir unter Verwendung der Relation (2.51) die folgende Identitéit erhalten:

SOGV] |1,
G ‘V - SGLIGV] . (5.28)

Demnach gilt per Definition fiir 315 aus (3.9) und nach (3.4)

0P 1 1
/3G13 @ - 5612 + 5/?:(;13232 ) (529)

wobei wir ab hier die funktionelle Abhingigkeit nicht mehr explizit ausschreiben. Weiterhin
schreiben wir diese Identitéit entsprechend (5.6) in der Form

oD 1
/G13 —— = - 012 — J Gi3V3045G a5 + g G13V3156 G 17G58 G 7892 (5.30)
3 0G23 2 4 J345 12 J3456789

Zuerst betrachten wir das ungestorte Problem mit ¢ = 0 und suchen dessen Losung in der
Form ® = &), Es sollte dabei gelten

5O 1
/3(;13@ = b (5.31)

Die Losung dieser Gleichung finden wir bis auf eine additive Konstante als

1

o = ; TrnG (5.32)
mit der abkiirzenden Schreibweise
=1
TrinG = — Z E/ (612 - Glg)...((sn_l’n — Gn_l’n)((snl - Gnl) . (533)
n=1 1..n

Die Reihendarstellung von G~ ' als Funktionalumkehrung von G lautet
Gul = 012 + (012 — G12) + Z/ (013 — G13)...(6n—10 — Gro1,0) (62 — Gr2) ,(5.34)

und wir konnen feststellen, daf

50 1,
0G1 3 G

(5.35)

gilt. Aus dieser Identitit sehen wir, daB ®® aus (5.32) tatsiichlich der Bedingung (5.31)
geniigt.
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Zur Losung des allgemeinen Problems (5.30) spalten wir das Funktional ® in seinen un-

int)

gestorten Anteil ®© und den Wechselwirkungsanteil &™) auf:

o = 3O 4 i) (5.36)
Demnach kénnen wir (5.30) unter Beriicksichtigung von (5.31) umschreiben zu

/G12 ot = 7 G19V1931G34 + A
0G 2

’ s / Visss G15GiasGarGasTsgrs (5.37)
1234 2345678

Alternativ zu dieser Bestimmungsgleichung kénnen wir noch eine weitere herleiten, indem
wir (5.31) in (5.29) einsetzen. Das liefert uns dann

1nt
/G12 6G12 /G12221 . (538)

Nun kénnen wir zu den entsprechenden diagrammatischen Gleichungen iibergehen. Hierzu
fiihren wir noch zwei neue Bezeichnungen ein:

= %@ Lo = (7). (5.39)

Die Bestimmungsgleichung (5.37) fiir ®(*") fassen wir dann diagrammatisch auf als

15
<©=i©©+1 (5.40)

201 E

und die Bestimmungsgleichung (5.38) als

1 5
IO 1oy -~

Zur Losung dieser Gleichungen machen wir den stérungstheoretischen Ansatz

Pnt) — Z o» (5.42)

der sich graphisch dargestellen l&sst als

O - OF (5.43)

Die einzelnen Beitrige ®® enthalten dabei alle Diagramme der Linien-Legendre-transfor-

NE

1

3
Il

mierten freien Energie ® in der p-ten Stérungsordnung. Mit diesem Ansatz lassen sich die
Ausdriicke auf der linken Seite von (5.40) und (5.41) leicht interpretieren. Es gilt ndmlich, daf
durch die Linienamputation und das anschliessende Verkleben der entstandenen Liicke durch
die gleiche Linie bei einem Diagramm lediglich dessen Linien gezdhlt werden, was wir auch
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schon im ersten Kapitel fiir die einfachen Linien festgestellt haben. Diese Linienzahl N héngt
aber auch hier von der Stérungsordnung p ab und unterliegt bei den Vakuumdiagrammen
der einfachen Regel N = 2p. Es gilt also

1 5 o0
G, 51C> =S » () (5.44)

p=1

und wir kénnen (5.40) und (5.41) in Rekursionsgleichungen umformen. Diese lauten dann
firp=1,2,3,..

©
;
©
®

und alternativ dazu

(Rek. 15)

(int)

Beh. Alle Diagramme der freien Energie ¢ sind drei-Teilchen-irreduzibel.

Das bedeutet, ein nach (Rek. 14) oder (Rek. 15) gebildetes Vakuumdiagramm muss man
schon vier mal aufschneiden, damit es zerfillt. Um diese Eigenschaft zu beweisen, erinnern
wir uns noch an zwei Tatsachen:

(*). Zwei (endlich viele) zusammenhéngende Graphen ergeben zusammengeklebt einen zu-
sammenhéngenden Graph.

(**). Alle Graphen der Selbstenergie X5 = ¥5[G]| sind zwei-Teilchen-irreduzibel (siehe
Behauptung letzten Abschnittes Beh.6).

Beweis.

Die obige Behauptung beweisen wir nun nach Konstruktion mit Hilfe von (Rek. 15), indem
wir das Ergebnis der dreifachen Linienamputation untersuchen. Nach (Rek. 15) entstehen
Vakuumdiagramme durch das Schliessen beider Aussenstiimmel der Selbstenergie mit einer
vollen Linie. Bei den dreifachen Amputationen unterscheiden wir dabei zwischen zwei ver-
schiedenen Fillen.

Fall 1.

Durch eine der Linienamputationen wird die Verbindungslinie zwischen den beiden Aus-
senstiimmel der Selbstenergie entfernt. Zwei andere betreffen die Selbstenergie selbst. Nach
(**) wissen wir aber, daf} die zweifache Linienamputation auf dieser noch einen zusam-
menhéngenden Rest hinterlésst. Der gesamte Ausdruck wird also ebenfalls zusammenhén-
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gend sein.

Fall 2.

Die Verbindungslinie der beiden Selbstenergie-Aussenstiimmel bleibt unberiihrt und dafiir
wird an der Selbstenergie 12 dreifach amputiert. Wir nehmen an, dass ein nach
zweifacher Linienamputation wegen (**) noch zusammenhéngender Graph A nun in zwei
zusammenhéngende Teilgraphen B und C' zerfillt, da wir andernfalls nichts mehr zu zeigen
hitten. Der Graph A ist ein Sechs-Punkt-Graph mit sechs Aussenstiimmel. Somit sind B und
C beide irgendwelche Vier-Punkt-Graphen, da der Fall, dass einer von denen ein Sechs- und
der andere ein Zwei-Punkt-Graph sind, nicht auftreten kann. Sonst miisste mindestens einer
der Aussenbeine von A kein echter Stiimmel sein. Im urspriinglichen Graphen waren aber
die B und C durch drei Linien miteinander verbunden, weil dieser zwei-Teilchen-irreduzibel
war. Deswegen sollten B und C' beide jeweils einen der Indizes 1 und 2 erhalten und durch
den Graphen 1——2 zu einer wegen (*) zusammenhingenden Einheit gebunden werden.

Beide moglichen Fiélle fiithren also auf einen zusammenhéngenden Rest, der durch dreifache
Linienamputation der ®-Graphen entsteht. Die letzteren sind also drei-Teilchen-irreduzibel.
Somit sind wir fertig.

Jetzt versuchen wir, die ersten Vakuumdiagramme zu erzeugen. Aus (Rek. 14) kénnen wir
den einzigen Graph von ®™) sofort ablesen:

O -=-;00 (5.45)

Auch nach (Rek. 15) liesse sich dieses Resultat einfach bekommen. Weiterhin liefert uns
(Rek. 15) mit dem Ergebnis aus (5.19) den Graphen von ®(%):

1 1 1
@:§:4—81=22=@=1:4—8@. (5.46)

®G) erhalten wir analog dazu mit (5 22):

12 ‘ 4_18 @ ' (5:47)

So konnten wir auch weiterhin verfahren, hier wenden wir jedoch (Rek. 14) an, um die
Vakuumdiagramme fiir die néchste Ordnung zu erzeugen:

4
(D - Ly L Lot 8 3@ (5.48)
O = 5 @v@ % . s m + :
Aufgrund der Anordnungssymmetrie konnten wir dabei die unsymmetrisierte Form fiir das
Ergebnis (5.25) verwenden. Nach ausgefiihrter Anklebung lautet dann das Resultat

D - b s 5.49

@ 128 + 32 ' (5.49)
Die Vakuumdiagramme aus (5.45)—(5.49) und die Resultate fiir zwei weitere Ordnungen wer-
den in der nachfolgenden Tabelle 12 dargestellt. Auch hier sind die Darstellungen allerdings

nicht eindeutig und liessen sich bis auf die Graphenisomorphie verdndern.
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D
p @
#1.1
1 s 00
(0,0,01)
#2.1
2 1/48
(0,0,1;2)
#3.1
3 1/48
(3,0,0;6)
#4.1 #4.2
4 1/128 ) 1/32 @
(4,0,0;8) (2,0,0;8)
#5.1 #5.2 #5.3 #5.4
5 1/320 @ 1/120 @ 1/16 @ 1/32 @
(5,0,0;10) (0,0,0;120) (2,0,0;4) (3,0,0;4)
46.1 46.2 46.3 46.4
6 | 1/768 @ 1/48 @ 1/64 (@ 1/8 @
(6,0,0;12) (0,0,0;48) (4,0,0;4) (2,0,0;2)




110 KAPITEL 5. LINIEN-LEGENDRE-TRANSFORMATION

#6.5 #6.6 #6.7 #6.8
6 1/16 @ 1/32 @ 1/96 @ 1/128 @
(3,0,0;2) (3,0,0;4)

(3,0,0;12) (4,0,0;8)

#46.9 #6.10 #46.11
1/64 @ 1/16 @ 1/96 @
(2,0,0;16) (1,0,0:8) (3,0,0;12)

Tabelle 12: Graphen der Linien-Legendre-transformierten freien Energie mit deren relativen
Gewichten in der ¢*-Theorie. Jedes Diagramm wird charakterisiert durch den Vierer-Tupel
(D, T,V; P), wobei D, T und V die jeweiligen Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-
Bindungen sind und P die Zahl der formerhaltenden Vertex-Permutationen.
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5.6 Ricktransformation fiir > und I'|»34

In den vorherigen Abschnitten wurde die volle Zwei-Punkt-Funktion G5 als eine elemen-
tare Struktureinheit angesehen. Als Resultat ergaben sich nur relativ wenige Graphen, was
uns eine gewisse Ubersichtlichkeit verschafft hat. Wir haben allerdings auch schon darauf
aufmerksam gemacht, dafl uns solche Graphen in Anwendungen wenig niitzen, da man den
geschlossenen Ausdruck fiir das Funktional G'15 nicht kennt. Man kann dieses aber storungs-
theoretisch angeben, wie wir schon im Kapitel 3 fiir ein-Teilchen-irreduzible und im Ka-
pitel 4 fiir tadpolefreie Funktionen gesehen haben. Diese Darstellungen von G5 sind aber
schon ausreichend, um die ausrechenbaren Graphen der Funktionen X, = X5[G, V] und
T34 = T1o34[G, V] bzw. S = 5112[@, V] und Tyg34 = I‘1234[C~¥, V] aus deren Legendre-
transformierten Partner zu gewinnen. Wichtig ist dabei, da} wir die stérungstheoretische
Darstellung fiir G5 keineswegs a-priori kennen miissen, sondern diese wie im Kapitel 3 bzw.
4 mit Hilfe entsprechender Dyson-Gleichungen (3.19) bzw. (4.10) aus den bereits bekannten
Selbstenergie-Graphen bestimmen konnen.

Wir versuchen nun, dieses Konzept Ordnung fiir Ordnung umzusetzen, und fangen zuerst
mit den ein-Teilchen-irreduziblen Funktionen an. Fiir die erste Ordnung brauchen wir dabei,
die volle Zwei-Punkt-Funktion G5 nur bis zur nullten Ordnung zu kennen. Nach der Rei-
hendarstellung fir G5 aus (2.68) mit dem Anfangswert G5 aus (Rek. 2) oder auch gleich
nach (3.19) schreiben wir diese somit in der Form

1l—2 = 1—2 + ... (5.50)

1=0=2 = - 1Q2 + .. (5.51)
und nach Einsetzen von (5.50) in diese
1

wobei wir hier noch die vollen und die einfachen Stiimmel miteinander identifiziert haben.
Setzen wir nun das Ergebnis aus (5.52) in die Gleichung (3.19) ein, so erhalten wir den
folgenden Ausdruck:

1
—> = 1—2 + 3 1Q2 + ... (5.53)

Zu bemerken sei hier, da} die volle Linie am Tadpole tatsichlich eine Linie ist und nicht
mit einer einfachen zu identifizieren ist, wie das etwa bei einem Stiimmel der Fall wére.
Der Ausdruck dafiir wird der Gleichung (5.50) entnommen und ist bis zu dieser Genauigkeit
tatsdchlich eine einfache Linie. Das gilt aber nicht mehr fiir hohere Ordnungen. Hier stellen
wir nun das folgende Ergebnis fest:

1
l—2 = 1——2 + 5 1Q2 + ... (5.54)
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Um die Selbstenergie bis zur zweiten Ordnung auszuwerten, schreiben wir das Ergebnis fiir
die Legendre-transformierte Selbstenergie bis zu dieser Ordnung explizit an:

1

1=0O=2 = %1Q2 + G 1=@=2 + .., (5.55)

und ersetzen nacheinander jede volle Linie durch den Ausdruck rechts in (5.54), wobei wir
alle Graphen ab der zweiten Ordnung weglassen. Damit ergibt sich dann

e
_|_
D=
_l’_
I

DO | —

1-0-2 = 5 (), +

1 18 1
= §1Q2—|—11 2+61%2—i—.... (5.56)

Fiir die néichste Ordnung der vollen Zwei-Punkt-Funktion setzen wir (5.56) in (3.19) ein. Es
ergibt sich somit

1&2 + %1%2 + ... (5.57)

Nach Einsetzen des Resultates aus (5.54) und nach Weglassen der Graphen hoherer als
zweiter Ordnungen erhalten wir

_.
N
Il
—
N
+
DN | —
—
no
+
e

H
no
Il
—_
no
+
DN =
—
N
+
| =
—
N

1 1
_|_Z ) 2-|- 61%2—'— - (5.58)

Schreiben wir weiterhin 35 bis zur dritten Ordnung in der Form

1 1 1
1=0~2 = 3 1Q2 + 5 1=@=2 + 1 1@2 + .. (5.59)

aus, so liefert das sukzessive Ersetzen der vollen Linien durch deren Entwicklung (5.58)

1 1 1 1 1
1-0-2 = - + 2 R - b
1 2
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Das Ergebnis aus (5.56) findet man auch hier wieder als einen Bestandteil. Diagramme aus
(5.60) sind ihrerseits ein Bestandteil der Tabelle 4, wobei dort nach verschiedenen Ordnun-
gen sortiert wurde. So ist es auch mit dem Ergebnis (5.58), der z.B. die Graphen von (5.54)
beinhaltet und selbst in der Tabelle 2 wiederzufinden ist. Bei I'i234 k6nnen wir auch bis zur
dritten Ordnung gehen und schreiben dazu unsere Ergebnisse bis zu dieser Ordnung zusam-
menfassend als

2 3 4 2 3 4
+3{ OO+ DOOK + OO b+ e 6oy
1 4 1 3 1 2

Nun konnen wir auch hier alle vollen Linien nacheinander durch den Ausdruck aus (5.54)
ersetzen. Wir schreiben gleich das Ergebnis an:

2 3

o= 5 DOC O+ O
(50450 50+ o+ Sood + oo )
O WA S E

Auf diese Graphen trafen wir auch schon nach verschiedenen Vertexordnungen vorsortiert in
der Tabelle 5.

DN | =

DN | =

In véllig analoger Weise verfahren wir auch im Falle der tadpolefreien Funktionen 35 =
212[@’, V] und T'y934 :F1234[G, V. Sinngeméss gibt es hier aber einen Unterschied, ndmlich
sollte man hier anstatt 35 die modifizierte Funktion 212 riicktransformieren. Fiir die letzte
gilt mit der im Kapitel 4 verwendeten Bezeichnung

1

1==2 = 1=0=2 — 3 1Q2 : (5.63)

wobei wir uns hier an die Definitionsgleichung (4.4) erinnerten und der Form halber die
Stiimmel in volle Stiimmeln umwandelten. Fiir die volle Zwei-Punkt-Funktion G5 = Glg[é, V]
verwenden wir jetzt die Darstellung (4.10), die in der nullten Ordnung ausgeschrieben lautet

=2 = 1~2 + ... (5.64)
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Die Selbstenergie 31, in der niedrigsten Ordnung explizit angegeben, lautet nun nach dem
Wegfahlen des Tadpoles wegen (5.63)

1
= - - 5.65
02 = 12 + (5.65)
Nach sukzessivem Einsetzen von (5.64) bekommen wir daraus
1
= = - .66
1O = oot + (5.66)

Daraus resultiert sich dann nach (4.10) die volle Zwei-Punkt-Funktion als

=2 = 1~~2 + él«m@=2 + .. = 12 4 %1%2 + ... (5.67)

Beriicksichtigen wir auch die nichste Ordnung, so kénnen wir die Selbstenergie schreiben als

1 1
102 = G 1=@=2 + 1@2 + ... (5.68)

Nach dem Ersetzen der vollen Linien durch deren Entwicklung aus (5.67) und nach dem
Weglassen aller Graphen ab der dritten Ordnung gilt dann

1 1
132 = 5 1@2 + 1 1‘@_2 + (5.69)

Wie man sieht, tauchen hier noch keine neue Diagramme auf. Daf} dies aber nicht immer so
ist, konnen wir bei der nichsten Ordnung feststellen. Zunéchst erwéhnen wir jedoch noch
vollstindigkeitshalber das Ergebnis der Zwei-Punkt-Funktion G5 bis zur dritten Ordnung;:

1—2 = 1~~~2 + + ... =

+ ... (5.70)

= 1~2 +

1 2

H
N
+

e N

D= O =

S,
Die Selbstenergie wird bis einschliesslich vierter Ordnung dargestellt als
AR

T @
=@= 1 @ 2

Das Einsetzen von (5.70) ergibt nach dem Fortlassen der Graphen ab der fiinften Ordnungen

Ly 5 &1
1®2 + ... (5.72)

—_

02 =

D=
A~ =

_|_

(5.71)

A~ =
ool —

das folgende Ergebnis:

—_

O =

| =
A~ =
A~ =

IS,
ool —

@“
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Wie wir sehen, ist hier ein einziger Graph neu dazugekommen, bei héheren Ordnungen
treten noch mehr neue Graphen auf. Nicht viel anders sieht es auch bei der ein-Teilchen-
irreduziblen Vier-Punkt-Funktion I'y534 aus. Bis zur dritten Vertexordnung haben wir diese
bereits mit (5.61) ausgeschrieben. Das Ersetzen aller vollen Linien durch deren stérungs-
theoretische Darstellung aus (5.70) und aller vollen Stiimmel durch die gewellten (es gibt ja
keinen Unterschied) wiirde uns die Entwicklung

2 3

o - e ol ] e

1 4

e e |
(e B e ) 6

liefern, wobei wir hier alle Graphen ab der vierten Ordnung weggelassen haben. Bei den
Graphen bis zur dritten Ordnung gibt es strukturell also noch keinen Unterschied zu den
Legendre-transformierten Graphen festzustellen. Diese Situation dndert sich erst bei der
nédchsthéheren vierten Vertexordnung, aus Platzgriinden verzichten wir jedoch in diesem
Fall auf die explizite Ausfiihrung des Generierungsprozesses. Statt dessen verweisen wir auf
das in der Tabelle 8 aufgefiihrte Ergebnis und auf den Vergleich mit Diagrammen aus der
Tabelle 10. Die Resultate aus (5.70) und (5.72) sind entsprechend in den Tabellen 7 und 6
wiederzufinden.

Abschliessend miissen wir noch einige Bemerkungen machen. In der eben beschriebenen
Ausfithrung kamen Ergebnisse niederer Ordnungen in denen der héheren Ordnungen vor, so
waren z.B. zwei von sechs Diagrammen aus (5.72) auch schon aus (5.69) bekannt. Bei den
hoheren Ordnungen konnte diese Ergebniswiederholung sogar noch listiger werden und es
empfiehlt sich, nur die Graphen der interessierenden Ordnungen zu beriicksichtigen.

Um die Bedeutung der Legendre-transformierten Funktionen zu verdeutlichen, bemerken wir
noch, dal deren Graphen strukturell wirklich neu sind. Alle anderen, und das sind letzlich
die meisten, sind aus diesen auf eine relativ einfache Weise zu bekommen, und zwar durch
Ersetzen deren Linien durch etwas kompliziertere Zwei-Punkt-Graphen.

5.7 Riicktransformation fiir die freie Energie

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, die Vakuumdiagramme der negativen freien Ener-
gie W aus denen der Funktion ® zu gewinnen. Dazu bemerken wir, daf§ nach (5.4) zusammen
mit (5.36) gilt

w o= O 4 i) _ /G Go . (5.74)
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Zuerst miissen wir den Term ®(® etwas eingehender untersuchen und stellen dazu mit Hilfe

von (3.16) die Identitét
G, = /G13 {532 +/234G42} (5.75)
3 4

fest. Demnach faktorisiert die volle Zwei-Punkt-Funktion G in den freien Propagator G und
einen Rest und wir konnen somit eine wichtige Reihendarstellung herleiten:

o0

—1)"
TrlnG = TrinG — ) u/ ¥12G23%ss ... Gopy (5.76)
n 12...2n
n=1

Diese dient uns gleichzeitig als eine Umformungsregel. Dazu erinnern wir uns noch an die
Gleichung In G = —In G™' und an (2.8) mit (5.32) und schreiben (5.76) um zu

1 1 o= (=1)"
0 = WO 4 —/ Y1Gy — = Z =1) / Y1GnYsy .. Gy - (5.77)
2 12 2 n 12...2n

n=2

Bei dem letzten Term aus (5.74) erinnern wir uns an (3.4) und (3.9) und schreiben dafiir

/G12 G21 /611 +/ 212G21 . (578)
12

Wir bemerken, dafl der erste Summand lediglich eine additive Konstante darstellt. Deshalb
wird er im folgenden ausser Acht gelassen, wie es auch schon bei den additiven Konstanten
in den Losungsansitzen (2.8) und (5.32) geschehen ist. Demnach kénnen wir aus (5.74) unter
Beriicksichtigung (5.77) die Gleichung

W(int) — (P(int) - Aw(int) (579)
mit der Abkiirzung
1nt 1 -
5 212G23234 G2TL,1 (580)
12...2n

3

ablesen, wobei W (") den Wechselwirkungsanteil der negativen freien Energie aus der Defini-

tionsgleichung (2.12) bedeuten soll. Mit Hilfe dieser Identitét versuchen wir nun, Diagramme
von W™ 7 B. bis zur dritten Ordnung zu erhalten. Die ®(™)_Anteile sind dabei aus der
Kenntnis deren Graphen bis zu dieser Ordnung zu bestimmen, in diesem Fall also aus

1 1 1
©:§@+4—8@+4—8@+.... (581)
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Durch sukzessives Ersetzen der vollen Linien durch deren Darstellung aus (5.58) erhalten
wir

1

~ 1 1 1
©_8Q>+1GQD+32 +32©O©<>
1 1 1 1 B
TR =R AT
1 3

=L OO+ 000 + 5 £+ o OO00

. T O A (5.82)
16 12 48 '

Wie man durch Vergleich mit der Tabelle 1 unschwer erkennt, sind das schon alle richtige

Vakuumdiagramme bis zur dritten Ordnung, sie treten aber mit falschen Gewichten auf.
Fiir deren Korrektur ist der zweite Term von (5.79) verantwortlich. Bis zur dritten Ordnung
ausgeschrieben lautet dieser

1 1

AWnt) - — Z/ Y10G3¥31Gy — 6/ 212G 331G 856Ge1 + ... . (5.83)
1234 123456

Hierbei beriicksichtigen wir, daf} die Selbstenergie mit der ersten Ordnung anfiingt, deswegen
wiirden alle weiteren Terme nur zu hoheren als dritter Ordnung beitragen. Diese Gleichung
kann man diagrammatisch illustrieren als

AQ:%@—%JF.... (5.84)

Das sukzessive Ersetzen der vollen Linien und der Selbstenergie durch die jeweiligen Reihen-
darstellungen liefert dann

1
A =3 +
loorlode s LB @ oL W
8 16 21— "8 () 1260 7
oo s R o R
o IGCXD 16 m 2 24 ’
Durch (5.79) zusammengefasst, ergibt sich dann mit den Ergebnissen (5.82) und (5.85)
1 1 1 1
O = 7 OO + s &0 +4—8@+§©QQQ

1 1 1
+4—8 +ﬂé+4_8@+m. (586)
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Dieses Resultat steht nun in vélliger Ubereinstimmung mit denen aus fritheren Rechnungen
und ist so auch in der Tabelle 1 festgehalten worden. Die Wiederherstellung der W-Graphen
aus denen der Legendre-transformierten freien Energie ® ist, wie man sehen konnte, wohl
nicht die bequemste Art, diese zu erzeugen, ist aber trotzdem moglich. Erfreulicher erscheint
da der Umstand, dafl man aus denselben ®-Graphen auch die tadpolefreien Vakuumdia-
gramme erhalten kann.

Dazu miissen wir jedoch etwas Vorarbeit leisten. Das entsprechende Funktional ist in diesem
Fall W und ist mit (4.71) definiert. Nach (5.74) ergibt sich dieses Funktional zu

- . 1
W = o® 4 gt _ 5/ Gy Go — g G12V1234G34 . (5.87)
12

8 1234

Mit Hilfe der Dyson-Gleichung (4.11) stellen wir zuerst die Identitét

Gy = /é13 {532 +/2~334G42} (5.88)
3 4

fest und erhalten daraus die Reihenentwicklung

_ © (=1)" - -

TrinG = TrinG — ( ) 212G23234 G2n1 . 5.89

n b
n=1 12...2n

Durch den Vergleich mit Resultaten aus (4.79) und (5.32) kénnen wir dafiir auch schreiben

20 — O | l/
2

12

. 1 (—1)" - -
212G21 — 5 Z ( ) / 212G23234 G2n,1 . (590)
o 12..2n

Der zweite Summand auf der rechten Seite ldsst sich laut (4.2) auch schreiben als

1

. 1
_/ Z312(;'21 — _/ 212G21 + g G12m234G34 . (591)
2 12 2 12 4 1234

Daraus ergibt sich dann zusammen mit (5.78) nach Fortlassen der hier unwichtigen additiven
Konstante [, d;

1 ~ 1
—/ ¥1Goy — —/ Gy Gor = J G12V1234G3y . (5.92)
2 /12 2 /12

4 1234

Direktes Einsetzen von (5.90) und (5.92) in (5.87) ergibt dann zusammen mit der Zerlegung
(4.84) die endgiiltige Bestimmungsgleichung fiir die tadpolelose freie Energie

pnt) — Glint) _ Apjlne) (5.93)

wobei wir an dieser Stelle noch die beiden Abkiirzungen

AT =

00 1) ~ ~
> (=) / ¥ 15G933s ... Gon (5.94)
12...2n

n

DN =

n=2
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und

9

(i(int) = (I)(int) +
8 1234

G12V1231G 34 (5.95)

verwendeten. Die letzteren bezeichnen wir diagrammatisch z.B. als

AW = ATy et = @ . (5.96)

Nun sind wir auch tatséchlich in der Lage, die tadpolelose Vakuumdiagramme aus den -
Diagrammen wiederzugewinnen, was wir explizit bis zur vierten Vertexordnung zeigen. Mit
der Definition (5.95) entnehmen wir den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt die ®()-
Darstellung in der Form

O =0-;00 -
1 1
= = @ » @ 128 - Yo (5.97)

Ersetzen wir die vollen Linien durch die storungstheoretische Variante (5.70) und schreiben

nur Graphen bis zu vierter Ordnung aus, so erhalten wir

:%@ﬁ@ﬁ@
128@ @ (5.98)

Fiir den Korrekturterm AW schreiben wir wegen (5.94)

Ay = % @ - (5.99)

wobei wir hier beriicksichtigten, dafl die tadpolefreie Selbstenergie 3, mit der zweiten Ver-
texordnung beginnt und alle weiteren Entwicklungsterme von (5.94) deswegen mindestens
von der sechsten Ordnung sein miissen. Der Korrekturterm wird mit Hilfe von (5.70) und
(5.72) bis zur vierten Ordnung ausgewertet mit dem Ergebnis

AQ 144 @ + o (5.100)

Die tadpolelose freie Energie ergibt sich anschliessend aus (5.93) mit (5.98) und (5.100) zu

1 N 1
48 @ 48 144
! + (5.101)
128 32 T '
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Dieses Resultat stimmt nun auch mit dem aus dem vorhergehenden Kapitel iiberein (siehe
Tabelle 9 auf Seite 91).

Zusammenfassend stellen wir noch mittels der Ergebnisse aus (5.86) und (5.101) fest, daf die
Graphen der Funktion ®(") bzw. &) die wirklich neuen Graphen von W™ bzw. 1) in
den jeweiligen Ordnungen darstellen. Diese bediirfen auch keiner anschliessenden Korrektur
deren Gewichte. Die restlichen Vakuumdiagramme kénnen aus ®-Graphen niederer Ordnun-
gen gewonnen werden, fiir diese reicht aber die reine Linienersetzung durch kompliziertere
Zwei-Punkt-Graphen in der Regel noch nicht aus. Deren Gewichte miissen anschliessend
noch korrigiert werden. Dies ist eine neue Situation, die erst durch die Legendre-Riicktrans-
formation in Bezug auf die Vakuumdiagramme ins Spiel kommt.



Kapitel 6
Vertex-Legendre-Transformation

Im vorangegangenen Kapitel haben wir im Rahmen der Linien-Legendre-Transformation
den freien Propagator (G in seiner Rolle als unabhéngige Variable durch die volle Paar-
Korrelationsfunktion G5 ersetzt. Dies fiihrte zur deutlichen Reduzierung der Graphenzahl.
Der Vierer-Vertex Vs34 behielt jedoch dort seine Bedeutung als unabhiingige Variable. Eine
weitere Fortsetzung unseres Bestrebens nach Reduktion der Graphenzahl ist nun konse-
quenterweise die Ablosung dieses Vierer-Vertex Vjs34 durch die volle ein-Teilchen-irreduzible
Vier-Punkt-Funktion I'j934. In diesem Kapitel werden wir die diagrammatische Darstellung
der Funktion I'y534, manchmal auch als der volle Vertex bezeichnet, als eine elementare gra-
phische Einheit betrachten. Dabei werden wir versuchen, die Graphen der Selbstenergie, des
Vierer-Vertex und der Vakuumenergie mit vollen Linien und vollen Vertizes aufzubauen. Es
wird sich zeigen, daf} sich die so konstruierten Graphen in zwei Gruppen unterteilen lassen.
Die Graphen der ersten Gruppe enthalten keine Linien- und keine Vertexkorrekturen mehr
und werden deshalb auch Skelett-Diagramme genannt. Die Graphen der zweiten Gruppe sind
keine Skelett-Diagramme im eigentlichen Sinne und haben im Falle der Selbstenergie und der
Vakuumenergie eine gewisse Ringstruktur und im Falle des Vierer-Vertex eine kettendhnliche
Form. Eine Besonderheit dieses Kapitels besteht darin, daf3 die Graphen der ersten Gruppe
mit negativen Vorzeichen auftreten werden und die der zweiten Gruppe ihr Vorzeichen von
einer Ordnung zur anderen wechseln. Dieser letzte Umstand wirkt sich dusserst negativ auf
unserer Vorgehensweise aus und ist letztlich auch dafiir verantwortlich, dafl wir in diesem
Kapitel keine effizienten graphischen Rekursionen erhalten werden.

6.1 Definitionen

Die Definition der Selbstenergie braucht auch in diesem Kapitel nicht geindert zu werden,
es wird sich jedoch als sinnvoll herausstellen, anstatt der Selbstenergie 3,5 deren tadpolelose
Modifikation X5 zu verwenden. Diese ist durch (4.2) bereits eingefiihrt und wird in diesem
Kapitel in der Form X5 = 212[G, '] behandelt. Der Vierer-Vertex wird nun als eine
Funktion des vollen Vertex und der vollen Linie aufgefasst, ist also durch Vis3q = V3234 [G, T

121
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gegeben. Im weiteren Verlauf wird oft eine Funktion =934 = v1234[G,T] verwendet, die
mit der Gleichung

—Yizza = — 9 Vizza + Do (6.1)

definiert ist und graphisch wie folgt dargestellt wird:
2 3

— Y2 = x - (6.2)
17 4
Die Vakuumenergie wird in diesem Kapitel durch ein Funktional A = A[G,T| reprisen-

tiert, das sich als eine Legendre-Transformierte des Funktionals ® aus dem letzten Kapitel
beziiglich des Vertex ergibt. Diese geniigt dann der Legendre-Identitét

Ner = eaviar - [ MGG

‘/1234[G7 F] . (63)

Um den Ableitungsterm im letzten Summanden auszuwerten, benutzen wir den folgenden
Zusammenhang:
IP[G, V] SWIG™, V]

- 2= 71 6.4
OVisssa V1234 a1 ( )

der sich aus (5.4) unter Verwendung der Relation (2.51) ergibt. Um die Vertexableitung der
freien Energie W berechnen zu konnen, erinnern wir uns an deren Definition (2.5). Mit der
Zustandssumme (2.3) und mit dem Energiefunktional (1.2) ergibt sich

ow g 1 B
- - J_°p Ch .
o = 2y [ Dosinsse (65
Nach (2.34), (2.48) und (3.3) lésst sich dieses Ergebnis umschreiben als
ow g g
= — — {G12G31 + G13Gou + G14Ga3 } + - G15G2G37Gas Tsers - (6.6)
6‘/1234 24 24 5678

Setzen wir dieses Resultat unter Beriicksichtigung von (6.4) in (6.3) ein, so erhalten wir fiir
das gesuchte Funktional der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie

AlG,T] = ®[G,V[G,T] + g Gz Viou[G.T] G
1234
~ 4 Vi234[G,T] G15G26G37G s Tsers (6.7)
24 /19345678
Eine weitere Besonderheit dieses Kapitels besteht darin, dafl hier ausser einer bereits bekann-
ten Amputation einer vollen Linie auch eine Vertexamputation vorkommt. Diese basiert auf

der Funktionalidentitat

5F1234
6F5678

1
ﬁ {615626637648 + 23 Permutationen} . (68)

Dies ist eine symmetrisierte Form, fiir die 4! = 24 verschiedenen Kombinationen von Delta-
Produkten nétig sind, was wir ja in der oberen Gleichung in einer abgekiirzten Form zum
Ausdruck gebracht haben.
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6.2 Bestimmungsgleichungen

Die Selbstenergie in seiner tadpolelosen Variante X5 lisst sich unmittelbar der Gleichung
(4.20) entnehmen. Der einzige Unterschied besteht darin, dafi die Vierer-Wechselwirkung
V1234 nun nicht mehr eine freie Variable darstellt, sondern eine Funktion Vis3y = Vi234[G, T
ist. Das konnen wir auch in der expliziten Form

£alGT) = & [ ViuulG.T] GusGlrGss T (69)

345678
auschreiben. Unter Beriicksichtigung der Zerlegung (6.1) konnen wir diese Gleichung weiter-
hin umformen und erhalten so

- 1 1
312[G.T] = —/ 345 G36G47Gsg Terza + 6/ Y1345 G36G 147G 58 Tgrga . (6.10)
345678

345678

Die graphische Darstellung dieser Gleichung lautet

1=3—2 = é 1=®2 + % 1=®=2 ) (6.11)

Aus dieser Schreibweise wird der Unterschied zu der analogen Gleichung (4.21) deutlich. Fiir
die Gleichung (6.11) ist die Vierer-Wechselwirkung Vj934 nicht mehr als elementare Einheit
zu betrachten. Um diese zu bestimmen, kénnen wir z.B. die Gleichung (5.13) heranziehen.
Die dort vorkommenden Ableitungsterme dT'ga34/3Goo ‘v gehen jedoch von der Kenntnis
der I'-Graphen aus, die mit den vollen Linien G' und mit den V-Vertizes aufgebaut sind.
Solche Ableitungsterme kénnen in diesem Kapitel nicht in dieser Form verwendet werden
und bediirfen einer gesonderten Behandlung. Zuerst fiihren wir fiir diese Terme eine Sechs-
Punkt-Funktion a23456 mit
0T [G, V]

Q123456 = T oG, o (6.12)

ein und bezeichnen diese diagrammatisch als

3 5
Q234,56 = ﬁi : (6.13)
2 6

1

Bem. Bei diesen Bezeichnungen ist darauf zu achten, daf} die Funktion o234 56 nicht beziiglich
aller Indizes symmetrisch ist. So liegt hier eine Symmetrie der Indizes 1, 2, 3 und 4 und eben-
falls der Indizes 5 und 6 vor, aber die Indizes 5 und 1 sind keinesfalls gleichzusetzen. Bei
den Bezeichnungen der Funktion a beriicksichtigen wir dies durch die Komma-Trennung des
Indexpaares (5,6) von den Indizes (1,2,3,4).

Fiir eine eingehende Untersuchung der Funktion avja34 56 machen wir auf die Doppelrolle der
Vierer-Wechselwirkung aufmerksam, die wir wie folgt zum Ausdruck bringen:

g Visss = g Viau[|G, TG, V]| . (6.14)
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Das konnen wir auch als eine implizite Gleichung fiir die volle ein-Teilchen-irreduzible Vier-
Punkt-Funktion T lesen. Es lassen sich aus dieser Gleichung weiterrreichende Informationen
gewinnen, wenn wir die obere Gleichung nach der Paarkorrelationsfunktion ableiten und
dabei die Vierer-Wechselwirkung V' selbst festhalten. So ergibt sich die folgende Beziehung:

0 =g V1934 |G, T ‘r n g/ Viasu|G, T | 6T7500[G, V] (6.15)
7890

6G56 6F7890 ‘G 6G56 ‘V

Erinnern wir uns noch dabei an (6.1) und an die Funktionalableitung (6.8), so erhalten wir
als Zwischenergebnisse

5‘/1234[G7 F] 5’)’1234[Ga r

]
= T o 6.16
0G's6 ‘F d0G'56 ‘1“ ’ (6.16)
Vi234|G, T B 571934 [G, T 1 |
0T 7590 ‘G’ - 5T 500 ‘G + 21 { 015026037048 + 23 Permutationen } (6.17)

Mit diesen konnen wir die Gleichung (6.15) umformulieren als

B 0L 1934[G, V] ‘ _ 0Y1234[G, T'] ‘ +/ 0Y1234[G, T'] ‘ 0L 7890[G, T'] ‘ (6.18)
0G5 v 0G5 r 7800 O0D'7800 G 0G5 v
Nach der Definitionsgleichung (6.12) lisst sich (6.18) in der Form
01234 0Y1234
123456 — 3G ‘F — /7890 5T 7500 ‘G &'7890,56 (6-19)
schreiben oder diagrammatisch auch als
4 2.3 2N 3 0

3 5 J x 9 5
>¢( _ 51>:<4 S ﬁ( : (6.20)

2 ! 6 S 5—6 ) 7>@<0 8 I 6

Diese Gleichung fassen wir nun als eine Selbstkonsistenzgleichung fiir die Funktion o234 56
auf. Um zu zeigen, daf die Identitdt (6.19) bzw. (6.20) auch schon unseren Vorgaben hin-
sichtlich des Graphenaufbau geniigt, greifen wir etwas vor und bemerken, dafi der zweite
Summand erst Beitrdge ab der dritten Ordnung liefern kann, wihrend der erste bereits mit
der zweiten Ordnung beginnt. D.h. fiir die niederste (zweite) Ordnung der Funktion o934 56
ist ausschliesslich der erste Term verantwortlich. Die dabei entstehenden Graphen sind aus
vollen Linien und vollen Vertizes aufgebaut, haben also die richtige Form und kénnen so
fiir weitere Untersuchungen verwendet werden. Auch bei der néchsten (dritten) Ordnung
ergeben sich aus dem ersten Summanden Graphen der richtigen Form. Dasselbe kann man
auch iiber die von dem Term 64,43,/ 7800 ‘G stammenden Graphen sagen. Die Graphen
von Q7ggo 56, die in der rechten Seite einzusetzen sind, sind diejenigen der zweiten Ordnung,
die wir gerade auf der linken Seite von (6.19) erhalten haben und sind auch von der richtigen
Form. Diese Argumentation kann man natiirlich entsprechend fortsetzen. Die Quintessenz
ist also, daf} wir fiir die Funktion 93456 aufgrund des selbstkonsistenten Charakters der
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Gleichung (6.19) stets legitim aufgebaute Diagramme erhalten. Diese konnen wir dann ver-
wenden, um die Graphen der Vierer-Wechselwirkung V7934 zu bestimmen.

Dazu miissen wir die Bestimmungsgleichung (5.13) nach der Vierer-Wechselwirkung V'
auflosen und schreiben dazu unter Beriicksichtigung der Definition (6.12)

g
—gVigsa = —Tia + g/ Viser GssGaoGro Qsa34,90
567890

g
5 Viser GssGe1Gra I'1331G39 G Oig234,90
5678901231

9 9 9
- —/ Vizss GsrGesD'7s3a — —/ Visss GsrGesD'rs2e — —/ Visse Gs1GesD'7s23
2 Jser8 2 Jser8 2

5678

+ g/ Vsi67 GeoG 1ol 9001 G1213345 Ggs + g/ Vsi67 GeoGrol 9031 G 1313245 G
6 /56780012 6 /56780012
+ g/ Vsi67 GeoG 70l 9041 G123 9238 Gg5 - (6.21)
6 J56789072

Diese Identitdt konnen wir auch graphisch darstellen, tun dies aber nicht fiir die Vierer-
Wechselwirkung Via34 selbst, sondern gleich fiir die Funktion 4,444, die wir mit der Zerlegung
(6.1) eingefiihrt haben. Mit den Bezeichnungen (6.2) und (6.13) erhalten wir dann aus (6.21)

2 3 2 3 3 4 4 2 2
1 4:_%14_%12_%13_%143
1’ T ©oqt T op WX
5 13 -5 3 -5 (3 -5 5t
1 4 1 2 1 3 4
12 3 13 4 14 2 1 2
-5 X0 -5 0 -5 O - 5 -GSk

1
2 3 4 1
1 SR | S | S R o p W
— = - = - = - =0 . (6.22
6@@ 6@@ s g3 -5 Bt 6
1 1 1

Gekoppelt mit (6.20), stellt diese Gleichung ein geschlossenes Gleichungssystem zur Bestim-
mung der Funktionen ovjsgsse und 53, dar. Allerdings ist dieses Gleichungssystem, wie
bereits erwahnt, nicht effizient. Das wird sich daran zu erkennen geben, dafl Graphen, die
aus den Termen der vorletzten Zeile von (6.22) entstehen, teilweise von denjenigen aus der
letzten Zeile weggehoben werden. Die vorliegende Gleichung kénnte man dahingehend ver-
bessern, dafl zu einer fest vorgegebenen Ordnung solche Weghebungen vermieden wéren.
Dies ist z.B. moglich, wenn wir den 4-Ausdruck aus der linken Seite von (6.22) in der rech-
ten Seite einsetzen. Eine solche Verbesserung wiirde allerdings durch deutlich kompliziertere
Bestimmungsgleichungen erkauft. Hinzu kime noch, dafi auf diese Weise die Effizienzpro-
bleme nicht behoben, sondern lediglich auf die hoheren Ordnungen verlagert wiirden. Als
eine Kompromisslgsung kénnen wir auch schon das Gleichungssystem aus (6.20) und (6.22)
verwenden, um die Graphen dieses Kapitels zu erzeugen.
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6.3 Rekursionsgleichungen

Das uns vorliegende Gleichungssystem wollen wir nun etwas eingehender untersuchen und
machen zu deren Losung die folgenden storungstheoretischen Ansétze:

Y1234 T 275224 v Q123456 = Z agg)34,56 , (6.23)
p=2 p=2

die wir auch graphisch entsprechend zum Ausdruck bringen kénnen:

3 4 5 00 3 i 5
i@bi = > : (6.24)
2 ! 6 p=2 2 ! 6

Mit Hilfe dieser Storungsreihen und der Reihe fiir die tadpolelose Selbstenergie (4.37) kénnen

wir das Gleichungssystem aus (6.11), (6.20) und (6.22) in eine Rekursion iiberfiithren. Mit
p=2,3,4,... lautet diese

% 5o

3
p=2 1 4

jol
oy
o
R

2A 5/ 2 3 5/ 3 4 6/ 4 2 1 2
B - B B B

4 " 2 1 3 g=1 A
2
p*21 2
T S S Wy
T a1 2 a1 3 A1 4 @ )Q
6 6 6 6 %Q\
(Rek. 16)

Hierbei steht d; , fiir das gewShnliche Kronecker-Symbol und ist gleich eins fiir p = 3 und null
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sonst. Im néchsten Abschnitt wollen wir diese Rekursion iterieren, um die ersten Ordnungen
fiir die Vierer-Wechselwirkung und die tadpolelose Selbstenergie zu bestimmen.

6.4 Erzeugung der Graphen fiir 3, und Y1934

Die zweite Ordnung der Vierer-Wechselwirkung 7522)34 ist als Induktionsanfang in (Rek. 16)
bereits vorgegeben. Aus diesem lassen sich die Beitrdge von ag)%% bestimmen, und zwar
ist das

4

- 6}% - 1 {0sC s e -

XXXXXX -

Dieses Resultat verwenden wir, um den Beitrag 71234 zu berechnen. Aus (Rek. 16) erhalten
2 3 2 3 3 4 4 9 2
1 1 1 1 e
o = -5 X - 3 -5 3 -5 &
1 4 1 4 1 2 1 3 4
- = - = - = : (6.26)
2 i 2 1 2 2 1 3

Der vierte Summand erg1bt sich mit dem Ergebnis aus (6.25) zu

Die letzten drei Summanden von ( 6 26) betrachten wir am Beispiel des fiinften Summanden.

DN =

wir

Dieser ergibt sich unmittelbar aus dem Rekursionsanfang von (Rek. 16) als

e - -5 {38+ 5o+ o) X -

1 4

1

_ _% 2%2 _Qi . (6.28)

Setzen wir dieses Resultat und die dazu dquivalenten Resultate fiir die letzten zwei Terme
aus (6.26) zusammen mit dem Ergebnis aus (6.27) in die Gleichung (6.26) ein, so erhalten
wir insgesamt

3

2 3 12 3 1 4 4 2
o - OO+ g 3OO+ 00 (6.29)
1 4

RS-
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Zu bemerken sei bei diesem Ergebnis, dafl wir es in allen Zwischenrechnungen auch noch mit
anderen Graphen zu tun hatten, die sich aber gegenseitig kompensiert haben. Darin spiegelt
sich die bereits angesprochene Ineffizienz unseres Verfahrens wieder. Diese Kompensationen
treten bei allen hoheren Rechnungen in noch viel stirkeren Masse auf. So auch bei der
Berechnung der néchsthéheren Ordnung der Vierer-Wechselwirkung 7%)34. Dazu bedarf es
aber der Kenntnis der Sechs-Punkt-Graphen von ag@,%. Nach (Rek. 16) gilt fiir diese

26 _ 553::( 5§ : (6.30)

Bei dem ersten Summanden wird an allen drei Graphen aus dem bereits bekannten Resul-
tat (6.29) eine Linienamputation durchgefithrt. Wir fiithren diese explizit an einem deren
Reprisentanten durch. Dabei erhalten wir

3 4 3 4 1 2 1 2
) 2 3 2 2 3 3
TR 1= R U= N € D SR < F e
6 5 6 5

In dem zweiten Summanden werden Graphen der zweiten Ordnung der Vierer-Wechselwir-
kung umgeformt. Diese werden durch drei identische Graphen représentiert. Demnach reicht

es schon, diese Umformungen an einem einzigen dieser Graphen durchzufiihren. Das machen
wir wie folgt:

2 3

el
)@( 2| iy 3 0 d48 1

8 8
05 06  9=X()=5 9= )=6
Xiﬁii} .
9= ) =6 9= )5  0=X()=6  O0=)=5
7 7 7 7

Hierbei sei noch zu bemerken, dafi sowohl die Funktionalableitung 6/0T'7g99 als auch die
Sechs-Punkt-Funktion cx(728)90’56 symmetrisch beziiglich der Indizes 7, 8, 9 und 0 sind. Des-
wegen brauchten wir diese Symmetrie nur bei einem dieser Ausdriicke explizit zu beriick-
sichtigen. In unserem Beispiel haben wir die symmetrische Form der Sechs-Punkt-Funktion
a(728)90’56 verwendet und brauchten bei dem Ableitungsterm auf die Symmetrie nicht zu ach-
ten. Auf diese Weise konnte die Regel (6.8) in einer vereinfachten Form angewandt werden.

Aus der Gleichung (6.32) erhalten wir nach Ausfiihrung der Anklebevorschriften
2 3 0
5 ) A 9 5
5 8>/©<9 * - 1= )E i 1= )E i i §< =4
R, 0T

{ @}
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Die Ergebnisse aus (6.32) und (6.33) fassen wir in der Form

3 4 3 4 2 1 2
1
AT TRAT SR G W § (034
6 5 6 6 6

zusammen, mit deren Hilfe wir dann nach (6.30) und mit den Ergebnissen fiir 7%)34 und

75%)34 die Sechs-Punkt-Funktion ag)34,56 erhalten als

4 3
35 - 1{ & & & &
) 6 2 1 4
1 6 5 5 6 6 5 5 6
4 2 4 2 1 3 1 3
5 R W . R
6 5 5 6 6 5 5 6
2 3 2 3 1 4 1 4
W R SR W S S (0

Mit diesem Resultat konnen wir nun die Vierer-Wechselwirkung in der vierten Ordnung
bestimmen. Dazu verwenden wir die Rekursion (Rek. 16), wonach sich die Gleichung

321 3014
1@3_ X 2_%1 \O/ 3_%1:@:4 (6.36)
)

herleiten ldsst. Mit Resultaten aus (6.25), (6.29) und (6.35) bekommen wir nach mehrmaliger
Anwendung der Anklebevorschriften das folgende Endergebnis fiir diese Ordnung der Vierer-
Wechselwirkung:

2+1 2+3 4+3

+1 4+1 4+2 3+2

2

l\Dll—‘

Wl
|

2 3 5 2 3

1 2 3 1 3 4 1 4
X = -5 X880 - § X8O - § IBOBC - R o
1 4
Auch auf dem Wege zu diesem Resultat mussten mehrere Graphen erzeugt werden, die in

(6.37) nicht mehr vorkommen. Genau genommen, nur der erste Term und die Terme drei
bis fiinf lieferten die im endgiiltigen Resultat vorkommenden Graphen, aber eben nicht nur
solche. Interessant ist auch zu bemerken, dafl auch bei der Erzeugung der Graphen fiir die
Sechs-Punkt-Funktion avja34 56 &hnliche Weghebungen einzelner Graphen nicht zu vermeiden
waren.

Etwas erfreulicher gestaltet sich der Erzeugungsprozess fiir Graphen der Selbstenergie 15.
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Aufgrund der Einfachheit deren Rekursionsbeziehung kommt es hier zu keinen Weghebungen.
Demnach ist das Verfahren in diesem Fall effizient. Die einzelnen f]lTGraphen lassen sich
mit den bereits bekannten Diagrammen der Vierer-Wechselwirkung leicht berechnen. Der
Beitrag niedrigster Ordnung ist in (Rek. 16) als Induktionsanfang explizit vorgegeben. Fiir
die néchste Ordnung ergibt sich nach (Rek. 16) mit p = 2

1 1
1 @ 2 = & 1 — 4 2@: (6.38)
Die vierte Ordnung erhalten wir mit Hilfe (Rek. 16) und (6.29) zu
1 1
- - 6.39
RO 3 a@# 2 (6:39)

Zum Schluss berechnen wir noch aus dem Ergebnis (6.37) den Beitrag der néichsten Ordnung

=(5)
DIPN

Die Ergebnisse (6.38)—(6.40) bzw. (6.29), (6.37) fiir die tadpolelose Selbstenergie bzw. die
Vierer-Wechselwirkung fassen wir in den nachfolgenden Tabellen 13 und 14 zusammen, die
wir noch um zwei weitere Ordnungen vervollsténdigen.
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P

#2.1

2 1/6 8>

(0,1;2)

#3.1
3 —1/4
(2,0:2)

&
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Tabelle 13: Diagramme der Vertex-Legendre-transformierten tadpolelosen Selbstenergie mit
deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur siebten Ordnung. Im Dreier-Tupel
(D,T; N) sind D und T entsprechende Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen und N ist

der Symmetriegrad.
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#2.1
2 -3/2 YO
(1,0;8)
#3.1
: /4 YROY
(2,0:8)
#4.1 #4.2
! DA 1-1°1= G =%
(3,0;8) (0,0;24)

Tabelle 14: Diagramme der Vertex-Legendre-transformierten Vierer-Wechselwirkung mit
deren relativen Gewichten in der ¢*-Theorie bis zur sechsten Ordnung. Im Dreier-Tupel
(D,T; N) sind D und T entsprechende Zahlen der Doppel- und Tripel-Bindungen und N ist
der Symmetriegrad.
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6.5 Vakuumdiagramme

Der Gegenstand dieses Abschnittes ist die mit (6.7) eingefiihrte Vertex-Legendre-transfor-
mierte freie Energie A = A[G,T']. Wir werden nun versuchen, diese Funktion durch die im
letzten Abschnitt eingehend untersuchte tadpolelose Selbstenergie 5 = 212[G, ] und
die Vierer-Wechselwirkung Vis3q = Viosu[G, T'| auszudriicken. Dazu berechnen wir zuerst
die Funktionalableitung 0A/dG1o bei festgehaltener ein-Teilchen-irreduzibler Vier-Punkt-
Funktion I'. Fiir diese gilt wegen (6.7) unter Benutzung der Vorschrift (5.5)

oA 0d 0d oV
‘ = ‘ + / ‘ 356 ‘ + g/ Viasa Gisa
r Vv 3 r 34

0G 12 0G 12 456 WVause la G2 4
g V3456 9/ O Vaus6
+ = G Gy — = G3:G13sG50Ggo T
8 Joise 34 3Gy Ir 56 24 /s issr00 0Ga IT 3748 Grsg g 17890
A Vizas G36G 147G 58 Tors — g Vosas G36G17Gss Ters1 . (6.41)
12 J34567s 12 J34567s

Die hierbei vorkommenden Funktionalableitungen der Funktion ® lassen sich nach der Glei-
chung (5.4) bestimmen. Fiir 0®/0G 1, ergibt sich dann mit Hilfe (3.9) und (5.6)

0d
G2

1,
3 G, — %/ Vigss Gias + % Visas G36G17Gss Tgrsa (6.42)
34 345678

-1
G12 -

voo2

und fiir §®/§V3456 wegen (2.51) und (6.6)

0 W p
6‘/23456 ‘G 6‘/—3456 ‘G‘l 24 { 34 56 + 35 46 4+ 36 45}
+ i G37G48G59G60 F7890 . (643)
24 7890

Setzen wir die Ergebnisse (6.42) und (6.43) in (6.41) ein, so erhalten wir den folgenden
Ausdruck fiir die gesuchte Funktionalableitung der Vertex-Legendre-transformierten freien
Energie:

oA

‘ _ 1 g
0G5 IT 2

G, -~
12 12

/ ‘/2345 G36G47G58 F6781 . (644)
345678

Mit diesem Resultat stellen wir weiterhin fest, dafl

oA 1 g
G —— = -0 — — G153 Vagse G17G53Ggg T : 6.45
/3 B 5Gm 3012 T 09 gy O s Grar G Gra Lrson (6.45)

Hieraus erkennen wir unter anderem, daf fiir das ungestérte Problem mit g = 0 und A = A
gilt

SA© 1
/3 Gis S = 30a (6.46)
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Durch Vergleich dieser Gleichung mit (5.31) stellen wir fest, dal die Losung von (6.46) bis
auf eine additive Konstante mit dem Funktional ®©® zusammenfillt und durch

1

AO = O = 5 Trin G (6.47)
gegeben ist. Ebenfalls gilt auch die Gleichung
SAO) 1

= -G} 6.48

mit der wir sofort die Bedingung (6.46) nachpriifen kénnen. Zu bemerken sei noch, daf
wir z.B. die Gleichung (6.47) auch sofort erhalten konnten, da die Vertex-Legendre-Trans-
formation lediglich die Rolle der Vierer-Vertizes betrifft. Weil diese aber im ungestorten
Funktional ®© nicht explizit vorkommen, kann dieses Funktional nach der Vertex-Legendre-
Transformation ungedndert {ibernommen werden.

Zur Losung des allgemeinen Problems separieren wir von dem Funktional A seinen un-
gestorten Anteil entsprechend der Zerlegung

A = A 4 Al (6.49)

Die Gleichung (6.45) lisst sich dann mit Hilfe (6.48) in eine Bestimmungsgleichung fiir den
Wechselwirkungsanteil der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie A umschrei-
ben. Diese schreiben wir in der Form

5/\ 1nt
/ Gy— = — 9 Vigss G15G26G37G s Tsers (6.50)
5G12 12 12345678

auf, oder mit Hilfe (3.5) umgeformt

1nt 1
G12 = — T4 F1234 G15G26G37G48 F5678
/ 6G12 12 12345678

1

Y1234 G15G26G37Gas T'sers (6.51)
12 J12345678

Erinnern wir uns ausserdem noch an (6.9), so kénnen wir die Identitit (6.50) auch anders
umformulieren:

1nt
/G12 6G12 = /G12221 . (652)

Mit einer weiteren diagrammatischen Bezeichnung

A = O (6.53)

konnen wir die Bestimmungsgleichungen (6.51) und (6.52) graphisch illustrieren:

(L -8 -8
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2 §1—2 2

Diese beiden Bestimmungsgleichungen kénnen wir auch in Rekursionsbeziehungen iiberfiihren.

( LGOI | (6.55)

Dazu verwenden wir die Stérungsreihe

Alint) Z A®) o - i @ _ (6.56)

Uberlegen wir uns noch, da§ hier in vélliger Analogie zur Gleichung (5.44) gilt

¢, §1C=>2 = i 20 &) (6.57)

so konnen wir folgende Rekursionsgleichungen mit p = 2, 3,4, ... herleiten:

1 1 SO\
O-2. O-=-5 @ - a @

(Rek. 17)

- ©-3&

(Rek. 18)

Um die Graphen der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie fiir die ersten Ordnun-
gen zu erzeugen, verwenden wir beispielsweise die Rekursionsbeziehung (Rek. 18). Fiir die

zweite Ordnung erhalten wir mit dem Resultat fiir die zweite Ordnung der Selbstenergie f)g)
aus (Rek. 16)
1

1 1
G):—g :—4—81=22=®=1:—4—8 : (6.58)

Dieses Ergebnis ist in (Rek. 17) auch explizit angegeben. Fiir die dritte Ordnung ergibt sich

dann mit dem Resultat (6 38)
6.59
. 48 @ (6.59)

und fiir die nichsten zwei Ordnungen wegen (6.39) und (6.40)

(6.60)

(6.61)

1
@ --%

Die Ergebnisse (6.58)—(6.61) werden in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst und noch

um zwei weitere Ordnungen vervollstindigt.
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p Q)
#2.1
2 —1/48
(0,0,1;2)
#3.1
3 1/48
(3,0,0;6)
#4.1
4 —1/128
(4,0,0;8)
#5.2
5 1/120
(0,0,0;120)
#6.2
6 1/48
(0,0,0;48)
#7.1
7 —1/1792
(7,0,0;14)

Tabelle 15: Graphen der Vertex-Legendre-transformierten freien Energie mit deren relativen
Gewichten in der ¢*-Theorie. Jedes Diagramm wird charakterisiert durch den Vierer-Tupel
(D, T,V; P), wobei D, T und V die jeweiligen Zahlen der Doppel-, Tripel- und Quadrupel-
Bindungen sind und P die Zahl der formerhaltenden Knotenpermutationen.
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6.6 Vertex-Legendre-Riicktransformation

Im vorherigen Kapitel haben wir im Rahmen der Linien-Legendre-Transformation bereits
die Graphen ohne Linienkorrekturen erzeugen kénnen. All diese kénnen aus keinen ande-
ren Graphen erzeugt werden durch Ersetzung deren Linien gegen die komplizierteren Zwei-
Punkt-Graphen. Diese Legendre-Transformation fiihrt uns in Verbindung mit der anschlies-
senden Vertex-Legendre-Transformation zu den sogenannten Skelett-Diagrammen. Dies sind
all diejenigen Graphen, die keinerlei Linien- oder Vertex-Korrekturen enthalten, und die al-
so in diesem Sinne topologisch elementar sind. Die Vier-Punkt-Skelett-Diagramme wurden
erzeugt, indem die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion I';534 als eine unabhéngige
Variable und die Vierer-Wechselwirkung V.34 als eine Funktion dieser Variablen aufgefasst
wurden.

Wie man der Tabelle 11 auf Seite 104 ansieht, sind die meisten Diagramme keine Skelett-
Graphen. Diese kénnen wir jedoch auf eine relativ einfache Weise mit Hilfe der inversen
Vertex-Legendre-Transformation wiedergewinnen. Hierbei wird versucht, die ein-Teilchen-
irreduzible Vier-Punkt-Funktion T' durch die Vierer-Wechselwirkung V' auszudriicken. Als
Ausgangspunkt dient uns die Definitionsgleichung fiir die Funktion + (6.1), die wir nun als
eine Zerlegung der Funktion I' ansehen:

2 2 3

X = X - ¥ . (6.62)

1 4 L4 1 4
Da die Funktion = die Beitrdge mindestens zweiter Ordnung enthélt, spielt sie bei der ersten
Ordnung noch keine Rolle, und wir kénnen die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion

bis zur ersten Ordnung in der Form
2 3

x = j><i + o (6.63)

174
ausschreiben. Bei der néchsten Ordnung sind die «y-Beitrdge zweiter Ordnung zu beriicksich-
tigen. Somit ergibt sich dann aus (6.62)

2 3

2 3 12 3 13 4 14 2
W o= X +2 X3 2 X0+ X - (66Y)
1 4 21 4 21 2 21 3

17 4
Setzen wir den I'-Ausdruck aus (6.63) in der rechten Seite der Gleichung (6.64) ein, so ergibt
sich

2 3

2 3 1 2 3 1 3 4 1 4 2
X =X, 5 0K+ 0G5 0K e

Als néchstes beriicksichtigen wir noch die dritte Ordnung der Funktion ~, die wir aus (6.29)

1

kennen, und schreiben die Zerlegung (6.62) in der Form

2 3 2 3 12 313 414 2
X = X+ 3B+ 5 XBC + 5 X
1 4 1 4 1 4 1 2 1 3
12 313 414 2

R0 51-1- GRS 7-1- R 21-1- G (1.0
41 441 241 3
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aus. Das Ersetzen der vollen Vertizes auf der rechten Seite dieser Gleichung durch deren Rei-
hendarstellung aus (6.65) ergibt dann im ersten Schritt bei ausser Acht lassen aller Beitrige

hoherer als dritter Ordnung
2 3 )

3 1 2 3 13 4 1 4 2
M= X+ X3 5 3B+ G+
4 14 1 4 1 2 1 3

4
3 4 i 2
3

3
1 4 1 4 1 2
+3 003 +5 B + 3 Y00 +
4 4 9 21 9 4 4 3 :
12 513 S 2
-1 0GB - XG0 -1 CB + (667

Das endgiiltige Resultat erhalten wir nach weiteren Ersetzungsschritten ebenfalls bei ausser

Acht lassen der Graphen hoherer als der dritten Ordnung:
2 3

2.3 1 (2 -3 3 __ 4 4 _ 2
>©<=><+5{>©<+>©<+>©<}
1 4 r 4 1 — 2 1 — 3

1 4

2 IUZ 1u4 1 3 4 3 3 2 2 4
1 2 3 4 2 3 4
+Z{1m4+1m3+1m2} Lo (6.68)

Hier entstand aufgrund der Vertex-Legendre-Riicktransformation ein neuer Graph, den wir

aus der Tabelle 11 auf Seite 104 als den Graphen #3.2 kennen. Dieser Graph ist also kein
Skelett-Diagramm. Interessant ist an dieser Stelle zu bemerken, dafl aus dieser Rechnung

der Kettengraph m sowohl aus dem Graphen m als auch aus dem Gra-
phen niederer Ordnung m hervorgeht. Hiermit wird offensichtlich, daf} dies auch

kein Skelett-Graph ist. Um sein Gewicht richtig bestimmen zu kénnen, brauchte man aller-

2

2
3 1 3
+ —
RO 1®4

DO | —

dings die beiden oben genannten Graphen als seine Quellen. Das ist auch bei den héheren
Ordnungen nicht anders. Die Kettendiagramme iibernehmen auch dort die Rolle der Korrek-
turgraphen. Die Diagramme #4.2, #5.2 und #6.2—4 der Tabelle 14 auf Seite 132 sind von
einer anderen Sorte. Diese sind echte Skelett-Diagramme und sind ausserdem im Gegenteil
zu den Kettengraphen allesamt zwei-Teilchen-irreduzibel. Auch alle Graphen, die aus diesen
durch die Vertex-Legendre-Riicktransformation hervorgehen, sind zwei-Teilchen-irreduzibel.
So entsteht beispielsweise der zwei-Teilchen-irreduzible Graph #5.3 der Tabelle 11 aus dem
Skelett-Diagramm #5.2 aus der Tabelle 14, was man ja unschwer nachpriifen kann. Auch
bei den hoheren Ordnungen scheint sich der Trend zu bestétigen, ldsst sich aber mit unseren
Mitteln nicht allgemein beweisen.

Nach unseren Untersuchungen der Vier-Punkt-Funktionen sind wir in der Lage, die Vertex-
Legendre-Transformation auch fiir die Selbstenergie zu invertieren. Dazu schreiben wir zuerst
die tadpolelose Selbstenergie in eine Reihe zerlegt aus:

1

1 1
1=®=2:61’®=2_11 ,t g @2+.... (6.69)

1 =
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Durch Ersetzen eines der vollen Vertizes durch den Ausdruck auf der rechten Seite von (6.68)
ergibt sich unter Beriicksichtigung der Graphen nur bis vierter Ordnung

o O R B)
= 231@2—%@#1@2}
é1@2+.... (6.70)

Weitere Ersetzungen der vollen Vertizes durch deren Reihendarstellungen ergeben nach
langeren Rechnungen das folgende Resultat:

1 1 11
R R A =S B4 W Sy 74 )
1 1
- - 6.71
4@: 8@2+ (6.71)

Aus dieser Rechnung erkennt man unschwer, dafl die Ringgraphen #3.1, #4.1 der Tabelle
13 keine Skelett-Diagramme sind. Diese werden in jeder Ordnung durch jeweils einen Ring-
graphen reprisentiert und sind in der Tabelle 13 die Graphen #5.1, #6.1 und #7.1.

Die Vertex-Legendre-Riicktransformation kénnen wir in einer analogen Weise auch auf die
Vakuumdiagramme ausweiten. Dabei werden die Graphen der Funktion ® bestimmt. Zuerst
bemerken wir jedoch, dafl das Funktional der Vakuumenergie A in diesem Fall eine Legendre-
Transformierte des Funktionals @ ist. Diese lassen sich aber vermittels der Identitit (6.7)
miteinander verkniipfen. Erinnern wir uns an dieser Stelle noch an die Gleichung (6.47), so
erhalten wir aus (6.7) mit den Zerlegungen (5.36) und (6.49)

q)(int) — A(int) _ g G12 ‘/1234[6!, ].-‘] G34

8 1234

+ 9 V1234[G, F] G15G256G37Gug Tsers . (6-72)
24 J12345678

Diese Umformung lisst sich auch graphisch darstellen:

@:%@@+i@+o. (6.73)

Mit Hilfe (6.58)—(6.61) konnen wir das Funktional ®(") demnach als die folgende Reihen-
zerlegung darstellen:

1 1
©:§©©+ﬁ @ 48@ 128
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Nun kénnen wir die vollen Vertizes durch den Ausdruck (6.68) sukzessive ersetzen. Im ersten
Schritt ergibt sich dabei

O-1038-20-:0 -+ Q
L L +i{ j+2@}—%@+”..(6.75)

48 96
Setzen wir den Ersetzungsprozess der vollen Vertizes fort, so erhalten wir das folgende Er-

N,

gebnis:

1 1 1 I — 1
O-10:50-:0 =04
@ 2 OO + 5 + 5 + T3 + 2 + ... (6.76)

Auch hier sind die sogenannten Ringgraphen #3.1, #4.1 u.s.w. keine echten Skelett-Dia-
gramme und konnen topologisch aus den Graphen niedrigerer Ordnungen erzeugt werden.
Sie werden jedoch zur Bestimmung der richtigen Gewichtsfaktoren bendtigt.




Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der vorliegenden Diplomarbeit bestand darin, effiziente Algorithmen zur rekursi-
ven graphischen Generierung von Feynman-Diagrammen und ihrer Gewichte am Beispiel
der ¢*-Theorie zu entwickeln. Mit Hilfe von Linien- und Vertex-Amputationen konnten die
Schwinger-Dyson-Gleichungen der ¢*-Theorie zu geschlossenen Gleichungssystemen ausge-
baut werden. Dabei wurden verschiedene Funktionaldifferentialgleichungen abgeleitet, deren
rekursive graphische Losung auf die zusammenhéngenden, die ein-Teilchen-irreduziblen und
die tadpolelosen Feynman-Diagramme der Zwei- und Vier-Punkt-Funktionen fiihrten. Aus-
serdem konnte durch die Linien- und Vertex-Legendre-Transformation gezeigt werden, wie
die Skelett-Diagramme der ¢*-Theorie graphisch rekursiv generiert werden kénnen.

Der Einfachheit halber beschrinkte sich die Diplomarbeit darauf, eine eng umrissene Pro-
blemstellung zu behandeln. Dabei ergaben sich interessante Fragestellungen, die erst im
Rahmen kiinftiger Studien behandelt werden kénnen. Dazu gehoren beispielsweise die fol-
genden drei Problemfelder:

AUTOMATISIERUNG DURCH COMPUTERALGEBRA:

Die Losung der graphischen Rekursionsbeziehungen wird zu héheren Ordnungen hin immer
komplizierter, da die Zahl der auftretenden Feynman-Diagramme stark zunimmt. Es liegt
deshalb nahe, dieses Verfahren mit Hilfe von Computeralgebra zu automatisieren. In der Ar-
beit [12] wurde am Beispiel der graphischen Rekursion fiir die Vakuumdiagramme (Gleichung
(Rek. 1) auf der Seite 17 dieser Diplomarbeit) gezeigt, dafl eine solche Automatisierung mit
einem MATHEMATICA-Programm prinzipiell moglich ist. Zunéchst wurde in Anlehnung
an die Diplomarbeit [26] eine Darstellung der Feynman-Diagramme in einer Matrizenform
verwandt, bei der die ganzzahligen Eintrige die Anzahl der Kanten zwischen den entspre-
chenden Knotenpunkten darstellen'. Dabei wurde aus allen moglichen Matrix-Darstellungen
fiir ein einzelnes Feynman-Diagramm eine Zahl abgeleitet, die die Topologie eines gegebenen
Diagramms charakterisiert. Anschliessend wurde gezeigt, dafl sich die jeweiligen Elementar-
vorgénge, die bei der Iteration der graphischen Rekursionsgleichung (Rek. 1) auftreten, in
die Matrixdarstellung umsetzen lassen. Hierzu zdhlen die Amputation einer Linie in einem

In der Graphentheorie spricht man dabei von den sogenannten Adjazenzmatrizen (siehe z.B. [39])
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Feynman-Diagramm, das Zusammenkleben einzelner Teilgraphen und die Verbindung zweier
dusserer Linien zu einer internen. Ausserdem konnte in dieses MATHEMATICA-Programm
die Generierung der zusammenhéingenden Zwei- und Vier-Punkt-Funktionsgraphen integriert
werden. Die Iteration entsprechender Feynman-Diagramme konnte bis zur stérungstheoreti-
schen Ordnung p = 6 durchgefiihrt werden.

Auf der Grundlage der in [12] gewonnenen Erfahrungen kénnten auch die in der vorliegenden
Diplomarbeit abgeleiteten graphischen Rekursionsbeziehungen entsprechend automatisiert
werden. Dadurch kénnten gerade die fiir die Renormierung der ¢*-Theorie notwendigen tad-
polelosen ein-Teilchen-irreduziblen Feynman-Diagramme effizient generiert werden. Zunéchst
sind die Diagramme, die bisher bei der Regularisierung in D = 4 — ¢ [26, 27 und in D = 3
[29, 30] Dimensionen bis zu 5 bzw. 7 Schleifen verwandt wurden, samt ihrer Gewichte zu
iberpriifen. Anschliessend kénnten auch die Graphen der darauffolgenden Schleifenordnun-
gen generiert werden, um hohere Schleifenrechnungen vorzubereiten.

BERECHNUNG VON FEYNMAN-INTEGRALEN:

Es ist zu untersuchen, ob die in der vorliegenden Diplomarbeit verwandten Methoden zur
rekursiven graphischen Generierung von Diagrammen in der ¢*-Theorie auch bei der Be-
rechnung der entsprechenden Feynman-Integrale herangezogen werden konnen. Hierbei sind
beispielsweise die beiden folgenden Ansétze erfolgversprechend:

e Im Anschluss an die automatische Generierung der Feynman-Graphen koénnte ein weiteres
Computerprogramm deren numerische Auswertung z.B. in D = 3 Dimemsionen durchfiihren.
Hierzu wurde in den Arbeiten [31, 32] ein effizienter Algorithmus vorgeschlagen, bei dem
fiir jedes Feynman-Integral eine Stérungsreihe bis zu hohen Ordnungen berechenbar ist. Es
fehlen allerdings noch weitergehende Untersuchungen zum Hochordnungsverhalten und zur
Resummation dieser Storungsreihen, um damit kritische Exponenten mit der erforderlichen
Genauigkeit berechnen zu kénnen. Ausserdem ist momentan noch unklar, inwieweit dieser Al-
gorithmus auch in der Lage ist, die bei manchen Feynman-Integralen in D = 3 Dimensionen
auftretenden Unendlichkeiten addquat zu behandeln. Es ist auf jeden Fall eine lohnenswerte
Aufgabe, die 6- bzw. 7-Schleifenrechnungen von Nickel et al. [29, 30] zu wiederhohlen, da
deren Ergebnisse unzureichend dokumentiert und nicht in Fachjournalen publiziert sind.

e Die in dieser Diplomarbeit abgeleiteten geschlossenen Schwinger-Dyson-Gleichungen kénn-
ten auch zur Entwicklung nichtperturbativer Ndherungsverfahren herangezogen werden. So
wird beispielsweise in der Arbeit [33] eine selbstkonsistente Losung der Dyson-Gleichung
vorgeschlagen. Hierzu wird die Existenz eines Phaseniibergangs angenommen, um fiir die
Korrelationsfunktionen einen einfachen Skalierungsansatz machen zu kénnen. Analoge Uber-
legungen in der Ginzburg-Landau-Theorie ermdoglichten in der Arbeit [34], den Einfluss
thermischer Fluktuationen des Ordnungsparameters und des Vektorpotentials auf den Pha-
seniibergang Normalleitung-Supraleitung in guter Nidherung zu beschreiben. Um entspre-
chend die geschlossenen Schwinger-Dyson-Gleichungen aus der vorliegenden Diplomarbeit
selbstkonsistent l6sen zu koénnen, benétigt man nicht nur fiir die Paarkorrelationsfunkti-
on, sondern auch fiir die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion einen brauchbaren
phanomenologischen Ansatz. Dabei ist zunéchst unklar, wie man im Rahmen eines solchen
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Ansatzes die Linienamputation operationalisiert, die in der Schwinger-Dyson-Gleichung fiir
die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion (5.13) auftritt. Man konnte auch einen an-
deren Weg einschlagen, bei dem man mit Hilfe solcher phédnomenologischen Ansétze fiir die
Paarkorrelationsfunktion und die ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion die Skelett-
Vakuumdiagramme der ¢*-Theorie berechnet. Fasst man die noch unbekannten Gréssen die-
ser Ansitze als Variationsparameter auf, so konnte man diese dadurch festlegen, dafl diese
die Vakuumenergie extremalisieren. Setzt man dann die so optimierten Variationsparameter
wieder in den phinomenologischen Ansatz ein, miissten sich brauchbare Naherungswerte fiir
die kritischen Exponenten ergeben.

UNTERSUCHUNG ANDERER FELDTHEORIEN:

Die in dieser Diplomarbeit gelungene funktionale Schliessung der Schwinger-Dyson-Gleichun-
gen in der ¢*-Theorie kénnte in entsprechender Weise auch in anderen Feldtheorien durch-
gefiihrt werden. Es liegt nahe, zunéchst das fermionische Analogon zum Energiefunktional
(1.2) der ¢*-Theorie

El¢] = /12 Gty + %/1234 Vis 10131y (7.1)

mit den Grassmann-Feldern ¢) und v zu betrachten. Es stellt beispielsweise das zweidi-
mensionale Hubbard-Modell dar, das in der Festkdrperphysik herangezogen wird, um die
ferromagnetischen und supraleitenden Eigenschaften stark korrelierter Elektronen zu unter-
suchen. Aufgrund der formalen Ahnlichkeit der beiden Energiefunktionale (1.2) und (7.1)
besitzen die Feynman-Diagramme des Hubbard-Modells dieselbe Topologie, wie die der
¢*-Theorie. Da aber nun die Kanten als gerichtete Linien aufzufassen sind, treten andere
Gewichte auf. Vermutlich wird sich das methodische Vorgehen bei der ¢*-Theorie direkt
auf das Hubbard-Modell iibertragen lassen. Das gilt wahrscheinlich insbesondere auch fiir
die Kommutationsbeziehungen (2.64) und (3.31), die fiir die Herleitung eines geschlossenes
Satzes von graphischen Rekursionsgleichungen in dieser Diplomarbeit von grundsétzlicher
Bedeutung waren. Es ist deshalb zu erwarten, dafl beispielsweise die Selbstenergie und die
ein-Teilchen-irreduzible Vier-Punkt-Funktion einem geschlossenen Gleichungssystem geniigt,
das strukturell dem zu der ¢*-Theorie angegebenen dhnelt (siche (3.12), (3.16) und (3.35)).

Eine wichtige Frage ist nun, ob dieses Gleichungssystem dazu verwandt werden kann, die
etablierten Ndherungsverfahren zur Losung des Hubbard-Modells weiter zu entwickeln. Bei-
spielsweise ist heutzutage die sogenannte FLEX-N#herung (“fluktuating exchange approxi-
mation”) weit verbreitet [35], die von Bickers, Scalapino und White [36] auf der Grundlage
der Arbeiten von Kadanoff und Baym [37, 38] entwickelt wurde. Es handelt sich hierbei um
eine Ndherung, die die mikroskopischen Erhaltungssétze fiir Teilchenzahl, Energie und Im-
puls erfiillt und die die Dichte- bzw. Spinfluktuationen stark korrelierter Elektronen jenseits
der Hartree-Fock-Nidherung beschreibt. Technisch gesehen beruht die FLEX-N&herung dar-
auf, da} die Vakuumenergie durch die sogenannten Ringdiagramme mit Kanten aus vollen
Zwei-Punkt-Funktionen und mit Vierer-Vertizes als Knoten angenédhert wird. Wiirde man
mit den in dieser Diplomarbeit verwandten Methoden die Schwinger-Dyson-Gleichungen des
Hubbard-Modells schliessen, so konnte man daraus ableiten, welche Vertexkorrekturen auf-
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treten, wenn die freie Energie durch die Skelett-Ringdiagramme genédhert wird. Es ist zu
untersuchen, inwieweit die Beriicksichtigung solcher Vertexkorrekturen einen Einfluss auf
die ferromagnetischen und supraleitenden Eigenschaften hat.

Bei der ¢*-Theorie bzw. dem Hubbard-Modell handelt es sich um die einfachst mogliche Feld-
theorie, da deren Feynman-Diagramme nur aus einer Kanten- und einer Knotenart aufgebaut
sind. Kompliziertere Verhéltnisse liegen in der Quantenelektrodynamik [25] mit zwei Kanten-
und einer Knotenart, in der ¢?¢*-Theorie [13, 14] mit einer Kanten- und zwei Knotenarten
oder in der skalaren Quantenelektrodynamik [17] mit zwei Kanten- und drei Knotenarten
vor. Die bisher fiir diese Feldtheorien abgeleiteten graphischen Rekursionsbeziehungen fiir
die Vakuumdiagramme zeigen, dafl beim Vorliegen mehrerer Knotenarten neben den Lini-
enamputationen auch die Amputationen von Knoten benétigt werden [14, 17]. Nur dann
ist man in der Lage, fiir die freie Energie bzw. die effektive Energie eine einzelne Funktio-
naldifferentialgleichung abzuleiten, deren rekursive graphische Losung die zusammenhéngen-
den bzw. ein-Teilchen-irreduziblen Vakuumdiagramme ergeben. Die funktionale Schlieesung
der Schwinger-Dyson-Gleichungen wurde schon erfolgreich in der Quantenelektrodynamik
durchgefiihrt [25], entsprechende Untersuchungen zur ¢3¢*-Theorie und der skalaren Quan-
tenelektrodynamik stehen aber noch aus.
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