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Kapitel 1

Einleitung

Die Bose-Einstein-Kondensation beschreibt die Entstehung einer makroskopischen Beset-
zung des Grundzustandes eines massiven Vielteilchen-Systems und wurde bereits 1924
von A. Einstein, basierend auf einer Arbeit von S. N. Bose zu masselosen Teilchen, vor-
ausgesagt [1, 2]. Da sie im Allgemeinen bei sehr niedrigen Temperaturen auftritt, konnte
ein experimenteller Nachweis erst nach der Entwicklung neuartiger Kiihlungsmethoden im
Jahr 1995 von E. A. Cornell, C. E. Wieman und W. Ketterle erbracht werden [3, 4]. Boso-
nische Atomgase werden stark verdiinnt in eine Atomfalle plaziert und abgekiihlt. Wichtig
ist hierbei, dass das Gas so verdiinnt ist, dass es sich beim Abkiihlen nicht verfliissigt und
auch nicht zu kristallisieren beginnt. In den gleichen Zeitraum wie die ersten Experimen-
te zur Bose-Einstein-Kondensation fallen auch einige theoretische Arbeiten, die sich mit
der Beschreibung der entsprechenden Bose-Einstein-Kondensate befassen. Im groflkanoni-
schen Ensemble lassen sich die thermodynamischen Gréfien mithilfe einer semiklassischen
Néherung analytisch berechnen, wobei die fithrende Ordnung dieser Entwicklung dem
thermodynamischen Limes unendlich vieler Bosonen entspricht. Die Korrekturen dieses
Limes, die der Endlichkeit des Systems Rechnung tragen, werden als Finite-Size-Effekte
bezeichnet und gerieten in den Blickpunkt der Arbeiten von S. Grossmann, M. Holt-
haus, N. J. van Druten und W. Ketterle [5, 6]. Nachdem auch der Einfluss der schwachen
Zwei-Teilchen-Wechselwirkung auf die kritische Temperatur, bei der die Bose-Einstein-
Kondensation auftritt, von L. P. Pitaevskii und S. Stringari berechnet wurde [7], war
es also moglich, die experimentell bestimmte kritische Temperatur auch quantitativ mit
theoretischen Berechnungen zu vergleichen. Der Finite-Size-Effekt der kritischen Tempe-
ratur wurde 1996 von E. A. Cornell und C. E. Wieman bestétigt [8], der Einfluss der
Wechselwirkung konnte 2004 von A. Aspect nachgewiesen werden [9].

Héufig werden zur theoretischen Beschreibung von Experimenten idealisierte Annah-
men zu den auftretenden Ein-Teilchen-Potentialen gemacht, beispielsweise werden die
fiir die Bose-Einstein-Kondensation verwendeten Atomfallen oft durch ideale harmoni-
sche Potentiale angendhert. Vernachlissigt werden dabei kleine storende Einfliisse, die
sich experimentell nicht beseitigen lassen, beispielsweise erzeugen Unebenheiten in den
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.1: Fotoaufnahme eines Laser-Speckle-Musters [10].

Bauteilen von Atomfallen mikroskopische Stérungen im Fallenpotential. Einige solcher
Storungen konnen durch Zufalls- bzw. Unordnungspotentiale modelliert werden. Hierbei
betrachtet man ein Ensemble von Zufallspotentialen, die zwar mikroskopisch verschieden
sind, sich aber makroskopisch durch die gleichen Eigenschaften charakterisieren lassen.
Anhand dieses Ensembles kann man analytisch einen Mittelwert iiber das Ensemble de-
finieren und entsprechend gemittelte physikalische Groéflen des Systems berechnen. Eine
andere Moglichkeit besteht darin, den Einfluss verschiedener Zufallspotentiale auf das
System jeweils einzeln numerisch zu berechnen und anschlieend den Mittelwert zu bil-
den.

Eine Besonderheit stellt die Unordnung in Bose-Einstein-Kondensaten dar, da man
an diesem System den Einfluss der Unordnung an einem makroskopischen quantenmecha-
nischen Objekt studieren kann. Da man natiirliche Zufallspotentiale nicht experimentell
kontrollieren kann, ist es notwendig, kiinstliche verdnderbare Zufallspotentiale zu erzeu-
gen. Hierfiir gibt es mehrere Moglichkeiten, von denen im Folgenden einige vorgestellt
werden.

Eine dieser Moglichkeiten stellen Laser-Speckle dar, wie sie in den Arbeitsgruppen von
A. Aspect und M. Inguscio an Bose-Einstein-Kondensaten angewandt werden [11, 12].
Laser-Speckle entstehen, wenn ein Strahl monochromatischen Lichtes durch eine trans-
parente Scheibe gefiihrt wird, die auf der der Lichtquelle abgewandten Seite eine raue
Oberfliache besitzt [13]. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass das Licht vollstédndig
polarisiert ist. Das durch die Scheibe dringende Licht erzeugt in zur Scheibe parallelen
Ebenen zufillige Intensitatsverteilungen, wie sie beispielsweise in Abbildung 1.1 zu sehen
sind. Man kann zeigen, dass die potentielle Energie von Atomen im elektrischen Feld in
der Regel quadratisch vom elektrischen Feld abhingt. Das Potential, welches durch das
Licht erzeugt wird, ist also direkt proportional zur Intensitét I. Bezeichnet "o die Mitte-
lung iiber verschiedene diffuse Scheiben, so besitzt die Intensitdt an einem Raumpunkt
die Wahrscheinlichkeitsdichte [13, (2.16)]

1 _
P[] = ?e—f/f, 1>0. (1.1)
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Abbildung 1.2: Links: Wahrscheinlichkeitsdichte (1.1) aufgetragen gegen die Intensitét
I/1. Rechts: Korrelationsfunktion zweier Intensitéiten (1.2) aufgetragen gegen DrAr/Az.

Hierbei wird der im Experiment betrachtete Teil des Speckle-Musters als so klein gewéhlt,
dass die Wahrscheinlichkeitsdichte (1.1) fiir alle Orte als identisch angenommen werden
kann. Die rdumliche Verteilung der Speckle wird durch die Korrelation der Intensitéit an
zwei Orten beschrieben. Man nimmt an, dass ein kreisrunder Teil der diffusen Scheibe
mit dem Durchmesser D ausgeleuchtet wird, da dies meist durch einen durch ein Linsen-
system aufgeweiteten Laserstrahl erfolgt. Fiir diesen Fall erhélt man die in Abbildung 1.2
dargestellte Korrelationsfunktion [13, (2.81)]

4J1(DrAr /) z)?
(DmAr/Az2)?

R(AF) =T |1+ (1.2)
mit dem Abstand Ar der betrachteten Orte in der Speckle-Ebene, dem Abstand z der
Speckle-Ebene von der diffusen Scheibe und der Wellenlédnge A des Lichtes. Die Grofie
eines Speckles Ar entspricht dem Wert, bei dem die Bessel-Funktion in (1.2) die erste
Nullstelle besitzt. Dies bedeutet, dass die Speckle fiir sichtbares Licht in der Regel einen
Durchmesser von einigen Mikrometern besitzen. Der Einfluss der Laser-Speckle auf ein
Quantengas lédsst sich also durch ein zweidimensionales Zufallspotential modellieren, das
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung wie (1.1) sowie eine Korrelationsfunktion wie (1.2) be-
sitzt, wobei jeweils die Intensitdt durch das Zufallspotential zu ersetzen ist. Analog ist
es moglich, auch ein dreidimensionales Zufallspotential zu erzeugen, indem man zwei aus
verschiedenen Richtungen kommende Speckle-Muster iiberlagert.

Eine experimentelle Realisierung findet sich beispielsweise in Florenz in der Gruppe
von M. Inguscio. Wie in der linken Grafik von Abbildung 1.3 dargestellt, wird dort ein La-
serstrahl der Wellenlénge A=822 nm durch eine diffuse Scheibe gefiihrt und anschliefend
in ein zuvor erzeugtes Bose-Einstein-Kondensat von %Rb Atomen reflektiert, das sich
in einer anisotropen zigarrenférmigen harmonischen Falle befindet. Der Einschaltvorgang
des Speckle-Potentiales soll dabei adiabatisch durchgefiihrt werden. Die Falle besitzt eine
Ausdehnung von 11 pm in radialer und 110 gm in axialer Richtung, letztere ist horizontal
und senkrecht zum einfallenden Laser-Licht ausgerichtet. Die Speckle besitzen eine Grofie
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Abbildung 1.3: Links: Experimenteller Aufbau zur Messung des Einflusses von Laser-
Speckle auf ein Bose-Einstein-Kondensat in der Arbeitsgruppe von M. Inguscio [12].
Rechts oben: Dichteprofile von Bose-Einstein-Kondensaten fiir verschiedene Speckle-
Intensitdten nach einer Expansion von 28 ms. Rechts unten: Dipol-Oszillationen von
Bose-Einstein-Kondensaten fiir verschieden starke Speckle-Intensitéaten.

von ungefdhr 10 pm. Um den Einfluss des Zufallspotentials auf das Kondensat messen zu
konnen, werden das Fallen- und das Zufallspotential abgeschaltet, die freigesetzten Ato-
me expandieren abhéngig vom Anfangszustand verschieden schnell. Nach 28 ms wird ein
zweiter Laserstrahl durch das Kondensat gesandt, dessen Intensitét anschlieffend ortsauf-
gelost mithilfe einer CCD-Kamera gemessen wird. Dieses Absorptionsverfahren erlaubt
einen Riickschluss auf die Teilchendichte in der Atomfalle, allerdings wird das Kondensat
dabei zerstort. In der rechten oberen Grafik von Abbildung 1.3 sind solche Dichteprofile
fiir verschiedene Stérken des durch die Speckle erzeugten Zufallspotentials dargestellt. Im
Experiment von M. Inguscio wird diese Speckle-Intensitdt in Einheiten von Hz gemessen.
Ohne Laser-Speckle wird ein fiir Bose-Einstein-Kondensate normales Absorptionsbild er-
zeugt, das in der Mitte ein ausgeprigtes Maximum aufweist. Bei einer Stérke von 50
Hz zeigt das Dichteprofil leichte Deformationen, wihrend sich das Kondensat fiir 360 Hz
in mehrere lokale Potentialminima zu verteilen scheint. Fiir 1200 Hz schlielich ist nur
noch eine breite Verteilung zu sehen, die darauf schlieffen ldsst, dass die Atome jetzt in
lokalen Potentialminima eingeschlossen sind. In der mittleren rechten Grafik von Abbil-
dung 1.3 sind zwei Absorptionsbilder fiir 0 Hz und 1700 Hz zu sehen. Das dritte Bild
zeigt das Dichteprofil, nachdem das Zufallspotential von 0 Hz auf eine Stérke von 1700
Hz erhoht und anschlielend adiabatisch wieder heruntergefahren wurde. In der Mitte der
Aufnahme ist wieder deutlich das Maximum zu erkennen, dass die Existenz eines Bose-
Einstein-Kondensates anzeigt. Hieraus schliefit M. Inguscio, dass das Dichteprofil fiir 1200
Hz in der oberen rechten Grafik nicht durch Erhitzen der Atomwolke zustande kommt.



Abbildung 1.4: In einem zweidimensionalen optischen Gitter befinden sich zwei verschie-
dene Atomarten, die ,,blauen* Atome sitzen in den Gittermulden, wahrend sich die ,,roten®
frei bewegen konnen.

Die untere rechte Grafik von Abbildung 1.3 zeigt den Verlauf von Dipolschwingungen des
Kondesates fiir verschiedene Stérken des Zufallspotentials, nachdem die Atomfalle ent-
lang seiner Achse um 25 pm ausgelenkt wurde. Zu erkennen ist, dass die Schwingung
mit groBer werdendem Zufallspotential eine zunehmende Dampfung erfahrt. Ab 1000 Hz
findet keine Schwingung mehr statt, alle Atome sind in lokalen Potentialminima gefangen.

Eine weitere Moglichkeit, Zufallspotentiale kontrolliert zu erzeugen, wurde von U. Ga-
vish und Y. Castin vorgeschlagen [14]. Dabei werden zwei verschiedene Atomarten in einer
Atomfalle platziert, die durch ein optisches Gitter iiberlagert wird. Ein optisches Gitter
wird dadurch erzeugt, dass zwei gegenlaufige Laserstrahlen gleicher Frequenz miteinan-
der interferieren und eine stehende Welle ausbilden. Die Wellenldnge der Laserstrahlen
und die Zusténde der Atome werden so gewéhlt, dass eine der Atomarten in den einzel-
nen Atommulden des optischen Gitters gefangen ist, wihrend die andere Atomart durch
das optische Gitter nicht beeinflusst wird. Dies kann dadurch geschehen, dass sich die
Atome in Zusténden befinden, deren Energie nicht oder kaum durch das elektrische Feld
verandert wird, so dass sie sich frei bewegen konnen. Dies hat zur Folge, dass die fixierten
Atome als feste Streuzentren fiir die beweglichen Atome dienen. Sind nur einige Mul-
den des Gitters durch Atome der fixierten Atomart besetzt, so kann deren Verteilung als
zufillig angenommen werden. Wie in Abbildung 1.4 dargestellt, bewegen sich die freien
Atome effektiv durch ein Zufallspotential, das durch die andere Atomart erzeugt wird.

Ein Experiment, das diesem Vorschlag nahe kommt, wurde von K. Sengstock und
K. Bongs in Hamburg realisiert [15]. Ein verdiinntes Gas, das groBtenteils aus einer bo-
sonischen Atomart besteht und mit einer geringeren Anzahl weiterer Atome einer fer-
mionischen Atomart verunreinigt ist, wird in eine Atomfalle eingebracht und so weit
abgekiihlt, bis aus den Bosonen ein Bose-Einstein-Kondensat entsteht. Nachdem dieses
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Abbildung 1.5: Dichteprofilaufnahmen fiir (a) ein noch nicht kondensiertes Gas von Bo-
sonen, (b) und (c) ein Bose-Einstein-Kondensat ca. 5 pum iiber einem 100 pm breiten
Draht in einem Atomchip aus der Gruppe von J. Schmiedmayer [18]. In (c¢) wurde das
Fallenminimum etwas entlang des Drahtes verschoben.

Stadium erreicht ist, wird das optische Gitter aktiviert und so eingestellt, dass die Bo-
sonen die Potentialbarrieren durchtunneln kénnen und die Fermionen als Streuzentren
fungieren. Der Unterschied zu Y. Castins Vorschlag besteht darin, dass auch die Bosonen
durch das optische Gitter beeinflusst werden. Auflerdem ist nicht klar, ob die Fermionen
tatsédchlich beim Einschaltvorgang in den Gittermulden fixiert werden oder sich noch be-
wegen konnen. Dies wiirde eine andere Unordungsart erzeugen, als in der vorliegenden
Arbeit behandelt wird, da sich die Streuzentren dann so anordnen, dass die Energie des
Gesamtsystems minimiert wird.

Eine andere Situation, in der sich die zu Beginn bereits angesprochenen Unordnungsef-
fekte durch Materialfehler bemerkbar machen, ist die Erzeugung von Bose-Einstein-Kon-
densaten in Atomchips. Atomchips bieten viele Moglichkeiten, Bose-Einstein-Kondensate
in verschiedenen Geometrien zu fangen und zu manipulieren [16]. Anwendung finden
Atomchips beispielweise in der Erstellung von Quantendots oder in der Quanteninfor-
mation. Die Atomchips befinden sich im Inneren von Atomfallen &hnlich denen der zuvor
vorgestellten Experimente. Nachdem die in die Atomfalle eingebrachten Bosonen mit-
tels Laser- und evaporativer Kiihlung stark genug abgekiihlt wurden, werden sie in den
Atomchip transferiert. Dort sind stromdurchflossene Leiter so plaziert, dass ein von au-
Ben angelegtes Magnetfeld zusammen mit den durch die Strome entstehenden Feldern
effektiv ein Potential erzeugt, das die Atome einféingt. Die Gruppen von C. Zimmermann
und J. Schmiedmayer berichten von nicht vernachlissighbaren Oberflacheneffekten [17, 18].
Unebenheiten an den Oberflichen der Drihte in den Atomchips fithren zu Fluktuationen
im Magnetfeld, die durch Unordnung beschrieben werden kénnen. In Abbildung 1.5 sind
Dichteprofilaufnahmen von Atomengasen zu sehen, die iiber einem Draht in einem Ma-
gnetfeld gefangen sind. In Grafik (a) wird ein noch nicht kondensiertes bosonisches Quan-
tengas gezeigt. In Grafik (b) hingegen sieht man ein Bose-Einstein-Kondensat in dem
gleichen experimentellen Aufbau mit Dichteschwankungen entlang des Drahtes. Grafik
(c) zeigt ebenfalls das Dichteprofil eines Bose-Einstein-Kondensates, bei dem das Fallen-
minimum etwas entlang des Drahtes verschoben wurde. Man erkennt im Vergleich, dass
die Dichteschwankungen in (c¢) nicht mitverschoben werden und schlieit daraus, dass die-
se durch lokale Magnetfeldverdnderungen enstehen, die durch Unebenheiten des Drahtes
verursacht werden.



Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Beschreibung von ungeordneten Bosonen. Hier-
bei wird ein ideales bosonisches Quantengas bei tiefen Temperaturen betrachtet, das sich
in einer harmonischen Falle befindet und durch ein schwaches Zufallspotential gestort
wird. Die Falle wird als isotrop angenommen, da dies einerseits die Rechnungen verein-
facht, andererseits aber auch den Vorteil besitzt, dass das Quantengas ohne Unordnung
in einer isotropen Falle invariant unter einer Drehung um eine beliebige Achse ist. Die-
se Vereinfachung macht es moglich, prinzipiell auch den Einfluss der Unordnung auf die
superfluide Dichte der Bosonen berechnen zu koénnen. Untersucht wird der Effekt der Un-
ordnung aber auf die kritische Temperatur, bei der die Bose-Einstein-Kondensation ein-
setzt. Das Zufallspotential wird als rdumlich GauB-korreliert angenommen, da dies eine
gute Néherung fiir viele Arten von Unordung wie zum Beispiel Laser-Speckles darstellt,
siche Abbildung 1.2. Berechnet wird neben der mittleren Verschiebung der kritischen
Temperatur, die bereits zuvor in der Arbeit [19] behandelt wurde, auch die Standardab-
weichung. Das Ziel dieser Berechnung ist ein besseres Verstandnis davon, wie der Einfluss
der Unordnung zu charakterisieren ist. Die Berechnung der Standardabweichung macht
es notwendig, die Verschiebung der kritischen Temperatur allgemein als ein Funktional
des Zufallspotentials zu berechnen und die Unordnungmittelung erst zum Schluss durch-
zufiihren. Es stellt sich heraus, dass dies zu einem von der Literatur abweichenden Ergebnis
fiir die Verschiebung der kritischen Temperatur fithrt. Zur Vereinfachung der Ergebnisse
soll der Limes grofler Teilchenzahlen betrachtet werden, eine Situation, die im Experiment
in der Regel vorliegt. Man stellt fest, dass hierfiir zunéchst eine verbesserte semiklassische
Néherung fiir Bosonen in einer harmonischen Falle hergeleitet werden muss, die es erlaubt,
die Finite-Size-Korrekturen vollstéindig beschreiben zu konnen. Als Anwendungsbeispiele
dieser Theorie werden die Finite-Size-Korrekturen der kritischen Temperatur, des Kon-
densatanteils und der Warmekapazitéit fiir D=3 Dimensionen mithilfe dieser Theorie bis
zu derjenigen niedrigsten Ordnung berechnet, die bisher nicht analytisch zugénglich war.

In Kapitel 2 werden zu Beginn in Abschnitt 2.1 einige thermodynamische Groéfien eines
idealen Bose-Gases in einer harmonischen Falle exakt berechnet. In Abschnitt 2.2 wird
das groffkanonische Potential vorlaufig durch ein sogenanntes effektives Potential genéhert,
das es erlaubt, die makroskopische Besetzung des Grundzustandes als Ordnungparameter
anzusehen. Auflerdem wird die in diesem Rahmen berechnete Teilchenzahlgleichung semi-
klassisch genédhert, um das Versagen dieser Theorie anhand unphysikalischer Divergenzen
aufzuzeigen. In Abschnitt 2.3 wird das effektive Potential so korrigiert, dass keine Diver-
genzen mehr auftreten und in Abschnitt 2.4 wird schlief8lich eine angepasste semiklassische
Néaherung fiir das korrigierte effektive Potential eingefiithrt und auf die kritische Tempe-
ratur, den Kondensatanteil und die Warmekapazitat fur D=3 Dimensionen angewandt.
AnschlieBend wird ein semiklassisch genédherter Vielteilchen-Propagator eingefiihrt, der
die beiden fithrenden Ordnungen der zuvor bestimmten Teilchenzahlgleichung reprodu-
ziert.

In Kapitel 3 wird zunéchst in Abschnitt 3.1 die Theorie zur Unordnung vorgestellt.
Danach wird in den Abschnitten 3.2 bis 3.5 das Bose-Gas durch ein effektives Potenti-
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al beschrieben und die Unordnung storungstheoretisch behandelt. In Abschnitt 3.6 erhélt
man einen quantenmechanisch exakten Ausdruck fiir die Verschiebung der kritischen Tem-
peratur als Funktional des Zufallspotentials fiir schwache Unordnung. Anschlieend wird
in Abschnitt 3.7 das Unordnungsmittel durchgefiihrt und die mittlere Verschiebung der
kritischen Temperatur und die Standardabweichung zu diesem Mittelwert berechnet. Die
Ergebnisse werden diskutiert und mit der Literatur verglichen.

AbschlieBend werden in Kapitel 4 die Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick
auf noch offene Fragestellungen gegeben.



Kapitel 2

Ideales Bose-Gas in harmonischer
Falle

Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung einiger Eigenschaften des idealen Bose-Gases in
einer isotropen harmonischen Falle V' (x) = Mw?x?/2. Diese ist von besonderem Interes-
se, da die meisten experimentell realisierten Atomfallen durch ein harmonisches Potential
angendhert werden kénnen. Zwar sind diese Potentiale im Allgemeinen anisotrop, aber
im Rahmen der in diesem Kapitel vorgestellten Theorien soll ein isotropes harmonisches
Potential betrachtet werden, da diese Annahme zu starken Vereinfachungen fiihrt. Prin-
zipiell miisste man zur statistischen Beschreibung solcher Bose-Gase das mikrokanonische
Ensemble verwenden, da die Teilchen in der Atomfalle isoliert vorliegen und weder Energie
noch Teilchen mit ihrer Umgebung austauschen kénnen. Da es aber bisher nicht méglich
ist, entsprechende mikrokanonische Rechnungen durchzufiihren, weicht man auf das ka-
nonische oder aber das groflkanonische Ensemble aus und muss dabei in Kauf nehmen,
einen systematischen Fehler zu machen [20]. Dieser Fehler verschwindet allerdings im
thermodynamischen Limes unendlich vieler Bosonen, da hier alle drei Ensembletheorien
die gleichen Ergebnisse liefern. In der vorliegenden Arbeit wird das groflkanonische En-
semble verwendet, da dieses die effizientesten Moglichkeiten bietet, ein Vielteilchensystem
zu beschreiben. Es werden im weiteren Verlauf die kritische Temperatur, unterhalb derer
die Bose-Einstein-Kondensation eintritt und die Temperaturabhingigkeit der Besetzung
des Grundzustandes sowie der Warmekapazitdt berechnet. Dabei ist es mdglich, mehre-
re Ansétze zu verfolgen, die in diesem Kapitel einzeln diskutiert und dann miteinander
verglichen werden. Sie unterscheiden sich darin, wie der Grundzustand des Systems be-
handelt wird. Dieser spielt bei der Beschreibung eines bosonischen Quantengases eine
besondere Rolle, da die Bosonen unterhalb einer kritischen Temperatur beginnen, diesen
makroskopisch zu besetzen.

In Abschnitt 2.1 wird ein Ansatz ausgearbeitet, bei dem die Zustandssumme eines
idealen bosonischen Quantengases so berechnet wird, dass der Grundzustand wie die an-
deren Zustédnde auch thermisch {iber einen Boltzmann-Faktor besetzt wird. Der Vorteil
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dieser Theorie ist die Einfachheit ihrer Annahmen, von Nachteil ist allerdings, dass man
in dieser Theorie eine kritische Temperatur nicht dadurch definieren kann, dass bei die-
ser die makroskopische Besetzung des Grundzustandes gerade verschwindet. Auflerdem
konnen die erlangten Ergebnisse nur numerisch ausgewertet werden, da die thermody-
namischen Relationen bei fester Teilchenzahl sowohl eine explizite Abhéngigkeit von der
Temperatur als auch eine implizite Abhéngigkeit von der Temperatur durch das chemische
Potential p besitzen. Dies macht es nétig, immer zuerst das chemische Potential aus der
Teilchenzahlgleichung fiir eine bestimmte Temperatur zu bestimmen. Somit kénnen der
Kondensatanteil, also der Anteil der Teilchen, die in den Grundzustand kondensiert sind,
die kritische Temperatur sowie die Warmekapazitéat nur auf numerischem Wege berechnet
werden.

Der zweite Ansatz, der in Abschnitt 2.2 ausgearbeitet wird, beruht auf dem feldtheore-
tischen Konzept des effektiven Potentials und beriicksichtigt das Bose-Einstein-Kondensat
gesondert. Zunéchst wird das effektive Potential vorlaufig auf bekannte Weise berechnet,
indem alle moglichen Fluktuationen der Schrodinger-Felder aufsummiert werden und der
Grundzustand mit dem Ensemblemittelwert der Felder identifiziert wird. Anschliefend
wird gezeigt, dass dieses effektive Potential auf Divergenzen am kritischen Punkt fiihrt,
die dadurch vermieden werden kénnen, dass bei der Berechnung des effektiven Potentials
beriicksichtigt wird, dass der Feldmittelwert senkrecht auf den Fluktuationen steht. Die
Theorie des effektiven Potentials hat den Vorteil, dass der Kondensatanteil als Ordnungs-
parameter betrachtet werden kann, da die makroskopische Besetzung des Grundzustandes
erst unterhalb einer kritischen Temperatur von null verschieden ist. Deshalb bezeichnen
wir diesen Ansatz als Theorie mit Ordnungsparameter, wiahrend der zuvor beschriebe-
ne erste Ansatz hingegen eine Theorie ohne Ordnungsparameter darstellt. Eine weitere
wichtige Eigenschaft des zweiten Ansatzes besteht darin, dass das chemische Potential
fiir Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur 7, auf die Grundzustandsenergie
festgelegt ist. Deshalb besitzen die thermodynamischen Groflen bei fester Teilchenzahl
fiir diesen Temperaturbereich nur eine explizite Temperaturabhingigkeit. Diese Ergeb-
nisse lassen sich mithilfe einer sogenannten semiklassischen Naherung auswerten, die fiir
grofle Teilchenzahlen bzw. hohe Temperaturen gute analytische Naherungen an die exak-
ten Werte liefert. Die Resultate der Ndherungen lassen sich in verschiedene Ordnungen
beziiglich der jeweiligen Potenz der Teilchenzahl anordnen. Die fithrende Ordnung bleibt
im thermodynamischen Limes bestehen, wahrend die restlichen Ordnungen verschwinden.
Bei dem vorlédufigen effektiven Potential treten in dieser systematischen Entwicklung al-
lerdings immer Terme auf, die am kritschen Punkt divergieren. Dies liegt daran, dass der
Grundzustand in diesem sowohl im Ensemblemittelwert als auch in den Fluktuationen
der Schrédinger-Felder beriicksichtigt wird, und veranschaulicht, dass bei der Berechnung
des effektiven Potentials der Mittelwert senkrecht auf den Fluktuationen stehen muss.

In Abschnitt 2.3 wird das effektive Potential korrekt berechnet, indem die Fluktuatio-
nen der Schrodinger-Felder im Grundzustand nicht beriicksichtigt werden. Dieser Ansatz
erlaubt es im Prinzip, systematisch alle Ordnungen der semiklassischen Néaherung fiir
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thermodynamisch relevante Groflen zu berechnen. Wir zeigen anhand des Kondensatan-
teils, der kritischen Temperatur und der Warmekapazitat, wie sie sich in semiklassischer
Néherung bis zu der Ordnung berechnen lassen, die zuvor mit dem vorlaufigen effektiven
Potential nicht zugénglich war.

2.1 Theorie ohne Ordnungsparameter

Man berechnet zunéchst das groflkanonische Potential des idealen bosonischen Quanten-
gases exakt, ohne den Grundzustand gesondert zu behandeln und leitet aus diesem dann
die Teilchenzahlgleichung und die Warmekapazitit her. Von Nachteil ist dabei, dass diese
Ergebnisse nur auf numerischem Wege berechenbar sind.

2.1.1 Grofl)kanonisches Potential
Der allgemeine Ausdruck der grofkanonischen Zustandssumme lautet [21, (2.7.33)]

Z=5Sp (e—ﬁ(ﬁ—uN)) — Z e~ BB —uNy) (2.1)

v

wobei H und N den Hamiltonoperator und den Teilchenzahloperator des Systems sowie
E, und N, die Energie und die Teilchenzahl zum Mikrozustand v beschreiben. Auflerdem
gilt 3 = 1/kgT. Dabei nummeriert v die verschiedenen Zustidnde, die sich durch die
Besetzungszahlen der Einteilchenzustinde ausdriicken als v = {ny,ns,...}={nn}. Da
wir zundchst ein System ohne Wechselwirkung betrachten wollen, gilt

No=Y nn, E,=) nyb,. (2.2)

Hierbei bezeichnen die F, die Energieeigenwerte der Einteilchenzusténde. In dieser Be-
setzungszahldarstellung erhélt man fiir die Zustandssumme

Z=1[> e rEnmm (2.3)

n nn

mit n,=0,1,...,00. Unter der Bedingung, dass das chemische Potential u stets kleiner
bleibt als der niedrigste Energieeigenwert Ej, das heisst

u<k, fiir allen, (2.4)

ldsst sich die geometrische Reihe in (2.3) ausfithren und man erhélt

1
2=l (2:5)



12 KAPITEL 2. IDEALES BOSE-GAS IN HARMONISCHER FALLE

Diese Zustandssumme ist eine statistische Grofle, aus der man geméaf

1
Q=—=logZ
g
das dazugehorige groflkanonische Potential berechnen kann:
1
Q = = log[l—e BB 2.6
5218 ] (2.6)

2.1.2 Teilchenzahlgleichung

Das grofikanonische Potential ist in der Thermodynamik der Ausgangspunkt, um wei-
tere thermodynamisch relevante Groflen zu berechnen. Hierzu ist es notwendig, sich an
die Grundrelation der Thermodynamik fiir reversible Prozesse zu erinnern, bei der das
Differential der inneren Energie U eingefiihrt wird [21, (3.6.1)]:

dU =TdS — pdV + pdN . (2.7)
Dieses geht durch die doppelte Legendre-Transformation
Q=U-TS —uN (2.8)
iiber in das Differential des groflkanonischen Potentials €2:
dQY = —SdT — pdV — Ndpu . (2.9)
Aus dieser Relation erhédlt man unmittelbar die thermodynamischen Identitéiten

o0
or

o2
ov

N (2.10)

S = , - )
T.u op TV

) b=
Vi

Fiir die Teilchenzahl folgt dann mit (2.6) und (2.10) entsprechend

1
N = > FEma (211)

n

Dabei wird in der Teilchenzahlgleichung iiber die sogenannten Bose-Einstein-Verteilungen
summiert, welche die Wahrscheinlichkeit der Besetzung eines Zustandes mit den Quan-
tenzahlen
m
n= : (2.12)

np
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(u-Ep) /hw T (u-Bo) /0w
0.5 15 5 1/Tc i 125 '/Tc
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Abbildung 2.1: Renormiertes chemisches Potential (u — Ey)/hw aufgetragen gegen T'/T.
fiir N=10% Teilchen (blaue Kurve) bzw. N=10* (schwarze Kurve) fiir die Fallenfrequenz
w=2m-40 Hz.

angeben. Im néchsten Schritt spezialisieren wir das groflkanonische Potential und die
Teilchenzahl auf die harmonische Falle. Dazu verwendet man die Reihenentwicklung des
Logarithmus in (2.6) bzw. die geometrische Reihe in (2.11) und setzt die Eigenwerte
Eyn=hw(n; + ... +np+ D/2) des harmonischen Oszillators in D Dimensionen in (2.6)
ein. Danach kénnen die Summen {iber die Quantenzahlen ausgefiihrt werden, die sich mit
Hilfe der geometrischen Reihe vereinfachen lassen. Man erhélt

66“ EO 1

Q = Z (= (2.13)

1
_ B(u—Fo)k
N = E:e o Ty (2.14)
=1

mit der Grundzustandsenergie Ey = Dhw/2. Die Teilchenzahl N ist eine Funktion der
Temperatur sowie des chemischen Potentials. Deshalb ist es moglich, durch numerische
Auswertung von (2.14) das chemische Potential p als Funktion von 7" und N zu erhalten.
In Abbildung 2.1 kann man feststellen, dass das chemische Potential gem&8 (2.4) fiir alle
Temperaturen kleiner als die Grundzustandsenergie bleibt und fiir 7|0 gegen null strebt.
Die in der Abbildung verwendete kritische Temperatur T, charakterisiert die Entstehung
eines Bose-Einstein-Kondensates und wird im néchsten Abschnitt definiert. Man erkennt
auferdem in Abbildung 2.1, dass das dimensionslose chemische Potential (u—FEy)/hw bei
steigender Teilchenzahl N im Bereich T'<T, kleiner wird, wahrend es fiir T>T, gegen
groflere negative Werte strebt.
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No /N
1

05 1 T/Tc
Abbildung 2.2: Kondensatanteil Ny/N aufgetragen gegen T'/T. fiir N = 10® Teilchen
(blaue Kurve) bzw. N = 10* (schwarze Kurve) fiir die Fallenfrequenz w=27-40 Hz. Die

kritischen Temperaturen betragen T,=16,65 nK fiir N=10% Teilchen und 7.=37, 55 nK
fiir N=10%.

2.1.3 Besetzung des Grundzustandes

Im Hinblick auf die Bose-Einstein-Kondensation ist die Besetzung des Grundzustandes
von besonderem Interesse. Dazu betrachtet man in (2.11) den Beitrag des Grundzustandes

1

No = eBEo—m) — 1

(2.15)
zur Gesamtteilchenzahl. Hierbei ist (2.15) dadurch numerisch auszuwerten, dass man die
aus (2.14) bestimmte Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials einsetzt. Es zeigt
sich dabei, dass man bei stetiger Verringerung der Temperatur ab einem bestimmten
Wert eine plotzliche VergréBerung des Kondensatanteils erhilt. Diesem Ubergang soll
im Folgenden eine kritische Temperatur 7T, zugeordnet werden. Hierzu sucht man sich
diejenige Temperatur 7', bei der die Funktion (2.15) in Abhéngigkeit von T' die grofite
Kriimmung aufweist. Wie man an Abbildung 2.2 erkennen kann, nimmt die Kriimmung an
T, mit steigender Teilchenzahl zu. Dies fithrt dazu, dass der Kondensatanteil bei T=T,. mit
steigender Teilchenzahl gegen null strebt. Fiir 7|0 hingegen gehen immer mehr Teilchen in
den Grundzustand iiber, so dass am absoluten Nullpunkt alle Teilchen in das Kondensat
iibergegangen sind.

2.1.4 Wairmekapazitit

In diesem Abschnitt wird die Warmekapazitiat Cy des idealen Bose-Gases in einer har-
monischen Falle fiir D=3 Dimensionen berechnet. Die Warmekapazitit erhdlt man tiber
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die Beziehung [21, (3.2.2a)]
ou

o |,y
Die innere Energie U muss dazu noch aus dem groflkanonischen Potential mittels der
doppelten Legendre-Transformation (2.8) gewonnen werden. Zur weiteren numerischen

Auswertung von (2.16) ist es aber giinstig, das grofkanonische Potential (2.13) in eine
andere Darstellung zu iiberfithren. Hierzu leitet man die Identitdt der geometrischen Reihe

o
> "=

Cy = (2.16)

(2.17)
m=0
zweimal beziiglich des Argumentes z ab und erhélt
! i +1)(m+2)2" ! (2.18)
- (m (m 2™ = . .
2~ (1—2)3

Dieses Ergebnis ermoglicht es nun, das groSkanonische Potential (2.13) in D=3 Dimen-
sionen umzuschreiben zu

1 B(p—FEo)k
b= ‘ﬁZ%DmH)(mH) e mheth (2.19)
k=1 m=0

Verwendet man die Darstellung der polylogarithmischen Funktion
— 2.2
-y 2
k=1
so reduziert sich (2.19) auf [20]
Q = —=) (m+1)(m+2)¢ (P Formi) (2.21)

Diese Form des grofkanonischen Potentials wird nun verwendet, um die Wéarmekapazitét
C'y zu berechnen. Fiir die Entropie und die Teilchenzahl erhdlt man gemé8 (2.10) zunéchst

§ = DS o 2) | By ()

— ¢ (PlBo-mnw)y | (2.22)

1 o0
N = 52 (m + 1)(m + 2)¢p (P Fommmw)y (2.23)
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Nach Einsetzen von (2.19), (2.22) und (2.23) in (2.8) ergibt sich dann die innere Energie
U zu

U= % i(m + 1) (m + 2)(Ey + mhw)( (e Fommhie)y (2.24)

m=0

Fiir die Warmekapazitét (2.16) folgt dann zunéchst

B

Cy = — i(m + 1)(777/ + 2)(# — Ly — mhw)(EO + mhw)cil (eﬁ(uon—mhw))

o

+ T |y

(m + 1)(m + 2)(Ey + mhw)(_; (e Fommhe) (2.25)

N N
WE

0

3
Il

Die dabei auftretende innere Ableitung entnimmt man der Teilchenzahlgleichung (2.23),
indem man diese bei festem N nach T differenziert,

_8_]\7 — é N L B(p—Eo—mhw)
0=, = 2n§:jo<m+1><m+z>[ L= By = mhw)C )
9
N Gl (2.26)
V.N

Hieraus erhalt man

5 1 i (m’+1)(m/+2)(lu —E,— mth)C—1 (QB(H*EO*m’hw))

H m—=0

ar|,y T 3 . (2.27)
6T V,N T Z (m//+1>(m//+2>cil (eﬁ(M—Eo—m”hw))

m/'=0

Setzt man dieses Ergebnis in (2.25) ein, so folgt schliefllich fiir die Warmekapazitét

Ov = B S 1) ms2)c (20

m=0

>oom/(m/4+1)(m'+2)(—4 (eﬁ(H*EO*m'h‘*’))
m/=0
X |m — >

(2.28)
> (1) (m+2) -y (e o)

m'’'=0

Man kann anhand von Abbildung 2.3 erkennen, dass sich die Warmekapazitéit an der
kritischen Temperatur stark vergroflert und dabei stetig bleibt. Fiir 7' 0 lduft die Warme-
kapazitit gegen null, wie man aufgrund des dritten Hauptsatzes der Thermodynamik
erwarten wiirde [21, (A.5)]. Als Vergleich ist das Gesetz von Dulong-Petit eingezeichnet,
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C /Nkp

10+

8t

T/Tc

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.3: Wirmekapazitit (2.28) aufgetragen gegen T'/T, fiir N=10* (blaue Kurve)
bzw. N=10° (schwarze Kurve) fiir die Fallenfrequenz w=2m-40 Hz. Die gestrichelte Linie
entspricht dem Gesetz von Dulong-Petit fiir V dreidimensionale harmonische Oszillatoren.
Die kritischen Temperaturen lauten 7, = 37,55 nK fiir N=10* und 7, = 82,45 nK fiir
N=105.

das man aufgrund einer klassischen Betrachtung im Hochtemperaturlimes T'—oo erwar-
ten wiirde. Auflerdem kann man der Abbildung entnehmen, dass die Warmekapazitét
unterhalb von T, mit steigender Teilchenzahl anwéchst, wiahrend sie oberhalb von 7. mit
zunehmender Teilchenzahl abfillt. Auffillig ist auch, dass die Steigung der Wérmekapa-
zitdt mit steigender Teilchenzahl am Sprung zunimmt und dass der Schnittpunkt beider
Kurven bei T=T, zu finden ist. Das jeweilige Maximum liegt bei beiden Kurven jedoch
bei einer Temperatur 7'<T..

2.2 Theorie mit Ordnungsparameter

Das nun folgende Modell fiir das Bose-Gas verfolgt einen anderen Ansatz und wird es
moglich machen, analytische Néherungen fiir thermodynamische Groflen zu gewinnen.
Zunéchst definiert man vorldufig das effektive Potential {iber ein Funktionalintegral, bei
dem iiber alle méglichen bosonischen Schrodinger-Felder (kurz: Bose-Felder) aufsummiert
wird und das Bose-Einstein-Kondensat als deren Ensemblemittelwert definiert wird. Hier-
bei treten Probleme auf, die durch ein darauf folgendes korrigiertes effektives Potential
vermieden werden. Um den Ansatz des effektiven Potentials zu motivieren, wird zuerst die
Quantenstatistik eines Teilchens behandelt, das an ein dufleres Warmebad angekoppelt
ist.
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2.2.1 Kanonische Zustandssumme fiir ein Teilchen

Zunéchst beginnt man mit der Betrachtung der quantenmechanischen Zeitentwicklungs-
amplitude (x;, tp|X,, t,) eines Teilchens, das sich vom Raum-Zeit-Punkt (x,, t,) zum Raum-
Zeit-Punkt (xp, t,) bewegt. Diese Zeitentwicklungsamplitude geniigt dem Anfangswertpro-
blem

0 .
Zh% <Xb7tb|xa7ta> = HE<Xb><vatb‘Xa7ta>
b

lm (xp, tp|Xa, ta) = 0(xp — Xq), (2.29)

ty—ta

wobei Hp den Hamiltonoperator eines einzelnen Teilchens bezeichnet, dessen Eigenwert-
problem

}AIE<X)1/}H(X) = Enn(x) (2.30)

lautet. Die Zeitentwicklungsamplitude ist invariant unter einer gemeinsamen Zeittransla-
tion
<Xb,tb +t0‘Xa,ta —|—t0> = <Xb,tb|Xa,ta> s (231)

woraus unmittelbar
<Xb7tb|Xa7ta> = <Xb7tb - ta|Xa70> (232)

folgt. AuBlerdem wird in diesem Fall das Anfangswertproblem gel6st durch
(Xp, to|Xa, ta) = (xp|e™HE@ )/ ) (2.33)

Formt man diese Darstellung noch mittels der Vollstédndigkeitsrelation der Energieeigen-
zustiande ¥y, (x) um, so fiihrt dies auf die Spektraldarstellung der Zeitentwicklungsampli-
tude

(Xp ty[Xar ta) = D tha(xp) 5 (x4 ) e Pnltota)/ I (2.34)

Eine wichtige andere Darstellung der Zeitentwicklungsamplitude ist die Pfadintegraldar-
stellung. Dabei erhdlt man die Amplitude (x,, ty|Xq, t,) durch Aufsummieren aller mogli-
chen Wege vom ersten zum zweiten Raum-Zeit-Punkt:

x(ty)=%p
(Xp, tp|Xq, ta) = / Dx AR (2.35)

(ta)=xa

Integriert wird dabei iiber eine oszillierende Exponentialfunktion, welche die klassische
Wirkung

Ax] = /tt dt {%x%) - V(x(t))} (2.36)
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im Argument beinhaltet. Mit diesen Vorbereitungen ist es moglich, nun die Einteilchen-
Zustandssumme

Zp = Sp (e*ﬁﬁE> (2.37)

zu berechnen. Hierzu ist die Spur in der Basis der Ortseigenzustidnde auszuwerten:
Zp = /dDa:<X\eﬁﬁE\x> . (2.38)
Diese Gleichung ldsst sich mithilfe von (2.33) umschreiben zu
Zp = / AP (x, —h|x, 0) (2.39)

Die Uberfithrung der Zeit zu einer imaginéren Zeit t, —t, = —if wird als Wick-Rotation
bezeichnet. Man definiert dazu die Imaginérzeitentwicklungsamplitude

tbzflhﬁ

<Xb7 h/8|xa70>e - <Xb7tb|Xa7ta> 9 (240)

tq=0

wobei der Index e im Folgenden weggelassen wird. Die klassische Wirkung wird unter der
Transformation 7 = o zu A[x] = 1.A.[x], wobei

A fx] = /0 Vi {%x%) + V(X(T))} | (2.41)

die sogenannte euklidische Wirkung bezeichnet. Setzt man (2.35), (2.40) und (2.41) in
(2.39) ein, so erhdlt man fiir die Einteilchen-Zustandssumme

x(hB)=x
Zp = /de/ Dx e~ AcXI/h (2.42)
x(0)=x

Die Integration in (2.42) ergibt insgesamt eine Integration iiber alle in der Imaginérzeit
periodischen Pfade x(7) mit der Bedingung x(0) = x(h/f3), was durch die Notation

Zp = f Dx e~ Aelxl/h (2.43)
zum Ausdruck gebracht wird.

2.2.2 Funktionalintegral fiir grof3kanonische Zustandssumme

In diesem Abschnitt wird die grokanonische Zustandssumme Z iiber ein Funktionalin-
tegral definiert. Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass man die Einteilchen-
zustandssumme (2.43) erhilt, indem man Exponentialfunktionen mit der euklidischen
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Wirkung (2.41) als Argument iiber alle moglichen Pfade aufsummiert. Dieses Ergebnis
verallgemeinert man und definiert die groffkanonische Zustandssumme zu [22]

Z = f Dy f Dy e~ AW WI/R (2.44)

Das Integral beschreibt ein Funktionalintegral {iber alle moéglichen bosonischen Schrédinger-
Felder ¢*(x, 7),1(x, T), die periodisch in der Imaginérzeit sind. Was genau das bedeutet,
wird spéter noch festlegt werden miissen. Zur Herleitung der Periodizitét betrachtet man
den Mittelwert des Feldoperators (x,t) [23]:

(b(x,1)) = %Sp @(x, t)e‘ﬁ(ﬁ‘”m> : (2.45)

Diesen Heisenberg-Operator kann man iiber die Beziehung

~

D(x, 1) = e TN g (x 0)e HonNL/R (2.46)

aus dem dazugehorigen Schrodinger-Operator gewinnen. Benutzt wurde hierbei der fiir
das groflkanonische Ensemble modifizierte Hamilton-Operator K=H—puN. Setzt man die
Beziehung (2.46) in den Mittelwert des Feldoperators (2.45) ein, so erhilt man

~

(1)) = 5 Sp (B9 Yo o) B (2a7)
was sich wie folgt umschreiben lésst:

' _1 —B(A—R) (AN (t—ehB)/h ) (- (t—1hB) /P

(1)) = 5 5p (e e B(x,0)e NP

Auflerdem kann man ausnutzen, dass man die Operatoren innerhalb der Spur zyklisch
vertauschen kann:

(D(x, 1)) = 1 Sp (ewﬂwm(mhﬂ)/fzwx 0)e*Z(IﬁI*uN)(t*zhﬁ)/hefﬁ(ﬁ*uN)) (2.49)
b Z b * *

Aus diesem Ergebnis folgt mit (2.46) wiederum

~

(e t) = 50 (D0ct—hB)e P TH0) = (Dt —hg) . (250)

Fiihrt man an dieser Gleichung eine Wick-Rotation ¢ = —u7 durch, so ergibt sich

~

(b, 7)) = ($(x, 7+ 1)), (2.51)

woraus folgt, dass die Bosefelder 1(x, 7), 9 *(x, 7) periodisch in der Imaginérzeit sind.
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Um zu bestimmen, welche euklidische Wirkung hier zu verwenden ist, wendet man
sich der klassischen Feldtheorie der nichtrelativistischen Quantenmechanik fiir Bosonen
zu. Man betrachtet die Schrodinger-Felder ¢ (x,t) und ¢*(x,t) als unabhéngige Felder
und leitet aus deren Bewegungsgleichungen

zh%w(x, t) = {—QH—MA + V(x )} »(x,t), (2.52a)
—zh%w*(x, t) = {—QH—MA + V(x )}lp*(x, t) (2.52b)

das zugrunde liegende Variationsverfahren ab. Zunéchst multipliziert man (2.52a) mit
der Variation §¢*(x,t), (2.52b) mit d¢)(x, t) und addiert beide Gleichungen. AnschlieBend
fithrt man eine Integration {iber Raum und Zeit aus und erhélt

j dt / d’x {m (W(X’ t)%w(x, t)—6u(x, t)%z/}*(x, t)) (2.53)

il (w (3, ) A (x, O+ x, D) A0 (x, t>) Vix >5<¢*(X’ i, t)ﬂ |

Der zweite Term mit zeitlicher Ableitung wird einmal partiell integriert, danach werden
Variation und partielle Ableitung des Feldes vertauscht. Die Randterme, die durch die
partielle Integration entstehen, fallen weg, da die Variationen an den Integrationsgren-
zen verschwinden sollen. Auf gleiche Weise verfahrt man mit dem zweiten Term, der eine
rdumliche Ableitung besitzt. Bei diesem wird der Laplace-Operator durch zweifache par-
tielle Integration auf die Variation des Feldes tibertragen. Dadurch wird (2.53) zu

O—5/dt/dD:cw (x,1) [m +2FL—MA V(x)|¥(x,t). (2.54)

Das so erhaltene Variationsverfahren der Form

Al*, 9] =0 (2.55)

stellt das Hamiltonsche Prinzip in der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Feld-
theorie dar. Die Wirkung lautet entsprechend

/dt/d%w (x,1) [m +%A V(x)|(x,1). (2.56)
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Als néchstes transformiert man die Wirkung durch eine Wick-Rotation zur Imaginérzeit
und erhilt die euklidische Wirkung

Av,v) = 70;7 [P e g vy . (2an)

Auflerdem soll die Teilchenzahl N durch Einfiihrung des chemischen Potentials p fixiert
werden. Man zieht also in (2.57) das chemische Potential ¢ multipliziert mit der mittleren
Teilchenzahl ab:

Al 9] = 7d7 [ v s -ulvix ). (259

Dies ist die gesuchte euklidische Wirkung fiir die groflkanonische Zustandssumme. Eine
andere wichtige Darstellung von (2.58) lautet

h3 B
A" ] = h/dT/dT’/de/dD:c'w*(x, Gy (x, 7%, )b (x, ) (2.59)
0 0

mit dem Integralkern

Gyl(x, 7%, 7) = %5(}( —x)o(r—7) {h% + Hp(x) — ,u} : (2.60)

Wichtig ist aulerdem, auf die Zeitordnung im Funktionalintegral zu achten, d. h. dass bei
gleichen Zeiten im Funktionalintegral die Zeit im Feld ¢*(x, 7) immer um eine infinitissi-
male Grofle n gegeniiber der Zeit im Feld v (x, 7) erhoht werden muss, um Probleme mit
der Gleichzeitigkeit zu umgehen [23].

2.2.3 Definition des Effektiven Potentials

Man definiert ein sogenanntes effektives Potential, welches die Teilchen im Grundzustand
und die angeregten Teilchen getrennt behandelt. Zuerst fithrt man an die Felder gekoppelte
Strome j*, j in die euklidische Wirkung ein:

h3
At = Al = [ dr [ aPafur i) + i on} . 260
0
Die resultierende Zustandssumme lautet
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und wird als erzeugendes Funktional bezeichnet. An dieser Stelle ist es wichtig anzumer-
ken, dass die Strome am Ende der Rechnung wieder gleich null gesetzt werden miissen, da
man nur dann physikalisch sinnvolle Aussagen erhélt. Der Ensemblemittelwert {iber ein
Feld ¢ (x,7),v*(x,7) soll spiater mit dem Bose-Einstein-Kondensat identifiziert werden.
Daher definiert man

((x,7)

j{D’g/)@/) X, T) AlY™$5"31/h — = U[5*, jl(x,7), (2.63a)

(¥ (x,7)) = ﬁ fm’*f{% W (x, 1) e AW = 5 ] (x, 7). (2.63b)

Auflerdem kann man die Mittelwerte auch durch Funktionalableitungen nach den Strémen

darstellen o
h  6Z[j*, ] g o, 41

D = g e T M) (20
VAT = 7~ M) 20)

Man fasst die Mittelwerte als neue Variablen auf und fiihrt eine Legendre-Transformation
von den kiinstlichen Stomen j*, 7 zu den physikalisch interpretierbaren Ensemblemittel-
werten W*, U durch. Das effektive Potential I'[W*, U] wird definiert als

L, v = Q7 [, v, v, v]] (2.65)

1 hﬁd/ AP LU (%! iU U (x . )+ (x. )i [ (%
+%/0 T/ 2 W, ) W (K, ) U (), W) (7))

Eine Funktionalableitung des effektiven Potentials nach den Mittelwerten ¥*(x, 7), ¥(x, T)
fithrt auf die Legendre-Identitdaten

ST[Us, W] 1 SU[Us, 0] 1

SU(x,7) ﬁj*(xv 7). X T) %J(X, 7). (2.66)

Setzt man j = j* = 0, so sieht man an (2.65), dass das effektive Potential in das grofika-
nonische Potential iibergeht:

Q=T[* V). (2.67)

Hierbei bezeichnen W* W, gemif (2.66) diejenigen Ensemblemittelwerte, die das effektive
Potential extremalisieren:
ST[W*, W] oT[U*, U]
SUx(x,7) 0V (x,7T)

=0. (2.68)
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2.2.4 Berechnung des Erzeugenden Funktionals

An dieser Stelle wird jetzt das Funktionalintegral (2.62) berechnet. Dazu entwickelt man
die Bose-Felder nach den Eigenfunktionen des Ein-Teilchen-Hamiltonoperators

Y, 7) =Y ealT)n(x). (2.69)

n

Bei diesem Ansatz ist noch nicht beriicksichtigt, dass ¥(x,7) senkrecht auf dem Feld-
mittelwert W(x,7) stehen muss. In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, dass dieser
Ansatz zu einem vorlaufigen effektiven Potential fiihrt, dass Divergenzen am kritischen
Punkt erzeugt. In Abschnitt 2.3 wird ein effektives Potential vorgestellt, dass dieses un-
physikalische Verhalten vermeidet.

Da die Felder periodisch in der Imaginérzeit sind, kann man die Felder ferner einer
Matsubara-Zerlegung unterziehen

Y(x,7) = Z Z ComUn (X)e T (2.70)

n m—=—oo

wobei w,, = 2mm/hf mit meZ die Matsubara-Frequenzen bezeichnen. Die Funktional-
integration wird durch diese Entwicklung zu einer gewohnlichen Integration iiber alle
Entwicklungskoeffizienten ¢}, .., cnm

f Dy* 7{ Dy =] ﬁ / dcly / denmNom (2.71)

n m=—oo

die Normierungskonstante Ny, wird dabei gewihlt zu N, ,, = (/27. Setzt man (2.70)
und (2.71) in das erzeugende Funktional (2.62) ein, so bekommt man nach Ausfiithren der
Integrale im Exponenten

> -B> § C;,mcn,m(_zmm'f‘En—)
Z5%, 4] = H H /dc;m/dcn’m]\fn’me nm==co '

n m=—oo

S S M dr [ dPa {5 (67 n ()M e (6T )Y (X)EmT e /B
R { " o19)

Die Integrale iiber die Entwicklungskoeffizienten stellen komplexe GaufB-Integrale der

Form - -
I = / dc* / dc e~ Aemem=ar (2.73)

dar. Durch die Substitutionen ¢ = ¢; + 1y, ¢ = ¢; —1co und 9 =0y + e, N* =N — W)
lasst sich ein solches Integral in ein Produkt von zwei Gauf-Integralen zerlegen:

I = 2 / deje~Ad—2am / dCQe—AC%—QW:Q%e"*Al". (2.74)

—00 —00
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Das erzeugende Funktional (2.72) wird dadurch zu
h8  hB

HmH —Zhwm+E —u Xp{hQ/dT/dT/dD /dD/

LT el e
B(—1hwm+En—p) '

Eine verkiirzte Darstellung kann man durch die Einfithrung der Vielteilchen-Green-Funktion
erreichen, das erzeugende Funktional wird dann zu

(2.75)

Z15*, 9] = Zy exp{hQ 7d77d7’ /dD / dPx' 5% (x, 7)Go(x, 75X T)j(x',T')}, (2.76)

mit den Abkiirzungen

Zo=]] H _meJrE - (2.77)

n m—=——oo

und

wm (T—7")

wn
Go(x,7;x',7") ﬁz Z —zhw J)rE . . (2.78)

n m=——oo

Die letzte Gleichung stellt dabei die Spektraldarstellung der Vielteilchen-Green-Funktion
dar, die offenbar das funktionale Inverse des Integralkernes (2.60) ist:

h3
/dT” / dPa" Gy (x, T X!, T Go (X! 7" X 1) = K (x — x)dP (1 — 7). (2.79)

Benutzt wird hierbei die periodisch repetierte Deltafunktion 6® (7 — 7/):

§P(r — 1) = f 5(r — 7 +mhp). (2.80)

m=—00

Eine weitere wichtige Grofe ist der sogenannte Tracelog des Integralkernes (2.60), diesen
definiert man als die Summe tiber die Logarithmen seiner Eigenwerte. Wendet man (2.60)
auf (2.70) an, so erhélt man als Eigenwerte

Anm = —thwp,+En—t. (2.81)

Der Tracelog wird mit diesen Eigenwerten zu

Trin Gy ' = Z Z In(—1hwp,+En—pu) . (2.82)

n m—=——oo
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Mit dieser Definition ist es moglich, (2.77) durch den Trln Gy' auszudriicken und man
erhalt

—1
Zy = e~ TInGo (2.83)

2.2.5 Berechnung des Effektiven Potentials

Die Gleichungen (2.76) und (2.83) erlauben es nun, aus (2.62) das grolkanonische Poten-
tial in Abhéngigkeit von den Stromen zu entnehmen als

Qli*, 4] = ﬁTrlnG* h%/dT/dT /dD /dD (x, 7)Go(x, 3%/, 7)j (X', 7).

(2.84)
Hiermit ist es jetzt moglich, das effektive Potential (2.65) zu berechnen. Dazu benétigt
man noch die Mittelwerte (2.64), fiir die man mit (2.84) die Beziehungen

5", il(x, 1) = /dT /dD (X', 7Go(X', 7' x,7),

1
W) = o / a7 [ dPa/Gofox i, )i (. ) (2.85)
0

erhélt. Diese werden nun invertiert, da man an den Stréomen in Abhéngigkeit von den Mit-
telwerten interessiert ist. Die erste Gleichung in (2.85) wird von rechts mit G ' (x, 7; x”, 7")
multipliziert, die zweite von links mit Gy '(x”,7";x, 7). Danach wird jeweils eine Integra-
tion iiber x und 7 ausgefiithrt. Zusammen mit (2.79) ergibt sich dann

7 v(x, ) = /dr /dD:c'\If* X, 7Gx, T %, T)

Jvvl(x,7) = h/dT’/dDSL’IGO1<X,T;XI,T/)\I’(X/,T/). (2.86)

Setzt man (2.84) und (2.86) in (2.65) ein, so erhilt man fiir das effektive Potential unter
Beachtung von (2.59) schlieflich

L™ v = %TrlnGol+%Ae[\I/*,\I/]. (2.87)
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Um aus dem effektiven Potential (2.87) das grofilkanonische Potential zu erhalten, miissen
wir noch denjenigen Ensemblemittelwert finden, der das effektive Potential gemafl (2.68)
extremalisiert. Dies fithrt auf die Bedingungen

{hﬁmE(x)—u}me(x,r) _

or
9 & *
e+ Hp(x) = p f Wi(x,7) = 0, (2.88)
T
Die Gleichungen besitzen die trivialen Losungen W.(x,7) = Ui(x,7) = 0. Sie gelten

fiir die Hochtemperaturphase, bei der die Bosonen nicht im Grundzustand kondensiert
sind. Die nichttrivialen Losungen W.(x,7) # 0, ¥i(x,7) # 0 werden mit der Tieftem-
peraturphase identifiziert, bei der eine von null verschiedene makroskopische Besetzung
des Grundzustandes vorliegt. Die Temperatur, bei welcher der Ubergang von der Gas-
zur Kondensatphase stattfindet, soll als die kritische Temperatur T, bezeichnet werden.
Die allgemeine Losung von (2.88) lésst sich iiber einen Separationsansatz berechnen, dies
ergibt

U (x,7) = ch¢n(x)e_(E“_“)T/h,

Ui(x, 1) = Y catp(x)elPrmmm/n (2.89)

n

Die Funktionen 1y,(x) beschreiben gemés (2.30) die Eigenfunktionen des Einteilchen-
Hamiltonoperators I:IE(X) Die Koeffizienten ¢, und das chemische Potential ;1 miissen
so gewahlt werden, dass die Funktionen W (x,7), ¥i(x, 7) periodisch in der Imaginérzeit
sind und gleichzeitig die Energie minimieren. Auflerdem sollen die so bestimmten extre-
malisierten Ensemblemittelwerte auf die Anzahl der im Grundzustand sitzenden Teilchen

Ny normiert werden:

/ dPx Ui (x, 7)V,.(x,7) = Np. (2.90)
All diese Annahmen fithren zusammen auf die eindeutigen Losungen

We(xv 7_) = \/ﬁowo(x) ) \IJ:(X7 T) = \/ﬁo%‘(x) ) (2'91)

mit u=Fy. Eine von null verschiedene Besetzung des Grundzustandes impliziert in die-
ser Theorie also auch, dass das chemische Potential gleich der Grundzustandsenergie sein
muf}. In dieser Theorie kann Nj als Ordnungsparameter verstanden werden. Von diesen
Ergebnissen ausgehend kann auch die Art der Naherung verstanden werden, die durch die
Einfiihrung des effektiven Potentials entsteht. Die Ndherung des Grundzustandes durch
seinen Ensemblemittelwert im Rahmen des effektiven Potentials kann als eine semiklassi-
che Naherung verstanden werden, da durch diese Néherung die Fluktuationen des Grund-
zustandes nicht im effektiven Potential beriicksichtigt werden und das chemische Potential
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denjenigen Wert annimmt, den es eigentlich erst im thermodynamischen Limes bekommen
wiirde.

Im speziellen Fall des harmonischen Potentials V(x) = Mw?x?/2 erhilt man dann als
Losungen von (2.88)

w60 = 020 = VR (27 F ot (292)

und fiir das chemische Potential unterhalb des Phaseniibergangs gilt = Dhw /2.

2.2.6 Berechnung der Vielteilchen-Green-Funktion

Im Folgenden wird die Spektraldarstellung (2.78) der Green-Funktion mithilfe der Pois-
sonschen Summenformel

> f(m) Z / dz f(z) e 2™ (2.93)

m=—0oQ n=—0oo__

weiter vereinfacht, die eine Reihe in eine Reihe mit Integral transformiert [24, (2.324)].
Eine Anwendung von (2.93) auf die Reihe {iber die Matsubara-Frequenzen in (2.78) fithrt
auf

672W(T*T’~|’nhﬁ)

h [ >
Gl X 7) = 3 Ualx () / do Y s = ELD
n -0 n=—00 h

Dies kann umgeschrieben werden zu

e}

Go(x,7;x',7) = Z g(x,x', 7 — 7 +nhp), (2.95)

wobei fiir die Funktionen g(x,x’, 7) dann entsprechend gilt:

—wWT

h [ = e
g(x,x’ n x')— d ) 2.96
') Z Un >27T /_oo wnzzoo —ih(w 4 1 B2t (2.96)

Das w-Integral kann mithilfe des Residuensatzes und der Lemma von Jordan ausgefiihrt
werden. Fiir 7 > 0 kann man das Integral iiber einen Halbkreis iiber die negative komplexe
Ebene berechnen, wofiir man das Residuum

—wWwT
(&

Res - S—
w + 1Bk

] = ¢~ (En=p)7/h (2.97)
En—p
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des Integranden benétigt. Fiir 7 < 0 ist entsprechend ein Halbkreis iiber die positive
komplexe Ebene zu benutzen, wo der Integrand keinen Pol besitzt. Die Ergebnisse lassen
sich zusammenfassen zu

g(x.x,7) = 0(r) > tha (x5 (x e Enmr/h (2.98)

Ein Vergleich mit (2.34) und (2.40) zeigt, dass man die Funktionen g(x, x’, 7) auch durch
Imaginarzeitentwicklungsamplituden darstellen kann, wenn man die Energieeigenwerte
um das chemische Potential verringert:

g(x,x',7) =0(7){x, 7|x/,0 (2.99)

> ‘En—>En—u ’

Wir erhalten also das d&uflerst wichtige Ergebnis, dass man die Vielteilchen-Green-Funktion
mithilfe der Ein-Teilchen-Imaginérzeitentwickungsamplitude bestimmen kann:

Go(x,7;x',7") = Z O(r — 7'+ nhp)(x,7 — 7" + nhi|x', 0 (2.100)

n=—oo

> }En—>En—u :

Ihren Namen tragt die Green-Funktion Go(x, 7;x’,7") deshalb, weil sie die Schrodinger-
gleichung mit Deltafunktion in Raum und Imaginérzeit als Inhomogenitét 16st, wie man
durch Einsetzen von (2.60) in (2.79) nachpriifen kann. Hinzu kommt noch die Eigen-
schaft, dass die Green-Funktion gleichzeitig auch die Korrelationsfunktion zweier Felder
bzw. der zeitgeordnete Erwartungswert zweier Feldoperatoren ist. Zunéchst driickt man
den Erwartungswert zweier Felder durch das erzeugende Funktional (2.62) aus:

(Wi, )" (7)) = (T2 [bix, 1) (%, 7)) )
= Z[jl*, 7 f Dy* f Dy (x, 7Y (!, 7') e AW

(2.101)
J*=3=0

Das Symbol T’. ordnet die Operatoren nach ihrer Zeit 7 rechts mit dem kleinsten Wert be-
ginnend. Der Ausdruck (2.101) kann mithilfe von Funktionalableitungen auch dargestellt
werden als

(070 (7)) = i 21

(2.102)

j*=5=0
Setzt man die Gleichung (2.76) in (2.102) ein, so erhélt man schliefilich

(P(x, T)Y* (X', 7)) = Go(x, 73 %', 7). (2.103)
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2.2.7 Berechnung des ’I‘rlnGa1

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung von (2.82). Zuerst muss man die bisher ver-
nachléssigte Zeitordnung beriicksichtigen. Dazu fithrt man in der Matsubara-Summe einen
sogenannten Konvergenzfaktor e*™" mit einem infinitissimalen >0 ein. Der Grund dafiir
ist, dass der Trln G5! im Rahmen der Feymanschen Stérungstheorie als ein 1-Loop-Dia-
gramm verstanden wird. Bei Diagrammen, die in Matsubara-Zerlegung vorliegen, muss
fiir jede in sich selbst geschlossene Linie ein Konvergenzfaktor beriicksichtigt werden, um
die Zeitordnung zu gewéhrleisten [23]. Dies ergibt entsprechend [25]

Trin G, L= lim In(—1hw,+Ey tomil 2.104
> 3 e 101

Die Anwendung der Poisson-Formel (2.93) auf diese Matsubara-Summe fiihrt auf

Trln G _hm—z Z / dw In(—1hw,y+ Ep—p) e @9 (2.105)

nlo 2

n nNn=—oo

Um das w-Integral ausfithren zu kénnen, schreibt man den Logarithmus um als

1 =——— 2.106
o oxa®|,_, ( )
und verwendet die Schwinger-Formel
1 1 o et .
— = — dte”* " mit x> 0,R(a) > 0. (2.107)
a*  I(z) Jo

Mit diesem Ausdruck ist es moglich, den Logarithmus durch die Gammafunktion darstel-
len. Der Trln Gy wird damit zu

hi =0 1 o o
Trl -1 _ li —t(En—p) pz—1 w(n—nhB-+ht)
rln G, o En n:EOO e {—F @) /0 dte t i dwe

[e.9]

=0

(2.108)
Das w-Integral kann man mithilfe einer Integraldarstellung der Deltafunktion umschrei-
ben:

Trin Gyt = — llﬂ)l o Z Z . { / dt e "B 1ons (Bt + 1 — nhﬂ)}
7r x

=0
(2.109)

Die Gammafunktion divergiert fiir kleine z in fithrender Ordnung mit 1/, das verbliebene

Integral ist nach Taylor entwickelbar in x. Man kann also die Ableitung nach x ausfiihren,
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dabei bleibt nur der fithrende Term der Ordnung O(x°) erhalten, wenn x = 0 gesetzt
wird. Man erhélt als Ergebnis

Trln Gy! _—hmﬁz Z / dt e " Fn==15(t 4 n/h — nf). (2.110)

n nNn=—oo

Es tragen aufgrund der Deltafunktion nur diejenigen Integrale zur Summe bei, bei denen
n>0 ist. Ohne die Einfiihrung des Konvergenzfaktors hétte auch das Integral mit n=0
dazu beigetragen. Die Summe wird also nach Ausfithren der Integrale zu

nl0

. . - 1 (- .
TI'lIlGol = —hmﬁZZme (Br=n/h)(En—p) . (2111)
n n=1

Fiithrt man schliellich den Limes 70 durch und verwendet die Reihendarstellung des
Logarithmus, so ergibt sich

TrinGy' =) In[1— e PFmm] (2.112)

Demnach stimmt Trln G;'/3 mit dem grofkanonischen Potential der Theorie ohne Ord-
nungsparameter (2.6) tiberein.

2.2.8 Semiklassische Niherung

Fiir das groBkanonische Potential der Theorie mit Ordnungsparameter gilt nach (2.67),
(2.87), (2.91) und (2.112)

— %Zm [1— e PE=m] 4 (Ey — p) N, (2.113)

wobei hier vorldufig der Grundzustand noch doppelt beriicksichtigt ist. Der erste Bei-
trag zum groflkanonischen Potential wurde bereits in (2.13) fiir den Fall eines isotropen
harmonischen Potentials in D Dimensionen berechnet. Leitet man das groflkanonische Po-
tential fiir festes 7' und V' nach dem chemischen Potential ab, so erhélt man die vorldufige

Teilchenzahlgleichung
eBu—Eo)k
N =N, +Z e emyD (2.114)

Diese Gleichung ldsst sich exakt nur fiir Temperaturen oberhalb von T, auswerten, da die
Reihe auf der rechten Seite fiir p = Ej divergiert.

Die folgende semiklassische Naherung gilt fiir b=hw( < 1, d. h. der Abstand der
einzelnen Energieniveaus ist viel kleiner als die mittlere thermische Energie. Die Expo-
nentialfunktion im Nenner der Summe wird in der semiklassischen Naherung fiir kleine
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b = hwf3 bis zur ersten Ordnung entwickelt, d. h. e7% ~ 1 — bk, die Teilchenzahlgleichung

wird dann zu [24]

(o (eﬁ(uon)) D(p_y (eﬁ(uon)) D(3D — 1) (p_s (eﬁ(uon))
(hB)? | 2(hBw)P 24(hBw) P2

N = No+ +....(2.115)

Hier wurde wieder die Definition (2.20) der polylogarithmischen Funktion benutzt. Be-
trachtet man die Teilchenzahlgleichung fiir <7, in D=3 Dimensionen, so bekommt man

mit u==FE
¢(3) 3¢(2) | <(1)
N = N, . 2.116
O B T 2(hBw)  hpw (2.116)
wobei die Riemannsche Zetafunktion definiert ist als
=1
() =a)=3 (2.117)

k=1

Die in (2.116) auftretende Zeta-Funktion (1) ist allerdings unendlich, da (;(e™*) fir 210
divergiert. Alle thermodynamischen Gréflen besitzen in hoheren Ordnungen der semi-
klassischen Néherung solche divergenten Terme. So divergieren die Teilchenzahlgleichung
und die kritische Temperatur ab der zweiten Korrektur, die Warmekapazitédt aber bereits
ab der ersten Ordnung. Eine Vorgehensweise besteht darin, nur die endlichen Terme zu
beriicksichtigen und alle divergenten Terme zu vernachlissigen. Die so erhaltenen Werte
stimmen relativ gut mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.1 iiberein. Allerdings kann man
nicht begriinden, warum die divergenten Korrekturen einfach weggelassen werden kénnen.
Um die kritische Temperatur T, 9 20 berechnen, bei welcher es in der semiklassischen
Néaherung in der fithrenden Ordnung zum Phaseniibergang kommt, vernachléssigt man in
Gleichung (2.116) den dritten und den vierten Term auf der rechten Seite und setzt No=0

sowie T=T\". Lost man danach nach 7" auf, so erhélt man als Bestimmungsgleichung

fiir die kritische Temperatur
1
hw ([ N \?
TO = = (—) , 2.118

< D) (24
Den Kondensatanteil erhdlt man, indem man (2.116) unter Vernachlisigung des dritten
und vierten Termes auf der rechten Seite und unter Benutzung von (2.118) zu Ny/N

umformt: b
Ny T

Der thermodynamische Limes fiir das betrachtete System wird so definiert, dass die kriti-
sche Temperatur 7% konstant bleibt, d. h. man lisst unter der Bedingung w” N = const.
die Teilchenzahl gegen unendlich laufen und die Fallenfrequenz gleichzeitig gegen null. Dies
rechtfertigt im Nachhinein die Verwendung der semiklassischen Naherung, da b = hwﬁc(o)
im thermodynamischen Limes verschwindet.
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Abbildung 2.4: Kondensatanteil Ny/N aufgetragen gegen die Temperatur T fiir N=10%
Teilchen und w=27-40 Hz. Die blaue Kurve entstammt (2.15) aus der Theorie ohne Ord-
nungsparameter, die schwarze entspricht der semiklassischen N#herung (2.119).

Vergleicht man wie in Abbildung 2.4 die semiklassische Naherung mit den Ergebnissen
aus Abschnitt 2.1 fiir experimentell relevante Parameterbereiche, so stellt man fiir N = 10%
Teilchen fest, dass sich Abweichungen von bis zu 10% ergeben. Wiinschenswert ist deshalb
eine Theorie, die es erlaubt, systematisch alle hheren Ordnungen der semiklassischen
Néherung zu berechnen. Eine solche Theorie wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.

2.3 Korrigiertes grof3lkanonisches Potential

Um die Ursache der divergierenden Korrekturen am Phaseniibergang zu finden, betrach-
tet man noch einmal die Teilchenzahlgleichung (2.114). In der Theorie des effektiven
Potentials, das den Grundzustand gesondert in Form des Ensemblemittelwertes der Fel-
der behandelt, ist das chemische Potential fiir 7' < T gleich der Grundzustandsenergie zu
setzen. Dies fiihrt allerdings dazu, dass die Reihe in (2.114) divergiert. Die Ursache dafir
liegt in der Doppelzdhlung des Grundzustandes begriindet, da dieser sowohl im expliziten
Ausdruck Ny als auch in der Reihe beriicksichtigt wird. Diese entstammt dem TrInGj ",
bei dem {iiber alle Quantenzahlen einschliefllich des Grundzustandes summiert wird. Der
TrlnG,* ist aber nach (2.112) identisch mit dem groBkanonischen Potential (2.6) aus der
Theorie ohne Ordnungsparameter von Abschnitt 2.1, bei der das chemische Potential im-
mer kleiner als der niedrigste Energieeigenwert bleibt. Dieser Widerspruch fiihrt auf ein
divergentes grolkanonisches Potential der Theorie mit Ordnungsparameter fiir T < T..
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2.3.1 Korrigierter Ansatz fiir Bose-Felder

Im Folgenden wird ein korrigiertes grofkanonisches Potential eingefiihrt, das eine Dop-
pelzihlung des Grundzustandes vermeidet. Man beginnt dafiir mit der Berechnung der
groflkanonischen Zustandssumme mit Stromen (2.62), wobei jetzt fiir die Bose-Felder statt

(2.70) der Ansatz
P, 7) =D D camta(x)e (2.120)

n#0 m=—o0

gewihlt wird, bei welchem bei der Summation iiber alle Quantenzahlen der Grundzustand
weggelassen wird. Dieser Ansatz beriicksichtigt explizit, dass der Grundzustand v (x)
senkrecht auf den Fluktuationen v (x,7) ist [26]:

/de Ye(x)Y(x,7) =0, (2.121)

Fiir die Funktionalintegration erhélt man dann statt (2.71) entsprechend

f Dy* 7{ Dy =[] ﬁ / dcty / denmNom - (2.122)

n#0 m=-—o00

Die Berechnung des Funktionalintegrals ldsst sich nun analog zu Abschnitt 2.2.3 durchfiihren,
mit dem Unterschied, dass immer der Grundzustand weggelassen werden muss, um eine
Doppelzihlung zu vermeiden. So erhilt man fiir den TrinG ' statt (2.112)

TGyl = ) In[l—e ], (2.123)
n#0
Statt des groflkanonischen Potentials (2.113) erhalten wir daher
1
Qkor, = 3 D In[1— e PE) 4 (Ey — p)No . (2.124)
n#0

Der erste Term von (2.124) beschreibt die thermisch angeregten Teilchen, wahrend der
zweite Beitrag die makroskopische Besetzung des Grundzustandes beschreibt.

2.3.2 Bose-Gas in isotroper harmonischer Falle

Im Folgenden sollen die Teilchenzahl, die kritische Temperatur und die Warmekapazitét
fiir ein Bose-Gas in einer isotropen harmonischen Falle berechnet werden, welche sich
durch das korrigierte groBkanonische Potential ergeben. Um den korrigerten Tracel.og zu
erhalten, wird der Beitrag der Grundzustandes

TrinG: L = In [1 — e P#Eo—w) 2.125
0,0
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vom unkorrigierten Tracelog TrinGy' abgezogen. Setzt man die Reihendarstellung des
Logarithmus in (2.125) ein, so erhélt man

O e~ B(Eo—p)k
TrlnGp = — Y ————. (2.126)
k=1

Insgesamt fithrt dies mit (2.112) und (2.123) auf

20 B(u—Fo)k 1
-1 €
TrinG,, = — Z ’ [<1 e hoRD — 1} .

k=1

(2.127)

Fiir das groflkanonische Potential (2.124) eines Bose-Gases in einer isotropen harmoni-
schen Falle folgt damit konkret

1 &L ePlu—Eo)k 1
QkOI‘. = -5 —hwBk
5 Zkzl B[ = ek

Analog zu (2.124) beschreibt der erste Beitrag die thermisch angeregten Teilchen und der
zweite die makroskopische Besetzung des Grundzustandes.

_ 1} + (Ey— p)N, . (2.128)

2.3.3 Teilchenzahlgleichung

Durch die Ableitung nach dem chemischen Potential ergibt sich aus (2.128) die Teilchen-
zahlgleichung

o 1

_ B(u—FEo)k

N =N, + E eBu—Eo) [(1 — D 1] . (2.129)
k=1

Man stellt fest, dass die Reihe im Unterschied zu (2.114) nicht mehr fiir 4 = Ey diver-
giert. Anhand von Abbildung 2.5 kann man erkennen, dass die Theorien ohne und mit
Ordnungsparamter gut iibereinstimmende Ergebnisse liefern. Lediglich im Temperaturbe-
reich um T, ergibt sich eine Abweichung, die daraus resultiert, dass die Fluktuationen des
Grundzustandes im effektiven Potential vernachléssigt werden. Im Gegensatz zur Theorie
ohne Ordnungsparameter aus Abschnitt 2.1 gibt es nun eine wohldefinierte Temperatur,
bei welcher der Kondensatanteil Ny/N verschwindet. Diese soll im Folgenden als kritische
Temperatur T, bezeichnet werden.

2.3.4 Wairmekapazitit

Um die Warmekapazitit Cy aus (2.16) zu bestimmen, muss man erst das groBkanoni-
sche Potential durch die Legendre-Transformation (2.8) in die innere Energie tiberfiihren.
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Abbildung 2.5: Kondensatanteil Ny/N aufgetragen gegen die Temperatur T fiir (2.15) aus
der Theorie ohne Ordnungsparameter (blaue Kurve) bzw. (2.129) (schwarze Kurve) fir
N=10* Teilchen und w=27-40 Hz. Beide Kurven liegen fast den gesamten Temperatur-
bereich entlang sehr eng beieinander.

Hierzu wird die Entropie benotigt, die man mit (2.10) und (2.128) bestimmen kann:

e e R e

k=1

+

Dhw —bk
¢ } (2.130)

(1 _ efhwﬁk)DJrl

Nun kann man (2.128)—(2.130) in (2.8) einsetzen und erhélt fiir die innere Energie

s 1 1 e~k
_ § B(u—Ey)k
U = EONO + Dhw (& (n—Eo) {5 {m — ].:| + (1 — ehw,@k)DJrl} 5 (2131)

k=1

wobei die Grundzustandsenergie Fy = Dhw/2 benutzt wurde. Der erste Beitrag beschreibt
den Anteil der Teilchen, die im Grundzustand sitzen, wiahrend der zweite Term den Anteil
der thermisch angeregten Teilchen zur inneren Energie darstellt.

Bei der Berechnung der Wiarmekapazitdat miissen Hoch- und Tieftemperaturbereich
getrennt behandelt werden, da fiir T'>7, die Temperaturabhingigkeit des chemischen
Potentials und fiir T<T, die Temperaturabhéngigkeit der kondensierten Teilchen beriick-
sichtigt werden miissen. Fiir T<T, folgt aus (2.16), (2.129), (2.131) und p = Ej fiir die
Warmekapazitét

& fhwﬁk (D+1)672m}ﬁk
2
Cv.r<r. = Dkp(hwp) Zk[ [ TP (| g R (2.132)
k=1
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und fiir T' > T, erhélt man zunéchst

e D —hwpk —2hw Bk
_ 2 B(u—Eo) (2 —|—1)e (D+1)e
CV,T>TC = DkB(hwﬁ) E ke (n=Eo <(1_€hw,8k)D+1+<1_ehW,8k)D+2 (2133)

k=1
1 1 e Ok
B —hwpBk D_1 + —hwBk)D+1 :
v 12 (1—e ) (1—e )

T 0p(p—Eo)
hwp 0T

Die innere Ableitung kann analog zu Abschnitt 2.1.4 durch Differentiation der Teilchen-

zahlgleichung (2.129) nach der Temperatur bestimmt werden:

0 = kik:eﬁ(u—lﬂo)k [( 1 )D_1:| 9B (u—Eo)

1—e ik aT VN
> —hwBk Dhwf
Blu—Eok____©
+) ket e (2.134)
k=1
Aufgelost erhélt man
i _ e~ hwpBk Dhwp
O8(1—Fy) kglkreﬁ(u EO)k(lie_ﬁwﬁk)D-H T (2135)
O vy S pedu-Eow [m—l]

k=1
Fiir die Warmekapazitét folgt nach Einsetzen von (2.135) in (2.133)

2
o
o eB(u—Fo)k sk
(1—e FwBFYDTT
k=1

Cv.rst, = Dk?B(hwﬁ)Q{—D >
! oBu—E)k! |1
> k! ePln—Fo [( 1]

— 7
= 1—e—hwBKD

00 —hwPk D_'_l)e—Zﬁwﬂk
B(u—Eo)k € (
+ E L P (=Eo |:<1_ehcuﬁk)D+1+<1_ehWﬁk)D+2:| } . (2.136)
k=1

Anhand von Abbildung 2.6 kann man wie schon beim Kondensatanteil in Abbildung (2.5)
eine groBe Ubereinstimmung zwischen den Theorien mit und ohne Ordnungsparameter
erkennen. Die Theorie mit Ordnungsparameter erzeugt allerdings eine Unstetigkeit in der
Wiérmekapazitit fiir T=T,, wihrend diese in der exakten Theorie stetig bleibt.

Zur Untersuchung der Warmekapazitit bei groflen Temperaturen entwickelt man die
Nenner der Summen in Gleichung (2.136) bis zur fithrenden Ordnung:

3 (G D))

5 (3G (e =1) — 3¢ (bW =2)) 4 (o (et =3)))
4C (eb(NI_Q))
+ 4T

2

Cvrst. = 3ka2|:_

} +0(b7?). (2.137)



38 KAPITEL 2. IDEALES BOSE-GAS IN HARMONISCHER FALLE

C /Nkg

10t

8t

T[nK]

20 40 60 80

Abbildung 2.6: Wirmekapazitit Cy aufgetragen gegen die Temperatur T fiir N=10° Teil-
chen und w=27-40 Hz. Die schwarze Kurve entspricht (2.28) aus der Theorie ohne Ord-
nungsparameter, die blaue Kurve (2.132) und (2.136).

Dabei wurden die Abkiirzungen b = fwf und p' = (1 — Ey)/hw benutzt. Das chemische

Potential hat fiir hohe Temperaturen einen sehr groffen negativen Wert, deshalb kann man

die Niherung ¢, (e?®~%) ~ e’ < 1 durchfithren und die Wirmekapazitiit schreiben als
3kp

Cvrst, = b—geb’" +O(b7?). (2.138)

Die Teilchenzahl (2.144) wird in der gleichen Naherung und in fithrender Ordnung in b zu

et _9
N~ e+ 007, (2.139)
Diese Néherung setzt man in (2.138) ein und erhélt schlielich im Limes T—o0

,1111’11 CV,T>TC = 3Nk’B . (2140)

Die Warmekapazitiat geht also fiir sehr grofie Temperaturen in das Gesetz von Dulong-
Petit fiir den dreidimensionalen harmonischen Oszillator iiber.

2.4 Korrigierte semiklassische Nidherung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die aus dem korrigierten groflkanonischen Potential ent-
stammenden thermodynamischen Gréfien einer systematischen semiklassischen Nédherung
zu unterziehen. Dazu wird ein von H. Kleinert entwickeltes Verfahren fiir den Spezialfall
T=T, auf alle Temperaturen erweitert [24, Appendix TA]. Betrachtet werden soll wie-
der das ideale Bose-Gas in einer isotropen harmonischen Falle. Die dabei entstehende
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Entwicklung léasst sich nach Potenzen der Teilchenzahl N ordnen. Die fithrende Ordnung
der Entwicklung stellt den thermodynamischen Limes dar, wihrend die hheren Ordnun-
gen durch die Endlichkeit des Systems hervorgerufen werden. Die thermodynamischen
Groflen werden jeweils bis zu der fithrenden Ordnung berechnet, die mit dem vorlaufigen
groffkanonischen Potential (2.113) nicht zugénglich ist.

2.4.1 Teilchenzahlgleichung

Im Folgenden soll die korrigerte Teilchenzahlgleichung (2.129) fiir D=3 Dimensionen in
der semiklassischen Néherung berechnet werden. Zuerst wird die Teilchenzahl auf die

Form
1) z+1( ) —bk(l—p)

N =N, +ZZ ~ D (2.141)

k=1 1=1
gebracht mit den Abkiirzungen b=hw( und p’ :(,LL—EQ) /hw. Wir nehmen an, dass

0<b<1 (2.142)

gilt, also die mittlere thermische Energie viel grofler ist als der Abstand der Energieni-
veaus. In diesem Falle ist es moglich, die in (2.141) auftretenden Reihen mit dem zuvor
erwiahnten Verfahren semiklassisch zu ndhern, das im Anhang A ausgearbeitet ist. Dazu
wird (2.141) durch die Funktion (A.1) ausgedriickt:

N = N0+Z l“( ) (I1— ', b,D). (2.143)

Spezifiziert man auf D=3 Dimensionen und verwendet man fiir die semiklassische Néhe-
rung (A.23), so ergibt dies fiir die Teilchenzahl

N = No+ 43 {36 (e D) 3¢5 (e 7P ) ¢y e b(sm)}
+blg B@(eb(l”/))—g@(eb@ W)+ ;C( —b(3—p! )]
*%{3@(6_1’(1‘“’) 3G )G ) 42

(1) (=2 (1= 5 (14 )2 (34

+
oW DN =

!/ !/ / 3 / !/ !/
P D) In(l=p)+op (1=p) In(2—p)

+

+
DO o

(1Y) (s )] |+O0) . (214
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Abbildung 2.7: Renormiertes chemisches Potential aufgetragen gegen die Temperatur fiir
N=10* Teilchen und w=27-40 Hz. Die schwarze Kurve entstammt (2.129), die rote, griine
und blaue Kurve entsprechen deren semiklassischer Naherung bis zur nullten, ersten bzw.
zweiten Ordnung und sind (2.144) entnommen. In der linken Grafik liegen die schwarze
und blaue Kurve so eng beieinander, dass sie nicht mehr unterschieden werden koénnen.

Diese Gleichung stellt eine fiir D=3 gegeniiber (2.115) verbesserte Version dar, die nicht
mehr am Phaseniibergang divergiert. Die polylogarithmischen Funktionen kénnen im All-
gemeinen nicht mithilfe der Robinson-Formel [27] fiir kleine b entwickelt werden, da das
chemische Potential und der Parameter b nicht unabhéngig voneinander sind. Das Produkt
—by' = —G(pu—Ep) wachst mit der Temperatur an und kann deshalb in der Hochtempe-
raturphase nicht als klein angesehen werden. In den folgenden Abschnitten wird (2.144)
fiir die Falle T>T,, T=T, und T'<T, betrachtet.

2.4.2 Chemisches Potential

Aus den Gleichungen (2.129) und (2.144) kann man fiir 7>7, numerisch das chemische
Potential bestimmen und miteinander vergleichen. Man erkennt anhand von Abbildung
2.7, dass die semiklassische Niherung eine gute Ubereinstimmung mit dem exakten Aus-
druck liefert. Das renormierte chemische Potential beginnt bei der jeweiligen kritischen
Temperatur bei einem Wert von 0 und wird negativ bei gréfleren Temperaturen. Auffallig
ist im Vergleich zu Abbildung 2.1, dass das chemische Potential in der Theorie mit Ord-
nungsparameter bei T'=T, nicht stetig differenzierbar ist.
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2.4.3 Kritische Temperatur

Bildet man in (2.144) den Limes p/10, so erhdlt man unter Benutzung von (A.16), (A.17)
die Teilchenzahlgleichung fiir T' < T:

N = Nt [l -3ele Mpacale ™)
5 | 36le )= 5ale 450l
+% [3(1(e_b)—3C1(e_2b)+C1(e_gb)+§+7+ In 3—3} +O(%) .  (2.145)

Diese korrigierte Teilchenzahl ist auch am kritischen Punkt bis zur zweiten Ordnung end-
lich, wiahrend die vorldufige Teilchenzahl (2.116) eine Divergenz in der zweiten Ordnung
aufweist. Man kann (2.145) noch weiter vereinfachen, indem man die polylogarithmischen
Funktionen mithilfe der Robinson-Formel fiir kleine b entwickelt [28, (4.293)]:

e = o -wE+ 5o - ¢ [ -meroeh. @)
G(e™®) = ¢(3) —bC(2) + i F —lnb] + O(b%), (2.147)
Gae™®) = ¢(2) +bllnb—1]+O(?), (2.148)
G(e™®) = —Inb+OO), (2.149)
Co(e™) = % — % +O(b). (2.150)

Setzt man die Gleichungen (2.147)—(2.149) in (2.145) ein, so erhélt man mit b=hwp:

1 1 3 1
N = No+7C(3)+W§C(2) hol

(hwB)? 24

19
[ In(hwf) +~v——| +....(2.151)
Die kritische Temperatur 7, kann man nun dadurch berechnen, dass man in (2.151) T=T,
und Ny=0 setzt und dann nach T, auflést. Man erhélt die kritische Temperatur bis zur

Ordnung O(N—2/3):

- <% %(3) {_%m (@) ﬂ_%—ii%ﬂ } b (2152)
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Abbildung 2.8: Negative relative Verschiebung der kritischen Temperatur aufgetragen
gegen N3 fiir w=27-40 Hz. Die griine und die blaue Kurve entsprechen (2.153) bis
zur ersten bzw. zweiten Ordnung, die Punkte wurden numerisch aus Gleichung (2.129)
bestimmt.

Bezogen auf die kritische Temperatur (2.118) erhélt man

T _ (g@))% ((2)

7O N ) 2(3)
C(3)\° 1 1. (<3) 19 3((2)
_<T) T(?)){_§1H<T)+7_ﬂ_44(3) +.... (2.153)

Die fithrende Ordnung entspricht dem thermodynamischen Limes, der schon in Abschnitt
2.2.8 berechnet wurde. Die erste Korrektur wurde bereits von S. Grossmann und M. Holt-
haus gefunden [5], die zweite kann auch aus einer Arbeit von H. Kleinert hergeleitet werden
24, (7.167)]. Auffillig sind bei diesem Ergebnis der Logarithmus und die Eulersche Zahl ~,
die in der zweiten Ordnung auftreten. In Abbildung 2.8 kann man erkennen, dass (2.153)
gut mit der numerisch aus (2.129) gewonnenen kritischen Temperatur iibereinstimmt.

2.4.4 Kondensatanteil

Im vorigen Abschnitt zur kritischen Temperatur wurde die Teilchenzahlgleichung (2.151)
fiir T=T, ausgewertet. Jetzt betrachtet man die Gleichung auch fiir T<7T.. Um den Kon-
densatanteil zu erhalten, 16st man (2.151) nach Ny/N auf und erhalt:

=L Nl SO+ 5B + () | miws) 7 - 2|
(2.154)
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Abbildung 2.9: Der Kondensatanteil Ny/N aufgetragen gegen T'/T.. Die schwarze Kurve
stellt die korrigierte Teilchenzahlgleichung (2.129) dar, die rote, die griine und die blaue
Kurve entsprechen deren semiklassischer Nidherung nach (2.158) bis zur Ordnung O(N?),
O(N~/3) sowie O(N~%3). Erzeugt wurden die Kurven fiir N=10* Teilchen, sie liegen so
eng beieinander, dass sie nur noch in dem stark vergroflerten Ausschnitt unterschieden
werden kdénnen.

Mit der Beziehung

hwf3 = hwﬁc% (2.155)

kann (2.151) auch durch die kritische Temperatur 7, ausgedriickt werden. Dartiber hinaus
kann man hw 3. mit der Teilchenzahl in Verbindung setzen, denn fiir (2.151) gilt bei 7" = T,

1 1 3

¥ o o2

(haBy @+

[— In(hwpe) +v — 9} +.... (2.156)

1
hwB. 24

Diesen Ausdruck kann man dann zu einer impliziten Gleichung fiir Aw (. umformen:

W=

o = N G(8) + BB 30(2) + (o |~ i) 49— 3| | 4. (2a5T)
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Zusammen mit (2.155) und (2.157) wird die Gleichung fiir den Kondensatanteil nach
Entwicklung der Terme bis zur Ordnung O(N~%3) zu

}+... . (2.158)

In Abbildung 2.9 werden die semiklassischen Nédherungen verschiedener Ordnung aus Glei-
chung (2.158) mit (2.129) verglichen. Erkennbar ist, dass (2.158) einschliefilich der Ord-
nung O(N~2/3) eine verbesserte Niherung fiir den Kondensatanteil aus (2.129) liefert. Es
sei angemerkt, dass die Gleichung (2.158) fiir N—oo in das Ergebnis (2.119) aus Abschnitt
2.2.8 iibergeht.

2.4.5 Wairmekapazitit

Berechnet man ausgehend vom vorldufigen grofilkanonischen Potential (2.113) die Wiér-
mekapazitit Cy in semiklassischer Ndaherung fiir den Fall des idealen Bose-Gases in einer
harmonischen Falle fiir D=3 Dimensionen, so stellt man fest, dass bereits die erste durch
die Endlichkeit des Systems hervorgerufene Korrektur der Warmekapazitat fiir u]FEy di-
vergiert [28, (4.254)]. Diese tritt also auf, wenn man sich von gréBeren Temperaturen
kommend der kritischen Temperatur nidhert. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese Diver-
genz mit dem korrigierten grofkanonischen Potential (2.128) nicht mehr auftritt. Zunéchst
beginnt man mit der inneren Energie (2.131), die durch die Funktion (A.1) ausgedriickt
wird:

| =

Z(—l)l“(ll))I(l—;/,b,D)+I(1—M’,b,D+1) . (2.159)

=1

U:E0N0+th[
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Eine Entwicklung fiir kleine b fithrt in D=3 Dimensionen mit (A.23) auf die semiklassische
Néherung:

U = EONOJF%(C( —0=00) 1 F@(@_b(l_“/))‘%Cs(e_b@ W)y + Qg( ~b(3-u))

b
39 9

+bZ |:E§2(e—b(1—ﬂl))_4<'2( —b(2— u))+ g( —b(3— u))

! ! 1 !
5 { gﬁ (e—b(l—u ))_%Q(e—b@—u ))+§§1(6—b(3—u ))

(= 0) (=2 [In(1 ) (=) () (2 ) (1)
2 () [ ) () oy 2
e )02 (1 (2] }) +0). (2.160)

Im Folgenden soll die Warmekapazitiat bis zur ersten Ordnung berechnet werden. Dazu
leitet man die innere Energie gemifl (2.16) nach der Temperatur ab und erhélt fiir die
Wirmekapazitat bis zur ersten Ordnung

0Ny
aT

3k 7 /
Cy = Ey—— +—B{4C4,1+3b (5@,,1 (32t C33) +0C3,1(1—p')

63

/

7 3 1 0
+b [<3,1+b <§§2,1_§C2,2+§C2,3>:| Ta—'l;_‘

} ..., (2.161)
V,N

wobei zur Abkiirzung die speziellen polylogarithmischen Funktionen

Cra = G (2.162)

eingefithrt worden sind. Zur weiteren Berechnung miissen die Hoch- und die Tieftem-
peraturphase unterschiedlich behandelt werden. Fiir T'<T, ist das chemische Potential
nicht von der Temperatur abhéngig, so dass dann die zweite partielle Ableitung in (2.161)
verschwindet. Die erste partielle Ableitung wird der Teilchenzahlgleichung (2.144) ent-
nommen. Da das renormierte chemische Potential p fiir diesen Temperaturbereich eben-
falls gleich null ist, lassen sich die speziellen polylogarithmischen Funktionen fiir kleine
b mithilfe der Robinson-Entwicklungen (2.146) und (2.147) weiter vereinfachen und man
erhalt

Cv.r<r., = 3kB [4¢(4) +3bC(3)] + ... . (2.163)
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Verwendet man (2.155) und (2.157), so kann man die Wéarmekapazitat auf die kritische
Temperatur beziehen. Dies ergibt bis zur Ordnung O(N~%/3)

Cvir<r. = 3N/<;B{%§> (%)‘:L(%)é 3(%)2_% <%)3

T (2.164)

Am Phaseniibergang von tieferen Temperaturen kommend besitzt die Warmekapazitét
den Wert

i Copr — 3NE [4g(4)+ (C(B))é <3_W)

lim G N B .., (2.165)

wahrend sie fiir 7|0 verschwindet. Im Hochtemperaturbereich ist die zweite innere Ab-
leitung in (2.161) von null verschieden und kann berechnet werden, indem man die Teil-
chenzahlgleichung (2.144) nach der Temperatur ableitet. Dies ergibt aufgelost

o' 1
or —  Tb
—3Co2(2— 1) +C23(3—1)] }{3€2,1—3C2,2+C2,3

{9C3 1—9C3,2+3(33+ BCz,l—g@,zﬂL;@,s} +b[3C1(1—4)

-1
+b {g(m—§C1,2+2C1,3+f(//)} +b% (3¢0,1—3C0,2+C0.3) } +0(b) (2.166)

mit der Abkiirzung

F0) = 5 (Ga 1=y Q) s (1 14 [ (1) 20 4)

Fabo (=) (20" = 1)+ (144 apo (= 1= ) A (1= )%(—M’)}

_% ln(?’_“')(?’—?ﬁ)—%% {ln(l—u’)@u’ﬂ)—u’ig
“n(?—ﬂ’)(l—?u’)—ﬂ’;:z/] ' (2.167)

Hierbei wurde die Ordnung O(b?) in der zweiten Klammer von (2.166) noch nicht ver-
nachléssigt, da die Funktionen ¢y, im Limes p/'T0 proportional zu 1/b sind und deshalb
im Allgemeinen nicht weggelassen werden kénnen. Setzt man (2.166) in die Warmeka-
pazitdt (2.161), entwickelt die zweite Klammer in (2.166) und beriicksichtigt, dass die
erste partielle Ableitung in der Hochtemperaturphase verschwindet, so erhélt man fiir die
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Wiérmekapazitit schlielich:

3k 21 9 3
Cv.rst, = b—?’B<4C4,1+b l?C3,1—§C3,2+§C3,3+C3,1(1—,“/)]
B 3(3,1
3C2,1—3C2,2+C2,3
/

1p [gm(1—M/)—C2,2(2—//)+C2’3 (Pi)}

3
3G1—3G2+Gss
3C2,1—3C22+C23
3Ca i —
i (3,1 3(3,2+C3,3b
(3,1

Diese semiklassische Niherung der Wirmekapazitit ist bis zur Ordnung O(b~2) exakt.
Allerdings befinden sich in der Gleichung noch hoéhere Potenzen von b, da die speziel-
len polylogarithmischen Funktionen nicht fiir grole chemische Potentiale entwickelt wer-
den konnen. Im Folgenden wird gezeigt, dass die Warmekapazitét (2.168) nicht am Pha-
seniibergang diviergiert im Gegensatz zu der entsprechenden semiklassischen Néherung
des unkorrigierten Potentials. Benotigt wird dazu die Rekursionsrelation fiir die Ableitung
der Digammafunktion ¢ (z), die in f(x') auftritt [29, (8D.8)]:

{343,1—3C3,2+C3,3+b (3¢2,1—3C22+C23)

b [ng—gC1,2+gC1,3+f(l/)+b (3¢0,1—3C0,2+C0,3)

(g@,l—g@,fr%@,:’,) })+O(b_1)- (2.168)

Ul = j11>2 T, 1) =), (2.169)

Fiihrt man in (2.168) den Limes 1/10 durch, so erhélt man mit (2.146)—(2.150), (A.16),
(A.17), (2.169) und b=b, schlieBlich

| Ska (0 oCBF [
71“11% Cvrst, = 5 (4«4) 3 (2 +bc{ 3¢(3)
+3Ci(2?;>2 {—glnbc+§(2) + Z%V] }) +.... (2.170)

Diesen Ausdruck kann man mithilfe von (2.157) umschreiben, dies ergibt

lim Cy o — 3NkB(4C(4)_34(3)+<<(3))%{;_6g(4)<(2)

TIT, (@) ¢ \N 2 (B3
+2§S’3 [—%m <%) +§+<<2>+§’v] }) Lo @i

Es stellt sich heraus, dass auch die Ordnung O(N~'/3) endlich ist, auffillig sind die loga-
rithmische Abhéngigkeit und die Eulersche Zahl v, die in der ersten Ordnung auftreten.
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Abbildung 2.10: Wirmekapazitit aufgetragen gegen die Temperatur fiir N=10° Teilchen
und w=27-40 Hz. Die schwarze Kurve stellt die korrigierte Warmekapazitét nach (2.132)
und (2.136) dar, die griine Kurve entspricht deren semiklassischer N#herung nach (2.164)
und (2.168).

Aus den vorangegangenden Berechnungen zur Warmekapazitét ldasst sich direkt die Grofie
des Sprunges der Warmekapazitdt am Phaseniibergang in semiklassischer N&herung be-
stimmen. Dazu bildet man die Differenz von (2.165) und (2.171):

71}%1 CV,T<TC — ’11“111’}1 CV,T>TC (2172)
_ 3C(3) (CB\3CEB) (1 (B 5, g, 3. G2
- 3N’“B[<<2> () Gap (am (55 +iweergsig) |+

In Abbildung 2.10 wird die korrigierte Warmekapazitdat mit deren semiklassischer Néhe-
rung verglichen. Unterhalb des kritischen Punktes liegt die semiklassische Ndherung ober-
halb der exakten Kurve und oberhalb des kritischen Punktes unterhalb der exakten Kurve.
Man stellt fest, dass die Diskrepanz oberhalb von T, grofler ist als unterhalb. Dies liegt
daran, dass Gleichung (2.168) zwar alle Beitréige bis zur ersten Ordnung enthélt, allerdings
auch Teile hoherer Ordnungen.

2.4.6 Vergleich mit der Literatur

In diesem Kapitel wurde eine Theorie vorgestellt, die es prinzipiell erlaubt, analytische
Néherungen der thermodynamischen Grofien eines idealen Bose-Gases in einer harmoni-
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schen Falle beliebig genau zu berechnen. Durchgefiihrt wurde dies fiir D=3 Dimensionen
fiir die kritische Temperatur, die Temperaturabhéingigkeit des Kondensatanteils sowie
der Wirmekapazitéit. In den Arbeiten von S. Grossmann und M. Holthaus [5] sowie von
W. Ketterle und N. J. van Druten [6] werden die Teilchenzahlgleichung und die kriti-
sche Temperatur fiir diesen Fall jeweils bis zur ersten Ordnung semiklassisch entwickelt,
wihrend H. Kleinert letztere bis zur zweiten Ordnung bestimmt [24]. Die Gleichungen
(2.144) und (2.158) stellen insofern Verbesserungen dar, als dass diese auch die zweite
Ordnung beinhalten, wéhrend die kritische Temperatur (2.152) dem Ergebnis von H. Klei-
nert entspricht. In Abschnitt 2.4.5 wird die Warmekapazitét korrekt bis zur ersten Ord-
nung semiklassisch entwickelt und es wird insbesondere gezeigt, dass diese am kritischen
Punkt nicht divergiert. V. I. Yukalov stellt in der Arbeit [30] eine Theorie vor, die es er-
laubt, Bose-Gase in harmonischen Potentialen auch fiir D<3 Dimensionen semiklassisch
beschreiben zu konnen, dieser Ansatz ist allerdings auf die fiithrende Ordnung beziiglich
der Teilchenzahl beschréankt. Prinzipiell ist die hier vorgestellte Theorie auch fiir D=1, 2
Dimensionen anwendbar, es miisste also moglich sein, die Ergebnisse von V. I. Yukalov
mit dieser Theorie zu vergleichen.

2.4.7 Vielteilchen-Green-Funktion des harmonischen Oszillators

In Analogie zu Abschnitt 2.3 soll auch die Vielteilchen-Green-Funktion (2.100) fiir das
dreidimensionale harmonische Potential korrigiert werden. Dies geschieht dadurch, dass
man den Beitrag des Grundzustandes zu den Funktionen (2.98) in der unkorrigierten
Vielteilchen-Green-Funktion (2.100) abzieht:

Gror. (X1, T13 X2, T2) = Z 9(7'1—7'2+nhﬁ){(X1,71—72+nhﬁ|x2,0>‘En—>En—u
—to(x1)t5(x2) €(E°“)(7172+"hﬁ)/h} _ (2.173)

Die Zeitentwicklungsamplitude fiir den harmonischen Oszillator in drei Dimensionen lau-
tet [24, (2.156)]

N

Mw
2mihsinw(t;—ts)

Mw 2 2
_ : X;+x5) cosw(t;—ty)—2x1X
o 2thsinw(t;—ts) (4, (1—ha) 2 2}. (2.174)

(x1,t1]x2, t2)
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Durch eine Wick-Rotation t = —u7 geht diese iiber in die Imaginarzeitentwicklungsampli-
tude
3
(1,71, 72) LAk
X1, T1|Xa, T
b I8 12 2rhsinhw(m—73)
— Mw [(x74x3) coshw(m—72) —2x1Xs]
¢ 2hsinhw(m—m) . (2.175)

Da 7=71—75 jeden Wert aus dem Intervall [—hf, i3] annehmen kann, bleiben bei der
Auswertung der Summe in (2.173) aufgrund der Thetafunktion fiir 7>0 alle Summanden
mit n>0 iiber, wihrend fiir 7<0 nur die Summanden mit n>0 beitragen. Aufgrund der
Zeitordnung muss man fiir gleiche Zeiten folgenden Limes benutzen [23]:

li;% Gror. (X1, T;%X2,0) = Gyor. (X1, 0;%x2,0) . (2.176)

Als weitere wichtige Eigenschaft der Green-Funktion sei hier angemerkt, dass man aus
dieser die Teilchenzahl bestimmen kann iiber die Gleichung

N =N, + /d% lim Gier. (%, 75 %, 0) . (2.177)

7,0

Die Green-Funktion wird mit den vorangegangenen Uberlegungen zu

Gror. (X1, T:X2,0) = [Ze@HZe(—T)

[<X1, T4+nhG|xs,0) ‘EnﬂEru
— o (1) 5 (x2) e~ PO ”’W’i} . (2.178)

Beachtet man noch die Wellenfunktion des Grundzustandes in D=3 Dimensionen
3
Mw) 2 w
Yo(x) = (—w) e~ (2.179)
7h
so erhalt man schlieBlich

3

oo oo M 5
Gror. (X1, 75 X2, 0) = [ZQ(T}+Z@(—T>] (W—;;) en(THnhB)/h (2.180)
n=0 n=1

( 6{7 DT T Sy sinh]g(‘j'+nhﬁ) [(X%er%) cosh w(7’+nhﬁ)72x1XQ] }
X

[2sinhw(T + nhﬁ)]%

e (x"{+x§)€Eo(T+nhﬁ)/h) _

Als néchstes soll die semiklassische Naherung fiir die korrigierte Green-Funktion des isotro-
pen harmonischen Oszillators berechnet werden. Da aber eine semiklassische Néherung
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analog zu Anhang A bisher nicht durchgefiihrt werden konnte, kénnen nur die beiden
fithrenden Ordnungen der Green-Funktion beziiglich des Kleinheitsparameters b=hw (3 ex-
akt angegeben werden. Man erhélt dadurch eine Naherung, die die richtige Teilchenzahl-
gleichung (2.144) bis zur Ordnung O((hw3)~?) liefert.

Die Koordinaten x;, x5 der Green-Funktion sollen fiir die folgende Rechnung mithilfe der
Transfomation

X] = X5 + X, /2, Xy = Xg — X;-/2 (2.181)

in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten iiberfithrt werden. Dies ergibt

3
= Mw) ?
§ o(r) + > 0(—7)] <W—;") eH(r+nhd)/h (2.182)
n=1

( 6{7 m [(2xs +x2/2) cosh(w(r+nhB))—2x2+x2 /2] }
X

Gkor XS y Xpy T

: _ o~ M2 (2x24x2/2) ,~ Bo(r+nhB)/ h) .
[2sinh w(T + nhf)]?

Man kann diesen Ausdruck noch etwas vereinfachen, indem man die trigonometrischen

tanh (g) = % : coth (%) = % (2.183)

Formeln

in Gyor. (Xs, Xy, T) einsetzt:

Gkor Xs; Xpy T [Z 9 + Z ‘9(-’7’)] <%) €u(7+nhﬁ)/h (2184)

{ 67%)8 tanh w(T+nhB)/2 7%x2 cothw(T+nh3)/2
X

_ — e~ ]gff (2x§+xg/2)e_E0(T+nhﬂ)/h} .
[2sinh w(T + nhf)]?

Im néchsten Schritt fithrt man eine Fourier-Transformation beziiglich der Schwerpunkt-
koordinate durch,

Gron (D3 X0 7) = / Py e PG (x4, %0, 7) (2.185)
und erhalt dadurch

Gxor.(Pg, X5y T [Z o(r) + Z 9(_7-)] ph(T+nhp)/h (2.186)

{e Titro P2 cothw(r+nhB)/2 *Mx 2 coth w(T+nh3)/2
X

[2sinhw(r + nhp)/2]*

R S <T+nfw>/h}'
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Dieses Ergebnis kann mit den Abkiirzungen b=hw(, 7'=7/hf und y'=(u— Ey)/hw verein-
facht werden:

Gkor ps, Xy, T [Z 9 _|_ i 9(_7-)] eu'b(T’-i-n)

e~ Tihe 4th p2 coth b(7’ +n)/2 — M‘”x coth b(1’'+n)/2 0 o Mwoo
v —e iMhwPse” an X1 % (2.187)
[1 — e b’ +n)]

Zur weiteren Berechnung wird die Green-Funktion umgeformt zu

- b 1
Gkor p37 Xr, T [Z 9 + Z 9(—7')] et b(t'+n) ( { [1 — e*b(T/Jrn)]n?b — 1} (2188)
n=1

xe (4thp§+M“x2)cothb(T +n)/2_'_e (4Mlhwp§+M“x2)cothb(7’+n)/ (4thp§+Mw 2)) )

Die zwei Terme in der geschweiften Klammer werden auf einen Hauptnenner gebracht:

Gror.(Ps: X, T) = [Z 0(t) + Z 9(—7)] oH/ BT )
n=0 n=1

—b(7"+n) _9,—2b(r"+n) —3b(7'+n)
(P ey e
—e—b(T'+n

+€_(4A/}hw I+ x7) coth b(r/+n) /2 _ (41\1hwp8+1511f;u 3)) (2.189)

Prinzipiell konnte man die Summe wie in Abschnitt 2.4.1 mit der Euler-MacLaurin-Formel
berechnen. Das dabei entstehende Integral wire von der Ordnung O(b~!). Da aber bisher
fiir dieses Integral keine analytische Losung gefunden wurde, soll die Green-Funktion nur
bis zur Ordnung O(b~?) entwickelt werden:

Gror.(Pg, X, T) = [Z 6(7) + Z 9(_7.)] TCERD

n=0 n=1

’ 4 ! 1 3 1
x |3eH( ) _ge—2b(r+n) | o= 3b(r +n>} -
[ ¢ € e b3(7"+n)3+2 b (7' +n)?
s e~ (Tt Pi Hi2x) coth b +n)/2 L 0 (1Y (2.190)

Die letzten beiden Terme in (2.189) wurden vernachlissigt, da sie von der Ordnung O(b°)
und hoher sind. Eine Fourier-Transformation auf die Schwerpunktskoordinate,

Bp,
Gror. (X, X, T) = / ﬁemsxs/thor.(ps,XmT), (2.191)
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fithrt auf
3
= ol Mw tanh(b(7'+n)/2) 2
_ b(t'+n)
Gkor.<Xsu Xr, T) = [nz 9 + Z 9 ] et ( prs
/ / / 1 3 1
w [3e=b(r'+n) _3,=2b(r"+n) | ,—3b(r +n)] o
|: ¢ € Te b3<7-l_|_n)3+2 b2<7-l+n>2
Xe*%xg tanh b(q—/+n)/2 7Mx2 coth b(7/+n /2_'_(/)( ) (2192)

Entwickelt man die Hyperbelfunktionen fiir kleine b bis zur fithrenden Ordnung, so erhélt
man schlieBlich fiir die Vielteilchen-Green-Funktion in semiklassischer Néherung

o 00 o Mo\ 2
Gkor. (XS7 X, 7') — [Z 9(7—) + Z 9(_7-)] eiu‘ b(T +n) <ﬁ)
n=0 n=1

/ 4 ! 1 3 1
% |:3€7b(7' +n)_3€72b(7 +n)+673b(7 Jrn)] 3 3 +—= T 1
Al 2
2
Xef%[xgb(TUrn)er]_i_O(b_l) . (2193)

Die Teilchenzahl N ergibt sich dann mit (2.177) und (2.193) zu

N = N0+1 [3(3( (v 1))—3C3(6b(“/_2))+C3(eb(l/—3))}

%‘12 E@(ebw —1))—g@(ebw,_m)+2C2(eb(“/_3))] TOM). (2199)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (2.144), so sieht man, dass die semiklassisch genéher-
te korrigierte Green-Funktion die richtige semiklassische Naherung fiir die Teilchenzahl
liefert.

Entwickelt man in (2.193) die zweite Zeile beziiglich b bis zur fithrenden Ordnung, so
erhélt man

Gsc (Xs y Xy T)

o wb(r'+n) Mw 3 Muw [, 21 x7

—Sr X7 )+ 5 ]
S ite) 3o o (S o
n=0

/+n)
+O(b7?). (2.195)

Dies ist die schon bekannte semiklassische Ndherung des Vielteilchen-Propagators fiir den
harmonischen Oszillator [28, 4.8]. Berechnet man mit diesem Propagator die Teilchenzahl
tiber (2.177), so fithrt dies auf

N =N+ b—lggg(ebﬂ’) +0(0b7?). (2.196)

Dieses Ergebnis entspricht der fithrenden Ordnung von (2.115).






Kapitel 3

Ungeordnetes Bose-Gas in
harmonischer Falle

In diesem Kapitel wird untersucht, wie sich die kritische Temperatur eines bosonischen
Quantengases in einer isotropen dreidimensionalen harmonischen Falle im thermodyna-
mischen Limes unter dem Einfluss eines schwachen Unordnungspotentials in fithrender
Ordnung verschiebt. Beschrieben wird das Quantengas dabei durch ein effektives Poten-
tial, da dieses erlaubt, schwache Unordnungspotentiale storungstheoretisch zu behandeln.
In Abschnitt 2.3 wurde bereits gezeigt, dass das effektive Potential fiir grofle Teilchenzah-
len eine gute Ndherung des exakten grofkanonischen Potentials darstellt. Da das Bose-Gas
verdiinnt ist, kann auch der Einfluss der Zwei-Teilchen-Wechselwirkung auf die kritische
Temperatur storungstheoretisch behandelt und vernachlissigt werden, da beide Effek-
te additiv sind [7]. Die durch eine repulsive Wechselwirkung entstehende Verschiebung
der kritischen Temperatur ist negativ, da eine abstoflende Wechselwirkung die Dichte im
Zentrum der Falle verringert und somit eine niedrigere Temperatur benotigt wird, um
ein Bose-Einstein-Kondensat zu erzeugen. Entsprechend erwartet man, dass die unord-
nungsgemittelte Verschiebung der kritischen Temperatur positiv ist, da Unordnung als
eine attraktive effektive Wechselwirkung verstanden werden kann [19].

3.1 Zufallspotential

Die Unordnung wird im Folgenden durch das Zufalls- bzw. Unordnungspotential U(x)
beschrieben. Man betrachtet ein Ensemble von Realisierungen identischer Systeme, die
jeweils durch ein Unordnungspotential gestort werden, und definiert dazu einen Ensem-
blemittelwert [28, Kapitel 9]. Mit diesem ist es moglich, einen gemittelten Effekt der
Unordnung auf das System zu beschreiben, der aber bei jeder einzelnen Realisierung un-
terschiedlich ausfillt. Im Rahmen dieses Modells reicht es aus, das Zufallspotential durch
einige wenige Eigenschaften zu charakterisieren. Zuallererst nimmt man an, dass fiir das

25
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Zufallspotential U(x) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P[U] vorliegt, deren genaue Form
fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit irrelevant ist. Im Folgenden soll lediglich ange-
nommen werden, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung P[U] von unten beschrankt und
normierbar ist. Der Erwartungswert wird mithilfe der Wahrscheinlichkeitsverteilung P[U]
definiert:

. :/DU.P[U]. (3.1)

Das Funktionalintegral besteht aus einem unendlichen Produkt gewdhnlicher Integrale,
bei denen an jedem Raumpunkt iiber alle moglichen Werte des Zufallspotentials U(x)

summiert wird: -
/ pU =] / dU(x) . (3.2)

Das Funktionalintegralmaf} (3.2) withlt man dabei so, dass die Normierung 1 = 1 gewéhr-
leistet ist. Der Erwartungswert des Unordnungspotentials kann ohne Beschrankung der
Allgemeinheit gleich null gewahlt werden:

U(x)=0. (3.3)

Falls der Ensemblemittelwert von null verschieden ist, kann dieser Fall durch eine Renor-
mierung des chemischen Potentials auf (3.3) zuriickgefiihrt werden. Die Korrelationsfunk-
tion hangt nur von der Differenz der Raumpunkte ab, d. h.

U(Xl)U(Xg) == R(Xl—Xg) . (34)

und féllt mit einer typischen Langenskala € ab. Beispielsweise tritt eine Lorentz-Korrelation
in Atom-Chips auf [31]. Verwendet werden soll in dieser Arbeit eine GauBsche Korrelati-
onsfunktion der Form

e—(xl—x2)2/262

(2me2)D/2
mit der Korrelationsldnge €, da eine solche Korrelation die folgenden Rechnungen we-
sentlich vereinfacht. Betrachtet man eine Realisierung mit der Korrelation (3.5) tiber ein
grofferes Raumgebiet, so entsteht durch die Zufallsverteilung eine aus Télern und Hiigeln
bestehende Potentialverteilung (siche Abb. 3.1). Die mittlere Ausdehnung eines solchen
Tales kann mit der Korrelationslédnge e identifiziert werden. Der Parameter R hat die Di-
mension [J?mP”] und kann als ein Ma8 fiir die Stéirke der Unordnung angesehen werden.

R(Xl—Xg) =R (35)

3.2 Hintergrund-Methode

In diesem Abschnitt soll der Einfluss eines schwachen Unordnungspotentials auf das ef-
fektive Potential des vorliegenden Systems berechnet werden. Das effektive Potential
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Abbildung 3.1: Beispiel fiir ein zweidimensionales Unordnungspotential, das durch Laser-
Speckles erzeugt wird.

wird mithilfe der Hintergrund-Methode berechnet, das Unordnungspotential soll dabei
storungstheoretisch behandelt werden. Zunéchst wird die Zustandssumme entsprechend
(2.44) als ein Funktionalintegral definiert:

Z = f Dy 7{ D e~ AW ¥/ (3.6)

Die dazugehorige Wirkung entspricht (2.58) mit dem Unterschied, dass zu dem Fallenpo-
tential V (x)=Mw?x?/2 noch das Unordnungspotential U(x) hinzuaddiert wird:

% ,
Alp* ] = /dT/dD:B V¥ (x,7T) {h%—;—MA-FV(X)-FU(X)—,u (X, 7). (3.7)

Normalerweise miisste man das effektive Potential wie in Abschnitt 2.2.3 mithilfe einer
Legendre-Transformation beziiglich zusétzlicher Stromfelder bestimmen. Ein wesentlich
effizienteres Mittel, das effektive Potential zu berechnen, stellt aber die Hintergrund-
Methode dar. Im Rahmen dieses Ansatzes werden die Felder v*(x, 7),1(x, 7) aufgeteilt
in Hintergrund und Fluktuationen [28]:

V(x,7) = UN(x,7) + 0T (x,7), U(x,7)=V(x,7T)+ (x,T). (3.8)

Die Hintergrund-Felder werden dabei mit den Feldmittelwerten (2.63) identifiziert. Ein-
gefiihrt wurde die Hintergrund-Methode zuerst von Cécile DeWitt-Morette im Kontext
der Quantenmechanik zur Herleitung des semiklassischen Propagators, wo der Hinter-
grund den klassischen Pfad beschreibt [32]. Weiterentwickelt wurde die Theorie von Bryce
DeWitt, um im Rahmen der Quantengravitation auch einen nichtklassischen Hintergrund
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beschreiben zu kénnen [33].
Die Zustandssumme (3.6) wird durch (3.8) zu einem Funktionalintegral iber die Fluktua-
tionen:

AVARV f Doy f Doy e AW/ (3.9)

Die Wirkung (3.7) zerfillt unter der Zerlegung (3.8) in einzelne Beitrige A™[6¢*, 64)],
bei denen die Fluktuationen §i*(x, 7), 01 (x, 7) zur n-ten Potenz auftreten:

A[T* + 6¢%, U 4 6] = AV 5y, 6¢] + AV 5%, 6¢] + AP [6¢4*, 6¢] . (3.10)
Der erste Beitrag entspricht der Wirkung (3.7), ausgewertet an den Hintergrund-Feldern
e AQ 5 5ep] = A[T*, 0], (3.11)
wéhrend im Rahmen der Hintergrund-Methode der zweite Beitrag, der linear in den Fluk-

tuationen ist, nicht beriicksichtigt wird, da der Hintergrund einem Extremum des Inte-

granden entspricht [28]:
AW [5¢*, 6] = 0. (3.12)

Zum Beweis von (3.11) und (3.12) verwenden wir nun die Abkiirzungen

Go(x1,T1;X2, 72) = G1a, Gal(Xhﬁ;X%Tz) = Gﬁl , Ulxa) =Un,
foﬁﬁ dTl fdgxl == f7 ’lp(x177-1> - wlu 5w(X17T1> = 52/}17 \II(XluTl) = \1117 (313>
1

wobei Gy'(x1,71;Xs,72) den Integralkern (2.60) beschreibt. Man betrachtet dann das
erzeugende Funktional

Z[j*’j] = 6769[‘7*"7} — %’D'l/}* %’D'l/} efA[w*vwvj*v.ﬂ/h (314)

mit der Wirkung
At g 3) = A = [ i+ i) (3.15)

1

Setzt man hinter dem ersten Gleichheitszeichen von (3.14) den allgemeinen Ausdruck fiir
das effektive Potential (2.65) ein, so erhélt man

— B T[W* W] [(Wrj14+U155)/hB — A= [ (Y1t ) /b
e { [ }:7{1)1/;*%2%6{ [(vineoni)} . (3.16)

Diese Gleichung wird umgeformt, indem die Legendre-Identitét (2.66) fiir die Strome j*, j
eingesetzt wird:

* « ST ¥ STU™*, ¥
R s )

_ - « OL[W*, 0] SUL[U*, 9]
- f Dy f Dy ¢ (Al g ) n. (3.17)
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Die Bose-Felder werden jetzt nach (3.8) in Hintergrund und Fluktuationen zerlegt, so
dass das Funktionalintegral iiber die Bose-Felder zu einem Funktionalintegral iiber die
Fluktuationen wird:

. 5 5
6_6<F[q] 7\14_{{\11 ngl\lf]_’_q, FES\I\L W]})

AN +80* W+60]—hB [4 (i +697) TRV 4 (g o) S LY g
%Dé@/} %Dé@/}@ ( f{ ' }) . (3.18)

Einige Terme konnen gekiirzt werden und man erhélt so die folgende Bestimmungsglei-
chung fiir das effektive Potential:

_ * * _ « ST [0 0] ST[T*, 0]
BT 3] :f@&p*%@&pe (A[\I/ +69* , W+51))] hﬂlf{éwl o TV sy })/ﬁ_ (3.19)

Diese Gleichung kann n&herungsweise ausgewertet werden, indem die Wirkung in eine
funktionale Taylor-Reihe beziiglich der Fluktuationen entwickelt wird:

A v wog) = A w [ SE s [k ea0)
1 1

Diese Entwicklung setzt man in (3.19) ein und erhélt

v — v e o

*(f{ 6A([5‘I/‘I/*,‘I/ 7%51"%*,‘1/ }5¢1+f{6A([5?pl’@]*hﬁérg‘{'pl’qj]}5¢1+--->/h
Xe 1 1 1 .

1

(3.21)

Dieser Gleichung kann I'[W*, U] iterativ entnommen werden. Die fithrende Ordnung lautet
A[U*, 0]
- - +
hp

Setzt man dieses Ergebnis auf der rechten Seite von (3.21) ein, so erkennt man, dass
die Terme linear beziiglich der Fluktuationen verschwinden. Damit sind die Aussagen
(3.11) und (3.12) bewiesen. Es sei angemerkt, dass die in dieser Rechnung vernachlassigten
Beitrage hoherer Ordnung beziiglich der Fluktuationen gerade den 1-Teilchen-irreduziblen
Vakummdiagrammen entsprechen [24, 34].

[0, U] = (3.22)

3.3 Effektives Potential fiir schwache Unordnung

Fiir die groBkanonische Zustandssumme (3.6) folgt mit der Zerlegung (3.8) sowie (2.60)

und (3.12)
Z = A I/R f Doy* 7{ Doy IO i (3.23)
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Die Exponentialfunktion in (3.23) kann fiir schwache Unordnungspotentiale bis zur zwei-
ten Ordnung entwickelt werden:

1 1
7{ Doy 7{ Doy (1-7 / Ur80i001+ 5 / N L e F
1 12

xv—1
- f 5'¢1 G12 6w267A[\I/*,\I/}/h .

xe i2 (3.24)

Fiir die Funktionalableitung eines Integralkerns nach einem anderen Integralkern gilt [35]

5G L
— 12— 51300, 3.25
5G§41 13024 ( )

Dies ermoglicht es, die Fluktuationen im Integranden des Funktionalintegrals (3.24) durch
eine Funktionalableitung nach dem Integralkern auszudriicken:

1 51 56
j{m@z) j{m@z) Hh/Ul(sc;nl 2h2/U1U25G s T
1

- f 6'¢1 G12 6'¢2 e*A[‘I’*,\P]/h .

xe 12 (3.26)

Jetzt ldsst sich das Funktionalintegral ausfiihren und man erhélt mit (2.83)

. L1 51 56 »
7 = A/ /U +— /UU__+... —hinGo” (3.27
c D TeIT =l e e, ¢ (3.27)
1

Zuerst wendet man die Funktionalableitungen auf die Exponentialfunktion an und erhélt
aufgrund der Kettenregel

0TrinGy LS | OTrInG-t 6TrIinGt 62 TrlnGt
7 = 1—= U 74__ U, U. 0 0o 0 )+
h / YOG 2h2/ ! 2( SGrL 6Gy  6GNGy)
1 12
~TrinGy ! — A" 0] /b (3.28)

xXe

Zur Durchfiihrung der weiteren Rechnung wird die Funktionalableitung des TrlnG ;! nach
dem Integralkern benotigt. Aufgrund von (2.83) gilt

STrlnGy' 1 67,

=——— 3.29
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Diesen Ausdruck kann man mithilfe von (2.62) fiir verschwindende Strome wieder durch
ein Funktionalintegral ausdriicken und die Funktionalableitung ausfithren. Mit (3.25) er-
gibt sich

STrlnGy! — J ¥5G5
S = POV DU i e I (3.30)
0G5
Dieses Ergebnis lisst sich mit (2.103) direkt auf die Greensche Funktion zurtickfithren:
STrInGy*
——— =Gy 3.31
5G) 2 (3:31)

Hinzu kommt noch die funktionale Ableitung der Greenschen Funktion nach dem Inte-
gralkern. Dazu beginnt man zunéchst mit der Identitéat

/ G12Go = 013 (3.32)

2

Eine Funktionalableitung nach G fiihrt dann mit (3.25) auf

0G
0= / — G+ / Gl12024035 . (3.33)
2
Multipliziert man (3.33) mit G36 und integriert iiber die Koordinaten 3, so erhélt man
0G
/ P Gy Gy = — / G12Gl36094035 - (3.34)
23 23

Unter Benutzung von (3.32) fithrt dies direkt auf
0G1a
5Gy

Aus (3.28) ldsst sich nun das effektive Potential iiber die Beziehung

—G13Gaa . (3.35)

T[0*, 0] = —% In 7 (3.36)

bestimmen. Den Logarithmus entwickelt man bis zur zweiten Ordnung, um alle Beitrége
des Zufallspotentials bis zur zweiten Ordnung zu beriicksichtigen. Dies ergibt zusammen
mit (3.12), (3.31) und (3.35) das effektive Potential eines idealen Bose-Gases in einer
isotropen harmonischen Falle unter dem Einfluss schwacher Unordnung:

1 1 1
F[\I’*,\I/] = B(TI‘]I]Go_l—i-/\I/TGl_Ql\I’Q—Fﬁ/Ul\I/T\Ill—i—ﬁ/UlGn
12 1 1

1
_ﬁ/UlUQGmGQl +.. ) . (3.37)

12
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Fiir verschwindendes Zufallspotential geht das effektive Potential (3.37) in das frithere Re-
sultat (2.87) iiber. Bei der Berechnung des TrInG, ' muss beriicksichtigt werden, dass der
Grundzustand des ungestorten Systems 1)g(x) und die Fluktuationen §i(x, 7) senkrecht
aufeinander stehen:

/ dPz Yi(x)0Y(x,7) = 0. (3.38)

Diese Bedingung stellt das Analogon der Hintergrund-Methode fiir (2.121) dar, das Ergeb-
nis entspricht (2.127). Setzt man die Abkiirzungen (3.13) sowie den TrIlnGy "' aus (2.127)
in (3.37) ein, so ergibt sich schlieBlich

Z eﬁ(u Eo)k { _ el,wk)g ) 1] 59

h3
+%/0 dT/d?’x U*(x, 7) {hg—h—QAJrV( )— :|\I/(X,T)

or 2M

% %
_2h26/ dTl/d3371/ dT?/d3x2 U(x1)U(x2)Go(x1, T1; X2, T2) Go (X2, To; X1, 1)
0 0

h3
+/d3:p U(x)Gyp(x,0; %, 0)+%/ dT/d?’l‘ Ux)U*(x, 7)V(x,7) + ... .
0

3.4 Chemisches Potential

Um aus dem effektiven Potential (3.39) das groBkanonische Potential zu erhalten, muss
dieses nach (2.68) fiir extremalisierte Hintergrund-Felder ausgewertet werden. Man erhalt
aus (3.39) durch Extremalisierung beziiglich ¥*(x, 7)

ﬁ% + HE( )+ U(X) — pte| We(x,7) =0. (3.40)

Die Gleichung entspricht (2.88) mit dem Unterschied, dass zu dem Einteilchen-Hamilton-
Operator ﬂ(X) noch das Unordnungspotential hinzugefiigt wurde. Aulerdem wurde u=p..
gesetzt, da sich die folgenden Uberlegungen auf die Tieftemperaturphase beschranken, bei
welcher der Hintergrund W.(x, 7) von null verschieden ist. Das Hintergrund-Feld und das
chemische Potential werden jetzt beziiglich des Unordnungspotentials entwickelt. Dabei
wird berticksichtigt, dass das Hintergrund-Feld nicht von der Imaginérzeit abhéngt (siehe
Abschnitt 2.2.5):

po = i +pd+ulP 4+ (3.41)
U (x,7) = VO (x)+ 0V (x)+ @ (x) 4 ... . (3.42)
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Setzt man diese Entwicklungen in (3.40) ein, so erhélt man nach Potenzen des Zufallspo-
tentials sortiert bis zur zweiten Ordnung die Bestimmungsgleichungen

Tip(x) — p@ vOx) = 0, (3.43)
Tip(x) — pO] 90 (x) = [p) - U(x)] ¥ (x), (3.44)
Hpx) — 1O 00 (x) = [V —Ux)] W (x) + @V (x).  (3.45)

Der ersten Gleichung entnimmt man unmittelbar, dass der ungestorte Beitrag zum Back-
ground-Feld fiir ein isotropes harmonisches Potential gerade (2.92) entspricht mit ,ugo) =
Dhw/2:

T (x) = /Notho(x) . (3.46)
1o (x) stellt hierbei die auf eins normierte Grundzustandswellenfunktion des dreidimensio-
nalen isotropen harmonischen Oszillators dar. Multipliziert man die Gleichungen (3.44),
(3.45) von links mit \Ifgo)*(x), integriert iiber den gesamten Raum und beachtet die Nor-

mierung

No= [ dal v 0P (3.47)

so erhélt man explizite Ausdriicke fiir die durch die Unordnung entstehenden Korrekturen
des chemischen Potentials:

1 *

nel = Fo/ Pz U)W (x) 0 (x) (3.48)
1 «

W = / P [U(x) — uM] 0O (x) 0D (x) (3.49)

Der Faktor 1/Ny stammt dabei von der Normierung des ungestorten Hintergrund-Feldes
v in (3.46). Die erste Korrektur des chemischen Potentials kann also bestimmt werden,
ohne die entsprechende Ordnung des Hintergrund-Feldes \I/S)(x) zu kennen. Zur Berech-

& ist allerdings gemis (3.49)

nung der zweiten Korrektur des chemischen Potentials pu
die Kenntnis von \Ilél)(x) notwendig, welches sich aus Gleichung (3.44) bestimmen lésst.
Hierzu verwenden wir die Greensche Funktion g(x1,x2; F) der inhomogenen Differential-

gleichung
[I:IE(Xl) — E} g(x1,%9; F) = 0(x1 — X2) , (3.50)

so dass eine spezielle Losung von (3.44) auf diese Greensche Funktion zuriickgefiihrt wer-
den kann:

‘I’gl)(x) = /de”Uz 9(X7 X2, /i((;o)) [Mgl) - U(Xz)] ‘I’go)(xz) . (3-51)
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Um die allgemeine Losung von (3.44) zu erhalten, muss noch die homogene Losung addiert
werden:
T (x) = ¢ ho(x) + TV (x) . (3.52)

Zur Bestimmung der Konstante ¢ wird die Normierungsbedingung des Background-Feldes
betrachtet:

/d% W (x,7)]* = Np. (3.53)
Einsetzen von (3.42) fithrt unter Berticksichtigung von (3.47) direkt auf die Bedingung
Re/de O (x) e (x) = 0. (3.54)

Setzt man (2.91), (3.51) und (3.52) in (3.54) ein, so erhélt man fiir den Realteil der
Konstante ¢ schliellich

Rec= —Re {/dD!lh /deg Wi (x1)g(x1, xo; V) [,ugl) — U(xy)] \I/éo)(XQ)} . (3.55)

3.5 Greensche Funktion

Die bisherigen Rechnungen gelten fiir eine allgemeine Dimension D, im Folgenden soll
nun der Spezialfall D=3 behandelt werden. Zur Bestimmung der Greenschen Funktion
zu Gleichung (3.44) soll zunéchst das Anfangswertproblem (2.29) der Zeitentwicklungs-
amplitude betrachtet werden. Aus dieser ldsst sich der kausale Propagator eines Teilchens
bestimmen, indem man zusétzlich die Zeitordnung beriicksichtigt:

Ge(Xp, t;%4,0) = O(t)(xp, t|x4,0) . (3.56)

Leitet man diesen nach der Zeit ab, so erhélt man

ZH%GC(XI;, t;Xq,0) = HE(Xb)Gc(Xb, t; X4, 0) + 1ho (xp—x,)d(t) . (3.57)

In diese Gleichung setzt man im néchsten Schritt die Fourier-Transformierte beziiglich
der Zeit,
>~ dE

QWhe_ZEt/th(xb, Xq; F) (3.58)

Gc(Xba t; Xas 0) - /

ein und erhélt

[ﬂE(xb) . E] Go(xp, Xo; B) = —1hd (xy—Xy) (3.59)
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Anhand eines Vergleiches mit (3.50) ldsst sich erkennen, dass der Fourier-transformierte
kausale Propagator bis auf eine Konstante gerade der gesuchten Greenschen Funktion

entspricht:

Go(x1,%x9; E
g(x1,%2; E) = % (3.60)

Der Propagator ist bekannt, fiir die gesuchte Greensche Funktion erhélt man nach (B.27)
fiir D=3 Dimensionen in Kugelkoordinaten

0o l

I'1/24v—A\
g(x1,x,E) = Y ) YZm(‘glv¢1)Y};kn<‘927¢2)hw(rl(r2/>3j;?<1_£2y>
=0 m=-1

X [9(T1_TQ)M)\7V<(){T3>W)\,V<OZT%> + 9(r2—r1)M,\J,(a'r’f)W,\,,,(ar%)] (3.61)

mit den Abkiirzungen \ = E/2hw, v = [/2+1/4 und a = Mw/h. Hierbei beschrei-
ben Y}, (0, ¢) die Kugelflichenfunktionen und M, (1), W) ,(r) bezeichnen die Whittaker-
Funktionen [36].

Eine weitere wichtige Darstellung der Greenschen Funktion lédsst sich ebenfalls dem
kausalen Propagator entnehmen. Dazu betrachtet man zunéchst die Fourier-Transformier-
tion des kausalen Propagators beziiglich der Zeit, deren Konvergenz durch Einfiihrung
eines infinitesimalen 7 gewéhrleistet wird:

Go(x1,%0; E) = lim [ dt e ETMURG (%), 1:%5,0) . (3.62)
nl0 J

Setzt man in diese Gleichung (2.34) und (3.56) ein und fithrt das Integral aus, so erhalt
man fiir den kausalen Propagator die Spektraldarstellung

. N 1h
Gc(XhXQ; E) = léfgl;wn(xl)@bn()(g)m (363)
und entsprechend (3.60) fiir die gesuchte Greensche Funktion
: . 1
g(x1, %95 E) = Eﬁ}zn:?/fn(xﬁi/fn(xﬁm- (3.64)

Mithilfe dieser Darstellung wird nun die zweite Korrektur des chemischen Potentials (3.49)
weiter berechnet. Zunéchst reduziert sich Gleichung (3.55) mit (3.64) aufgrund der Or-
thonormalitéit der Eigenzustidnde v, (x) auf

0 _
— 5 ey e = UX)
Rec = ly%lRe/d x Py(x) ©

O (x). (3.65)
Eo—pe”—m
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Setzt man (3.51), (3.64) und (3.65) in (3.52) ein, so erhdlt man fiir die erste Korrektur
des Hintergrund-Feldes beziiglich der Unordnung

T (Ba—p +m)vn ()05 (x2) (o= Yo (1) 5 ()

; (Ba—p) 2402 (By—p")? + 12
x [ = U(x2)] O (x2) + o (x1) Im . (3.66)

v (x,) = 1%{51 d>x,

Der Term Imc in (3.66) wird so gewéhlt, dass \Ilgl)(xl) fiir Fo=p” nicht im Limes /0
divergiert:

Ime = lim [ &« VG (x2) 1Y — U(x,)] O (x5) . 3.67
iy [ s 0 v w0, (s
Dies reduziert (3.66) auf
(En—ptt"+m) b (x1) 5
(1) = —lim d?’xgz —H *“ng (Xl)‘”n(XQ)U(xQ)xng)(xQ), (3.68)
n#0 E n—Hc ) +77

wobei bereits beriicksichtigt ist, dass das Integral in (3.66) tiber den ersten Summanden
in der zweiten Klammer aufgrund der Orthogonalitét der Eigenzusténde verschwindet.
Fiihrt man den Limes 1|0 durch, so erhélt man mithilfe der Distributionen-Identitét

lim ~— T — 5(z) (3.69)

den Ausdruck

(3.70)
Da E,, mit n#0 stets verschieden ist von ,LL&O):EQ, triagt die Delta-Funktion in (3.70) nicht
bei und man erhélt

o0 (x, /d3 Z‘Z’“ x)¥ U(xg)xpgm(xQ). (3.71)

n#0

Man erkennt in (3.71), dass der Beitrag des Grundzustandes zur Greenschen Funktion
entfernt worden ist. Im Folgenden soll dieser Beitrag auch in der ersten Darstellung (3.61)
identifiziert und entfernt werden, um \Ifgl)(x) auch in dieser Form zu erhalten. Dazu soll
zunéchst der erste Summand in (3.61) mit (=0, m=0 betrachtet werden. Man erhilt mit-

hilfe von [36, 7.2.4]

T(3/4—E /2hw)
2T

go(x1,X9; E) = o (x1) g (x2) - (3.72)
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Dieser Beitrag konvergiert im Limes E—pu(?) gegen den Term, der nach (3.71) von der

vollstdndigen Greenschen Funktion in der Spektraldarstellung abgezogen werden muss.

Hieraus schlieft man, dass der Beitrag des Grundzustandes gerade dem Summanden

[=0, m=0 in (3.61) entspricht. Driickt man also NS (x) durch die Greensche Funkti-
on (3.61) aus, so erhélt man nach Abziehen des Summanden fiir /=0, m=0

() = - / d*zy g’ (x1, %05 pO)U (x2) U (x2) (3.73)
wobei die Abkiirzung

I'(1/24v-X)
l hw(rir9)3/2T (14-2v)

X [0 Tl—rg)M,\V(arg)W)\V(arl) + Q(TQ—rl)M,\V(arl)WAy(arg)}

l
Z Yim (01, §1) Y5, (02, 02) (3.74)

1 m=

Mg

g (Xla X2, Mc

mit A =z /2hw v=1/2+1/4 und o = Mw/h eingefiihrt wurde.

Die zweite Korrektur des chemischen Potentials (3.49) kann weiter vereinfacht werden,
indem man zuerst (3.71) in (3.49) einsetzt und erkennt, dass dann das Integral iiber den
zweiten Term in (3.49) aufgrund der Orthogonalitiat der Eigenzustéinde verschwindet:

1 n
/~L((:2) = _FO /d3$1 /d3$2 U<X1) \I’(O Z dJ \I[(O)( ) (3'75>

n#0 E luc

Benutzt man (3.74) statt der Spektraldarstellung der Greenschen Funktion, so erhélt man
schlielich

1 .
Mgz) = _F/d3x1/d3x2 U(XI)U(X2>\D£O) (Xl)gl(XhX%Mﬁo))‘l’go)(xﬁ- (3-76)
0

3.6 Kritische Temperatur

In diesem Abschnitt soll die Verschiebung der kritischen Temperatur beziiglich der Un-
ordnung in fithrender Ordnung in drei Dimensionen berechnet werden. Dabei wird die
kritische Temperatur als ein Funktional des Unordnungspotentials betrachtet und in Be-
zug darauf bis zur zweiten Ordnung berechnet. Zunéchst leitet man das effektive Potential
(3.39) nach dem chemischen Potential ab, um die Teilchenzahl zu erhalten. Danach setzt
man in der Teilchenzahlgleichung die definierenden Bedingungen fiir das Auftreten des
kritischen Punktes ein:

N(]:O ) 5:50 y  H=He - (377>
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Dadurch erhilt man fiir die Teilchenzahl am kritischen Punkt

ﬁ( E‘ 1 8 3 B=Bc

c(He— 0 _ .

Ze [ = o) 1] o /d z U(x)Go(x,0;x,0) -

hp3 hp3
2h ﬁc/ dT1/d3.’L'1/ dTg/d SL’QU X1 XQ)

B=Be

X@Go(xl,Tl,XQ,TQ)G()(XQ,TQ,Xl,Tl) 4+ ... (378)
H=Hc

Als néchstes setzt man die Entwicklung des chemischen Potentials u. beziiglich des Zu-
fallspotentials aus (3.41) ein:

2
N = Z |: 1— @—ﬁwﬁc } |} + ﬁc MS)) + Tuglﬂ + ... (379)

3 a :6 ,86 1 ﬁﬁ 3
_/da:U(X)(—+u 8—) (x,0;%,0) (0)—1-%/ dﬁ/d:cl
p=p c

%6} B=0c
/ dTQ/d T X1)U(X2)8 Go(x1, T1; Xa, T2) Go(Xa, To; X1, T1)

+...

p=n”

Danach wird auch die kritische Temperatur beziiglich des Zufallspotentials bis zur zweiten
Ordnung entwickelt:
T.=TO+TH +T® + ... . (3.80)

Dies ergibt

5=p"
N =

o T & 9\ 0 0
L (TEHTE) ot =5t (0 +n) <1+T(1)8T> a;ﬂLT%]N

p=p”

s U(x1)U(x5) @ p=bc"
+/ d71,2/dgfL‘l,Q#_GO(Xla7_1§X27TZ)GO(X277_2§X177_1)‘
0

2r?3 0 O
o 82 T(1 B9 0 5=
o3
/de(x)(8M+u 92 T 93op GO(XOXO)M:MEO)JF.... (3.81)

Diesem Resultat kann man nun die Korrekturen der kritischen Temperatur in fiihrender
Ordnung als Funktional des Unordnungspotentials entnehmen. Man erhélt die Verschie-
bung der kritischen Temperatur in erster Ordnung beziiglich U(x)

9Go(x,0;x,0 (1) oN g=50
I B e Ll -
© = TN o (3.82)
Ie ar H=phe
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In zweiter Ordnung beziiglich U(x) ergibt sich

(2) 12 92 2
T 1 T.7° 0 0\ 0 /,L 0
¢ - _ ¢ @), (W) p() ¢ N
7 Ta—N{{ 2 aT2+(“C The e aT) a/ﬁ 2 a/J

hs x1)U(x2) O
/ d7'12/d3$1 21h2ﬁ( 2)%G0(X177_1§X2>7_2)G0(X277_2§X177_1)

0? ﬁ o 0
— B U (1 C .
/d x U(x) <u 3 T 03 ) Go(x,0; x, O)}

Diese Ergebnisse sind quantenmechanisch exakt und ermdoglichen es nun, die Momente
der kritischen Temperatur beziiglich des Unordnungsensemblemittelwertes zu berechnen.

="
(3.83)

p=p”

3.7 Unordnungsmittel

Im folgenden Abschnitt wird die unordnungsgemittelte Verschiebung der kritischen Tem-
peratur und die zugehorige Standardabweichung im Limes groler Teilchenzahlen N und
fiir schwache Unordnung in fithrender Ordnung berechnet. Angenommen wird dabei die
GauBsche Korrelation (3.5). Mittelt man die Verschiebung der kritischen Temperatur tiber
viele Realisierungen, so verschwinden nach (3.3) die Terme, die linear im Zufallspotential

sind, d.h.

AT, TP
il LT (3.84)

3.7.1 Semiklassik

Setzt man (3.83) in (3.84) ein, so ergibt sich fiir die Verschiebung der kritischen Tempe-
ratur

AT, 1 [([T? &2 @ —oam 0\ 0 u? o
= - T ( ) 5 o)
hg Xq) O
/ d7'12/d Z1,2 27125( 2)@Go(xl,7'1,X2,7'2)G0(X2,7'2,X1,7'1)
_ 30
o2 ( ) ﬁ o O B=0c
— | &z [ Ux)p® Go(x,0;x,0 ... (3.85
/ l‘< (X):u 8/~L2 T 858 0(X7 » X, )} M:M§0)+ ( )

Die Gleichung (3.85) soll im Folgenden semiklassisch entwickelt werden, da diese nicht
exakt berechnet werden kann. Dabei wird auflerdem der Limes grofier Teilchenzahlen
betrachtet, also nur die fithrende Ordnung beziiglich der Teilchenzahl berechnet. Zunéchst
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werden die Teilchenzahl N durch deren semiklassische Naherung (2.144) ersetzt und die
Ableitungen nach p ausgefiihrt. Betrachtet man danach den Limes TLTC(O), so erhélt man
die semiklassischen Entwicklungen

7 8= =B
Ze o ﬁ—l = }gf’)g TR (3.86)
k=1 L(1—e ) I Tu=pl (hwp)
(0) (0)
10 & I 1 1 |8=Pe B=p¢
B(u—Eo)k B
Gon Ze (u—Eo) (1 ramiys — 1_ o = Thwp) +..., (3.87)
00 - - (0) _3(0)
ia_zeﬁ(u—&nk v AT L BB+ nwp]
32 Ou? — | (1 — e—fwBk)3 J e (hwp3)?
4. (3.88)

Als néchstes werden die Ableitungen nach der Temperatur in (3.85) ausgefiihrt, zusammen
mit (3.86)—(3.88) erhélt man

AL _LfI" (@87 (200w (3.89)
7 3L T (¢(3) 7 '

502,02
: }

S 2(3)
_/d% (U(X)M(l) & U ﬁgg> Gofx, 0:.0)

+ {3<(2)+2<(3)+v+§— In 7w 30

p=5c"
+..

(0)
p=8" }
p=p”

H=pe
Alle Terme sind von der Ordnung O(R), allerdings unterscheiden sie sich in ihrer Abhéangig-
keit von der Teilchenzahl N. Es wird sich in der folgenden Rechnung herausstellen, dass

N o2 N7 "980

i x1)U(x3) O
/ d7'12/d3$12 2]1\%2(52)8—G0(X1,7'1,X2,7'2)G0(X2,7'2,X1,7'1)

nur ,u((f) und das letzte Integral in (3.89) zum thermodynamischen Limes beitragen und
dass die restlichen Terme fiir experimentell relevante Teilchenzahlen vernachléssigt werden
konnen. Die fithrende Ordnung wird proportional zu y/w sein, d. h. mit N~/¢ skalieren, da
im thermodynamischen Limes das Produkt Nw? konstant gehalten wird (siche Abschnitt
2.2.8). Zuerst werden all jene Beitridge berechnet, die nicht zum thermodynamischen Limes
beitragen.
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3.7.2 Erster Beitrag hoherer Ordnung

Man beginnt mit dem ersten Term T2 / T\92 der sich aus (3.82) wie folgt ergibt:

TERAE | 46 iy GBI [ L G el g
o = oot 22 [ @y — ;
P 9[ @ M Ty | e Vg G0, 0))
_ _3(0)
. / o, TODUGR) 0Go (31,051, 0) G (32, 0535, 0) | }  (390)
’ N2 ol o =¥

Zunéchst soll der exakte Vielteilchen-Propagator (2.180) in (2.176) eingesetzt werden:

]\4(4‘})3/2 o0 |: —Muw tanh(hwBn/2)x2 /h

Go(x,0;%,0) = (ﬁ — eM“’xg/h] ) (3.91)

(1 _ efhwﬁn)3/2

Setzt man jetzt (3.5), (3.48) und (3.91) in (3.90) ein, so erkennt man, dass es sich bei
allen Beitrigen um Gauflsche Integrale handelt. Das erste lautet

R Mw 8/2 _ Mo(x21x2 C(x1—x5)2/2¢2

Die Variablen werden zu Schwerpunkt- und Relativkoordinaten transformiert, danach
werden die GauB-Integrale ausgefithrt und man erhélt

/
2 R Mw
e = v e)pn (%h) (3.93)

mit der dimensionslosen Korrelationslange

Mw

e=e\f - (3.94)
Diese dimensionslose Korrelationsldnge soll in allen folgenden Betrachtungen selbst im
thermodynmamnischen Limes nicht als klein angenommen werden, da explizit der Ein-
fluss von Unordnung mit endlicher Korrelationslénge behandelt werden soll. Nimmt man
an, dass € im thermodynamischen Limes grofler Teilchenzahlen aufgrund der w-Abhéngig-
keit vernachléssigbar klein wird, so sind die in dieser Naherung berechneten Gréflen nur
noch im Bereich é<1 giiltig. Diese Situation ist aber unerwiinscht, da € beispielsweise in
Experimenten mit Laser-Speckle die Grofle €1 hat.

Die anderen Beitrage in T2 / T2 lassen sich in analoger Weise berechnen, insgesamt
erhélt man

7 BE2R MW\ ((2)? ¢(2)
= o (o) ram G ] 6
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Benutzt werden die Abkiirzungen

1 1
A = Yoo (e ) 390

o 1 1 1
= n,nzllnn ( {[1—A(n)]2€2+1—A(n)}3/2+{[1_A(n/)]2gz+1_A(n/)}3/2+(g2+1)3/2
1
+{[1—A(")]2[1—A(n’)]2€2+[1—A(n)A(n’)][1—A(n)][1—A(n')]}3/2> (3.97)
mit
A<n):efhwﬁ§0)n . (398)

Angemerkt sei, dass die Reihen (3.96) und (3.97) nur deshalb endlich sind, weil hier der
korrigierte Vielteilchen-Propagator (2.180) benutzt wurde. Der erste Term in (3.95) ist
proportional zu N /2. Den beiden weiteren Termen ist ihre Abhingigkeit von N aufgrund
der Reihen nicht ohne weiteres anzusehen. Es reicht aber nachzupriifen, dass diese von
hoherer Ordnung als der Ordnung O(N~Y/%) sind, denn dann kénnen sie vernachlissigt
werden. Dazu berechnet man die Reihen F; und F5 fiir verschiedene Teilchenzahlen und
tragt die Ergebnisse logarithmisch auf. Zu beachten ist hierbei, dass die Teilchenzahl N
in fithrender Ordnung iiber die Beziehung (2.118) mit der Frequenz w zusammenhéngt.
Man kann in Abbildung 3.2 anhand der Steigung der Geraden erkennen, dass F) pro-
portional zu N?/? ist, und F, proportional zu N*3. Diese Proportionalitit kann auch
analytisch abgeschéiitzt werden, dazu wandelt man die Reihen F; und F, mithilfe der
Euler-MacLaurin-Formel ndherungsweise in Integrale um und fiihrt anschlieBend die Sub-
stitutionen n = hwﬂéo)n und 7’ = hwﬁéo)n' durch:

[e.e] ~ ﬁ 1 1
Fy = /0 dn (hwﬁc(o))Q {[(1_e—ﬁ>2€2+1_6_ﬁ]3/2_(€2+1)3/2} +..., (3.99)

nn/' 1 1
Fy = d dn’ - = = - -
) { (=P e [(—e " P i—e 7P

! " : } + (3.100)
(€2+1)3/2 [(1—6_n) (l—e—n )2g2+(1_6—ﬁ6—ﬁ’)(1_6_ﬁ)(1_6_ﬁ/)]3/2 e .

Diesen Naherungen lassen sich die zuvor grafisch bestimmten Abhéngigkeiten der Reihen
Fy und F» von N ebenfalls entnehmen. Das bedeutet, der erste Beitrag in (3.95) ist
proportional zu N~/2, der zwe zweite proportional zu N~%¢ und der dritte proportional zu

N~7/6_ Dies bedeutet, dass S / T\ fiir die mittlere Verschiebung vernachléssigt werden
kann.
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log [F1] log[F2]
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Abbildung 3.2: log F (links) bzw. log F, (rechts) aufgetragen gegen log N (schwarze Linie)
fiir € = 0. Die Vergleichslinie (blau) hat eine Steigung von 2/3 (links) bzw. 4/3 (rechts).

3.7.3 Weitere Beitrige hoherer Ordnung
Der zweite Beitrag in (3.89) lautet

p=6"

7,0 O DT ()
c Le " fe 11¢(2) (027 (1)2 / 5 Be pVU(x) 9 }
Pe e Me 215 | @ P 9 ax,0:x, 0 3.101
Tc(O) 3 [<(3) ﬁc 2 N aM 0( ) u:‘ugo) ( )
Setzt man hier (3.48) und (3.91) ein, so erhélt man analog zur vorhergehenden Rechnung
c(O)Tc(l)Mg) o C(O)QR Mw 3/2 C(2)
7 3 27h C(3)(1 + e2)3/2

1 . 1
N nzln ({[1—A(n)]2€2+1—A(n)}3/2_(g2+1)3/2) ] . (3.102)

Das Verhalten der Reihen fiir verschiedene N wurde bereits zuvor untersucht, der erste

Term ist proportional zu N~1/2, wihrend der zweite proportional zu N /6 ist.

Der vierte Beitrag ugm wurde schon in (3.93) berechnet. Auch dieser ist nicht von

fithrender Ordnung beziiglich N, da er proportional zu N~1/2 ist.
Der fiinfte Beitrag in (3.89) entspricht geméf (3.90) bis auf eine Konstante und einer

zusétzlichen Ableitung nach p dem zweiten Term in T2 / T2 man erhilt mit (3.95)

o? p=pt glorzp (Mw

o 3 (1) _ . — kg
N/d z pMU(x) =—=Go(x, 0;x,0) Sy

3/2
F 3.103
i R ) e

mit der Abkiirzung

N, 1 1
B Y (G ampe @) 100

n=1
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Abbildung 3.3: log F3 aufgetragen gegen log N (schwarze Linie) fiir € = 0. Die Vergleichs-
linie (blau) hat eine Steigung von 1.

Analog zu Abschnitt 3.7.2 wird das Verhalten der Reihe Fj fiir verschiedene N untersucht.
Anhand von Abbildung 3.3 lésst sich erkennen, dass die Reihe proportional zu N ist. Eine
Néherung der Reihe Fj durch ein Integral liefert nach der Substitution n = hwﬁﬁo)n

F3 = /0 dn (hwﬁém)g {[(1_6ﬁ)2gz+1_€ﬁ]g/z—(g2+1)3/2} +.... (3.105)

Auch hier ldsst sich erkennen, dass Fj proportional zu N ist. Insgesamt ist der fiinfte
Beitrag in (3.89) also proportional zu N~1/2,

Der sechste Term von (3.89) lautet

O p=5." 0 2 3/2
(0T 3 (3 (0
e TON 08 \ 7h

="

TN 0B0u

—Muw tanh(hwBn/2)x?/h
‘ e~ Mu?/ h} (3.106)

B(p—Eo)n
X ne
; { (1 — e~topn)?

Die Ableitung nach 3 ldsst sich auch als eine Ableitung nach dem Summationsindex n

ausdriicken:
(1) p=p." (1) YL
/d3 7U( x)8 9 aGo(X,O;x,O) /d3 I g( W( w)
pmis? TN\ wh
p=p"

0
e

TC(O)N 9B op

—Muw tanh(hwBn/2)x2/h
— e Mwx?/ h} (3.107)

oBlu—Eon | €
X
Zn |: (1 _ G,Mﬁn)3/2

Dieses Integral entspricht bis auf einen Faktor und der Ableitung nach n dem zweiten und

ms®



3.7. UNORDNUNGSMITTEL 75

dritten Beitrag von (3.90). Man erhélt daher nach (3.95)

LU)8 0 0 =0 GO R MW\ @) 1
/d3 N 559Gl 0,0 N (%) (34(3)F4_NF5) (3.108)

N 08 0u

mit den Abkiirzungen

S 5 0 1
—;n 8_n{[1—A(n)]2g2+1_A(n)}3/z g (3.109)
N 1
Z: < 1—A(n)2[1—A(n)]22+[1—A(n)A(n')][1—A(n)][1—A(n')] }3/2
2
_{[1—A(n)]2€2+1—A(n)}3/2) - (3.110)

In Abbildung 3.4 sind die Reihen F} und Fj fiir verschiedene N aufgetragen. Der Steigung
der jeweiligen Geraden ldsst sich die Potenz beziiglich N entnehmen. Fj ist proportional
zu N?/3, Fy ist proportional zu N*/3. Nihert man die Reihen (3.109) und (3.110) mithilfe
der Euler-MacLaurin-Formel durch Integrale und fiihrt die Substitutionen n = hwﬂéo)n
und 7' = hwﬁéo)n’ durch, so erhilt man

o n? 0 1
Fi=— [ dn 2 : o 111
4 /0 n 29 (e — + (3.111)

/d/ i P’ 0 2
"l " heg@yon | (e e e

= = —— — — oo (3112
[(1—e=™)2(1—e )22+ (1—e e ™) (1—e~ ) (1—e=")]3/2 } + ( )
Auch diesen Ergebnissen lisst sich die jeweilige Ordnung beziiglich N entnehmen, sie
entsprechen den zuvor grafisch bestimmten. Insgesamt ist der erste Term in (3.107) pro-
portional zu N~% der zweite proportional zu N~7/6. Somit sind auch diese Beitrige
nicht von fithrender Ordnung und werden vernachléssigt.

—_

+

3.7.4 Thermodynamischer Limes grofler Teilchenzahlen

Insgesamt vereinfacht sich die Verschiebung der kritischen Temperatur im thermodyna-
mischen Limes zu

AT, L{<C®) 0@
—_—<c¢ — _!>7 o 3.113
I ROR (3113)
hg U 0 =5
/ d7'12/d3$12 2]1\fh2(ﬁ 2)8 Go(x1, T1; X2, T2) Go(Xa, o5 X1, 1) =,u£0)}.




76 KAPITEL 3. UNGEORDNETES BOSE-GAS IN HARMONISCHER FALLE
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Abbildung 3.4: log F} (links) bzw. log F (rechts) aufgetragen gegen log N (schwarze Linie)
fiir € = 0. Die Vergleichslinie (blau) hat eine Steigung von 2/3 (links) bzw. 4/3 (rechts).

Zuerst soll das Integral W berechnet werden. Setzt man nach der Unordnungsmittelung
(2.92) und (3.5) in (3.76) ein, so fallt auf, dass die GauBiformige Korrelationsfunktion (3.5)
nicht ohne weiteres in Kugelkoordinaten ausgedriickt werden kann. Hierzu soll die Formel
24, (8.88)]

lxi—x _ 832 S »
e (x1—x2)2/2€2 =e (r3+r3)/2¢2 E Z Z Il+1/2(7‘1r2/€2)Y2m(027¢2)}/lm(617¢1) (3114)

=0 m=—1

verwendet werden, wobei [, (x) die modifizierte Besselfunktion beschreibt. Setzt man diese

Formel und (3.74) schlieBlich ebenfalls in ,u((;Q) ein, so erhélt man

%) 3/2 00 l 0 4
—/0 dT1,2/dQ1,2 <%) %e (rf+7r3)(/2+1/2¢%) Z Z Z Z

1=0 m——1 V=1 m/——1'
X L111/2(r172/ €)Y (02, 92) Yy, (61, 01) Y (02, 2) Y (01’@)%

X [9(7’1—7“2)M,\,,,(a'r’g)W,\,,(a'r’f) + 9(r2—r1)M,\J,(a'r’f)W,\,,,(ar%)] ) (3.115)

Die Abkiirzungen lauten A=p” /2w, v=I'/2+1/4 und a=Mw/h, dS2 beschreibt hier das
Raumwinkelelement. Die Integration {iber die Winkel kann aufgrund der Orthogonalitét
der Kugelflachenfunktionen ausgefiihrt werden:

/dQ Y;:km(07 ¢)Y’,m’(97 gb) = 51,1’5m,m’ . (3116)

Die verbliebene Summe iiber m kann ausgefiihrt werden, da /ng) nach der Integration {iber

die Winkel nicht mehr von m abhéngt. Auflerdem stellt man fest, dass die Integrale {iber
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Abbildung 3.5: —F% aufgetragen gegen € mit los=+/h/Mw.

die beiden Terme in der eckigen Klammer den gleichen Beitrag liefern. Setzt man A und
v ein und fithrt die Substitution y/ari=r}, \/ars=r4y durch, so erhilt man schliefflich

> o Mw\*? 2R _ . = (20+1)I(1/2)
- dl dl 7(7‘1 +T2 1/2+1/2
/0 TQ/, Tl(wh) 2hw" Z T(i+3/2)
T2 =1
X Iy (1 /) Maa o ja(rh Y Wayagjoia(rh7) - (3.117)

Hierbei wurde wieder die dimensionslose Korrelationslédnge (3.94) benutzt. Der Integrand

in ug) ist im gesamten Integrationsgebiet endlich und lésst sich fiir verschiedene Korrela-

tionslangen numerisch auswerten. Mithilfe von Mathematica 4 wurde ,u((;Q) auf drei Stellen
genau berechnet. Hierzu wurde der Integrand in (3.117) durch f(x,y, €, 1) abgekiirzt, so
dass sich (3.117) auf folgende Weise annéhern lésst:

g

5 5
—-3 [t [ sy, (3.118)
=1 Y

Es geniigt, den Integrationsbereich auf den angegebenen Bereich zu begrenzen, da der
Integrand im restlichen Integrationsbereich verschwindend klein ist. Man erkennt an Ab-

bildung 3.5, dass ,uc

mend schwieriger, uﬁ ) numerisch zu berechnen, da die Reihe iiber [ in (3.117) fiir kleiner

werdende € immer langsamer konvergiert. Der Limes é—0 kann daher numerisch nicht
durchgefiihrt werden.

Als néchstes soll der zweite Beitrag in (3.114) berechnet werden. Da eine analytische
Losung mit dem exakten Propagator nicht moglich scheint, soll hier die fithrende Ord-
nung des semiklassischen Propagators (2.195) benutzt werden. Dies ist gerechtfertigt, da
im Rahmen dieser Rechnung nur die fithrende Ordnung beziiglich der Teilchenzahl be-
trachtet wird. Zunéchst werden Schwerpunkt- und Relativkoordinaten eingefiihrt und die

fiir kleiner werdende € monoton ansteigt. Allerdings wird es zuneh-
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Abkiirzungen b, = hwﬁéo) und é=eMw/h verwendet:

h8 p=p"
3 Xl—Xg) 8
/ d7'12/d 12 o502 ONI23 Op ——Go(x1, 715 X2, 72) Go (X2, To; X1, 1) - (3.119)
na” na”

_ dry | d*z, / dPx,
2Nh2(27re2)3/2b£0 <27Th) / " /0 ’ /
<330t Y k)

n=0 k=1 n=1 k=0
« n+k — Mux2(ntk)be 2Ry~ MuwxZ(n+B)B /(ri —ra ) (ra —71+k)+1/22] 2

[(Tl—T2+n) (7'2—7'1—|—]€)]3/2

Die Integrale iiber x, und x, sind Gauf-Integrale und kénnen ausgefiihrt werden:

" xo) O p=p
/ d7'12/d T2 s 2Nﬁ2ﬁ a GO(Xl,7_17X2,7_2)G0(X277_27X177_1) e M‘(:O)
(0) oo 0 oo 00
R (Mw) 32 /hﬁc
= d7'12 ZZG<TI_T2)+ZZH ’7'2—7'1
0)3 ’
2Nh2l)§ ) 2mh 0 n=0 k=1 n=1 k=0
1
(3.120)

X
(n4-k)2[ (1y—7on) (Ta—T1 +k )+ (n4-k)]3/2

Danach wendet man die 6-Funktionen auf die Integrale an und fiihrt die Substitution
=71/ haY, Th=T11/ 7B —r, / 73 +n durch:
()
hG < X< 8 B=0c¢
/ dT12/d35612 ) Go(Xh71,X2,T2)G0(X2,T27X1771)‘

2Nh25 0 (0)
B ﬁc R ([ Mw
~ Toneo” \2mh
1

22/@/
e A )+ R) O

d7'2+22/ dr, /Tl_HndTé]

n=0 k=1 m+n n=1 k=0

(3.121)

Dieses Integral ldsst sich nach [37, (2.264.5)] l6sen und man erhélt schlieBlich nach einiger
Vereinfachung

="

hp X1—Xsg) O
/ d7'12/d39€12 2]\;h262)8 Go(x1, T1; X2, T2) Go(Xa, o5 X1, T1)

p=n”

2302 3/2 > 1
= . 3.122
N0t <27rh) ; n(n + 42 /b)e (3.122)
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Dieses Ergebnis wurde bereits von M. Timmer berechnet [19, 25]. Setzt man hier die
fithrende Ordnung von (2.156) ein, so vereinfacht sich das Ergebnis auf

h8 (X1—%3) O 5=
/ d7’12/d39€12 OINI23 a—Go(Xl,7'1;X2,7'2)G0(X2,7'2;X1,7'1) ©

H=Hc

2/8@0)2 < w)3/2 () 1
. 3.123
b9¢(3) ¢(3) \27h ; n(n + 42 /b)e ( )

Das Integral verschwindet fiir é—~o00 und strebt fiir é—0 gegen unendlich. Fiir die Ver-
schiebung der kritischen Temperatur erhélt man insgesamt

N 0
AT, . 2ﬁ£ 'R (Mu 23/2 d d —(F 2412 (1/2+1/282)
7O~ 3(@)hw \27h [, e

= (21+1)T(1/2 .
: zz; %Il“ﬂ(ri"’é/ 62)MB/4J/2+1/4("’52)WB/4J/2+1/4('f’iZ)

[e.e]

=S 1 | } (3.124)

—nln+ 462/1)9) €

bzw. nach Einfiihrung einer dimensionslosen Unordnungsstérke R=R M3/2,~Y21=7/2 und
hwBY = C(3)1/3/N1/3:
— = 2R 3/ 2 242 (1/241/282)
Foll e G AR AT
(21+1)I'(1/2) R ) )
X Z W[Hlﬂ(rlﬂé/g)M3/4,5/2+1/4(7“; )W3/47l/2+1/4(7=£ )

=1

= 1
_%;nM+4anwq@ﬁ}' (3.125)

Die Verschiebung AT,/ 7Y ist also in fithrender Ordnung fiir festes € und festes R pro-
portional zu N =6 bzw. fiir festes € und festes R proportional zu N~1/3 und verschwindet
somit im thermodynamischen Limes. Die rechte Grafik von Abbildung 3.6 zeigt den Lo-
garithmus von (3.125) aufgetragen gegen Log/N. An der Steigung ist erkennbar, dass die
Verschiebung der kritischen Temperatur fiir grofie Teilchenzahlen proportional zu N~'/3
ist.

In der linken Grafik von Abbildung 3.6 ist die Verschiebung der kritischen Tempera-
tur geméf (3.125) gegen die dimensionslose Korrelationsldnge € aufgetragen. Man erkennt,
dass die Verschiebung in dem aufgetragenen Parameterbereich positiv ist und ein Maxi-
mum im Bereich 0<é<1 aufweist. Fiir kleinere € wird die Verschiebung kleiner und scheint
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AT /TR
0. 0075 Log [Z‘I;{/TC“)) R]
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Abbildung 3.6: Links: ATC/TC(O)R aufgetragen gegen € fiir N=105. Rechts: Log(ATC/TC(O)R)
aufgetragen gegen LogN fiir é=1. Die Vergleichsgerade hat eine Steigung von —1/3.

gegen null zu streben, der exakte Grenzwert fiir é—0 kann aufgrund der numerischen Be-
rechnung von (3.117) nicht bestimmt werden. Fiir grofie € verschwindet die Verschiebung
der kritischen Temperatur. Dies ist auch zu erwarten, da das Zufallspotential mit grofier
werdendem € flacher wird.

Die linke Grafik von Abbildung 3.7 zeigt die Verschiebung der kritischen Temperatur
fiir zwei verschiedene Teilchenzahlen aufgetragen gegen éN'/6. Man erkennt, dass die
Maxima bei ungefihr dem gleichen Wert fiir éN'/6 zu finden sind. In der rechten Grafik von
Abbildung 3.7 wird diese Beobachtung genauer untersucht, indem der Logarithmus des
Maximums €,; gegen den Logarithmus verschiedener Teilchenzahlen zwischen N=10? und
N=2-10° aufgetragen ist. Anhand der Steigung lisst sich erkennen, dass das Maximum

der Verschiebung fiir experimentell relevante Teilchenzahlen ungefihr mit N /6 skaliert:
EuNY® ~0.56. (3.126)

Dies wird mit (2.156) und (3.94) zu
;—Aj ~ 0.22 (3.127)

mit der thermischen Wellenldnge A\.=1/ 2m 123 /M. Der maximale Unordnungseffekt auf
die kritische Temperatur wird also dann erreicht, wenn die Korrelationsldnge ¢ und die
thermische Wellenldnge A. der Teilchen mit der Temperatur T ungefihr gleich grof3
sind. Die positive Verschiebung fiir die kritische Temperatur kann physikalisch so ver-
standen werden, dass das Quantengas von vielen Potentialmulden durchsetzt ist, welche
die Teilchen anziehen. Im Fallenzentrum bewirkt dies eine Erhohung der Teilchendichte
und somit auch eine Erhohung der kritischen Temperatur. In diesem Sinne ldsst sich die
Unordnung als eine attraktive effektive Wechselwirkung verstehen [25].
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AT /TR Log [&wm]

0.01 1

-1.25

0. 008 e
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Abbildung 3.7: Links: ATC/TC(O)R gemif (3.125) aufgetragen gegen EN'/C fiir N=10* (rot)
sowie N=10° (schwarz). Rechts: Logarithmus des Maximums ¢,; von (3.125) aufgetragen
gegen LogN. Die Vergleichsgerade hat eine Steigung von —1/6.

3.7.5 Vergleich mit der Literatur

In diesem Abschnitt wird das Ergebnis fiir die Verschiebung der kritischen Temperatur
mit fritheren Arbeiten von M. Timmer verglichen. Gefunden wurde fiir die Verschiebung
der kritischen Temperatur folgendes Ergebnis [19, 25]:

AL _ 2R ¢2) < 1
TC(O)Ti - 3N1/3C(3)2/3(27T)3/2{ ; _;n[n+4€2N1/3/g(3)]g}' (3.128)

Trigt man (3.125) und (3.128) gegen € auf, so kann man anhand von Abbildung 3.8
erkennen, dass sich die Ergebnisse quatitativ unterscheiden. Die Verschiebung (3.125) ist
kleiner als die von M. Timmer berechnete. Fiir kleine € ist der relative Unterschied klein,
wihrend dieser fiir grofler werdende € anwéichst, da (3.125) fiir grofie € wesentlich schneller
gegen null strebt als (3.128).

Der Unterschied beider Ergebnisse soll im Folgenden genauer untersucht werden.
Zunéchst wird (3.125) umgeschrieben zu

AT, 2R { fE > 1

7O 3NUB((3)%3(2m)32 nn + 42N JC(3)]e } (3.129)

n=1

mit der Abkiirzung

f& = 2% / dr, / dr —(r1 74 (1/241/28%)
XZ (21+1)T(1/2)

. : )
T(1+3/2) Il+1/2(Tiré/eQ)M3/4,Z/2+1/4(T§ YWsjai201/4(ry7) . (3.130)

=1
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Abbildung 3.8: (3.125) (rot) und (3.128) (schwarz) aufgetragen gegen ¢ fiir N=10%.

Mit (3.130) lésst sich die Differenz von (3.129) und (3.128) schreiben als

AT, AT, 2R i
7O B 7O - 3EN1/3((3)2/3(27)3/2 [f(e) —¢(2)] -

(3.131)

Es besteht also fiir festes € stets eine Diskrepanz, die erst im Limes N—o0 verschwindet.
In Anhang C wird gezeigt, dass sich die Ergebnisse von M. Timmer mithilfe des effektiven
Potentials reproduzieren lassen, sofern die Unodnungsmittelung bereits am groflkanoni-
schen Potential in Abhéngigkeit von den Stromen durchgefiihrt wird, bevor die Legendre-
Transformation von den Stromen j*, 7 zu den Feldmittelwerten U* W durchgefiihrt wird.
Die Ursache der verschiedenen Ergebnisse (3.125) und (3.128) liegt deshalb vermutlich in
der Art begriindet, wie die Unordnungsmittelung durchgefiihrt wird. Wéahrend der Her-
leitung von (3.125) wird die kritische Temperatur als ein Funktional des Zufallspotentials
betrachtet und ist prinzipiell bei Kenntnis dieses Potentials auch fiir eine einzelne Reali-
sierung berechenbar. Die Unordnungsmittelung wird erst an dem endgiiltigen Ausdruck
fiir die kritische Temperatur durchgefiihrt. Bei der Herleitung von (3.128) wird bereits
das groflkanonische Potential iiber viele Zufallspotentiale gemittelt und aus dieser die
kritische Temperatur bestimmt. Eingesetzt wird in dieses das chemische Potential am
kritischen Punkt, das mithilfe der unordnungsgemittelten Selbstenergie berechnet wird.
Dies entspricht einer unkontrollierten Néherung, da im Allgemeinen gilt:

AT ()] (1) # ATUGO (relS) (3.132)

wobei ¥ die Selbstenergie bezeichnet.

3.7.6 Varianz und Standardabweichung

Die Varianz o7, zur mittleren Verschiebung der kritischen Temperatur berechnet man wie
folgt:

o2, = (T.—T.)". (3.133)
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ATZ /TO 2R
0.003

0. 0025
0. 002
0. 0015
0. 001
0. 0005
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Abbildung 3.9: Standardabweichung (3.138) aufgetragen gegen € fiir N=10°.

Beriicksichtigt werden soll hierbei nur die fithrende Ordnung in R:
M\ ?
T
2 c

Der benétigte Mittelwert wurde schon in (3.90) berechnet, man erhélt im thermodyna-
mischen Limes grofier Teilchenzahlen

s CEPAPR(Mw)*
1. T 9¢(3)2 (1 + &) <27rh) (3.135)

bzw. fiir dimensionslose Unordnungsstirke R=R M?2w=/21~7/2 unter Beachtung von
(2.156)

2 _ C(2°R
T = O B) BN (2R (1 4 )2 (3.136)
Die Standardabweichung o, entspricht der Wurzel der Varianz o7,
(0) 3/4
2) (¢ M
o o \{E 5 (3.137)
3C(3)(1 + &2)¥1 \ 2
bzw. ~
C(Q)\/E (3.138)

T = 3C(3)2/3NL/3(2m)3/4(1 + e2)3/4 "

Die Standardabweichung ist fiir festes € und festes R proportional zu N /% bzw. fiir festes
¢ und festes R proportional zu N=%/3 im Limes N—oo verschwindet die Standardabwei-
chung. In Abbildung 3.9 ist die Standardabweichung fiir verschiedene € aufgetragen. Fiir
groffer werdende € wird die Standardabweichung kleiner, da das Zufallspotential zuneh-
mend flacher wird. Im Limes é—0 strebt die Standardabweichung gegen ihr Maximum.
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Wiéhrend die Verschiebung der kritischen Temperatur in diesem Limes verschwindet, er-
reicht die Standardabweichung dort gerade ihren gréfiten Wert. Hieraus lésst sich schlie-
Ben, dass die kritische Temperatur keine selbstmittelnde Grofe ist, da man in diesem Fall
erwarten wiirde, dass die Standardabweichung im Limes é—0 verschwindet.



Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

In Kapitel 2 wird das ideale Bose-Gas in einer isotropen harmonischen Falle mittels eines
effektiven Potentials beschrieben. Die groflkanonische Zustandssumme, die man durch
Aufsummieren aller moglichen Konfigurationen der Schrodinger-Felder erhélt, wird da-
durch genéhert, dass die Schrédinger-Felder in den Feldmittelwert und die Fluktuationen
zerlegt werden. Dabei miissen die Fluktuationen senkrecht auf dem Feldmittelwert stehen
und die Integration in der Zustandssumme beschrinkt sich nur noch auf die Fluktua-
tionen. Diese semiklassische Nédherung ist anwendbar, solange der Feldmittelwert, der
effektiv dem Grundzustand entspricht, eine makroskopische Grofle darstellt. Der Ansatz
des effektiven Potentials ermoglicht die Herleitung einer semiklassischen Néherung fiir
alle thermodynamischen Groflen, die keine Divergenzen aufweist und eine Verallgemei-
nerung der Theorie von H. Kleinert fiir die kritische Temperatur [24] auf alle Tempe-
raturen darstellt. Dies wird anhand der kritischen Temperatur, des Kondensatanteiles
und der Warmekapazitat fiir D=3 Dimensionen demonstriert. Dabei werden die bereits
bekannten semiklassischen Naherungen reproduziert [5, 6]. Die Ordnungen, die bisher
bei herkommlichen semiklassischen Entwicklungen unphysikalische Divergenzen aufwie-
sen, zeigen eine zusitzliche logarithmische Abhéangigkeit von der Teilchenzahl. In D=3
Raumdimensionen stellt sich heraus, dass die erste Finite-Size-Korrektur der Wéarmeka-
pazitéit zu einer Verringerung des Sprunges an der kritischen Temperatur fithrt und dass
die zweiten Finite-Size-Korrekturen der kritischen Temperatur und des Kondensatanteils
wie die schon bekannten ersten Korrekturen zu einer Verkleinerung der jeweiligen Grofie
fithren. Anschliefend wird eine semiklassische Naherung fiir den exakten Vielteilchen-
Propagator dieses Systems in D=3 Dimensionen angegeben, welche die beiden fithrenden
Ordnungen der zuvor neu erlangten semiklassischen Néherung der Teilchenzahlgleichung
reproduziert.

Ein weiteres Anwendungsgebiet dieser Theorie sind Bose-Gase in D=1, 2 Dimensionen.
Die in Kapitel 2 hergeleitete semiklasssische Néherung wurde allgemein fiir D Dimensio-
nen ausgefiihrt, deshalb ist es ohne weiteres moglich, auch semiklassische Néherungen der
thermodynamischen Groflen des idealen Bose-Gases in D= 1,2 Dimensionen zu berech-

85
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nen. Besonders der Fall D=1 ist vielversprechend, da die kritische Temperatur in diesem
Fall nicht mit der herkémmlichen semiklassischen Ndherung zu berechnen ist [6, 30]. Hinzu
kommt auflerdem, dass fiir dieses System bisher noch keine analytische Néherung fiir die
Wirmekapazitit gefunden wurde. Weitere Anwendungsmoglichkeiten bietet die Theorie
auch fiir anisotrope harmonische oder anharmonische Potentiale. Hierfiir ist es allerdings
notwendig, die hier behandelte semiklassische Entwickung entsprechend zu modifizieren.

In Kapitel 3 wird der Einfluss schwacher Unordnung auf eine ideales Bose-Gas unter-
sucht, das sich in einer isotropen harmonischen Falle befindet. Berechnet wird der Unord-
nungseffekt auf die kritische Temperatur, wobei analytisch {iber viele Realisierungen von
Unordnungspotentialen gemittelt wird. Die Verschiebung der kritischen Temperatur wird
als ein Funktional des Zufallspotentials berechnet und die Unordnungsmittelung erst am
Ende der Rechnung durchgefiihrt. Dieser Ansatz ermoglicht es, neben der mittleren Ver-
schiebung der kritischen Temperatur auch die Standardabweichung fiir diesen Mittelwert
zu berechnen. Wie in Kapitel 2 wird das Bose-Gas durch ein effektives Potential beschrie-
ben, wobei das zusétzliche schwache Unordnungspotential stérungstheoretisch behandelt
wird. Die Beitrédge, die linear vom Zufallspotential abhéngen und somit nicht zur mitt-
leren Verschiebung der kritischen Temperatur beitragen, erzeugen die fithrende Ordnung
der Standardabweichung, da die kritische Temperatur fiir deren Berechnung quadriert
werden muss. Es stellt sich heraus, dass der Mittelwert der kritischen Temperatur von
den Ergebnissen voriger Arbeiten [19] abweicht, aber qualitativ die gleichen Aussagen
liefert. Die Abweichung wird dadurch erklért, dass die Unordnungsmittelung im Unter-
schied zu [19] erst zum Ende der Rechnung durchgefiihrt wird. Die kritische Temperatur
wird im zugdnglichen Parameterbereich durch den Einfluss der schwachen Unordnung
im Mittel vergréfert, wobei sich der maximale Effekt dann einstellt, wenn die Korrelati-
onslange ungefihr die gleiche Grofle wie die thermische Wellenlédnge der Bosonen fiir die
kritische Temperatur besitzt. Die durch die Unordnung entstehende zufillige Potential-
verteilung erzeugt einen Effekt, der mit dem einer attraktiven effektiven Wechselwirkung
verglichen werden kann [19]. Fiir sehr groBe Korrelationsldngen hingegen verschwindet der
Unordnungeffekt auf die kritische Temperatur, da die aus dem Zufallspotential resultie-
renden Kréfte in diesem Bereich zunehmend schwécher werden. Die Standardabweichung
verschwindet ebenfalls fiir sehr grofie Korrelationslangen, allerdings erreicht sie ihr Ma-
ximum im Limes verschwindender Korrelationslédnge. Dies ldsst den Schluss zu, dass der
Wert des Zufallspotentials im Fallenzentrum in diesem Limes einen mafigeblichen Einfluss
auf die Teilchendichte besitzt. Insbesondere bedeutet dies, dass die kritische Temperatur
selbst fiir beliebig kleine Korrelationsléingen keine selbstmittelnde Grofle darstellt, da die
Standardabweichung in diesem Fall verschwinden miisste.

Eine weitere Anwendungsmoglichkeit dieses Ansatzes besteht in der Untersuchung von
Unordnung in D=1, 2 Dimensionen, da beispielsweise in dem Experiment vom M. Inguscio
ein quasi-eindimensionales ungeordnetes System untersucht wird [12]. Interessant wére
auch eine Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit dem Ziel, die superfluide Dichte der
Teilchen zu untersuchen. Problematisch hierbei ist allerdings, dass die Wechselwirkung bei
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Temperaturen der GroBenordnung der kritischen Temperatur schwierig zu beschreiben ist.
Eine weitere interessante Herausforderung besteht darin, die Standardabweichung auch
fiir andere physikalische Groflen wie den kollektiven Schwingungen zu berechnen, deren
Unordnungsmittel bereits berechnet wurde [38].
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Anhang A

Resummation

In diesem Anhang werden Reihen der Form

00 _
e bAk

HADD) =3

k=1

(A1)

betrachtet. Unter der Annahme 0<b<1 ist es moglich, ein Verfahren anzuwenden, das
eine gute Niherung der Reihe in Potenzen von b liefert [24, Appendix 7TA].

A.1 FEuler-MacLaurin-Formel

Prinzipiell kénnte man (A.1) fiir kleine b durch die Euler-MacLaurin-Formel [24, (2.530)]

Zf(k:):/gdkf(k)erJr... (A.2)
k=0 0

approximieren. Das dabei auftretende Integral wiirde allerdings divergieren, da der In-
tegrand an der Stelle k=0 divergiert. Deshalb entwickelt man zunéchst den Nenner von

(A.1) fiir kleine b

D—1 C
l 0
b A3
T ) o) (A3)
mit den Entwicklungskoeffizienten
D DD -1 D?*(D —1

Diese Entwicklung zieht man in (A.1) vom Nenner ab und addiert sie wieder hinzu:

00 D-1 oo D-1 —bAK

I(Ab, D) =) etk = e_bk Z +) Z Cl D (A.5)

k=1 =0 k=1 1=0
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Damit hat man erreicht, dass man den ersten Beitrag von (A.5) mithilfe der Euler-
MacLaurin-Formel (A.2) in ein Integral mit den Grenzen null und unendlich umwandeln
kann, da die fiir k=0 divergenten Beitrige abgezogen wurden. Der Fehler, der dadurch
entsteht, dass man in (A.5) den Term fiir =0 hinzufiigt, kann wie folgt berechnet werden.
Zunéchst stellt man den ersten Term in (A.5) durch eine Taylor-Entwicklung fiir kleine b

dar. Dies ergibt
—bAk
I(A,b, D) E E bk T l . (A.6)

Jetzt fithrt man die Substitution [’ :l—D durch und addiert und subtrahiert den Beitrag
der Reihe fiir £=0:

A b D ZeibAkZClurD — CD(D) + ... (A7>

Die Korrektur, die durch das Hinzufiigen des Beitrages fiir k=0 ensteht, ist also von der
Ordnung O(1°). Die Gleichung (A.5) wird mithilfe dieser Umformung zu

[e'S) s 1 D—-1 ClD
I(A,b,D):Ze ' k[m_Z(bng)l

k=0 1=0

oo D—-1
+
k=1 1=0

Cy(D) e~ b4k
(bk)P~1

+O(b°).

(A.8)
Als néchstes wendet man (A.2) auf die Klammer in (A.8) an. Die hoheren Korrekturen
in (A.2) konnen vernachlissigt werden, da diese aufgrund der abgezogenen Entwicklung
von der Ordnung O(b°) sind. Fiir (A.8) folgt also

©0 D-1
1

_ —bAk _
I(A,b,D)—/dke [(1—ebk)D 2

0

D—-1 o—bAk

Z 2l D + 0.

(A.9)

3
—1
Die beiden Terme in (A.9) werden nun folgendermafien behandelt:

e In dem Integral von (A.9) wird die Substitution x=e % durchgefiihrt, woraus direkt
folgt, dass der Beitrag des Integrals von der Ordnung O(b~1) ist. Auerdem kann
man das Integral mithilfe der Beta-Funktion [37, (8.380)]

1

- o T@)I'(y)
Blz,y)= [ dtt* 11—ty = =L 222 A.10
@) = [t - G (A10)
0
auf die Gamma-Funktion zuriickfithren. Die weiteren Terme unter dem Integral las-

sen sich direkt mit der Integraldarstellung der Gamma-Funktion [37, (8.310)]

/dk: krlemhe = ? (A.11)
0
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auswerten.

e Den zweiten Term auf der rechten Seite von (A.9) kann man durch die polylogarith-
mischen Funktionen (2.20) ausdriicken.

Dies ergibt schlieBlich fiir (A.9):

1 T( D-1
_ = _ D—-1-1
I(Ab,D) = ; (1+A lg Ci(D) I'(1+1-D)A
+ E bD l CD L (e7) +0(1"). (A.12)

A.2 Dimensionale Regularisierung

In dieser Arbeit sind die Reihen (A.1) nur fiir ganzzahlige Dimensionen D von Interesse,
fiir welche die Gamma-Funktionen in (A.12) divergieren. Daher wenden wir das Verfahren
der dimensionalen Regularisierung an [29] und setzen D=d—e mit d=1,2,3,4..., wobei
wir den Limes e—0 betrachten. Dies fithrt zunéchst auf

. 1|r—d+er i e
[(A,b,d) = 15%3 T(11A- d+e Zlo cildme) =t
Ci(d)
+§ bdlg“d, (=) +O(1). (A.13)

Vor Ausfiithren des Limes e—0 muss dieser Ausdruck fiir kleine € entwickelt werden. Dabei
benétigt man fiir die Gamma-Funktionen die Entwicklung

[(—n+e) = <_n1!>n {%+wo(n+1)+(’)(el)} (A.14)

mit n=1,2,3,... und e>0 [29, (8D.24)]. Die hierbei auftretenden Funktionen der Art

tho(2)=T"(2)/T(2) (A.15)

werden als FEulersche Digammafunktionen bezeichnet. Fiir diese gilt die Rekursionsbezie-
hung [29, (8D.6)]
1
Yo(z) = P Yo(z — 1), (A.16)

mit der Fulerschen Konstante

v = —ho(1) = 0.5772... . (A.17)
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Auflerdem findet die Ndherung z¢=1+€elnz+ ... fiir kleine ¢ Verwendung. Bei der Ent-
wicklung der Koeffizienten Cy(d — €),

Ci(d—e) = Cd) — ¢V (d)e + O(?), (A.18)

treten die Entwicklungskoeffizienten

C(d) = Cy(d) , (A.19)
1 6d—1 d(3d—2
cV(d)=0, C§”(d):§, cgn(d):T, e (d)= (48 ),... (A.20)

auf. Insgesamt erhalt man damit aus (A.13)

_1)\d-1 d—1
I(Ab,d) = 12113( 12 {(d_l 1 E—wo(lJrA—d)ero(d)}
=1 \1(0) (1)
"L ( (Cll)_lcil—)(!d) E“ﬁo(d - - gj(o)gi—ln(fl) Ad_l_l}
d=1 ~(0)
Clbd_(ld) Camt (e7) +O(1"). (A.21)

=0

Dies kann noch weiter vereinfacht werden, indem man die Identitét

1 d—1 d—1 1 lCl(O) d L
(d—1)! H(A —h= lz; ﬁf‘ld : (A.22)

benutzt, die in Abschnitt A.3 durch vollsténdige Induktion bewiesen wird. Aufgrund von
(A.22) heben sich die Terme in (A.21) proportial zu 1/e gerade weg, so dass der Limes
e—0 ausgefiihrt werden kann. Auerdem verwendet man die Rekursionsbeziehung (A.16)
fiir die Digammafunktionen. Man erhélt schliellich das Ergebnis

d—1 _1—1,~(0) 1) d—1
1o DGV ) yamia C (d)
1(Abd) = - R A —ho(14+A—d)+1In A+ @ )\ Z
=0 m= l
d=1 ~(0)
c(d
* lbd—(z )Cd—l (=) +O@"). (A.23)



A.3. VOLLSTANDIGE INDUKTION 95

Dies stellt unter der Annahme 0<b<1 eine gute Niherung der Reihe (A.1) dar, da der
Fehler von der Ordnung O(b°) ist. Spezialisiert man auf d=1,2, 3,4, so erhilt man

I(A,b,1) = % [In A=y (A)+Ci (e )] +0(1), (A.24)
I(Ab,2) = b—ng(eAb)%{—(A—n [lnA—wo(A—l)]+g+C1(eAb)}+(’)(b0), (A.25)
AD3) = G ™)ty 2<eAb)+%{%(A—1>(A—2) (I A—ho(A—2)]
ZA+§+C( )}+O(bo), (A.26)
ALY = pole bRl gt ) { A=A
—%(A—l)(A—Q)(A—?)) [In A—1p(A—3)] +C1(6_Ab)}+0(b0) : (A.27)

A.3 Vollstindige Induktion

Bewiesen werden soll nun die Identitdt (A.22). Dazu benutzt man die Methode der
vollstéandigen Induktion. Man beginnt zunédchst mit der Beobachtung, dass der Induk-
tionsanfang d=1 trivial erfiillt ist. Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass (A.22) auch fiir d+1
gilt, wenn die Identitét fiir d richtig ist. Schreibt man die linke Seite von (A.22) statt fiir
d fiir d 4 1 auf, so erhélt man wieder mit (A.22)

d—1

d A _ (0)
1 _ d l <d> d—I1—-1
o l|:|1(,4 ="~ }: d o AT (A.28)

=

Multipliziert man die rechte Seite aus und substituiert man dann in der zweiten Reihe
auf der rechten Seite I’=[41, so erhélt man nach Abspalten zweier Terme:

C(d)
(d—1)!
1 [0 @At d(=1)'C (@At
EZ[ (d—1—1)! (d—1)!

=1

A~ d(—l)d—lcff’l(d)]

1 1
alla=n =5
T=1

(A.29)

+
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Verwendet man auf der linken Seite (A.22) fiir d+1 und fasst die rechte Seite zusammen,
so erhdlt man schlieflich

d )¢
P A= (-1,

=0

d—1 (0) (0)
1 lAd Hd=1)C)7 (d) + dC, 7 (d)
+§ y . (A.30)

Somit ist noch zu zeigen, dass

(d—1)C " (d)+dC)% (d)

Cd+1) = -

(A.31)
gilt. Dafiir sei zuerst daran erinnert, dass die Koeffizienten C’l(o)(d) aufgrund von (A.3)

der Identitat
Z 9 (A.32)

entstammen. Zum Beweis von (A.31) wird zunachst die erzeugende Funktion

= a(d)’ (A.33)

=1

(1—6 )

eingefithrt mit den Koeffizienten

(d—1)C7(d)+dC (d)

Setzt man die Koeffizienten in (A.33) ein, so erhédlt man mit (A.32)
¢ an r O ¢
- gy rd T A.35
/(@) (1 —e =) * (1—e=)d dox(l—e*)? ( )
Dies vereinfacht sich zu
1
Diese Gleichung kann man mithilfe von (A.32) wiederum schreiben als
= i CO(d+1) ' — 1 (A.37)
= ) : :

=0

Hieraus folgt mit (A.33) und (A.34) die zu beweisende Aussage (A.31). Betrachtet man
den ersten Term auf der rechten Seite von (A.30), so stellt man fest, dass aufgrund von



A.3. VOLLSTANDIGE INDUKTION 97

(A4) C’éo) (d) = C’éo) (d+1) gilt, so dass dieser gleich dem nullten Glied der Reihe auf der
linken Seite ist. Der zweite Term auf der rechten Seite von (A.30) entspricht dem letzten
Glied der Reihe auf der linken Seite, da aufgrund von (A.31) Cc(lo)(dJrl) = Céo_)l(d) gilt.
Insgesamt erhilt man damit aus (A.30), dass die Identitat (A.22) auch fir d+1 bewiesen
1st.






Anhang B

Greensche Funktion des
harmonischen Oszillators

Ziel dieses Abschnittes ist die Berechnung der Greenschen Funktion in D=3 Dimensionen
zu der inhomogenen Differentialgleichung;:

—h—2A+M22—E G.(x,x; E) = —1hd(x—x) (B.1)
Wi 2wx X, X = —tho(X—X) . .

Dies geschieht mithilfe der abschnittsweisen Darstellung der Greenschen Funktion [39,
5.1.2]. Zuerst wird der Fall x#x’ untersucht:

h? M
(‘mA e E) bx) =0, x#x. (B.2)

Transformiert man die Variablen zu Kugelkoordinaten, so erhélt man

2

h? [ 0 NEXA L Mo g
2M \or?2 ror 2Mr2 2

¥(r,0,¢) =0, (B.3)

wobei L den Drehimpulsoperator beschreibt. Durch den Separationsansatz v (r, 6, ¢) =
Ry(7)Y (0, ¢) reduziert sich (B.3) auf

B9 20 RIL+1) M
[_W <a_ - ;5) - % T - E} Ri(r) = 0. (B.4)

Fiihrt man hier die Substitutionen r=+/A/Mwp und e=2F /hw durch, so erhilt man

o> pdp P’

{a? 20 I(+1) _pu% Rip) = 0. (B.5)
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Diese Gleichung lisst sich durch die Substitution R;(p)=g;(p)/p*? umformen zu

Zsap) A& a(p) L Saulp) | { l(l; 1) _ H] alp) _ (B.6)

PP p° P
Setzt man x=p?, so ldsst sich diese Gleichung in Whittakers Differentialgleichung iiber-

fithren: ) ,
0 1 X 1/4—p
g+ | =3+ 2+ P2 @) o B.7)

mit A=¢/4=FE/2hw und p=Il/2 + 1/4. Zwei linear unabhéngige Losungen dieser Differen-
tialgleichung lauten [36, 7.1.1]
My () = e 2otV By (4 1/2 — A\ 1+ 2u; @) (B.8)

sowie B T(24) '(—2u)
Wiu(z) = T(p+1/2—)) My (@) + D(—p+1/2= 1)

Es lassen sich also zwei linear unabhéngige Radialfunktionen

My, (z). (B.9)

M,y (ar?) Wy (ar?)
1oy — 2Hdp 20\ —

Rl(r)_W’ Rz(T)—W (B.10)
finden mit a=Mw/h. Die Greensche Funktion G.(x,x’; E') wird anschliefend nach den
Funktionen v (r, , ¢) entwickelt. Dabei wird in der abschnittsweisen Darstellung der Green-
schen Funktion folgender Ansatz gewéhlt:

9] l

Go(r,0,0,7",0. ¢ E) = > > Ylm(97¢){9('f’—7”/) (A By (r)+ AL RE ()]
=0 m=-I
00 —r) [BLRN(r) 4 B RA(r)] } (B.11)
Die Koeffizienten A} . A? = B! und B? werden aus den Randbedingungen bei r=r'

bestimmt, zwei von ihnen miissen allerdings gleich null gesetzt werden, um physikalisch
sinnlose divergente Losungen auszuschliefen, denn es gilt [36, 7.6.1]:

lim R} (r) = oo (B.12)

r—00

sowie nach [37, (9.220.3)] und [37, (9.220.4)]

lim R} (r) = co. (B.13)

r—0
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Um diese Losungen auszuschlieBen, setzt man in (B.11) A}, und B}, gleich null:

00 l
Go(r,0,0,7".0', s E) = " Y Yi(0, ¢){e<r—r')Al2le2<r) + 0(r/—r)Blllel(r)} (B.14)

=0 m=-I

Die erste Anschlussbedingung bei r=r' lautet

ligch('r’,H, o, 0", ¢ E) (B.15)

= hf%l GC<T7 67 (b; rl7 9/7 (bI? E)

/

r=r'+e r=r/—e

Setzt man (B.14) in diese Bedingung ein, multipliziert mit Y (6, ¢) und integriert tiber
die Winkel 6, ¢ so erhélt man

lilrél 0(¢) By, Ry (r'+e¢) = liﬂ[)l 0(e) A7, R (1" —¢) . (B.16)
Es folgt also die Beziehung
R2 (1)
B}, = AL = B.1
I'm I'm Rll/(T‘/) ( 7)

Fiir die zweite Anschlussbedingung wird zunéchst die Identitét

1

r2sin 6

§(x—x) = 5(r—r")8(0—6")8(¢—¢) (B.18)

benotigt. Als néchstes driickt man (B.1) in Kugelkoordinaten aus:

2 20 1 o
(W+;§—W>Gc(T,Q,ﬁbJ‘,@,éf);E):

oM (M, , o 2M
?(?WT —E) GC(T,0,¢,T,9,¢,E) ’LhT‘QSiIleé(T T)5(0 0)6(¢ ¢)(B19)

Diese Gleichung wird mit Y}, (6, ¢) multipliziert, anschlieBend wird tiber alle Winkel 6, ¢
sowie beziiglich r iiber das Intervall [r'—e, r'+¢| integriert. Dies fiihrt auf die Gleichung

r’+e 2
/ dr <8_+22 _ M) Gl’m’(r7 T/a 0/’ ¢/7 E) =

e ar? ror r

r'+e oM /M 20M
/, dTF (3&)27‘2—E) Gl’m’ (T, T/, 9,, ¢/7 E)‘F#Y}ﬂm’(ela ¢/) (BQO)

mit der Abkiirzung

G (r,7", 0, ¢ E):{H('r—r’)AlQ,m/Rl%(T) +0(r'—r)B}, R} (7’)} ) (B.21)



102ANHANG B. GREENSCHE FUNKTION DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

Fithrt man in (B.20) den Limes €0 durch, so tragen der zweite und der dritte Term in
der ersten Zeile sowie der erste und der zweite Term in der zweiten Zeile nicht zu (B.20)
bei, da die Funktion Gy, (r,r’,0',¢'; E) bei r=r' stetig ist und deren Ableitung nach r
hochstens eine endliche Unstetigkeit besitzt. Mit diesen Uberlegungen wird (B.20) zu

9 0
1i ‘o, Il . E — — Gy NN E
611%1 |:8TGlm<T’T797¢’ ) r=r'+e a,,,,GlWL(T?T’H’(b’ ) T‘r/_e:|
M /
- W}ﬁ/,m/ (6", ¢') - (522

Anschlieend setzt man (B.17) und (B.21) in diese Anschlussbedingung ein:

Ri(r') 0
R} (r") Or v(r)

lim 6(e) A2, [%Rﬁ (r) Yiw(0,¢). (B.23)

el0

M
- hr’2

r=r'+e r=r'—e

Nach Ausfithren des Limes e—0 erhalt man

M R} (1)
A = Yy (0,8) l :
rm Ry(r) L R2(r") — R3(r') 2 Ry (r”)

= (B.24)

Unter Beachtung von p'=+/mw/hr’ lasst sich (B.24) durch eine Wronski-Determinante
ausdriicken:

QMY .6 PR (r )
m! = U'm/ ) .
hr'? 2\/ h W M,\H W,\ ( )]

Die Wronski-Determinante der Whittaker-Funktionen (B.8), (B.9) kann der Literatur ent-
nommen werden [36, 7.1.2], insgesamt ergibt dies fiir A3,

g (M) L0240
: h wI(1 4 2p)

A7 (B.25)

Y (60", &) Ry (1) (B.26)

Fiir die Greensche Funktion erhdlt man nach Einsetzen von (B.17) und (B.26) in (B.14)

. o I(1/2+p—=N)
Go(r0, 6,16, lz;mz;lyzm )Yy (0, ¢") w(rr')320(142p)

X [Q(T—T/)M,\,M(ozrﬂ)W,\,u(mg) + Q(T/—T)M,\,u(ozrz)W,\,u(ar'Q)} (B.27)

mit A=F /2hw und p=I/2+1/4. Dieses Ergebnis steht in Ubereinstimmung mit der Lite-
ratur geméf [24, (8.91)] und [24, (9.55)] und [40, 6.4.1].



Anhang C

Unordnungsmittel fiir effektives
Potential

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie sich die Ergebnisse von M. Timmer [19, 25]
fiir die Verschiebung der kritischen Temperatur durch schwache Unordnung mithilfe des
effektiven Potentials herleiten lassen. Hierbei wird die Unordnungsmittelung bereits am
groflkanonischen Potential in Abhéngigkeit von den Strémen durchgefiihrt, bevor aus
diesem das effektive Potential nach (2.65) bestimmt wird. Die Berechnung des effektiven
Potentials erfolgt analog zu den Abschnitten 2.2.3-2.2.5. Zu Beginn wird das erzeugende
Funktional (2.62) mit der Wirkung (2.61) betrachtet, allerdings wird die darin enthaltene
euklidische Wirkung noch um das Zufallspotential U(x) ergéanzt:

hg
A ) = /dT/dDa: P (x,7) [hquﬂ;(x)%—U(x)—p W(x, 7). (C.1)

Zur Vereinfachung soll des erzeugende Funktional durch die Abkiirzugen (3.13) ausge-
driickt werden:

_ wv—1, " . .
Z:%'Dw*%@dje 1f2¢'1G12¢2 {‘Ulwlwl/h"‘{‘(wl]l'i‘lﬂljl)/h. (02)

Entwickelt man das erzeugende Funktional (C.2) fiir kleine Zufallspotentiale U bis zur
zweiten Ordnung, so erhélt man

7 = j’{DW%W 1—7—111/U1¢fw1+2—71121[U1U2w1‘¢1w;‘w2+...

— [5G et [(Wiii+st) /h
Xe 12 1 .

(C.3)
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Nach (3.25) lassen sich die Felder in der Klammer durch Funktionalableitungen nach dem
Integralkern ausdriicken:

1 51 5 s
v ¢Dv 14> U2y — [0, O
7{ 1”7{ ¥ +h/ 15G1‘11+2h2/ e
1 12

_ *Gl *5 i*Y/h
. 1f2¢1 o ¢2+1f(w1g1+w1]1)/ . (C.4)

Das Funktionalintegral lédsst sich nun entsprechend Abschnitt 2.2.4 berechnen, dies fiihrt
auf

1 (5 1 1) 1) —TrinGy +f] Gr2j2/h?
1

Zu weiteren Berechnung werden die Beziehungen (3.31) und (3.35) bendétigt, mit denen
man die Funktionalableitungen

7TrlnG071+f J¥Giaj2/R?
12

e 1 - —TrinGy '+ [ j}Grzja /R
SG1 = —G1 — ﬁ/Gme]gﬂ e ¢ ., (C.6)
11
34
—TrlnG_l-i-f j*G12j2/52
5%e B 2 . —TrInGy 4 [ j1Graja /R
SGIsGL = G12G21+ﬁ/G31G12G2433J4 € 12 (C.?)
11 9G22
34

erhélt, die anschlieBend in (C.5) einsetzt werden:
1 1 -
Z = {1_7_1 / Uy (GHJFE G31G14J3]4)
1 34

2h2 U U (G11+h /G31G'14]3]4) <G22+E/G32G24j3‘74)
34 34

1

Y

7TI‘1I1G071+I JiGiaja/R?

2 -
Y U1U2 (G12G21+ﬁ /G31G12G24j3j4) +.. } e 12 . (C8)
34

12

Aus dieser Gleichung berechnet man iiber die Beziehung (2.62) das grolkanonische Po-
tential in Abhéangigkeit von den Stromen. Der dabei auftretende Logarithmus wird bis
zur zweiten Ordnung beziiglich des Zufallspotentials entwickelt:

2

1n(1+x)%x—%+.... (C.9)
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Insgesamt erhélt man fiir das grofSkanonische Potential in Abhéngigkeit von den Stromen

. 1 B 1 . . 1 1 .
Qi J] = B {TﬂnGo b 72 /]1G12j2 + 7_1/(]1 (Gn + =) G31G14J3J4)
12 1 34
1 2 .
_2—]7,2 U,U, (G12G21 + ﬁ 031012G24]3j4) +.. :| . (ClO)
12 34

Gleichung (C.10) wird nun unordnungsgemittelt, bevor das effektive Potential berechnet
wird:

— 1 _ 1 . .
Q. j] = B[TﬂnGol - ﬁ/hGujz

12

1 2 .
_—2h2 Ry <G12G21 + ﬁ G31G12G24]3]4) +.. } (C.ll)
12 34

mit der Abkiirzung Rjo=R(x;—x>) fiir (3.4). In dieser Gleichung wird jetzt eine Legendre-
Transformation von den Stromen j*, 7 zu den Feldmittelwerten U*, U durchgefiihrt. Zu-
néchst werden dazu die Mittelwerte nach (2.64) berechnet:

1l 1 )
Uy = ﬁ/hGQl + ﬁ/334j2G23G34G41 T,

2 234
1 , 1 .
v, = ﬁ/G12]2 + ¥/334G13G34G4292 +.o (C.12)
2 234

Diese Beziehungen lassen sich unter Benutzung von (3.32) iterativ bis zur ersten Ordnung
in R invertieren:

1
Jik = h/\I[;GQ_f _ ﬁ /R12\I];G21 —|— cee

2

2

. _ 1

J1 = h/G121\I]2 — ﬁ /R12G12\I]2 + ... (C13>
2

2

AnschlieBend werden fiir die Legendre-Transformation noch folgende Terme benotigt:

<% * - * Y— 1 *
/1111]1 == /lllljl == h/\lflGul\I/Q — ﬁ /Rm\DlGlQ\PQ + ... (014)
1 1

12 12
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Setzt man (C.11), (C.13) und (C.14) in (2.65) ein, so erhdlt man fiir das unordnungsge-
mittelte effektive Potential schlieflich

- 1 1
F[\I’*, \I/] = B (TI'IDGOl —+ / \I/TG;;\I]Q - ﬁ /R12\I]>{012\I[2
12 12
1
_2—}7/2 /R12G12G21 + .. ) . (015)

12

Nach (2.67) geht das effektive Potential fiir extremalisierte Feldmittelwerte in das grof-
kanonische Potential iiber. Setzt man dariiber hinaus noch die Temperatur gleich der
kritischen Temperatur, bei der die extremalisierten Feldmittelwerte (2.92) gerade ver-
schwinden, so erhélt man fiir das groflkanonische Potential

1 1
= ﬁ_ (TrlnGol - ﬁ / R12G12G21 + .. )

12

(C.16)

T=T. T=T,

Die Selbstenergie lédsst sich mithilfe einer zweifachen Funktionalableitung des unordnungs-

gemittelten effektiven Potentials (C.15) nach den Feldmittelwerten W*, ¥ berechnen:

52T [T, U]
OWioW,

1

ﬁ = G12 — 72 R12G12 + ... (C17>

Definiert man die effektive Vielteilchen-Green-Funktion als die ungestorte Vielteilchen-
Green-Funktion minus die Selbstenergie, so erhilt man fiir diese aus (C.17)

Y= %RlQGlQ +.... (C.18)
Da M. Timmer zur Berechnung der Verschiebung der kritischen Temperatur die Teil-
chenzahlgleichung am kritischen Punkt betrachtet und in diese das kritische chemische
Potential einsetzt, das aus der Selbstenergie bestimmt wurde, reicht es aus zu zeigen, dass
diese beiden Grofien mit den hier berechneten iibereinstimmmen. Ein Vergleich von (C.16)
mit [25, (3.17)] zeigt, dass die groBkanonischen Potentiale und folglich auch die Teilchen-
zahlgleichungen fiir T=T, {ibereinstimmen. Auch die Selbstenergie (C.18) entspricht dem
Ergebnis von M. Timmer [25, (3.102)]. Hiermit ist gezeigt, dass sich dessen Ergebnisse
auch mithilfe des unordnungsgemittelten effektiven Potentials berechnen lassen.
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