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Kapitel 1

Bose-Einstein-Kondensation

Die Bose-Einstein-Kondensation (BEC) schwach wechselwirkender atomarer Gase wurde erst-
mals 1995 experimentell realisiert. Den Forschergruppen von Eric Cornell und Carl Wieman am
JILA war es gelungen, ein Bose-Einstein-Kondensat aus 20000 Rubidium-Atomen herzustellen
[1]. Kurz danach konnte Wolfgang Ketterle am MIT dieses Phidnomen in einem Experiment mit
einer halben Million Natrium-Atome nachweisen [2]. Damit wurde der Wissenschaft ein einzigar-
tiges Werkzeug zur Verfiigung gestellt, mit dem Quantenphinomene auf makroskopischer Skala
untersucht werden kénnen. Besonders interessant ist, dass Bose-Eistein-Kondensate eine Quelle
koh#renter Materie darstellen, die z.B. in der Atomlithographie und Atomoptik eingesetzt wer-
den kann. Fiir diese Leistung wurden die drei genannten Forscher 2001 mit dem Nobelpreis fiir
Physik ausgezeichnet.

1.1 Historische Motivation

Die Geschichte der Bose-Einstein-Kondensation geht zuriick auf die 20er Jahre des zwanzigsten
Jahrhunderts. 1924 schickte der indische Physiker Satyendra Nath Bose eine Abhandlung an
Albert Einstein, in der er das Plancksche Strahlungsgesetz aus einem Extremalprinzip ableite-
te. Einstein erkannte die Tragweite dieser Arbeit, iibersetzte sie ins Deutsche und verhalf ihr
zur Publikation [3]. Des Weiteren verallgemeinerte Einstein Boses Theorie fiir ein ideales Gas
identischer Atome und sagte voraus, dass bei einer hinreichend niedrigen Temperatur eine grofe
Anzahl von Atomen in den niedrigsten Energiezustand iibergehen wiirde. Seine eigenen Worte
lauten: ”Es tritt eine Scheidung ein: ein Teil kondensiert, der Rest bleibt ein geséttigtes ideales
Gas” [4].

Dieser Vorhersage wurde keine besondere Beachtung geschenkt, bis Fritz London die Idee
1938 als eine mogliche Erklérung fiir die Suprafluiditit von fliisssigem Helium nutzte [5]. Diese
Hypothese wurde durch Experimente von Oliver Penrose und Lars Onsager in den fiinfziger
Jahren untermauert, die den Zusammenhang der Suprafluiditdt mit einer makroskopischen Be-
setzung des Grundzustandes zeigten [6].

In den 1980er Jahren wurde Bose-Einstein-Kondensation ein wichtiges Ziel von Experimen-
ten, die an kryogen gekiihlten atomaren Wasserstoffgasen durchgefiihrt wurden. Doch erst mit
der Entwicklung neuartiger Kiihlungsmethoden mittels Laserlicht und der Verwendung von
Alkali-Atomen, die mit ihren Resonanzlinien im sichtbaren und nahen infraroten Spektralbe-
reich sehr gut mit Laserlicht ansprechbar sind, ist die erstmalige Herstellung eines Bose-Einstein-
Kondensats gelungen.
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Abbildung 1.1: Anschauliche Vorstellung der Bose-Einstein-Kondensation aus Ref. [7]. Bei ho-
hen Temperaturen kénnen die Atome klassisch als “Billiardkugeln” beschrieben werden. Nimmt
die Temperatur ab, dann spielen ihre Welleneigenschaften eine immer gréflere Rolle. Bei tiefen
Temperaturen kénnen die Atome als quantenmechanische Wellenpakete mit einer Ausdehnung
von der Ordnung der thermischen De-Broglie-Wellenléinge betrachtet werden. Ab einer gewissen
kritischen Temperatur T' = T¢ iiberlappen die Wellenpakete. Am absoluten Nullpunkt sind alle
Atome im Grundzustand und kénnen durch eine einzige Wellenfunktion beschrieben werden.

1.2 Was ist BEC?

Bose-Einstein-Kondensation ist eine Folge der Ununterscheidbarkeit und der Wellennatur der
Teilchen und daher ein quantenstatistisches Phédnomen. Sie tritt im Fall eines Systems bosoni-
scher Teilchen auf, welche aus einer geraden Anzahl von Elektronen, Protonen und Neutronen
bestehen. Einstein betrachtete den Fall des idealen homogenen Gases und erhielt die folgende
mittlere Besetzungszahl fiir einen Energiezustand E, = p?/2M eines Teilchens der Masse M

bei Temperatur T'
1
P) = SR — 1 (1.1)

wobei kp die Boltzmann-Konstante und g das chemische Potential bezeichnen. Da die Beset-
zungszahlen positiv sind, muss das chemische Potential kleiner als die Grundzustandsenergie Eg
sein. Fiir den Fall u = FEy divergiert die Besetzungszahl. Dies kann so interpretiert werden, dass
makroskopisch viele Teilchen den Grundzustand besetzen, was auch als Kondensation bezeichnet
wird.

Im thermodynamischen Limes, d.h. wenn sowohl die Gesamtteilchenzahl

N = n(p) (1.2)
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Abbildung 1.2: Kondensatteilchenanteil Ny/N in Abhéingigkeit von der reduzierten Tempera-
tur T'/T¢ fiir ein homogenes ideales Bose Gas im thermodynamischen Limes.

als auch das Volumen unendlich werden, N — oo, V' — oo, dabei aber die Dichte n = N/V
konstant bleibt, kann die Summe iiber die Impulse p in (1.2) durch ein Integral ersetzt werden:

3
N:/(;jrig)gn(p). (1.3)

Die Bedingung, dass das chemische Potential i gleich der Grundzustandsenergie Fjg ist, liefert
dann die kritische Temperatur, welche das Einsetzen der Bose-Einstein-Kondensation markiert:

27 h? n 2/3
)

" kM [C(3/2)

wobei ¢ die Riemannsche Zeta-Funktion ist mit ((3/2) ~ 2.612. Diese Beziechung kann mit Hilfe

der thermischen De-Broglie-Wellenlédnge
| 27h?
= 1.
A MkEkgT (15)

nA? = ((3/2). (1.6)

(1.4)

auch anders ausgedriickt werden:

Da die Dichte n umgekehrt proportional zur dritten Potenz des mittleren Teilchenabstands
ist, folgt daraus, dass die Kondensation dann einsetzt, wenn die De-Broglie-Wellenlédnge in die
GroBenordnung des mittleren Teilchenabstands kommt. Diese Uberlegung wurde in Abbildung
1.1 fiir eine anschauliche Vorstellung der Bose-Einstein-Kondensation genutzt.

Es ist ein Effekt der Quantenstatistik, dass ab der kritischen Temperatur T ein mit weiter
sinkender Temperatur zunehmender Anteil des Ensembles in den Grundzustand iibergeht. Die
Anzahl der Atome im Kondensat betragt dabei

No = n(0) = N [1 _ (%)2/3

Der Verlauf des Kondensatteilchenanteils Ny/N ist in Abbildung 1.2 dargestellt. Die Funktion
ist stetig, hat jedoch einen Knick bei T' = T, deshalb besitzt das ideale Gas an dieser Stelle
einen Phaseniibergang. Die Tatsache, dass im idealen Gas ein Phaseniibergang existiert und ein
endlicher Bruchteil aller Teilchen fiir den Fall T' < T in den Grundzustand iibergeht, wird als

(1.7)
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Abbildung 1.3: Allgemeines Phasendiagramm aus Ref. [8]. BEC kann sich unterhalb der ge-
strichelten Linie ausbilden. Die durchgezogene Linie zeigt die Grenze zwischen den thermody-
namisch erlaubten und verbotenen Gebieten; d.h. es ist nicht moglich ein BEC zu erzeugen, das
sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet.

Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet. Die Bezeichnung Kondensation riithrt daher, dass eben-
so wie beim Phaseniibergang gasformig-fliissig, bei dem die kondensierten Atome nicht mehr zum
Gasdruck beitragen, die in den Grundzustand kondensierten Bosonen von der Thermodynamik
entkoppeln.

1.3 Experimentelle Grundlagen

Warum war es so schwierig, BEC in atomaren Gasen zu realisieren? In Abbildung 1.3 ist zur Ver-
anschaulichung der Problematik das qualitative Phasendiagramm eines atomaren Systems dar-
gestellt. Das Gebiet im Phasendiagramm, in dem Bose-Einstein-Kondensate existieren konnen,
befindet sich unterhalb der gestrichelten Linie, welche die kritische Temperatur markiert. Bei
niedrigen Dichten ist das Gebiet jedoch thermodynamisch instabil. Bei hohen Dichten existieren
zwar thermodynamisch stabile Zustéande fiir BEC, das Kondensat kann sich dort aber dennoch
nicht ausbilden, da bei diesen hohen Dichten die Gleichgewichtskonfiguration von fast allen
bekannten Atomen bzw. Molekiilen eine kristalline Struktur hat.

Daher ist es nicht moglich, ein BEC in atomaren Gasen zu schaffen, das sich im thermodyna-
mischen und chemischen Gleichgewicht befindet. Man kann jedoch Metastabilitéit benutzen, um
fiir eine gewisse Zeit im verbotenen Bereich zu bleiben. Dies wird bei solchen Temperaturen und
Dichten erreicht, bei denen elastische Stéfe schnell genug sind, um das Bose-Einstein-Kondensat
im thermischen Gleichgewicht zu halten, aber inelastische Prozesse langsam genug sind, so dass
die Bildung von Molekiilen und Clustern eine Zeit lang unterdriickt wird. Die Notwendigkeit,
Metastabilitdt zu erhalten, ist daher die eigentliche Ursache fiir die Begrenzung der mdoglichen



1.3 Experimentelle Grundlagen 5

AV @
/ gerichteter Impuls

’§®év mo = hk

statistische Imulsverteilung

Abbildung 1.4: Prinzip der Laserkiihlung am Beispiel eines Zwei-Niveau-Atoms: Photonen
passender Energie werden vom Atom absorbiert und das Atom erhélt einen Impuls vom selben
Betrag wie das Photon und in Richtung der urspriinglichen Ausbreitungsrichtung des Photons.
Nach einer gewissen Zeit, der Lebensdauer des angeregten Zustands, geht das Atom unter Aus-
sendung eines Photons wieder in seinen Grundzustand zuriick. Diese spontane Emission ist aller-
dings ein ungerichteter Prozess, so dass das Atom im Mittel keine Geschwindigkeitsverianderung
erfahrt.

Dichte. Dichten von z.B. 10!7cm ™3 haben eine Metastabilititzeit von nur wenigen ms, was fiir
experimentelle Beobachtungen nicht besonders geeignet ist. Die geringen Dichten erfordern aber
auf der anderen Seite geringere Kondensationstemperaturen, deren Erzeugung erst seit Kurzem
moglich ist.

1.3.1 Herstellung eines Bose-Einstein-Kondensats

Zur Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats wird generell ein zweistufiges Kiihlverfahren ver-
wendet. Zuerst werden Methoden der Laserkiihlung eingesetzt, bei denen eine ultrakalte Atom-
wolke mit typischerweise 10 Teilchen in einem Volumen von einigen Kubikmillimetern bei Tem-
peraturen in der Gréflenordnung von 10 puK bereitgestellt wird. Dieses Ensemble wird dann in
eine magnetische Falle transferiert, wo mit dem nachfolgenden Abdampfen von Atomen héherer
FEnergien die zweite Stufe der Kiihlung stattfindet. Im Folgenden werden diese Kiilmethoden
genauer beschrieben.

Die Laserkiihlung beruht auf dem Strahlungsdruck, den Licht auf Materie ausiiben kann.
Dieser Effekt liasst sich auf die Energie- und Impulserhaltung bei der Absorption und Emission
von Photonen zuriickfithren (siche Abbildung 1.4). Um die Atome zu kiihlen, sollte jedoch die
vom Strahlungsdruck verursachte Kraft auf Atome von deren Geschwindigkeit abhingen, da
nur schnelle Atome abgebremst werden sollen, nicht aber langsame Atome wieder beschleunigt
werden. Dies kann mit Hilfe des Doppler-Effekts erreicht werden. Stellt man die Freqeunz des
Lasers etwas unterhalb der Resonanzfrequenz der Atome ein, dann sind aufgrund des Doppler-
Effekts nur solche Atome, die sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit v auf den Laserstrahl
zubewegen, genau in Resonanz mit dem Laser. Verwendet man in einer Raumdimension zwei
gegenlaufige, rotverstimmte Laserstrahlen, so ergibt sich eine geschwindigkeitsabhéngige Kraft,
die auf alle Atome mit Geschwindigkeit groBer als Null wirkt und diese abbremst. Um die
Atome auch in allen drei Raumdimensionen zu kiihlen, setzt man sechs paarweise gegenlaufige
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Abbildung 1.5: (a) Verdampfungskiihlung in einer magnetischen Falle. Das Fallenpotential
wird so eingestellt, dass die heiflesten Atome die Falle verlassen koénnen. (b) Erzwungene Ver-
dampfungskiihlung. Durch die Einstrahlung einer Mikrowelle werden Zeeman-Uberginge indu-
ziert. Die Atome mit positivem m werden von der Falle gehalten. Fiir Atome mit negativem m
wirkt das Feld abstossend.

Laserstrahlen ein, welche senkrecht aufeinander stehen. Diese Konfiguration der Laser wird als
optische Melasse ! bezeichnet, da sie wie eine ziihe Fliissigkeit wirkt und so die Atome abbremst.

Reale Atome haben normalerweise mehrere Zustéinde, in die das angeregte Atom zerfallen
kann, die aber nicht alle mit dem Kiihllicht wechselwirken. Um zu verhindern, dass die Atome
durch solche Zerfille aus der Falle entweichen, werden ein oder mehrere Riickpumplaser benutzt,
die diese konkurrierenden Zusténde wieder in den Kiihlprozess zuriicktransferieren.

Die Grenzen der Doppler-Kiihlung sind zum einen durch die endliche Lebensdauer und zum
anderen durch die Zufallsbewegung der Atome gegeben. Die Lebensdauer darf nicht sehr grof3
sein, denn je ldnger sich die Atome im angeregten Zustand befinden, desto linger dauert es,
bis sie durch ein anderes Photon angeregt werden kénnen und der Zyklus von vorne beginnen
kann. Die Zufallshewegung der Atome, die Ahnlichkeit mit der Brownschen Molekularbewegung
besitzt, ist auf die zufillige Impulsverteilung bei der spontaner Emission zuriickzufiihren. Sie lasst
sich durch eine Diffusionsrate beschreiben, welche der Kiihlrate entgegenwirkt. Im Gleichgewicht
halten sich diese beiden Raten gerade die Waage und es ergibt sich eine theoretische Grenze, die
so genannte Doppler-Grenze, welche fiir ein Zwei-Niveau-Atom

hr

lautet [10,11]. Hierbei ist I" die natiirliche Linienbreite der Resonanzlinie des entsprechenden
Atoms. Es ergibt sich beispielsweise eine Doppler-Grenze fiir Natrium von 240 K. Bei der Be-
trachtung von Atomen mit mehr als zwei Niveaus in einer stehenden Lichtwelle kénnen zusétz-
liche Kiihlmechanismen auftreten, die allgemein als Sub-Doppler-Kiihlung bezeichnet werden
und die dazu fiithren, dass die Atome mit dieser Methode auf eine weitaus geringere Temperatur
gekiihlt werden konnen als mit (1.8) berechnet wurde. [12].

Die oben beschriebene dreidimensionale Melasse eignet sich zur Kiithlung von Atomen, aber
sie ist kein Medium, in dem Atome fiir lingere Zeit gefangen gehalten werden konnen. Die

"Melasse (engl. molasses) ist ein honigartiger Zuckersirup. Dieser Begriff wurde zuerst wohl von Chu et. al.
1985 eingefiihrt [9,10].
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Abbildung 1.6: System aus einem Zeeman-Slower und einer MOT. Die Atome treten aus der
Quelle links in der Zeichnung in einem gerichteten Strahl mit einer Geschwindigkeit von ca.
1500 m/s. Von rechts kommt ihnen ein Laserstrahl entgegen. Dazwischen befindet sich eine
Magnetspule, die entlang der Strahlachse einen Magnetfeldgradienten erzeugt. Das Magnetfeld
verschiebt die Energieniveaus der Atome aufgrund des Zeeman-Effekts. Das Magnetfeld ist so
eingestellt, dal die Zeeman-Verschiebung die Doppler-Verschiebung gerade kompensiert.

gekiihlten Atome koénnen mit Hilfe der Brownschen Molekularbewegung jederzeit aus der Me-
lasse diffundieren. Um sie fiir eine gewisse Zeit einschlieflen zu kénnen, bedient man sich elek-
tromagnetischer Felder, die einen Potentialtopf fiir die Atome erzeugen, aus dem sie unterhalb
einer gewissen Schwellentemperatur nicht mehr entweichen kénnen. Das Einfangen von Atomen
in Magnetfeldern beruht darauf, dass Atome mit einem nicht verschwindenden magnetischen
Moment ein vom Magnetfeld abhiingiges Potential erfahren. Ublicherweise kann das Potential
sehr gut durch das harmonische Potential

V(x) = % ( ng + waQ + w?zQ) (1.9)
gendhert werden. Die Fallenfrequenzen wy,wy,w, sind dabei Funktionen des &ufleren Magnet-
felds. Wenn das magnetische Moment positiv ist, dann erfihrt das Atom eine Kraft in Richtung
der grofieren Feldstirke. Wenn das magnetische Moment negativ ist, erfiahrt das Atom eine
Kraft in Richtung der niedrigeren Feldstérke. Aus diesem Grund werden die Zustéinde mit po-
sitivem magnetischen Moment als high-field seekers und Zustéinde mit negativem magnetischen
Moment als low-field seekers bezeichnet. Die experimentelle Anordnung aus einer optischen Me-
lasse und einem Magnetfeld wird als magneto-optische Falle bezeichnet (MOT). Sie besteht
aus drei Laserstrahlpaaren, die jeweils entgegengesetzt zirkular polarisiert sind, und einem Paar
Anti-Helmholtz-Spulen, die ein raumlich variierendes Magnetfeld erzeugen.

Die Temperatur in der MOT ist jedoch noch nicht niedrig genug, um ein Bose-Einstein-Kon-
densat zu erzeugen. Daher wird die Atomwolke in eine stirkere Magnetfalle umgeladen, wo sie
mittels Verdampfungskiihlung weiter abgekiihlt werden kann. Das Prinzip der Verdampfungs-
kiithlung ist in Abbildung 1.5(a) veranschaulicht. In der Praxis wird die Verdampfungskiihlung
auf eine etwas andere Art erreicht: Sie wird durch Einstrahlen von Hochfrequenzstrahlung erzwu-
ngen, welche die Spin-Zustinde umdreht (sieche Abb. 1.5(b)). In einem magnetischen Feld zeigen
die Atome eine Energieaufspaltung in 25 + 1 Energieniveaus. Zwischen den einzelnen Niveaus
herrscht am gleichen Ort die Energiedifferenz AF = h vgp. Mit Hilfe eines Hochfrequenz-Pulses
der Energie E = hvgp ist es nun moglich, Uberginge zwischen den verschiedenen Zeeman-
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Unterzustanden der gefangenen Atome zu induzieren. Dadurch werden Atome in Zustinde mit
m < 0 iiberfiihrt und so zum Verlassen der Falle gezwungen, da fiir diese Atome das Magnetfeld
abstoSend wirkt. Die Hochfrequenzeinstrahlung wirkt auf der gesamten Aquipotentialfliiche der
passenden Energie. Mittels der Variation der Strahlungsfrequenz lisst sich die Atomwolke so
von Aussen nach innen “abschéilen”. Zwar ist der Teilchenverlust insgesamt hoch und betragt
mehr als 90%, dafiir erreicht man weit tiefere Temperaturen bei gleichzeitig hohen Dichten, so
dass die Phasenraumdichte um mehrere Ordnungen ansteigt und ein Bose-Einstein-Kondensat
entstehen kann.

Aufgrund des hohen Verlustes an Atomen bei der Verdampfungskiihlung ist eine der Haupt-
sorgen bei der Konstruktion einer BEC-Apparatur die Notwendigkeit, eine grofie Anzahl von
Atomen in der optischen Melasse einzufangen. Andererseits ist eine geringe Dichte erforderlich,
um eine lange Lebensdauer des Bose-Einstein-Kondensats zu erreichen. Diese zwei Bedingungen
erfordern Gasdriicke, die sich um mehrere Groflenordnungen unterscheiden. Es gibt zwei kon-
ventionelle Arten, dieses Problem zu 16sen: 1) mit einem System aus einem Zeeman-Slower und
einer MOT und 2) mit einem System aus zwei MOTs.

Der Aufbau des Systems aus einem Zeeman-Slower und einer MOT ist in Abbildung 1.6 ge-
zeigt. Die Atome werden von einer Atomstrahlquelle abgestrahlt und passieren durch eine Spule,
deren Magnetfeldstirke entgegengesetzt zur Abstrahlrichtung abnimmt. Eine solche Spulenkon-
figuration wird als Zeeman-Slower bezeichnet. Dem Atomstrahl entgegen wird das Laserlicht
eingestrahlt, dessen Frequenz so eingestellt ist, dass es mit Atomen der Geschwindigkeit vy in
Resonanz ist, welche gerade in den Zeeman-Slower eintreten. Diese Atome absorbieren das Licht
und werden allméhlich verlangsamt. Da sich ihre Geschwindigkeit &ndert, veréindert sich auch
die Doppler-Verschiebung. Dieser Effekt wird durch die Verédnderung der Zeeman-Aufspaltung
mit Hilfe des schwécher werdenden Magnetfelds kompensiert. Die Atome mit einer Geschwin-
digkeit geringer als vg bleiben in Resonanz und ihre Geschwindigkeit wird weiter reduziert. Auf
diese Weise ist es moglich, eine Vielzahl von Atomen ohne grofien Aufwand zu verlangsamen.

Bei der zweiten Losung mit zwei MOTs wird eine MOT dazu genutzt, Atome aus dem
Dampf bei Raumtemperatur einzufangen: Nach der Maxwell-Boltzmann-Verteilung existieren
im Dampf einige Atome, deren Geschwindigkeit unterhalb der Einfanggeschwindigkeit von ca.
30 m/s liegt. Allerdings steht dieser Art von Befiillung das fiir moderne BEC-Apparaturen
notwendige Ultrahochvakuum im Wege, so dass mit einer zweiten Kammer gearbeitet wird: Die
erste MOT gewinnt ihre Atome aus dem Dampf und kiihlt diese bereits vor. Danach werden die
Atome mit Hilfe eines Laserstrahls in eine zweite MOT geschoben, welche im Ultrahochvakuum
betrieben wird.

1.3.2 Untersuchungsmethoden

Optische Messungen physikalischer Grofien sind bei einem Bose-Einstein-Kondensat wegen der
hohen Dichte nicht ohne weiteres moglich. Was gemessen werden kann, ist jedoch die Dichtever-
teilung in der Atomwolke. Dazu werden entweder Dispersionsverfahren oder Absorptionsverfah-
ren verwendet.

Dispersionsverfahren nutzen Laserlicht fernab der Resonanz. Mittels einer Photodiode oder
eines CCD (Charge Coupled Device)-Chips werden Photonen detektiert, die elastisch in die
Vorwértsrichtung gestreut wurden. Die Information iiber die Dichteverteilung kann dann an-
schlieflend beispielsweise iiber die Phasenverschiebung, die das Licht im Kondensat erfidhrt,
gewonnen werden. Um aus dieser Phasenmodulation wieder eine von einer CCD-Kamera auf-
nehmbare Amplitudenmodulation zu machen, ldsst man das Licht, das vom Kondensat gestreut
wurde, mit ungestreutem Licht interferieren. Da die Dispersionsverfahren das Kondensat nicht
zerstoren, werden sie fiir so genannte ”in situ” Aufnahmen verwendet, bei denen das BEC in
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Abbildung 1.7: Phasenkontrastaufnahme bei der Bildung eines Bose-Einstein-Kondensats aus
Ref. [13]. Die Intensitidt des gestreuten Lichts ist ein Mafl fiir die Dichte der Atome. Das Bild
zeigt Aufnahmen einer Atomwolke kurz nach Uberschreiten der kritischen Temperatur (ganz
links) sowie bei immer niedrigeren Temperaturen (immer weiter rechts). Wenn die Temperatur
erniedrigt wird, bildet sich das BEC im Zentrum der Wolke. Weitere Kiihlung vergroflert den
Kondensatteilchenanteil der Atomwolke auf fast 100%.

Abbildung 1.8: Time-of-flight-Aufnahme aus Ref. [13]. Die thermische Komponente breitet sich
isotrop aus, wihrend das Kondensat anisotrop ist. Die Time-of-flight-Aufnahmen reprisentieren
die Geschwindigkeitsverteilung der expandierenden Wolke.
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der Falle bleibt. Dadurch ist es moglich, die Dynamik des Kondensats zu beobachten (siche
Abbildung 1.7).

Bei einer Absorptionsmessung wird das Bose-Einstein-Kondensat dagegen mit resonantem
Laser-Licht bestrahlt. Durch resonante Anregung werden Photonen absorbiert und fehlen im
Strahl. Thr Fehlen &uflert sich in einem ”Schatten” auf einer Photodiode oder einem CCD-Chip.
Um eine bessere Auflésung zu erhalten, wird die Absorptionsmessung erst gemacht, nachdem die
Falle abrupt ausgeschaltet worden ist und die Atomwolke expandiert ist. Man spricht in diesem
Fall von ”time-of-flight” Aufnahmen. Da sich alle Atome vor der Expansion fast am selben Ort
befanden, entspricht die Dichteverteilung nach der Expansion der Geschwindigkeitsverteilung
vor der Expansion (siche Abbildung 1.8).

1.4 Uberblick iiber die Diplomarbeit

In der vorliegenden Arbeit werden die globalen und die lokalen Eigenschaften von Bose-Einstein-
Kondensaten im grokanonischen und kanonischen Ensemble untersucht. Gewohnlich wird zur
theoretischen Beschreibung von BEC das groflkanonische Ensemble genutzt, das ein System
bei einer vogegebener Temperatur und einem vorgegebenem chemischem Potential beschreibt.
Der Grund dafiir ist, dass es im Rahmen der semiklassischen Naherung die Moglichkeit bietet,
analytische Ergebnisse zu erhalten. Die semiklassische Néherung ist jedoch nur im thermody-
namischen Limes, d.h. im Grenzfall N — oo, exakt und muss daher fiir endliche Teilchenzahlen
entsprechend korrigiert werden. Die experimentellen Randbedingungen werden besser durch das
kanonische Ensemble wiedergegeben, das ein System bei einer vorgegebenen Teilchenzahl und
Temperatur beschreibt. Der Nachteil besteht hier darin, dass die kanonischen Rechnungen nur
numerisch ausgefiihrt werden koénnen.

Kapitel 2 behandelt das grolkanonische Ensemble. Nach einer Einleitung in Abschnitt 2.1
werden in Abschnitt 2.2 globale thermodynamische Grofien wie zum Beispiel die kritische Tem-
pertur, der Kondensatteilchenanteil und die Warmekapazitdt untersucht. Als Ausgangspunkt
dient dabei die semiklassische Niherung, bei der das Energiespektrum als kontinuierlich ange-
nommen wird. Dies bedeutet, dass der Abstand zwischen zwei benachbarten Energieniveaus als
klein gegeniiber der thermischen Energie angenommen wird, d.h. es ist 8w < 1. In Unterab-
schnitt 2.2.2 wenden wir uns dann der Untersuchung von Finite-Size-Korrekturen zu, welche
die endliche Teilchenzahl der realen Bose-Einstein-Kondensate beriicksichtigen. Dabei stellt sich
heraus, dass eine naive hfw-Entwicklung der thermodynamischen Groflien unbefriedigende Re-
sultate liefert, da sie nicht nach einer bestimmten Ordnung abgebrochen werden darf. Unterhalb
der kritischen Temperatur tragen ndmlich alle Entwicklungsterme zum Beitrag zweiter Ordnung
bei, so dass bei einem Abbruch der Entwicklung die zweite Ordnung nicht vollsténdig ist. Der
vorgestellte systematische Ansatz ist dennoch niitzlich, da er einen einfachen Zugang zur Berech-
nung der Finite-Size-Korrekturen bietet, der auch fiir die anisotrope Falle angewendet werden
kann.

Daher wird in Unterabschnitt 2.2.5 ein alternatives Verfahren zur Berechnung der Finite-Size-
Korrekturen betrachtet, bei dem die Energiezustinde exakt behandelt werden. Dieser Ansatz
ermoglicht es insbesondere, die Korrekturen 2. Ordnung der Teilchenzahlgleichung fiir die iso-
trope Falle zu bestimmen. Die Schwierigkeit dieses Verfahrens liegt darin, dass es eine exakte
Ausfiihrung komplizierter Integrale erfordert. SchlieBlich wird in Unterabschnitt 2.2.6 eine ex-
akte Berechnung der thermodynamischen Gréflen im groflkanonischen Ensemble durchgefiihrt,
um den Erfolg der semiklassischen Niherungen einschétzen zu kénnen.

In Abschnitt 2.3 wird die Teilchendichte untersucht. Nach der Vorstellung des einfachen semi-
klassischen Ansatzes in Unterabschnitt 2.3.1 wenden wir uns wieder der Berechnung der Finite-
Size-Korrekturen zu. Hierzu wird zunéichst in Unterabschnitt 2.3.2 eine kurze feldtheoretische
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Einfiihrung gegegeben, da wir einen exakten Ausdruck fiir die Teilchendichte bendtigten. Ausge-
hend von der exakten Teilchendichte werden in Unterabschnitt 2.3.3 die Finite-Size-Korrekturen
ausgerechnet. Eine naive hfw-Entwicklung der Teilchendichte hat sich auch in diesem Fall als
unbrauchbar erwiesen, da bereits in der ersten Ordnung unphysikalische Divergenzen auftau-
chen. Daher wird die Dichteverteilung zunéchst Fourier transformiert und erst anschliefend
entwickelt. Dies liefert ein konvergentes Ergebnis. Zum Vergleich der semiklassischen Ergebnis-
se werden schliefSlich in Unterabschnitt 2.3.4 die exakten Ergebnisse diskutiert. Ein 3D-Plot
der numerisch berechneten exakten Dichteverteilung fiir die anisotrope Falle mit Frequenzen
w1 = wy = /8 w3 wie im Experiment in [1] ist auf dem Titelblatt wiedergegeben. Es zeigt die
Dichte fiir 1000 Teilchen bei Temperaturen 7'/ Tg =0.9,0.5,0 im Ortsraum.

In Kapitel 3 wird das kanonischen Ensemble betrachtet. Dazu wird zunéchst in Abschnitt
3.1 der Pfadintegral-Formalismus in der Imaginérzeit beschrieben, mit dessen Hilfe die Ima-
ginérzeitamplitude fiir ein Teilchen und fiir N Teilchen eingefiihrt werden. In Abschnitt 3.2 wird
dann die Rekursionsformel fiir die Ein-Teilchen-Dichtematrix in einem N-Teilchen Ensemble
hergeleitet sowie ihre numerische Berechnung diskutiert. Davon ausgehend wird in Abschnitt
3.3 eine Rekursionsformel fiir den Kondensatteilchenanteil abgeleitet. Danach wird in Abschnitt
3.4 kurz das bekannte Ergebnis fiir die Rekursion der Warmekapazitiat beschrieben. Der Ver-
gleich von kanonischen und groflkanonischen Ergebnissen fiir die kritische Temperatur und die
Dichteverteilungen schliefit das Kapitel ab.






Kapitel 2

Groflkanonisches Ensemble

Im groflkanonischen Ensemble wird ein offenes System beschrieben, das Warme und Teilchen
mit der Umgebung austauschen kann. Dadurch fluktuieren die Energie und die Teilchenzahl der
Mikrozusténde im Ensemble. Die Wahrscheinlichkeit fiir die einzelnen Mikrozustidnde v lautet:

¢~ BBy —pNy)

7 (2.1)

Pv =

Dabei ist § = 1/kpT die reduzierte Temperatur und Zg die groBkanonische Zustandssumme

Zg =Y e PEmnl) (2.2)

14

Die grofikanonische freie Energie Fg ist mit der groflkanonischen Zustandssumme durch die
Relation )
Fg= 3 In Zg (2.3)

verkniipft. Zur Bestimmung des Zusammenhangs der groflkanonischen freien Energie mit den
thermodynamischen Gréfien Entropie, Druck und Teilchenzahl wird die Grundrelation der Ther-
modynamik fiir reversible Prozesse benétigt, bei der das Differential der inneren Energie U
eingefiihrt wird [14, 3.6.1]:

dU =TdS — pdV + pdN. (2.4)

Dieses geht durch die doppelte Legendre-Transformation
Fe=U-TS —uN (2.5)
in das totale Differential der grofSkanonischen freien Energie iiber:
dFg = —=SdT — pdV — Ndpu. (2.6)

Aus dieser Relation kdnnen sofort die folgenden Identitéiten abgeleitet werden:

OFq(T,V,
Vi
OFq(T,V,
T,n
Fo(T
N V) = - ATV (2.9)
H TV

13
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2.1 Vielteilchensysteme und BEC

Im Folgenden wird ein System aus N identischen nichtwechselwirkenden Teilchen betrachtet. Die
Basis eines N-Teilchen-Systems kann besonders einfach konstruiert werden ausgehend von einem
Hamiltonoperator H, der sich additiv aus Einteilchenoperatoren H; zusammensetzt, welche im
jeweiligen Zustandsraum eines Teilchens wirken:

H=> H. (2.10)

Aus der Losung der Eigenwertprobleme der Operatoren H;
Hiltx,) = Ex, [Vx,) (2.11)

ergibt sich dann der Gesamtzustand des Systems als das direkte Produkt der Einteilchenzu-
standsvektoren

|¢k1,k27"' ,kN> = |7,Z)k1>|¢k2> t |¢kN> : (2'12)

Dabei befindet sich das Teilchen 1 im Quantenzustand [y, ), das Teilchen 2 im Quantenzustand
|1k, ) usw. Die oben durchgefiihrte Markierung der Teilchen mittels Nummern ist nur ein rechen-
technisches Hilfsmittel. Da die Observablen F' nicht von der Nummerierung abhingen diirfen,
miissen sie mit allen Permutationsoperatoren kommutieren:

[F', P] = 0. (2.13)

Die Permutlatlonsgruppe bestehend aus allen Permutationen von N Objekten hat N! Elemente.
Jede Permutation P kann als Produkt von Transpositionen PZ] dargestellt werden, welche auf
einen beliebigen N-Teilchen-Zustand die Wirkung

pij |¢k1,--- X, 7kj7"'> = |¢k1,--- I 7ki,"'> (2.14)

haben, d.h. die Teilchen i «+~ j vertauschen. Die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen
ist nicht eindeutig. Fiir eine gegebene Permutation bleibt jedoch die Paritéit der Anzahl der
Transpositionen immer gleich. Man kann deshalb einer Permutation eine Paritit p(P) zuweisen.
Eine Permutation heifit gerade, wenn die Anzahl der Transpositionen, in die sie sich zerlegen
ldsst, gerade ist. Andernfalls heifit sie ungerade. Da die Permutationsoperatoren fiir N > 2 nicht
vertauschen, ist es nicht moglich, eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren dieser Operatoren
zu konstruieren. Es gibt aber Zusténde, die gemeinsame FEigenvektoren aller Permutationsope-
ratoren sind. Ein Vektor |¢g), fiir den bei jeder beliebigen Permutation P

Plys) = |vs) (2.15)

gilt, heiflt total symmetrisch. Gilt bei jeder beliebigen Permutation dagegen

Plipa) = (=P i a), (2.16)

dann heifit der Vektor |¢4) total antisymmetrisch. In mehr als zwei Dimensionen werden die
physikalische Zusténde entweder durch total symmetrische Vektoren fiir die Bosonen oder durch
total antisymmetrische Vektoren fiir die Fermionen représentiert. Man erhélt die total symmetri-
schen bzw. antisymmetrischen Zusténde durch die Anwendung des Symmetrisierungsoperators

g1 P (2.17)
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bzw. Antisymmetrisierungsoperators

A 1
A= — )PP p (2.18)
i 2D
auf einen N-Teilchenzustand (2.12):
s} = Sltrer - i) (2.19)
und R
[Va) = Ak, o iy Koo - (2.20)

Wenn im Zustand (2.12) Einteilchenzustdnde mehrfach auftreten, dann ist der total symme-
trische Zustand |¢g) nicht auf 1 normiert. Tritt der erste Zustand n; mal auf, der zweite no
usw., dann sind in (2.19) von den N! Termen nur N!/(ni!ng!---) Terme verschieden, d.h. die
normierten Bose-Basis-Zusténde sind:

[vB) =

) = (2.21)

i L
Der Zustand (2.21) ist vollkommen charakterisiert durch Angabe der Besetzungszahlen

[YB) = [n1,m2, ). (2.22)

Im Fall von Fermionen verschwindet der antisymmetrische Zustand |i4) entsprechend dem
Pauli-Prinzip, wenn Einteilchenzustinde mehrfach auftreten. Bei Bosonen kénnen die Besetzung-
zahlen alle moglichen Werte annehmen. Fiir die Energie und die Teilchenzahl des Mikrozustands
v gilt dabei:

\/7 [¥s

Ny = i, (2.23)
k

E, = Z niF . (2.24)

Der Index k lduft iiber alle Einteilchenzustinde. In Besetzungszahldarstellung lautet die grof3-
kanonischen Zustandssumme (2.2)

Za = H [Z eﬁ(Ekﬂ)"k] ’ (2.25)

k Nk

wobei = 1/kgT ist. Im Folgenden beschrinken wir uns auf Bosonen, welche die Ein-Teilchen-
Zusténde k mit beliebig vielen Teilchen besetzen: ny = 0,1,2,.... Fir p < FEy fithrt dies fiir
jedes k auf eine geometrische Reihe in (2.25), die sich unmittelbar auswerten lasst:

1
Zg = 1;[ 1 — e BE—p)" (2.26)

Damit ergibt sich die groflkanonische freie Energie (2.3) zu

Fo = %gln [1 e B (Ek—m] . (2.27)

Mit deren Hilfe kann die Teilchenzahl nach (2.9) berechnet werden

1
N = g YT — (2.28)
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Die Teilchenzahl N ergibt sich demnach dadurch, dass die Bose-Einstein-Verteilung als mittlere
Besetzung iiber alle Ein-Teilchen-Zustéinde aufzusummieren ist. Die Besetzungszahl des Grund-
zustands entspricht dem (k = 0)-Term in (2.28)

1

No = eB(Eo—n) _ 1

(2.29)
Wenn das chemische Potential geniigend nahe bei Eg ist, wird diese Anzahl dominierend. Das
interessante dabei ist, dass dies bei einer Temperatur ungleich null passiert. Darauf lédsst sich
letzlich das makroskopische Quantenphédnomen der Bose-Einstein-Kondensation zuriickfiihren.
Fiir weitere Berechnungen wird die Gesamtteilchenzahl (2.28) in einen Kondensatteilchenanteil
(2.29) und einen thermischen Anteil aufgeteilt

N = Ng + Nr, (2.30)
wobei Nt durch
1
Nr=) a1 (231)
K#0

gegeben ist. Betrachtet man das Verhalten der Gesamtteilchenzahl (2.30) in Abhéngigkeit von
der Temperatur, so lassen sich zwei Phasen ausmachen: Die obere Phase, bei der u viel kleiner als
Ey ist, ist dadurch gekennzeichnet, dass die Anzahl der Teilchen im Grundzustand verschwindend
gering ist. Die untere Phase, bei der p sehr nahe bei FEjp ist, ist durch den dominierenden
Grundzustandsanteil ausgezeichnet. Im thermodynamischen Limes lassen sich die Bedingungen
1 < Eg und Ng = 0 fiir die obere Phase sowie y = Eq fiir die untere Phase angeben. In diesem
Fall gibt es eine wohldefinierte kritische Temperatur T, welche die beiden Phasen voneinander
trennt.

2.2 Globale thermodynamische Eigenschaften

Im vorliegenden Abschnitt diskutieren wir die thermodynamischen Eigenschaften eines nicht-
wechselwirkenden Bose-Gases in einem harmonischen Potential

M
V(x) = > (wiz? + wiy? + w32?), (2.32)

wodurch die experimentelle Situation gut gendhert werden kann [1]. Dabei bezeichnen wy, wo
und ws die Oszillator-Frequenzen in den drei Raumrichtungen. Da dieses Potential additiv in
den einzelnen Raumkomponenten ist, setzen sich die Eigenfunktionen des Einteilchen-Hamilton-
Operators H multiplikativ aus den Losungen fiir das eindimensionale Problem zusammen:

M (w12? + woy? + w32?) sz 1/4 Mw;
Yk(x) = exp {— 5% H Sy k' Hy, v |- (2:33)

Dabei bezeichnen Hy,(z) die Hermite-Polynome. Die Grundzustandsfunktion mit k; = 0 fiir
1 =1, 2,3 lautet explizit:

Mc 3/4 M 2 2 2
w> exp{— (w12® + way® + w3z )}, (2.30)

Yo(x) = <—ﬁ o

wobei hier das geometrische Mittel

w = (w1w2w3)1/3 (2.35)
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verwendet wurde. Die Energie-Eigenwerte setzen sich additiv aus den Eigenwerten des eindi-
mensionalen Problems zusammen:

1 1 1
Fy=|ki+=)hw+ (ka+=)hws+ | ks+ =) hw
« (1 2> ' (2 2> ’ (3 2) ’ (2.36)
= Eo + h(wik1 + waks + wsks)

mit Grundzustandsenergie

3
Eop = 5}1@ (2.37)
und dem algebraischen Mittelwert der Frequenzen

oo Witwatws (2.38)
3
Fiir das grofkanonische Potential (2.27) erhélt man mit den obigen Energiewerten den folgenden

Ausdruck
Fo— %Zln [1 _ o Bh(wrkitwakatwsks)+Ba] (2.39)
k

Dabei ist das reduzierte chemische Potential unter Verwendung der Grundzustandsenergie (2.37)

wie folgt definiert:

i =pu— Ep. (2.40)
zZu:

Daraus ergibt sich die Teilchenzahl nach (2.9)

1
N = g e—Bhwiki+wako+wsks)+6p — 1°

(2.41)

2.2.1 Semiklassische Niherung

Im Folgenden werden die Berechnungen mittels semiklassischer Ndherung durchgefiihrt [15-17].
Dabei wird angenommen, dass der Abstand zwischen zwei benachbarten quantenmechanischen
Energieniveaus klein gegeniiber der thermischen Energie 1/ ist, d.h. dass die Bedingung

Bhw; < 1 (2.42)

erfiillt ist. Dies gilt fiir nicht sehr grole Werte von 3 und w; aufgund der Kleinheit von A, was
auch im Grenzfall der klassischen Mechanik der Fall ist. Aus der Abhéngigkeit der mittleren
Breite des Grundzustands der harmonischen Falle

no\ /2
Ly, = ( Mw‘) (2.43)

von der Frequenz folgt, dass harmonische Fallen mit kleineren Frequenzen effektiv groflere Vo-
lumina ausfiillen. Soll das Bose-Gas eine bestimmte Dichte haben, so muss mit einem grofer
werdenden Volumen auch die Teilchenzahl N ansteigen. Daraus folgt, dass die semiklassische
Niherung (2.42) in fithrender Ordnung, also fiir Shw; — 0, den thermodynamischen Limes
N — oo ergibt.

Als erstes Ziel wollen wir die Teilchenzahl berechnen. Dabei betrachten wir die Besetzung des
Grundzustands (2.29) separat und setzen E = E — Ejy. Bei der thermischen Anzahl Ny ersetzen
wir die Summe iiber verschiedene k-Zusténde (2.31) durch ein Integral iiber die Energiezusténde:

1 * = p(E)
N=No+Np=——+ dE—P2)
o+ AT eﬁﬂ—1+/0 eBE-f) _ 1

(2.44)
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Durch die Energiezustandsdichte p(E ) wird dabei die Entartung der Energiezustéinde berticksich-
tigt. Zur Bestimmung der Energiezustandsdichte wird die Anzahl der Zustédnde G(E) berechnet,
fiir welche A(w1ky + woke + wsks) kleiner oder gleich einer gegebenen Energie E ist. Fiir Energi-
en, die grof} gegeniiber hw; sind, kann man k; als kontinuierliche Variablen betrachten. Wechselt
man zu einem Koordina:gensygtem mit de~n Achsen E:?Z = hw;k;, dann ist die Oberfliche konstan-
ter Energie die Ebene E = Ej + FE3 + E3 und G(F) ist proportional zum Volumen im ersten
Oktanten. Unter Beachtung der Funktionaldeterminante dEZ- /dk; = 1/hw; erhilt man folgenden
Ausdruck fiir die Anzahl der Zustédnde in der harmonischen Falle

B | B _ BB _  B-Bi-B _ 73

mit w aus (2.35). Die Zustandsdichte ergibt sich daraus entsprechend der Beziechung p(E) =
dG/dE:

~ E?
E) = 5= (2.46)
Die thermische Teilchenzahl aus (2.44) betrigt somit
1 o . R?
Npr=——= dF ————. 2.47
(o A=y (247)
Dieses Integral lasst sich durch Einfiihrung der Fugazitét
5 =ePh (2.48)

sowie die Substitution z = BE auf die allgemeine Klasse polylogarithmischer Funktionen zu-
riickfiihren

G = o [ e (2.49)
NETY )y T e -1 '
Diese werden im Anhang A ausfiihrlich vorgestellt. Die thermische Teilchenzahl lautet somit
1
Np = ——=(3(2). 2.50
"= ey G(2) (2.50)

Oberhalb der kritischen Temperatur liefert (2.50) eine implizite Gleichung, aus der numerisch das
chemische Potential /i berechnet werden kann. Des Weiteren lésst sich aus (2.50) die kritische
Temperatur Tg im thermodynamischen Limes ableiten, die durch gleichzeitige Erfiillung der
Bedingungen Ny/N = 0 fiir die obere Phase und p = Eg = 0 bzw. 2 = 1 fiir die untere Phase
gekennzeichnet ist. Unter Verwendung der Relation (3(1) = ((3) erhilt man den folgenden
Ausdruck fiir die kritische Temperatur

~ 1/3
70 = % (%) : (2.51)

FirT < T, 8 lautet die Gesamtteilchenzahl
1
(hBw)3

was mit Hilfe der kritischen Temperatur (2.51) die Teilchenanzahl im Kondensat liefert:

NO:N{l— (%)3} (2.53)

N = No+ (3), (2.52)
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Abbildung 2.1: (a) Kondensatteilchenanteil entsprechend (2.53) und (b) Warmekapazitét ent-
sprechend (2.64) fiir T > T2 bzw. (2.68) fiir T' < T .

Der Verlauf des Kondensatteilchenanteils N/Ng ist in Abbildung 2.1(a) dargestellt. Wihrend
der Kondensatteilchenanteil fiir T > Tg verschwindet, wichst er fir T' < Tg schnell an. Die
Funktion ist stetig, hat aber einen Knick bei T' =T, 8, was auf einen Phaseniibergang hinweist.

Wir berechnen nun die Warmekapazitét, die sich als die Ableitung der inneren Energie U
nach der Temperatur bei konstanter Teilchenzahl ergibt:

ou
C=_—— 2.54
or (2:54)
V,N
Die innere Energie erhélt man durch Umformung von (2.5):
U=Fg+TS+ puN. (2.55)

Die grolkanonische freie Energie (2.27) wird wieder semiklassisch mit einem Integral iiber die

Energiezustéinde mit der Zustandsdichte p(E) gemifl (2.46) gendhert:
1 o] o+ X [T iB (B ~B(E—1)
Fo =5l [1—6 ﬂ} +5 ] dBp(E)In [1—e ﬂ]. (2.56)
0

Fir T > Tg nimmt das chemische Potential rasch grofie negative Werte an, so dass der erste
Summand vernachléssigt werden kann. Partielle Integration fiithrt zu

F, ——#/md@L (2.57)
T 6wy Jy  eBE-A) 1 '

was mit Substitution z = ﬁE durch polylogarithmische Funktionen (2.49) ausgedriickt werden
kann

1
Fo = ———(y(3). 9.58
Die Entropie ergibt sich daraus gemé8 (2.7) zu
8= —2_lacy(2) — Bucs(2) (2.50)
(R o T PR |
Mit diesen Ergebnissen sowie der Teilchenzahl (2.50) lautet die innere Energie (2.55)
U= _3G(®) (2.60)

B (hpw)*’
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was sich mit Hilfe von (2.50) als Funktion der Teilchenzahl ausdriicken l&sst

Ca(2)
HE) (261)
Fiir die Wirmekapazitit C~ bei T > T2 erhiilt man zunéichst:
3Ga(2) 10z [ C4(2)C2(5)}
C~ = Nk -~ + 3NkpT-— |1 — =22 . 2.62
TG Prior 3 (262

Die dabei auftretende innere Ableitung wird durch Differentation von (2.50) bestimmt:

10z

zoT

3 ¢(2)

V,N - TGE)

(2.63)

Dabei wurde benutzt, dass die Warmekapazitéit bei festgehaltener Teilchenzahl berechnet wird,
so dass ON/OT = 0 ist. Damit erhilt man fiir die Warmekapazitéit bei Temperaturen 7' > Tg

Cs  Gi) G3)
Nk?B_lzC:%(é) 9(2(2).

(2.64)

Im Hochtemperaturlimes geht (2.64) in das Dulong-Petit-Gesetz des 3-dimensionalen harmoni-
schen Ostzillators iiber:

Tlim Cs = 3kpN. (2.65)
Am kritischen Punkt ist 2 = 1 und wir erhalten
. 12¢(4)  9¢ (3)}
lim Cs = kgN [ - 1. 2.66
T|TY, g ¢(3) ¢(2) ( )

Bei der Tieftemperaturphase T < TCQ wird angenommen, dass die in den Grundzustand kon-
densierten Bosonen nicht zur Energie beitragen. Daher wird die innere Energie ausegehend von
der Gleichung (2.60) bei 2 =1

3¢(4)

e

kLT (2.67)

berechnet. Unter Ausnutzung der kritischen Temperatur (2.51) ergibt sich daraus die Wérme-
kapazitét fiir T < T nach (2.54):

Co ¢ (TN
- _12@ <T_8> . (2.68)

Am absoluten Nullpunkt ist die Warmekapazitiat geméfl dem dritten Hauptsatz der Thermody-
namik null und beim kritischen Punkt nimmt die Warmekapazitidt den Wert

1)
oy O = RN =557

(2.69)

an. Der Vergleich von (2.66) und (2.69) zeigt, dass die Wérmekapazitdt am kritischen Punkt
unstetig ist (siehe auch Abbildung 2.1(b)). Demnach handelt es sich bei der Bose-Einstein-
Kondensation eines Gases in einer harmonischen Falle um einen Phaseniibergang zweiter Ord-
nung nach Ehrenfest.
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Abbildung 2.2: Vergleich der Kondensatteilchenanteile (2.78) fiir verschiedene Teilchenzahlen.
Zusétzlich ist das im thermodynamischen Limes giiltige Ergebnis (2.53) dargestellt.

2.2.2 Finite-Size-Korrekturen erster Ordnung

Bei den experimentellen Realisierungen der Bose-Einstein-Kondensate variiert die Anzahl der
Teilchen von wenigen Tausend [1] bis zu einigen Millionen [2]. Dies fiihrt zu der Fragestellung,
inwieweit die Ergebnisse des thermodynamischen Limes auf die experimentelle Situation zutref-
fen bzw. wie die endliche Teilchenzahl in den Experimenten bei der theoretischen Beschreibung
beriicksichtigt werden kann. Wéhrend bei der exakten Auswertung der Teilchenzahlgleichung
(siehe Abschnitt 2.2.6) die Auswirkungen aufgrund der endlichen Teilchenzahl durch enstpre-
chende Bestimmung des chemischen Potentials p als Funktion von N und T von vornherein
enthalten sind, werden diese Auswirkungen beim semiklassischen Zugang durch so genannte
Finite-Size-Korrekturen beriicksichtigt.

Dazu haben Grossmann und Holthaus in [18] vorgeschlagen, die Zustandsdichte (2.46) mit
einem zusitzlichen Korrekturterm zu ergéinzen. Die Autoren fiithren in [18] nicht explizit aus,
wie sie den Korrekturterm abgeleitet haben, eine Moglichkeit fiir den isotropen harmonischen
Ostzillator ist zum Beispiel die exakte Umwandlung der dreifachen Summation in (2.41) in eine
einfache Summation. Dabei sind die Energieniveaus eines Teilchens durch Ek = hw(ky + ko +k3)
gegeben, wobei k; die Werte k; = 0, 1,2, ... annehmen. Setzt man zunichst k' = ki + ko, so kann
wie folgt vereinfacht werden:

Z fky 4 kg + k3) = Z ka’+k3 Z '+ k3) (K +1). (2.70)

k1,k2,k3=0 k' k3=0k1=0 k' k3=

In einem weiteren Schritt setzt man k = k' + k3 und erhilt

oo k
(k+2)(k+1
Z PO + k) +1) =3 S ) +1) = Zf +—+). (2.71)
K/ k3 =0 k=0 k'=0
Es gilt also die folgende Beziehung:
S flkitke+ks) = f(k) (K/2+3k/2+1). (2.72)
k1,k2,k3=0 k=0

Die Teilchenzahl (2.41) lasst sich daher im isotropen Fall auf die einfache Reihe

N = Z eﬁ(Ek 5 (k2/2+3k:/2+1) (2.73)
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zuriickfithren. Die Energiezustandsdichte kann nun mit den ersten beiden Termen in (2.73)
konstruiert werden: _ _
~ 1 E* 3 E

E)=- - .

AE) = 3 Tp * 2 ep

(2.74)

Damit lidsst sich der semiklassische Ausdruck fiir die Teilchenzahl (2.44) als Summe zweier
Integrale schreiben und man erhélt anstatt (2.50) den Ausdruck:

1 3 1
——(302) + =——((2). 2.75
Die kritische Temperatur ergibt sich daraus wieder durch Einhaltung der Bedingungen fiir die
obere und untere Phasen 2 =1 und Ny/N =0

1w (N ¢\ <2
= () {“(N) 2¢@) [ (270

Der Korrekturterm verringert die urspriingliche kritische Temperatur (2.51) in Abhéngigkeit von
der Teilchenzahl: Je kleiner die Teilchenzahl, desto grofler fallt diese Korrektur aus. Unterhalb
dieser kritischen Temperatur ergibt sich fiir den Kondensatteilchenanteil Ny/N mit Hilfe von

(2.75) und (2.76):

N = Ny +

Man kann die Teilchenzahlgleichung aber auch als Funktion von T'/T¢ mit kritischer Temperatur

(2.76) schreiben:
No T\® [(cB\3¢@) [T\ [T\
vo-(w) - (V) |7 - (@)

Das Resultat (2.78) ist gegeniiber (2.77) vorzuziehen, denn es liefert am kritischen Punkt
T/Tc = 1 sofort einen verschwindenden Wert, wihrend sich nach (2.77) noch stérungstheo-
retisch bedingte Rest-Terme ergeben. Bei der graphischen Darstellung wird zunéchst eine Um-
parametrisierung der Temperaturwerte gemif 7/Tc = (T/T2)(TQ/T¢) vorgenommen, damit
die Verschiebung der kritischen Temperatur aufgrund der endlichen Systemgrofie sichtbar wird.
Abbildung 2.2 zeigt die Auswirkung geringer Teilchenzahlen auf den Kondensatteilchenanteil,
namlich dass die Kondensation fiir kleinere Teilchenzahlen bei niedrigeren Temperaturen ein-
setzt. Fiir N — oo geht der Kondensatteilchenanteil in das Ergebnis (2.53) iiber, das durch die
schwarze Kurve dargestellt ist.

+ O(N~2/3), (2.78)

2.2.3 Euler-MacLaurin-Methode

Einen anderen Ansatz zur Berechnung von Finite-Size-Korrekturen verfolgen Haugset et. al in
[19]; sie verdndern den semiklassischen Zugang insofern, dass sie bei der Ersetzung von exak-
ten Summen durch Integrale die Euler-MacLaurin-Summationsmethode anwenden, bei der die
Summe durch ein Integral plus eine unendliche Reihe von Korrekturtermen ersetzt wird [20,
23.1.30]:
" b 1 1
S0 = [ daf@)+ 5100+ @) + 55 [F0) - F@] +... (2.79)
a

k=a
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Dieser Ansatz wird im Folgenden in etwas verinderter Form zunéchst als Ausgangspunkt fiir
die Finite-Size-Untersuchungen genommen. Das Ergebnis ist jedoch insofern unbefriedigend, als
bei der Auswertung von Kondensatteilchenanteilen und der kritischen Temperatur der Term 2.
Ordnung nicht vollstéindig ist.

Daher werden wir anschlieBend einem neuen Ansatz von Kleinert folgen [21, Appendix 7A]!,
in dem die Teilchenzahl durch Resummation bestimmt wird (siehe Abschnitt 2.2.5).

Teilchenzahlgleichung fiir den isotropen Oszillator

Als Ausgangspunkt dient uns die freie Energie (2.39), welche durch Entwicklung des Logarithmus
und Vertauschung der beiden Summationen zunéchst auf die Form

1 el hw (k1 +ko+k
__Z Zeinﬁ (k1+k2+k3) (2.80)
ﬂn:l " k

gebracht wird. Mit Hilfe der Beziehung (2.72) kann das grofSlkanonische Potential auf eine einfache
Summation iiber k zuriickgefiihrt werden:

k? 3k
Z ( +5+ 1) eIk, (2.81)
Fiir die weiteren Berechnungen wird zunéchst der Grundzustand abgespalten

nBh k? 3/<:
en Z Z ( +=+ 1) eIk, (2.82)

In einem weiteren Schritt wird nun die Summe iiber die Energiecigenwerte k mit Hilfe der Euler-
MacLaurin Néherung (2.79) durch ein Integral plus Korrekturterme ersetzt. Mit den Grenzen

a =1, b = oo erhélt man:

(K 3k 1
> ( 7T 37 + 1) TR =g e gnﬁme*’wm + 3(nfhw)? e "M
k=1 (nBhw) (2.83)

1 1
+ 2—4(716?&0)3 e 4 Z(nﬁhw)4 e .

Der gesamte Ausdruck fiir die freie Energie kann mit Hilfe polylogarithmischer Funktionen dann
dargestellt werden als:

- 560 - m{m ) 42 By (e) + 3(Bhw) a0 O)
a1 . (2.84)
+ ﬁ(ﬁhw)?’ﬁ(ée‘ﬁh“) - Z(ﬂim)%(ée—ﬁm) +... }
Die Teilchenzahl ergibt sich daraus nach (2.9):
N =No+ s mm {43« ) 2 By (e ) + BB (26 )
- %(ﬁhw)?’go(ée_ﬁm) + i(ﬂmy‘gfl(fe_ﬁm) +... } (2.85)

In der Online-Version der vierten Auflage enthalten.
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mit No = (o(2) = 1/(2 — 1). Weiterhin ist anzumerken, dass die obige Berechnung (2.85) der
Finite-Size-Korrekturen dquivalent zu Berechnungen von Haugset et. al. [19] ist, die bei ihrer
Rechnung modifizierte polylogarithmischen Funktionen mit einer verschobenen unteren Grenze
verwenden (sieche dazu auch Anhang A.2).

An der kritischen Temperatur 3. = 1/kgT¢ ist No = 0 und 2 = 1. Die polylogarithmischen
Funktionen ¢, (e~#™) konnen mit Hilfe der Robinson-Formeln (B.14-B.19) entwickelt werden
und man erhalt

N = i { €O+ 30w (2) = (Behof? [n0ch) + 7] + (b4} (250

Bei der Berechnung von N fillt jedoch auf, dass der Term der Ordnung (hBw)? in der eckigen
Klammer nicht vollsténdig ist, da jede weitere Ordnung in (2.85) nach dem Einsetzen der ent-
sprechenden Robinson-Formel einen (hBw)?-Term enthélt. Zum Vergleich mit den Finte-Size-
Korrekturen erster Ordnung werden im Folgenden dennoch die kritische Temperatur und die
Kondensatteilchenzahl berechnet. Fiir die kritische Temperatur wird Gleichung (2.86) zunéchst
nach Potenzen von 1" geordnet, was mit den Abkiirzungen

3((2) 1 kgTc 5 5
A==->>= B(lp)=—|1 - — C= 2.87
G P [ w] O wm (250
die folgende Bestimmungsgleichung liefert
N <@>3 Ly <@>23(T)T + <@>3C (2.88)
¢3) \kp “ kg \kp “T\kg) '
Mit Hilfe des formalen Ansatzes
0. To—TY 0 hw hw\ > hw\ ®
Te=To(1+ —=)=To 1+ — — — 2.
c c(1+ T3 ) s, +kBCU1+<kB> $2+<k3> T3+ (2.89)
erhélt man daraus die folgende fw/kp-Entwicklung
0 3
N
() e - (e
kp ¢(3) \kn
hw ! 0\3 0\ 2
+ (5) {3(TC) x1 + A (T2) } (2.90)
hw 2
+ (17) {Bay+325) (T8)" + 2014 (10)" + BA)TE )
B
w ’ 3 0)3 2 0)2 070
+ k: (23 + 6 z122 + 3 23) (T2)" + (21 + 222) A(TP)” + B(T2) T
B
- ing +C s+ O(hY).
¢(3)
Dabei wurde benutzt, dass der temperaturabhiingige Koeffizient B(T') die Entwicklung
hw
B(Te) = B(TO) + —L. 2 1 . (2.91)

C(3) kp
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No/N
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(b) T/T¢

Abbildung 2.3: (a) Kritische Temperatur nach (2.94) erster, zweiter und dritter Ordnung und
(b) Kondensatteilchenanteil nach (2.96) erster (gestrichelte Linie) und zweiter (durchgezogene
Linie) Ordnung fiir verschiedene Teilchenzahlen (siche Legende).

hat. Damit die Aquivalenz (2.90) gilt, muss Jede geschweifte Klammer null ergeben. Die Tem-
peratur T0 ergibt sich aus der ersten Zeile in Ubereinstimmung mit (2.51):

hw N 1/3
=" . 2.92
" kg <C(3)> (2.92)
Fiir die Koeffizienten 1, o, x3 erhilt man:

oo A

1— 3T87
_ 1 1A2 B(TY) 2.93

! { 2A3+AB(T0)+ L4 30]
3= —053 |~ a —A - .
9aTEP | 9 @B

Mit den Abkiirzungen (2.87) ergibt sich die folgende Finite-Size-Entwicklung fiir die kritische
Temperatur (2.89) bis zur dritten Ordnung:

_ CRNY? ¢ @\ 1 3¢ 1, (N 5
TC _Tco{l_< N> 24(3)+< N> 3¢(3) [Z (3 _§ln<@>+ﬂ}
L@ @ 5¢B) 1 (N 19
+GNC(3){ 2¢(3) 8((2)+31 <<(3)>+24}+---}- (2.94)

In der ersten Ordnung stimmt diese Entwicklung mit bisherigem Ergebnis erster Ordnung (2.76)
iiberein. In Abbildung 2.3(a) ist die kritische Temperatur in Abhiingigkeit von N~'/3 dargestellt.
Zu sehen ist, dass die Korrektur zweiter Ordnung das Ergebnis insbesondere fiir kleinere Teil-
chenzahlen noch wesentlich verdndert, wihrend die Korrekturen dritter Ordnung nur sehr klein

ausfallen.
Unterhalb der kritischen Temperatur ist die Gesamtteilchenzahl durch (2.86) zuziiglich der
Kondensatteilchenzahl gegeben:

N = No+ Gy { €+ 5Ama(2) = (Beh)? () + 37| + (B’ +
(2.95)
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Daraus folgt der Kondensatteilchenanteil Ng/N in Abhéngigkeit von der reduzierten Temperatur

T/Tc i:c Tc nachzf2.i4) » y e [ 2 2 .
v -(5) 6 |(w) - (7)

2 3

() - (%)

)l
C( )
[ r (T%)s + L <£>}+O(N1), (2.96)

[ 5 () 7

Auch der Kondensatteilchenanteil stimmt in der ersten Ordnung mit dem bisherigen Ergebnis
(2.78) iiberein. Der Vergleich der Kondensatteilchenanteile erster und zweiter Ordnung ist in
Abbildung 2.3(b) dargestellt. Es féllt auf, dass sich fiir 100 und 1000 Teilchen keine sichtbare
Verbesserung durch die Korrektur zweiter Ordnung ergibt. Fiir 10 Teilchen dagegen ist eine
deutliche Verschiebung der Kondensatteilchenkurve zu héheren Temperaturen zu sehen. Des
Weiteren taucht hier auch das Problem auf, dass die Werte des Kondensatteilchenanteils fiir
kleine Temperaturen grofler als 1 werden, was unphysikalisch ist. Die Erkldrung dafiir ist, dass
in diesem Bereich die Bedingung fiir die semiklassische Naherung, hfw < 1, verletzt ist. Setzt
man die kritische Temperatur (2.51) in diese Bedingung ein und wertet sie fiir 10 Teilchen aus, so
folgt daraus der Giiltigkeitsbereich fiir 10 Teilchen: T/ Tg > (0.49. Daher ist die Kurve unterhalb
dieses Wertes gepunktet dargestellt. Fiir grofiere Teilchenzahlen wandert der Giiltigkeitsbereich
immer weiter zur Temperatur null und die Korrekturen fallen immer kleiner aus, so dass keine
Abweichungen mehr zu sehen sind.

Teilchenzahlentwicklung fiir den anisotropen Oszillators

Um den anisotropen Oszillator zu untersuchen, kehren wir zuriick zu der freien Energie (2.80).
Hier separieren wir wieder den Anteil der Teilchen im Grundzustand. Dies ist der Zustand, bei
dem k; = 0 fiir alle ¢. Zu beachten ist, dass bei angeregten Zustédnden die Falle k;; =1, k;, =0,
ki, = 0 sowie ki, =1, k;, = 1, ki, = 0 extra beriicksichtigt werden miissen. Somit erhalten wir
den folgenden Ausdruck fiir die freie Energie mit dem separaten Anteil des Grundzustandes:

[o¢] (o @] o
Z { Z e~ nBwik + Z e~ nPw2k1 + Z e~ nPwsks
o0

klfl ka=1 ks=1
n Z —nB(wiki+wakz) 4 Z —nB(wikitwsks) 4 Z e~ B (w2ka+wsks) (2.97)

1
ng——

n=1

k1,k2=1 k1,k3=1 ko,k3=1
o0
+ Z e*nﬁ(w1k1+w2k2+WSk3) )
k1,k2,k3=1

Jede Summe ersetzen wir nun geméf Euler-MacLaurin (2.79) und erhalten so:

> 0 1 1
Z e Bk / dky e BRkL 5e—"ﬁ’wl + Enhwle_"ﬁhwl +.... (2.98)
k=1 1

Unter Verwendung des geometrischen Mittelwerts @ geméfl (2.35) ldsst sich dieser Ausdruck
zunéchst auf die Form:

S ek = E a2 L (nph)? 2.99
kz:le O (nph) w2w3+§(nﬂ ) wiwows + . .. (2.99)
-
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bringen. In einem weiteren Schritt wird die Exponentialfunktion so erweitert, dass sie das alge-
braische Mittel @ gemé$ (2.38) im Exponenten enthélt. Die verbleibenden Exponentailfunktionen
werden entwickelt:

e P — gmnBh(witwatws) nfhws o —nbhws — o—3nBh (1 + nhfws + nhfws + ...). (2.100)

Damit berechnet sich die Summe iiber k1 zu

co —3nBhw 1
kz:l e~ Bk W{(nﬁhﬁwwg, + (nBh)? |wiws + waw? + §w1w2w3] (2.101)
=

1 1 1 1
+ (nBh)? [ wiws + w2w3 + wiwl + w1w2w3 + w1w2w3 + Ew%wgwg] +... }

Fiir die Doppelsumme iiber kq, ks erhélt man nach der gleichen Vorgehensweise den Ausdruck

—ng wlk:l-f—wgk;g) 3n6h§ 2 2 1 l
Z e nfhws + (nPh)” |wy + —wows + —wiws
A ( Bhw)3 2 2
1 1 1 1 1
+ (nBh)? [2(4)3 + 2w2w3 + 2w1w3 + o wiwaws + 12w1w3 + 12w2w3] (2.102)
1 , 1 1 1,
+ (nﬁh) 24w1w2w3 + SWiwaws + 12w2w3 + 4w1w2w3 + 4w2w3 + 4w1w3 + 6w3 + ...

Fiir die dreifache Summe erhilt man den Ausdruck

i —np(wikitwaketwsks) _ 76_3716% 1+ 3 Bhw + (nBh)? 91
e ~ e 2" MRS TR
1,k2,k3= (2.103)
9 3 _— 3 3 _ o9 1_— 11—
h o — —ww? | ot - ST — —wwd Wt
+ (nBh)? [16 T } + (nBh) [16(4) 350 W= Wt et +
Dabei ist das Mittel einer Funktion f(w) wie folgt definiert:

Die freie Energie (2.97) ergibt sich durch Addition der Beitrdage (2.101)—(2.103) zuziiglich der
nicht explizit aufgefiirten zwei Einfachsummen iiber ky und k3 , die man durch Indexvertau-
schung von (2.101) erhélt, und zwei Doppelsummen iiber ks, ks und kq, k3, die man durch In-
dexvertauschung von (2.102) erhélt:

1 — eI B 9 81 1—

Fo=—-) — 1+ —nphw h)? | =@ — —w? 2.105
¢ 6; n 52 mpheyp | L T 3o+ nbh) [8” 8“’} (2.105)
171_5  63_— 57, 399 45— 1
B3 | o — mn? — WS A2t T 0 onS A | L

+ (nfh) {16‘” 16" w] (nh)’ [16 TR TR T

In einem letzten Schritt formen wir noch die Exponentialfunktion um:

o 3nBHw _ ,—nfh [1 — 2nBhw + Q(Hﬁm)Q 4. ] (2.106)
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und erhalten so den endgiﬂtigen Ausdruck fiir die freie Energie

nﬁu enﬁm

1 & 5 25_, 1—
e = _B Z T ﬁ Z nﬂﬁw {1 + 5716% + (nﬁh)z [ng - gwﬂ (2.107)

91 67T_— — 139 49 — 133 _,— 11—
+ (nph)? [——w?’ + —ww? — w3] + (nph)* [ =Y ot — 4—85(4)3 + 3—252 w? + %uﬂ] +... }

Mit Hilfe polylogarithmischer Funktionen lésst sich dieses Ergebnis auch schreiben als

_ _ 2
Fg=— %g‘l(é) - 76(51’@)3 {C4(2e_ﬁm) + gﬁm (3(2e 7M7) + (Bhw)? [% - lw_] (o(2e7719)
91 67w? w3
+ (Bh@)” —@+16%—‘”]@< )
| 139 1332 49w3 1wt
(2.108)
Die Teilchenzahl ergibt sich daraus nach (2.9):
_ _ w? _
N =N + m{@,@em) + 200 Glze ) + (B [? - %%] Gize )
91 67w? W3 _
+ (phw)? [‘@ i ] Golze™ ") (2:109)

139 133 w?2 49 w3 1 w _
ho)t |- S L T (B PRy Y
+ (Bhw) [ 8 TR 48w3+9654]< 1(Ze ) +

Im Fall des istotropen harmonischen Oszillators gilt @ = w und @3 = w3, so dass man die zu

jeweiligen Ordnung gehérigen Briiche aufaddieren kann und somit wieder die Gleichung (2.85)
bekommt. Diesen Test besteht das in Referenz [19] bestimmte Ergebnis fiir die anisotrope Falle
nicht. Der Grund dafiir ist, dass dort bei der Berechnung der Teilchenzahlgleichung die Terme
ki, = 1, ki, = kiy =0, sowie k;, = ki, = 1, k;; = 0, vergessen wurden.

An der kritischen Temperatur, die durch die Bedingungen Ng = 0 und 2 = 1 gekennzeichnet
ist, kann man die polylogarithmischen Funktionen ¢,(e~%") mit Hilfe der Robinson-Formeln
(B.14)-(B.19) entwickeln und erhalt:

=m{<<3) + 2 g (2)

157 267w2  97w3 1 wt 9 1w?
D) |- s — - — - = | In(B.hw 2.110
+ (Behw) [ 0 T 302 R’ 6ot ( w)n(ﬁ )] (2.110)

+}

Die Korrektur erster Ordnung stimmt dabei mit den Resultaten in [22,23] iberein. Zur Berech-
nung der kritischen Temperatur wird die Gleichung (2.110) in Analogie zu (2.88) nach Potenzen

von T geordnet:

N [(h5\? h ho\ hw\?

— (=) =T3+-—AT, B(Te)T, — 2.111
(i) ~mr At () s (i) o S

63 69w2 1w?

_3 et
+ (Behw) 32 3232 + 203
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Abbildung 2.4: Vergleich der kritischen Temperaturen fiir die isotrope Falle (durchgezogene
Linie) und die zylindrische anisotrope Falle (gestrichelte Linie) mit Frequenzen wq = wy =
V8ws = v/2w entsprechend der experimentellen Anordnung in [1], die durch Gleichungen (2.94)

und (2.113) gegeben sind.

mit den Abkiirzungen

4302
2¢(3)

1 157 267w?2  97w3 1 w? 9 1w?

S T T (Sl BN OCN ) |
[24+32w2 857 9650 <8 8@2> n(g )] (2.112)

B |2 R I

1 [63 6907 1 F]

Die kritische Temperatur ergibt sich wieder mit dem Ansatz (2.89), mit w ersetzt durch @, so
dass die Koeffizienten x1, xo, 3 entsprechend den Gleichungen (2.93) berechnet werden kénnen
und Tg der Gleichung (2.51) entspricht. Dies fiihrt auf den folgenden Ausdruck fiir die kritische
Temperatur fiir die anisotrope Falle:

TCZT8{1_<<<3>>”3 (2 (@)2/33;%[ 3¢(2)°

N ) 2¢3@ \ N ¢3)@2|  4¢@3)

157 26702 97w? 1wl (9 1e2\1 (N @
T2 TR B Teent \3 823 “(@5) e
Auf die dritte Ordnung wurde hier verzichtet, da aus dem isotropen Ergebnis (siehe Abbildung
2.3(a)) zu sehen ist, dass sie keine weiteren Verbesserungen mehr bewirkt. In Abbildung 2.4
ist die kritische Temperatur in Abhingigkeit von N~1/3 dargestellt. Zum Vergleich ist auch die
kritische Temperatur der isotropen Falle aus (2.94) zu sechen. Um die Konstanz der Dichte zu
gewihrleisten, wurde bei der Darstellung w = @ gewéhlt. Man erkennt, dass die Anisotropie
das Einsetzen der Kondensation fiir kleine Teilchenzahlen unterdriickt. Die Ursache hierfiir ist,
dass sich bei Anisotropie die Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten ange-
regten Zustand, die aus (2.36) mit Frequenzen (2.155) berechnet werden kann, im Vergleich
zum isotropen Fall verkleinert, so dass die angeregten Zustidnde durch die thermische Anregung
energetisch leichter zu erreichen sind [24]. Im thermodynamischen Limes gleichen sich die Er-

gebnisse im isotropen und anisotropen Fall an, da in beiden Fillen die Energiezustiande immer
ndher zusammenriicken.

(2.113)
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2.2.4 Finite-Size-Korrekturen fiir die Warmekapazitit

Fiir die Berechnung der Warmekapazitét, die im Folgenden fiir die isotrope Falle erfolgt, muss
zunéchst die innere Energie (2.55) berechnet werden. Dabei ist die freie Energie durch (2.84) und
die Teilchenzahl durch (2.85) gegeben. Die Entropie ergibt sich durch Ableitung nach Temperatur
von (2.55) zu

B 1 1. . 15 1 R T R N
(2.114)
mit der Abkiirzung
b= hfw. (2.115)
Damit lautet die innere Energie:
15 RS
2.116
Fiir T > T kann noch die aus der Teilchenzahlgleichung (2.85) abgeleitete Relation
1 N 5C(2e7) - }
— = |1 - +... 2.117
7 = o |1 24

in (2.116) eingesetzt werden, da die Wérmekapazitit bei einer festen Teilchenzahl definiert ist.
Dies fiihrt auf

Us 1 {,G(ze®) 15[ G(ze®)a(ze?)
> = ﬂ{37§3(2eb) + b [1 e }+} (2.118)

Die Temperaturableitung der inneren Energie liefert dann nach (2.54) die Warmekapazitit

C _3<4<2e—b>+Taz{3 gl Naee) 15 [<2<2—> Gz )G(ze™)

kgN " (3(2e7b) = 20T <3(2€7b) G3(ze7?) (5(2e7?)
2(z¢b ze~?
B 242(@(2)6(45) )] +} (2.119)

Die in der obigen Gleichung vorkommende Temperaturableitung erhélt man wieder aus der
Teilchenzahlgleichnung (2.85) durch Ausnutzen der Konsanz der Teilchenzahl dN/dT = 0:

Taz B Cg(ée*b) C1(ze ) 3(2e )
20T 3(2(26_17) -9 [1 (2 b) + .. } . (2.120)

Einsetzen dieses Ausdrucks in (2.119) ergibt schliefllich die Warmekapazitét bis zur ersten Ord-
nung fiir Temperaturen T > T¢:

~ b 5 —b 2,—b 5o—b
R T ) | (Gl
kpN (3(2e7?)  Ga(Ze?) (3(2e7?) (3(2e7?)
Fiir Temperaturen 7' < T¢ wird die Wirmekapazitéit ausgehend von der Gleichung (2.116)

berechnet. Da in diesem Fall ji = 0 gilt, konnen die polylogarithmischen Funktionen entsprechend
der Robinson-Entwicklungen (B.17, B.16) entwickelt werden, so dass man den Ausdruck

] . (2.121)

= 35300 + 5 5C3) + (2.122)
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erhilt. Fiir die Warmekapazitét folgt daraus mit der kritischen Temperatur (2.94)

o ()39 b -2 )

Die semiklassischen Ergebnisse fiir die Wirmekapazitiat sind zusammen mit der exakten Aus-
wertung in Abbildung 2.10 wiedergegeben.

o (2.123)

2.2.5 Hohere Finite-Size-Korrekturen

Anstatt die Summe (2.28) durch Integrale iiber die Zustandsdichte anzunéhern, ist eine andere
Berechnung der Teilchenzahl durch Resummation méglich. Diese Methode wird in der Referenz
[21, Appendix 7TA] fiir den Fall Z = 1 angewendet und in der Referenz [25] auf beliebige 2-Werte
erweitert.

Da wir im Verlauf der Rechnung auf die Methode der dimensionalen Regularisierung zuriick-
greifen, wird die Teilchenzahl zunéchst auf D Dimensionen verallgemeinert. Fiir die isotrope
harmonische Falle lauten die Energieeigenwerte in D Dimensionen

FEy :Eo—i-hw(/{?l +ko--- +kD) (2.124)

mit Eg = Dhw/2. Die Teilchenzahl (2.28) lisst sich daher auf die Form

> 1

N = Z bk Hhat k)~ _ ] (2.125)
{kl,...,kD}ZO
bringen mit den Abkiirzungen b nach (2.115)
= i/ hw. (2.126)

Die Bose-Einstein-Verteilung in (2.125) wird zunédchst mit Hilfe der geometrischen Reihe umge-
formt

o o o
i 1 !
N = Z Z e—nb(k:l-i-k‘g—l—...-i-k‘D)-i-nbM — Z (1 — efnb)DenbM . (2127)
{k‘l,...,k‘D}:O n=1 n=1

Die bewéhrte Vorgehensweise besteht wieder darin, die Anzahl der kondensierten Teilchen (2.29)
und die Anzahl der angeregten Teilchen (2.31) separat zu behandeln:

00
1 b/
N:No—i—Z{m—l}en‘u. (2.128)
n=1

Der Ausdruck in geschweiften Klammern wird nun auf den gleichen Nenner gebracht und im
Zahler mit Hilfe des Binomischen Satzes ausgeschrieben

e_nb(j_ul)

D ' D [e'S)
N =N + ;(_1)#1 <j > nzz:l e (2.129)
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Resummation

Wir nehmen an, dass die mittlere thermische Energie viel grofler ist als der Abstand der Ener-
gieniveaus und nahern die Summe iiber n mit einem Integral, wobei die Differenz zwischen der
Reihe und dem Integral als Korrekturterm hinzuaddiert wird:

> mnbi—) o e—nb(i—1') e—nb(I—1)
an—— d _— 2.130
nz:l ~e—nb)D /0 I FE— Z / i R (2.130)

Nun wird der Nenner im zweiten Summanden auf der rechten Seite fiir kleine b entwickelt:

(1—e )~ i D) | o (2.131)

(nb)P
z:O
mit den Entwicklungskoeffizienten
D D(3D —1 D*(D -1
Co(D) = 1, Cl(D) = E, CQ(D) = ( o ), Cg(D) = %, te . (2132)

(2.133)

X enb(i—p) o —nb(j—p’) e—nb(i—1")
Z(f_efnb)D :/ dn(f_e nbyD / Z
0 =0
e—nb(G—n')

co D
Z_:Z:CZ (nb)P—1 +O0".

Das erste Integral lisst sich mit Hilfe der Substitution ¢ = e~ als Beta-Funktion darstellen
1
T'(x)T
B(z,y) = / dt " (1=t = T@)1') (2.134)
0 Iz +y)

Aus der Substituion folgt auch direkt, dass der Beitrag des Integrals von der Ordnung O(b1)
ist. Das zweite Integral lasst sich auf die Gamma-Funktion zuriickfiihren.

/ dre=te—at — L) (2.135)
0

a{L’

Der dritte Summand in (2.133) kann mit Hilfe polylogarithmischer Funktionen (A.3) ausgedriickt
werden. Dies ergibt schliellich

oo e—nbA 1111 = pirea D
2 (1—e D b F((1+A)—(D)) =Y (D)1 +i— D)AP!
n=1 =0
D (2.136)
CZ(D) _bA 1
+ Z pD—i Cp—i(e™) +0O(b)
=0

mit A=j—p'.
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Dimensionale Regularisierung

Der Ausdruck (2.136) besteht fiir D —i = 1 aus divergenten Termen. Zu seiner Berechnung greift
man daher auf die Methode der dimensionalen Regularisierung zuriick, bei der man zunéchst
D = d — € mit ganzzahligem d setzt und anschlieend den Grenzwert € — 0 bildet. Dies fiihrt
zunéchst auf

[e's) —nbA . 1 (1—d+€ d o
nzlm ;—)05 (1+A d—l—f—; ;Cz 1+Z—d—|—€)A e

(2.137)

d
Z ~Cai(e™™) +00°).
=0

Nach [26, (8D.24)] lautet die e-Entwicklung der Gamma-Funktion fiir beliebiges n

(_711!)" {é +ao(n+1)+ <

I(—n+e¢e) = 5

[%2 T doln+ 1% — i + 1)] T 0(52>} - (2138)

Dabei bezeichnet 1y(z) die Eulersche Digamma-Funktion

I'(z)
= 2.139
() = T (2139)
welche die Rekursions-Beziehung
1
bo(2) = —— +do(z—1) (2.140)
erfiillt und an der Stelle z = 1 gleich der negativen Euler-Mascheroni-Konstanten ~ ist:
Yo(1) = —y = —0.5772156649. . . . (2.141)
Auflerdem findet die Ndherung
2*=1+¢elzx (2.142)

fiir kleine € Verwendung. Bei der Entwicklung der Koeffizienten ¢;(d — €) aus (2.132) gemif
ci(d =€) = ¢i(d) — ci(d)e + O(e?) (2.143)

treten die Entwicklungskoeffizienten ¢(d) = dc;(d)/dd auf, welche explizit

by =0 dq@)=1, Gay=""L g =02 o
lauten. Insgesamt erhélt man damit aus (2.137)
> o—nbA e (_1)d—1 1 d—1 1
L -y My {<d— o (=0 Az )
d ‘e c
- 2% ((d _1)2. _’(f; [1 +to(d — i) — C:EZ; - 1n(A)} Al 1} (2.145)
d
+ 9Dy e + o)
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Benutzt man die Identitat

QL

1 T S (—ied) e
MH(A_Z):, %Ad L (2.146)

7

I
=)

die in der Referenz [27, Anhang A] hergeleitet wurde, so heben sich die Terme proportinal zu
1/e in (2.145) gerade auf, so dass der Limes ¢ — 0 ausgefithrt werden kann. Mit der Rekursi-
onsbeziehung fiir die Digammafunktionen (2.140) erhélt man schliefllich das Ergebnis

[e's) e—nbA 1 d (_1)d—z 1CZ(d) deie1 C;(d) d—1 1
;m:@%m"‘ —wo(1+A—d)+Ci(d) +1n(A)+m:d_iE
. ci(d)
+ D 2 Canile™ ) + O, (2.147)
i=0
Fiir d = 3 ergibt sich daraus
o~ e Lo _apy, 3 —apy , 1)1
Z —E =13Ga(e7) 4 55 (e ™) + 50 5 (A = 1)(4 = 2) [In(4) — (A - 2)]
n:l
53 3
- —A +op tale )} + 5Go(e™™), (2.148)
Fiir die Teilchenzahl (2.129) erhélt man somit den Ausdruck
N =No + 5 [3Ga(e™017) = 3G3(e=) + Gy (e
+ big [ng(e_b(l_“ ) - §CQ(e"’(2—M'>) + g@(e—b@—“’))}
b{?’gl( =) 36, (e 1 (o) 4 24 B
+ %(1 — ) (1 = 2)ho(1 — ') + %(1 — 1) (2 — 1) In(3 — 1) (2.149)
3 3
+ o (W + DI =) + op' (1= p) In(2 = 1)
3
+ 5 W (=1 = i)o(=1 = ) = W (1 = )0 (=1t)] }
+ 36o(e7H) — 2a(eH) 4 2o(e7E) 4 O,

Die Teilchenzahl unterhalb der kritischen Temperatur T' < T ergibt sich fiir g’ — 0. Unter
Benutzung von (2.140) erhélt man

N =Ng + bi?) [3C3(67b) —3¢3(e™ ) + Cs(ef?’b)]
+ i 3a() - Sale ™) + Sae )
(2.150)

+ % {3@(6_1?) —3Ci(e ) + G(e™®) + % +v+1n3— 3]

S0 + 2G(e™) + 0.

9
+ g(o(e_b) 3
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Aus (2.150) erhélt man durch Ng = 0 und b = b, einen Ausdruck zur Bestimmung der kritischen
Temperatur. Fiir kleine b. lassen sich die polylogarithmischen Funktionen mit Hilfe der Ro-
binson-Entwicklung berechnen (sieche Anhang B). Ersetzt man sie durch die entsprechenden
Ausdriicke (B.14-B.18), so erhélt man mit b. = hf.w die folgende [ -Entwicklung bis zur dritten
Ordnung in (.. Die Teilchenzahl bei der kritischen Temperatur ergibt sich zu:

B 1 3 hf.w
N=Tgap ST 3

0(2) = (3 In(h0) 7 + 33| + (W65 | + 06,

24
(2.151)

Vergleicht man die obige Gleichung (2.150) mit dem Resultat aus der Euler-MacLaurin-Methode
(2.86), so stellt man fest, dass sich die beiden Ergebnisse nur beim Term zweiter Ordnung
(hB.w)? [In(hB.w) + X] unterscheiden, wobei bei der Euler-MacLaurin-Methode X); = 5/24 ~
0.208 und bei der Resummationsmethode X = —y 4 19/24 ~ 0.214 lauten. Dieser Unterschied
rithrt daher, dass der Term zweiter Ordnung bei Euler-MacLaurin-Methode unvollstindig ist.
Bei Beriicksichtigung der Entwicklungsterme hoherer Ordnung in (2.85) n#hert sich der Wert
von Xjs immer weiter dem Wert von X an.

Mit Hilfe des formalen Ansatzes (2.89) und im Abschnitt 2.2.3 vorgestellten Methode erhélt
man die folgende Finite-Size-Entwicklung fiir die kritische Temperatur

et () S ()" [ )2
(@) 7_c@F _5¢6) 1 ﬁ>+fy+3}+0 (#\?;))4/3 } (2.152)

T e 1) (

6N ¢(3) [ 2¢(3)  8¢(2) 3 \<) 24

Die kritische Temperatur (2.152) ist zusammen mit den exakten Ergebnissen in Abbildung 2.9(a)
dargestellt und entspricht im Ubrigen der Abbildung 2.3(a), da die numerischen Unterschiede
zu der Gleichung (2.93) zu klein sind, um graphisch erkennbar zu sein.

Im dreidimensionalen Fall ist die Korrektur 2. oder sogar 3. Ordnung zwar aus akademi-
schen Griinden interessant, experimentell sind die Korrekturen jedoch zu klein, um gemessen
zu werden. Die vorgestellte Methode bietet aber die Moglichkeit, die kritische Temperatur fiir
Dimensionen D < 3 auszurechnen, wie in [25] getan wurde. Dabei taucht die transzendente
Euler-Mascheroni-Konstante v bei D = 2 in der ersten Ordnung und bei D = 1 sogar im
thermodynamischen Limes auf, so dass diese Ergebnisse auch experimentell iiberpriift werden
konnen.

2.2.6 Quantenmechanisch exakte Behandlung

In diesem Abschnitt wird eine exakte Berechnung der Teilchenzahl durchgefiihrt und daraus die
Anzahl der Teilchen im Kondensat sowie die kritische Temperatur bestimmt (siehe dazu auch
24]).

Zunéchst betrachten wir den Fall der isotropen harmonischen Falle mit w; = wy = wg = w.
Die Teilchenzahl lautet in diesem Fall:

- 1
N = kzo ohBuw(k+hatks)—Bi _ 1

(2.153)

Da der Summand im Exponenten nur von der Summe k = k1 +ks+ks abhéngt, kann die dreifache
Summation gemif (2.72) auf eine einfache reduziert werden. Damit lautet die Teilchenzahl fiir
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Abbildung 2.5: Chemische Potentiale (a) und Kondensatteilchenanteile (b) aus der exakten
Berechnung fiir die isotrope harmonische Falle fiir verschiedene Teilchenzahlen.

die isotrope Falle
[e.e]
k? 3k 1
N:];) <7+7+1> ST (2.154)

Als zweites Beispiel betrachten wir den Fall der zylindrischen harmonischen Falle, wie sie niahe-
rungsweise in experimentellen Anordnungen vorkommt [1]. Sie ist durch folgende typische Be-
dingungen gekennzeichnet:

W] = wy = Yws, (2.155)

Ausgedriickt durch das geometrische Mittel der Frequenzen (2.35), das zweckmissigerweise bei
den Rechnungen verwendet wird, lauten die Frequenzen:

1/3

w1 = ws =30, wg =~ (2.156)

Unter Ausnutzung der Beziehung (2.70) ldsst sich die Teilchenzahl (2.28) in diesem Fall auf eine
zweifache Summation zuriickfiithren:

o9] o0
1
— /
N= k,ZOkZO(k ) e ke 1 (2.157)
—0ka—

Kondensatteilchenanteile

Fiir die konkrete Berechnung der Teilchenzahlen ist die Kenntnis des chemischen Potentials in
Abhéngigkeit von der Temperatur notwendig. Dazu hélt man die mittlere Teilchenzahl N fiir
die isotrope Falle (2.154) bzw. anisotrope Falle (2.157) fest und berechnet daraus die Fuga-
zitit 2 = €% zu einer vorgegebenen Temperatur 7. Dies geschieht durch Ersetzung der Reihen
(2.154) bzw. (2.157) durch entsprechende Polynome bis zu einer ausreichend hohen Potenz so-
wie einer numerischen Auffindung der Losungen fiir Z. Sind die Fugazitatswerte fiir verschiedene
Temperaturen bekannt, dann ergibt sich das chemische Potential durch Umformung der Defini-
tionsgleichung (2.48). Unter Verwendung des reduzierten chemischen Potentials (2.40) und der
semiklassischen kritischen Temperatur (2.51) erhélt man das folgende Ergebnis:

T ( N\Y3 3w
T_CQ <@> Inz(T)+ ==

2w
Der Verlauf des chemischen Potentials fiir die isotrope harmonische Falle mit der Frequenz w
fiir verschiedene Teilchenzahlen ist in Abbildung 2.5(a) dargestellt. Fiir /T — 0 néhert sich

w(T) = hio (2.158)
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Abbildung 2.6: Vergleich der Kondensatteilchenanteile aus der exakten Berechnung (gestri-

chelt) sowie aus der semiklassischen N#herung 1. Ordnung (durchgezogende Linie) und dem
semiklassischen thermodynamischen Limes (2.53).
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Abbildung 2.7: Vergleich des chemischen Potentials (a) und der Kondensatteilchenanteile (b)
fiir die isotrope (durchgezogene Linie) und die anisotrope (gestrichelte Linie) Falle ausgewertet
fiir v = /8 aus (2.155) entsprechend der experimentellen Anordnung [1] fiir N = 10 und
N = 1000.

der Wert des chemischen Potentials der Grundzustandsenergie, die im Fall der harmonischen
Falle 3 hw/2 betridgt. Nur im Punkt 7'/ Tg = 0 gilt, dass u = Fjy. Fiir grofle Temperaturen wird
das chemische Potential negativ. Je grofler die Teilchenzahl ist, desto spéiter kommt der Bereich,
wo sich das chemische Potential stark &ndert. Nur im thermodynamischen Limes entspricht das
chemische Potential fiir Temperaturen kleiner als die kritische Temperatur exaktder Grundzu-
standsenergie . Nachdem wir uns die Werte des chemischen Potentials beschafft haben, sind wir
in der Lage, die Kondensatteilchenzahl (2.29) zu berechnen. Abbildung 2.5(b) zeigt die daraus
berechneten Kondensatteilchenanteile. Man sieht, dass die Kondensation fiir kleinere Teilchen-
zahlen bei immer kleineren Temperaturen einsetzt. Ein Vergleich der Kondessatteilchenanteile
aus der exakten Berechnung mit den semiklassichen Ergebnissen in 1. Ordnung nach (2.77) ist
in Abbildung 2.6 dargestellt. Die semiklassischen Ergebnisse weisen im Gegensatz zu exakten
Berechnungen immer einen Knick auf, der die kritischen Temperatur markiert. Sieht man von
diesem Unterschied ab, ergeben die semiklasssischen Ergebnisse eine gute Niherung fiir grofiere
Teilchenzahlen und werden zunehmend ungenauer bei kleineren Teilchenzahlen.

Der Vergleich des chemische Potentials fiir die isotrope und zylindrische anisotrope har-
monische Falle mit den Frequenzen (2.155) ist in Abbildung 2.7(a) dargestellt. Das chemische
Potential der anisotropen Falle ist etwas grofler als das der isotropen Falle. Es strebt ebenfalls
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Abbildung 2.8: Kriimmung der Kurven fiir die Kondensatteilchenanteile aus Abbildung 2.5(b)

fiir N = 10,100,1000 Teilchen. Die Maxima der Kriimmungen bestimmen die quasikritische
Temperatur.
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Abbildung 2.9: Quasikritische Temperatur fiir verschiedene Teilchenzahlen, welche numerisch
aus quantenmechanisch exakten groflkanonischen Ergebnissen fiir die Kondensatteilchenanteile
entsprechend der Abbildung 2.8 bestimmt wird.

gegen die Grundzustandsenergie (2.37). Ein Vergleich der Kondensatteilchenanteile fiir die iso-
trope Falle und anisotrope Falle kann anhand der Abbildung 2.7(b) vorgenommen werden. Man
erkennt, dass die Anisotropie das Einsetzen der Kondensation unterdriickt, wobei dieser Effekt
mit steigender Teilchenzahl abnimmt. Dies wurde bereits bei der Berechnung der kritischen
Temperatur im anisotropen Fall (2.113) festgestellt.

Kritische Temperatur

Da endliche Systeme keinen Phaseniibergang haben, erhélt man fiir grolkanonisch quantenme-
chanisch exakte Rechnungen glatte Kurven, wie aus Abbbildungen 2.5(b) und 2.7(b) zu sehen
ist. Man mochte daraus dennoch eine zur kritischen Temperatur vergleichbare Grofie erhalten,
um die vorliegenden Ergebnisse mit den Ergebnissen aus der semiklassischen Rechnung zu ver-
gleichen. Eine geeignete Bestimmung ergibt sich beispielsweise fiir denjenigen Temperaturwert,
welcher der stirksten Kriitmmung der Kondensatteilchenzahl entspricht. Diese Temperatur inter-
pretieren wir als das Analogon der kritischen Temperatur in einem endlichen System und nennen
sie quasikritische Temperatur [24]. In der Abbildung 2.5(b) ist zu sehen, dass der Bereich, in
dem sich die Kriimmung der Kurven stark éndert, fiir kleinere Teilchenzahlen immer weiter nach
links wandert und zunehmend breiter wird. Der Verlauf der Kriitmmungen fiir verschiedene Teil-
chenzahlen ist in Abbildung 2.8 dargestellt. Man erkennt, dass sich mit steigender Teilchenzahl
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ein immer schmallerer Peak ausbildet, so dass die quasikritische Temperatur immer genauer be-
stimmt werden kann. Die obige Definition fiir die quasikritische Temperatur ist nicht die einzig
mogliche. Andere Moglichkeiten sind z.B. die Wendepunke der Kurven aus Abbildung 2.5(b) zu
nehmen oder die Maxima der Wérmekapazitéit. Abbildung 2.9(a) stellt die quasikritische Tem-
peratur in Abhingigkeit von N~1/% dar. Zum Vergleich ist die semiklassische N&herung dritter
Ordnung aus (2.152) zu sehen. Fiir grofle Teilchenzahlen stellt das semiklassische Ergebnis eine
gute Niherung da, wihrend es fiir kleiner werdende Teilchenzahlen zunehmend schlechter wird.
Dies liegt zum einen wohl in der Natur der semiklassischen Ndherung begriindet, welche eine
Entwicklung fiir grofle Teilchenzahlen darstellt, und zum anderen in den diskutierten Definitions-
schwierigkeiten fiir die quasikritische Temperatur, welche bei kleinen Teilchenzahlen besonders
hervortreten.

Wiarmekapazitit

Zur exakten Berechnung der Wirmekapazitét fiir die isotrope harmonische Falle wird Gleichung
(2.81) als Ausgangspunkt genommen und zunichst mit Hilfe polylogarithmischer Funktionen
dargestellt als:

Z <k2 L3k 1> G (eﬁ(ﬂ*m’k)> . (2.159)

Ausgehend von dieser Gleichung wird nun zunéchst die Teilchenzahl gemés (2.9)
N = Z <k2 L3k 1> Co (eﬁ(ﬂ*m’k)> (2.160)
und die Entropie geméf (2.7)
— kg Z <k2 L3k 1) [5(,1 — khw)Co <eﬁ<ﬂ*M>) e (eﬁ@*f’wk))} (2.161)
bestimmt. Daraus folgt fiir die innere Energie (2.55)

U= i i L3 (Eo + khw) Co (eﬁ(ﬂ—m’”) (2.162)
k=0 2 2 .

und damit nach (2.54) fiir die Wérmekapazitit zunéchst

:_gz<k2+%+1> (Eo + khw) x

p=Fo—khw . (cPU0)) 4y (D=1 o

e o7 (2.163)

V,N

Die dabei auftretende innere Ableitung du /0T entnimmt man wieder der Teilchenzahlgleichung
(2.160), indem diese bei festem N nach T' differenziert wird:

0= N

k2 3k: - 1 0
_ Bla—hwk) \ | _ 2, _ _ or
o7 =4 E ( + =+ 1> C-1 (e ) T(M Eo — khw) +

or

V,N
(2.164)

7
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Abbildung 2.10: (a) Vergleich der quantenmechanisch exakt berechneten Wirmekapazitéiten
(2.166) fiir verschiedene Teilchenzahlen. Zusétzlich ist das im thermodynamischen Limes giiltige
Ergebnis dargestellt, das den Gleichungen (2.62) und (2.68) ohne den Finite-Size-Korrekturterm
entspricht.(b) Vergleich der Waermekapazititen aus der semiklassischen (gestrichelte Linie) und
der quantenmechanish exakten (durchgezogene Linie) Rechnung.

Hieraus erhélt man folgenden Ausdruck fiir die zeitliche Ableitung des chemischen Potentials:

| S0 (K224 3K /24 1) (i — Bo — khw)(_y (eB—hak))

op
N T ZZ?/:O (k”Q/Q + 3k”/2 + 1) C—l (eﬁ(ﬂ_mk‘”))

oT

(2.165)

V,N

Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in Gleichung (2.163) ergibt sich schlieBlich der folgende
Ausdruck fiir die Warmekapazitit.

o —1
C =kp(Bhw)? | S (K2/2+ 3" /2 + 1) (4 ( (A= hw’ﬂ)] X (2.166)
k""=0
0 %) 2
{ 3 (%4 n ? tk ) ¢ < (A~ hwk)) [Z (K®/2+43K?/2+ k) <eﬁ<ﬂm))] }
k=0 k’=0

Die Auswertung der Warmekapazitéit erfolgt analog zur Auswertung der Kondensatteilchenzah-
len in (2.2.6). Nach der Bestimmung des chemischen Potentials p(7") wird die Wérmekapazitét
fiir verschiedene Temperaturwerte berechnet, indem die unendliche Reihe durch ein Polynom
bis zu einer ausreichend hohen Potenz ersetzt wird. Die auf diese Weise gewonnenen Resultate
sind in Abbildung 2.10(a) in Abhéngigkeit der reduzierten Temperatur 7/T2 dargestellt.

Die Kurven der exakt berechneten Wiarmekapazitiat sind fiir alle Teilchenzahlen glatt und
weisen weder Spriinge noch Knickstellen auf. Die Lagen der Maxima sind dabei zu niedrigen
Temperaturen hin verschoben. Der Unterschied zwischen der semiklassischen Rechnung geméif
(2.121) und (2.123) und der exakten Rechnung ist in Abbildung 2.10(b) zu sehen. Fiir grofiere
Teilchenzahlen stimmen die beiden Ergebnisse in weitem Bereich gut {iberein. Der wesentliche
Unterschied tritt am kritischen Punkt zu Tage, wo das semiklassische Ergebnis einen Sprung
aufweist, wihrend bei der exakten Rechnung die Kurven glatt bleiben. Fiir kleine Teilchenzahlen
sind jedoch deutliche Abweichungen fiir T' < T zu erkennen.

2.3 Lokale Eigenschaften

Informationen iiber Bose-Einstein-Kondensate werden aus in-situ und time-of-flight-Aufnahmen
gewonnen, welche die Dichteverteilung der Atome in der Falle bzw. wihrend der ballistischen
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Expansion wiedergeben. Alle Eigenschaften des Kondensats und der thermischen Wolke werden
ausgehend von experimentellen Messungen dieser Dichteverteilungen abgeleitet, indem die ge-
messenenen Verteilungen mit theoretischen Ergebnissen verglichen werden. Im Folgenden wird
die Beschreibung der Dichteverteilung in semiklassischer Nihurung sowie durch exakte numeri-
sche Berechnung vorgestellt.

2.3.1 Semiklassischer Ansatz fiir die Teilchendichte

Die Dichte wird fiir T < T als Summe der Kondensatdichte und der thermischen Dichte dar-
gestellt.
n(x) = no(x) + nr(x). (2.167)

Die Kondensatdichte wird dabei durch die Wellenfunktion des Grundzustandes bestimmt:
no(x) = Nolto(x)|%, (2.168)
mit 1o (x) aus (2.34). Die thermische Dichte ist durch die Summe
nr(x) = filu(x) (2.169)
k0

aller iibrigen Wellenfunktionen vy (x) geméf (2.33) mit der Besetzungszahl fi gegeben. Bei der
semiklassischen Ndherung nimmt man an, dass die De-Broglie-Wellenldnge A nach (1.5) klein ist
gegeniiber der Langeskala, auf der sich das Potential signifikant #ndert, und ndhert die Summe
(2.169) mit Hilfe der semiklassichen Verteilungsfunktion

1

) = Famem 1 (2.170)
wieder mit einem Integral
dPp
nr0 = [ G o) (2.171)
Mit H(x, p) wird nun die klassische Energie eines Teilchens bezeichnet:
p?

wobel wir das harmonische Potential (2.32) betrachten. Fiihrt man das Impulsintegral aus, so
kann man die thermische Dichte mit Hilfe der polylogarithmischen Funktion auf die folgende
Form bringen

3/2 )
nr(x) = (%) Gy <eﬁ(H*V(X>) . (2.173)

Die Gesamtteilchendichte lautet daher nach (2.167) mit der Grundzustandsfunktion g (x) aus
(2.34)

3
Mu\? _ M2 Vi
n(x) =Ny ( — ) e M(w1x2+w2y2+w3z2)/ﬁ+ <27Th26> <3/2 (eﬁ(u V( )> ) (2.174)

Als Funktion der Temperatur 7 gemé$ (2.51) und mit der Kondensatteilchenzahl (2.53) lautet
die Dichte:

=gy |- ()

3. 2 /
exp{ — Z _21} + L <£0>3 2 G3/2 (eA) } (2.175)
= L 8N¢(3) \T¢
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Abbildung 2.11: Teilchenzahlabhingige semiklassische Dichten im thermodynamischen Limes
nach (2.175) fiir verschiedene Temperaturen.

mit der Abkiirzung

~ 3
Ao (BN Te | a1~ o 2.176
N T W 21| (2.176)

Dabei bezeichnet L, = /A/M®o mit & gemiB (2.35) die effektive mittlere Breite des Grundzu-
standes der harmonischen Falle und L,; = y/h/Mw; die Breite in die j-te Raumrichtung. Fiir
T < T¢ setzt man bei der Berechnung der Dichte das chemische Potential gleich null: & = 0.
Fir T > T wird das chemische Potential numerisch aus der Teilchenzahlgleichung (2.50) ab-
geleitet. Die Dichten fiir verschiedene Teilchenzahlen und Temperaturen sind in Abbildung 2.11
zu sehen. Bei der Temperatur 7'/ Tg = 0 sind die Dichten fiir alle Teilchenzahlen gleich, da sie
durch die Grundzustandfunktion gegeben sind und mit 1/N normiert aufgetragen sind. Fiir die
anderen Temperaturen ist die Dichte im Zentrum der Falle umso grofler, je kleiner die Teil-
chenzahl ist. Die Tendenenz verstirkt sich fiir groflere Temperaturen. Dies liegt daran, dass
fiir kleine Teilchenzahlen der Kondensationseffekt unterhalb der kritischen Temperatur weniger
stark in Erscheinung tritt, so dass die Dichte hinsichtlich der Hohe unterhalb und oberhalb der
kritischen Temperatur eine weniger grofle Verdnderung erfahrt. Die spitze Form der Dichtekurve
fiir T/Tg = 1 liegt an dem dominierend werdenden thermischen Dichteanteil, der durch die
polylogarithmische Funktion bestimmt wird. Dies ist ein Artefakt des thermodynamischen Li-
mes, der mit hoheren semiklassischen Korrekturen verschwindet. Die Verénderung der Dichten
mit der Temperatur fiir 1000 und 10 Teilchen ist in Abbildungen 2.12(a) bzw. 2.12(c) gut zu
sehen. Eine genauere Analyse ist anhand von Abbildungen 2.12(b) bzw. 2.12(d) moglich, wo der
Dichteverlauf von 1000 und 10 Teilchen bei drei ausgewihlten Temperaturen in logarithmischer
Darstellung gezeigt ist. Zu sehen ist, dass der Verlauf bei Temperatur 7'/ Tg = 0, bei der sich
alle Teilchen im Kondensat befinden, eine ganz andere Kriimmung hat, als der Verlauf bei der
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Abbildung 2.12: Temperaturabhéngige semiklassische Dichten im thermodynamischen Limes
nach (2.175) fiir 1000 Teilchen (blau) und 10 Teilchen (rot) ausgewertet fiir 2o = 23 = 0 in
normaler und logarithmischer Darstellung fiir verschiedene reduzierte Temperaturen t = 7'/ Tg.

Temperatur T'/T, 8 =1, die fiir 10 bzw. 1000 Teilchen oberhalb der kritischen Temperatur liegt,
so dass fast alle Teilchen thermisch angeregt sind. Bei einer mittleren Temperatur 7'/ Tg = 0.5,
ist ein Knick zu sehen: In der Mitte der Falle spiegelt der Teilchenverlauf den starken Anteil
der Kondensatteilchen, wihrend nach auflen hin der thermische Anteil dominant wird. Dies
entspricht genau der experimentellen Beobachtung, dass sich unterhalb der kritischen Tempe-
ratur im Zentrum der Falle das Kondensat ausbildet. Der beschriebene Knick fallt fiir kleinere
Teilchenzahlen weniger deutlich aus.

2.3.2 Feldtheoretische Beschreibung

Auch bei der Teilchendichte ist man daran interessiert, Effekte zu untersuchen, die aufgrund
endlicher Teilchenzahlen hervorgerufen werden. Dazu benotigen wir einen exakten Ausdruck fiir
die grof3kanonische Teilchendichte in einerm harmonischen Potential. Diesen Ausdruck kann man
auf eine einfache Art und Weise aus dem kanonischen Einteilchenpropagator gewinnen. Zur Her-
leitung dieses Zusammenhangs wird im Folgenden ein feldtheoretischer Exkurs unternommen,
der sich insbesondere an das Vorlesungsskript [23] sowie die Dissertation [24] anlehnt.

Statistische Groflen im groflkanonischen Ensemble kénnen mit Hilfe von Funktionalintegralen
berechnet werden. So gilt fiir die grofSlkanonische Zustandssumme

Zg = }'{ Di* }'{ Depe AV /D, (2.177)
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Dabei hat der Exponent des Integrands die Form einer euklidischen Wirkung

hg 2
Alp*, ] = /0 dT/d3:c (%, 7) {h% - Qh—MA +Vi(x) - ,U} Y(x, 7). (2.178)

Eine Herleitung des Funktionalintegrals (2.177) aus der groffkanonischen Zustandssumme
Zg = Tr e BH-1N) (2.179)

mit Hilfe kohdrenter Vielteilchenzustéande ¢*(x, 7), 1 (x, 7) ist beispielsweise in Referenz [24] zu
finden.

Damit die euklidische Wirkung (2.178) eine moglichst einfache Struktur hat, suchen wir im
Folgenden eine Darstellung, in der der Integralkern

0 h?

diagonalisiert wird. Da die zeitliche Abhingigkeit des Integralkerns linear ist und die raumlichen
Abhéngigkeiten davon entkoppelt sind, machen wir den Ansatz

U(x,7) = o(T)Yk(x). (2.181)

Dabei ist die Zeitabhéngigkeit durch ¢(7) = €“” gegeben und die Ortswellenfunktionen )y (x)
werden durch Energieeigenzustinde des Ein-Teilchen-Hamiltonoperators dargestellt, welche die
zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

h2
{~ 3378+ V60 } i) = B (2.182)

l6sen und die Vollstéandigkeitsrelation
D (3 (x) = 6(x' —x) (2.183)
k
und die Orthonormalitétsrelation
[ i ) = e (2,184
erfiillen. Durch Ey werden Energie-Eigenwerte im Einteilchen-Quantenzustand k bezeichnet.

Bei der Bestimmung der Imaginérzeitabhéngigkeit muss beriicksichtigt werden, dass die Fel-
der periodisch sind, d.h. den Bedingungen

geniigen miissen. Die Periodizitat wird erfiillt, wenn w = iw,, gilt und Frequenzen die Werte
2mm .
Wi = N mit m=0,+1,+£2,... (2.186)

einnehmen. Diese Frequenzen werden auch Matsubara-Frequenzen genannt. Die Zeitfunktionen

o(r,m) = (hB) "1/ 2eimT (2.187)
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bilden ebenfalls ein vollstdndiges Orthonormalsystem im Raum der A(3-periodischen Funktionen
mit der Vollstéandigkeitsrelation

[e.e]

Y e(rm)et(r,m) = > 57— 7 —nhp) (2.188)

m=—0Q n=—oo

und der Orthonormalitatsrelation

hB
/ dr¢*(r,m)p(r,m') = 8y - (2.189)
0

Die kohérenten Feldkonfigurationen kénnen entsprechend dem Ansatz (2.181) und den Vollstén-
digkeiten der rdumlichen und zeitlichen Komponenten als Linearkombinationen

1 - W T
w(x77)=\/—h—ﬁz > amti(x)e (2.190)

k m=-—oc0

konstruiert werden. Sie diagonalisieren den Integralkern (2.180) entsprechend der Bezichung

K(x,7)Y(x,7) = J% Z Z axm (thwp, + Ex — 1) ¢k(x)ew’”, (2.191)

k m=-—oo

wie man mit Hilfe der Eigenwertgleichung (2.182) erkennt. Die euklidische Wirkung ldsst sich
unter Bertiicksichtigung der Orthonormalitéitsrelation der Ortswellen- und der Zeitfunktionen
(2.184) und (2.189) auf die Diagonalform bringen:

A 0] =" )" afrom (ihwm + B — p). (2.192)

k m=—o0

Die Freiheit der Wahl eines kohérenten Feldes ist aufgrund der Konstruktion (2.190) durch die
Freiheit in den Entwicklungskoeffizienten ay,, gegeben. Somit kann die Integration iiber die
kohédrenten Felder durch die Integration iiber deren Entwicklungskoeffizienten ersetzt werden:

j’{Dw*(& nDy(x,7) =[] ﬁ U %} . (2.193)

k m=—oco

Dabei wurde beriicksichtigt, dass die Transformationsmatrix <%) unitéir zu <%)
ist, so dass die entsprechende Jacobi-Determinante gleich eins ist. Die Bedingung periodischer
Feldkonfigurationen ist bereits durch die Wahl der Matsubara-Frequenzen gewéhrleistet. Der
Faktor 27 im Nenner war im Mafl des Funktionalintegrals (2.177) bereits enthalten und ist
hier nur ausgeschrieben worden. Mit (2.193) kann die groSkanonische Zustandssumme (2.177)

zunichst auf die Form
daimdakm * .
Ze =11 11 orhg | P {—lm@xm (ihwm + Ex — ) /h} (2.194)

gebracht werden. Die komplexwertigen Entwicklungskoeffizienten kénnen mit Hilfe reelwertiger
Koeffizienten by, und cy,, umgeschrieben werden:

Akm = bm + iCxm, a;;m = bym — Cxm, (2.195)
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so daf sich unter Beachtung der Umformungsregel fiir eine zweidimensionale Koordinatentrans-
formation

/daﬁmdakm = Q/dbkmdckm (2.196)

der folgende Ausdruck fiir die wechselwirkungsfreie groflkanonische Zustandssumme ergibt:

Za=1] H T JlrEk_ o (2.197)

k m=-—o0

Freier Propagator

In Analogie zur grofikanonischen Zustandssumme ist der freie Propagator definiert als
G(x1,71;X2, T2) = ZLGTr {e_ﬁ(ﬁ_“mf [&(Xl,Tl)&T(XQ,TQ)} } . (2.198)
Dabei stellen die Operatoren
a(x, ) = eT(H_“N)/h&(x)e_T(ﬁ_“N)/h (2.199)

il (x,7) = e (H=nN)/Rgt (x0) e~ (H =) /1 (2.200)

die explizit von der Imaginirzeit 7 abhéngigen Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren im
Heisenberg-Bild dar. Der Operator T ist der Zeitordnungsoperator, der dafiir sorgt, dass der
frither wirkende Operator rechts vom spéter wirkenden steht. Die Spektraldarstellung der Green-
Funktion berechnet sich mit einigem Aufwand [24, Kap. 2] zu

2mm(7—1 T2)/hB3
G(x1,71;X2,72) = Z¢k (x1)¢1(x2) Z B(Fx — 1) + 2mim (2.201)

m=—0oQ

und kann mit Hilfe der Poissonschen Summenformel [24, Anhang A]
o0
> fm) Z / dz f(z) e 2mine (2.202)
m=—0oQ n=—oo
weiter vereinfacht werden, so dass wir den Ausdruck

e~ iw (T1—724+nhp3)

G(x1,713%2,T2) = Zwk (x1) Y (x2) 5~ / nzoo i + Bt (2.203)
erhalten. Dies kann umgeschrieben werden zu
[ee]
G(Xl,Tl;XQ,TQ) = Z g(Xl,Xg,Tl — To + nhﬁ), (2.204)
n=—o00
wobei fiir die Funktionen g(x1,x2,7) gilt
h [ee] efin
g(x1,%9,7) = i (x ¢*X—/ dw —. 2.205
(x1,%2,7) g (1)t (x2) 5 M e 1 B ( )
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Das w-Integral kann mit Hilfe des Residuensatzes und dem Lemma von Jordan ausgefithrt wer-
den. Fiir 7 > 0 kann man das Integral {iber einen Halbkreis iiber die negative komplexe Ebene
berechnen, wofiir man das Residuum

—iwT
(&

Res | ————
w + ¢ Zett

= ¢~ (Bmpr/h (2.206)
w=—i—k#

bendtigt. Fiir 7 < 0ist entsprechend ein Halbkreis iiber die positive komplexe Ebene zu benutzen,
wo der Integrand keinen Pol besitzt. Die Ergebnisse lassen sich zusammenfassen zu

9(x1,%2,7) = O(7) > thie(x1 )9 (xg)e” P/l (2.207)
k

Ein Vergleich mit der Spektraldarstellung des Imaginérzeitpropagators (3.45), der im néchsten
Kapitel ausfiihrlich beschrieben wird, zeigt, dass man die Funktionen g(x1, X2, 7) auch durch die
Imaginérzeitentwicklungsamplituden darstellen kann, wenn man die Energieeigenwerte um das
chemische Potential verringert:

g(Xl,Xz,’T) = 6(7—)(X2’T|X1’0)|Ek*’Ek*H‘ (2208)

Wir erhalten als wichtiges Ergebnis, dass man die Vielteilchen-Green-Funktion mit Hilfe der
Ein-Teilchen-Imaginérzeitentwicklungsamplitude bestimmen kann:

G(Xl,Tl,XQ,TQ Z @T—T —i—nhﬂ)(xQ,Tg—n—Fnhﬁ]xl, )‘Ek_,Ek e (2.209)

n=—oo

Insbesondere sind wir im Folgenden an der Teilchendichte interessiert, die durch

’I’LX—hmGXTXT (x,nhfx,0) 2.210
() = lim 223 5 (2210

gegeben ist.

2.3.3 Finite-Size-Korrekturen zur Teilchendichte

Zur Berechnung der Finite-Size-Korrekturen geht man von der Gleichung (2.210) aus. Hier wird
von dem Beitrag der thermisch angeregten Teilchen der Grundzustand explizit absepariert, da
er wie bei den anderen thermodynamischen Gréfilen getrennt behandelt wird. Mit dem lautet
der thermischer Anteil zur Teilchendichte:

nr(x) =3 [(x,nhmx, 0) %1 — Jypo (x)[? ew—EoW] . (2.211)

n=1

Ausklammern der Fugazitit ¢"?# mit dem reduzierten chemischen Potential j gemif (2.40)
fithrt zunédchst auf:

(e}

nr(x) = Z [(X,nhﬂ\x, 0) efonf _ \wo(x)\Q] PR, (2.212)

n=1
Einsetzen des Propagators (C.46) sowie der Grundzustandsfunktion (2.34) und des Grundzu-
stands (2.37) in (2.212) ergibt dann

Mw\*? 1 Mwx? nhfw 3
_ _ [ttt /2 hBwn
np(x) = E { (2 ) " 3/2(71 ) exp [ tanh < 5 )} e

n=1

3/2
— <M_;::)> e—wa2/ﬁ}enﬁﬂ.
T

(2.213)
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Eine Entwicklung der Hyperbolikus-Funktionen sowie der Exponentialfunktion bis zur ersten
Ordnung fithrt zu folgendem Ausdruck

X MW\ 1 1 3

n=1
Mwx? nhﬁw} _ <Mw>3/2 ewa2/h}enﬁﬂ

“XP[‘ R 2 h

der mit Hilfe polylogarithmischer Funktionen auf die Form

3hpw
2

nr) = O((13)") + 5 { a0 4 B vy o 2y
T
gebracht werden kann. Das Problem bei dieser Gleichung besteht darin, dass die Funktion (; /2(2)
fir 2 — 1 divergiert. Diese Situation tritt dann auf, wenn 7' < T¢ und V(x) = 0. Dieser
Umstand motiviert eine andere Herangehensweise fiir die Finite-Size-Berechnung der Dichte: Es
wird zunéchst die Fouriertransformation der Dichte durchgefithrt und erst danach fiir kleine hSw
entwickelt [27].
Die Fouriertransformation der Dichte (2.213) geméf

nr(p) = / d*ze” PPy (x) (2.215)
liefert zunéchst
= nBi 1 p’L2 nhfw p2L2
nr(p) = Ze B {m exp [— i coth < 5 —eXp | = . (2.216)
n=1

Zur weiteren Berechnung wird die Dichte umgeformt zu

o 1 2r2 h
nr(p) :Zle"ﬁ“{ [m B 1} o [‘ g coth (n ; w)]

- - (2.217)
L h L
+ exp [— p4h“ coth <n fw)} — exp [_PM;L;] }
Jetzt wird die Differenz in der ersten eckigen Klammer auf den Hauptnenner gebracht
o
R 3efnh6w _ 3672nh,8w 4 ef?mhﬁw p2L2 nhﬁw
— 8
" (2.218)

272 272
L h L
+ exp [—p4h“ coth <n 25(.0)] — exp [_P4h2w] }
Die weitere Vorgehensweise wire im Prinzip wie bei der Teilchenzahlberechnung, wo die Summe
iiber n durch ein Integral plus Korrekturterm ersetzt wird. Da aber bisher fiir das Integral keine

analytische Losung gefunden wurde, wird die Dichte hier fiir kleine Af8w entwicklt und bis zur
ersten Ordnung berechnet:

>° _ 1 3 1
_ nBQ |:3 —nhfw 3 —2nhfw —3nhﬁw] e
nr(p) nzle e e +e () +3 CIRE

X exp [— ng‘% coth (nhfw)} +0 [(hﬁw)_l] .

(2.219)
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Abbildung 2.13: Vergleich der exakten Dichten, die numerisch aus der Gleichung (2.210) be-
rechnet wurden, mit den semiklassischen Ergebnissen im thermodynamischen Limes und in
der 1. Ordnung gem#f den Gleichungen (2.175) und (2.226). Dargestellt sind die Dichten fiir
xy = x3 = 0 fiir 10 Teilchen (in rot) und 100 Teilchen (in blau) bei Temperaturen T/TS = 0.5
und 7/TY = 0.9. Numerisch berechneten Dichten sind schwarz, semiklassischen Dichten im ther-
modynamischen Limes sind als gestrichelte Linie und semiklassischen Dichten 1. Ordnung sind
als durchgezogene farbige Linie gezeichnet.

Die beiden letzten Terme in (2.218) wurden vernachlissigt, da sie von der Ordnung O [(h3w)"]
und hoher sind. Eine Riicktransformation sowie anschlieBende Entwicklung des Cotangenshy-
perbolikus nach Afw fiihrt auf

Mw\*? & nB(fi—hw) —nhBw —nhBw
nr(x) = ok Ze [3—36 +e }
n=1 (2.220)

1 3 1 2
_ —nfBMwx*/2
[<nhﬁw>3/2 T2 gz T ] ‘ |

Nach Entwicklung der Exponentialfunktionen in der eckigen Klammer und ausgedriickt mit
polylogarithmischen Funktionen lésst sich die Dichte als

nr(x) = %3 {(3/2 <66(ﬂ’h‘”*v(x))> + PBw (1 (eﬁ(ﬂ’h‘”’v(x)’) +.. } (2.221)
T

schreiben. Dieses Ergebnis ist wegen des zusétzlichen Faktors —hfG im Exponenten fiir alle
Temperatur- und Potentialwerte konvergent. Die Raumintegration der Dichte fithrt zur Teil-
chenzahl:

- — (=)} 421 (i)
A= (hfw)? s (eﬁ o ) TS hpw)? G2 <66 phe ) o (2.222)
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welche unterhalb der kritischen Temperatur mit Hilfe der Robinson-Entwicklung (B.16 und B.16)

auf die Form
1 3 1

(hﬁcw)?’ C(3) " 2 (hﬂcw)z

gebracht werden kann. Wie zu erwarten, stimmt dieses Ergebnis mit dem Ergebnis erster Ord-
nung (2.86) iiberein.

Fiir die Darstellung der Gesamtdichte unterhalb der kritischen Temperatur benotigt man
noch die Dichte der Teilchen im Grundzustand

Np(T < Tg) = ¢(2) (2.223)

no(x) = Nol|tho(x)[? (2.224)

mit der Grundzustandsfunktion (2.34). Driickt man N mit Hilfe von (2.77) aus, so erhélt man
die folgende hfBw-Entwicklung fiir die Kondensatdichte

o) = g { . (ngy” K (%y“ (ng)?} (2.275)

Die Gesamtdichte ergibt sich als Summe von (2.220) und (2.225):

i [(5) e+ (49) () o] -

mit A aus (2.176).

2.3.4 Exakte Berechnung der Dichten

Bei der exakten Berechnung der Dichte wird Gleichung (2.213) numerisch ausgerechnet. Ein
Vergleich der Ergebnisse aus der semiklassischen Néherung erster Ordnung (2.226) mit den
exakten Resultaten kann anhand der Abbildung 2.13 vorgenommen werden. Zu sehen ist, dass
die semiklassische Korrektur 1. Ornung eine wesentliche Annéherung der Dichteverteilungen an
die exakten Ergebnisse darstellt im Vergleich zum Resultat im thermodynamischen Limes 2.175.
Fiir 10 Teilchen bleiben jedoch insbesondere fiir 7' > Tg noch sichtbare Unterschiede bestehen.

Ein 3D-Plot fiir die anisotrope Falle mit Frequenzen wi; = w9y = V8 ws wie im Experiment
in [1] ist auf dem Titelblatt wiedergegeben. Es zeigt die Dichte fiir 1000 Teilchen bei Tempe-
raturen 7'/7, 8 = 0.9,0.5,0 im Ortsraum. Man erkennt, dass bei fortschreitender Kiihlung die
Teilchendichte im Zentrum der Falle extrem anwichst und identifiziert diesen Umstand mit der
Ausbildung des Kondensats (siehe auch die Diskusssion im Abschnitt 2.3.1). Die Abbildung
zeigt, dass die Ausbildung des Kondensats nicht nur im Impulsraum, sondern auch im Ortsraum
zu beobachten ist.



Kapitel 3

Kanonisches Ensemble

Das kanonische Ensemble beschreibt ein geschlossenes System im Wiarmebad mit konstanter
Temperatur 7', Volumen V und Teilchenzahl N. Wenn das betrachtete System wechselwirkungs-
frei ist und sich in M moglichen Zustdnden befinden kann, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass
es die Energie E,, hat, gegeben durch

e_ﬂEn
Pbn = 7 (3'1)
wobei 3 =1/kgT und Z die Zustandssumme
M
Z =" e (3.2)
n=1

bezeichnet. Ist die Zustandssumme eines Systems bekannt, dann lassen sich die thermodynami-
schen Groflen Entropie S und Druck p leicht aus der freien Energie

1
F=—-=-InZ 3.3
3 (3.3)
berechnen geméf:
~ OF(T,V,N)
S(T,V.N) = a7 | > (3.4)
V,N
~ OF(T,V,N)
p(TV,N) = ———>5— (3.5)
T,N

Die Zustandssumme lésst sich in allgemeiner Gestalt als die Spur einer Matrix schreiben
Z = Tre P (3.6)

wobei Hy den N -Teilchen-Hamilonoperator bezeichnet. Wir betrachten zunéchst nur ein ein-
zelnes Teilchen, das durch den Einteilchen-Hamiltonoperator H beschrieben wird, und werten
seine Zustandssumme in Ortsdarstellung aus:

2:0) = [ P (xle 2 x) (3.7)

Als Ausgangspunkt fiir weitere Berechnungen dienen uns im Folgenden die Matrixelemente im
Integranden. Fiir zeitunabhéingige H werden sie analog zur quantenmechanischen Zeitentwick-
lungsamplitude, welche durch

(Xb§ tb‘XQQ ta)qm _ <Xb‘€_i(tb_ta)H/h’Xa> (3.8)
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gegeben ist, definiert als
(%p; T[Xa; Ta) = (xple™ 0TI/ M5 ) (3.9)

und Imagninérzeitamplitude genannt. Dabei bezeichnet 7 die Imaginérzeit, welche den Weg ent-
lang des Intervalls (0; h/3) parametrisiert, und 7, und 7, sind die Imaginérzeiten des Ausgangs-
und des Endzustands. Die Ausdriicke (3.8) und (3.9) kénnen durch die so genannte Wick-
Rotation

Ty — To = i(ty — ta) (3.10)

ineinander tiberfithrt werden. Die Zustandssumme (3.7) kann mit Hilfe der Imaginérzeitamplitu-
de (3.9) dargestellt werden, wenn 7, = 0 und 7, = A3 ist und die periodischen Randbedingungen
Xp = X, = X gelten

Z1(B) = /de (x; hB|x;0). (3.11)

3.1 Pfadintegralformalismus

Die Berechnung der Imaginérzeitamplituden wird im Rahmen des Feynmanschen Pfadintegral-
formalismus [28,29] durchgefiihrt. Seine Herleitung ist das Thema dieses Abschnitts. Sie folgt
weitestgehend dem Buch von Kleinert [21, Kap. 2.1].

3.1.1 Ein-Teilchen-Imaginirzeitamplitude

Die Imagninérzeitamplitude (3.9) beschreibt die dynamische Entwicklung eines Teilchens vom
Anfangszustand |x,) zum Endzustand |x;). Der Boltzmannfaktor e~ (%=7)H/% in (3.9) kann

nun in ein Produkt aus N + 1 infinitesimalen Boltzmannfaktoren eeli/n zerlegt werden, welche

wéhrend eines infinitesimalen Imaginérzeitabschnitts € = (7, — 74) /(N + 1) wirken

(%03 Tol%a3 7a) = (xple™ /AL A/ qomcl/hx ). (3.12)
N Faktoren

Unter Verwendung der Vollstéindigkeitsrelation
/den|xn>(xn| =1, n=1,...,N (3.13)
in D Dimensionen, die jeweils zwischen zwei infinitesimalen Imaginéirzeitentwicklungsamplitu-

den eingesetzt wird, kann die Imaginérzeitenwicklungsamplitude als Produkt von N Integralen
geschrieben werden

N o N+1
(Xp; Tp|Xa; Ta) = H [/ den} H (Xn; T |Xn—1; Tn—1): (3.14)
n=1 L7 n=1

wobel 7, = T, + ne, Xp = XN4+1, Xg = X0, Th = TN+1, Tqa = To bezeichnen. Der Integrand ist das
Produkt der Amplituden der infinitesimalen Zeitintervalle

(XnQTn|Xn71;7—n71) = <Xn|6_€H/h|Xn71> (3.15)

mit dem Hamilton-Operator, der als Summe der kinetischen und potentiellen Energie geschrieben
werden kann:

H=H(p,x) =T(p) + V(x). (3.16)
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Fiir gentigend kleine Zeitintervalle faktorisiert der infinitesimale Zeitentwicklungsoperator geméfl
der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel [21]:

e TV = el =V /h0 (o) (3.17)

Bei Vernachléssigung der Terme hoherer Ordnung in € kann die infinitesimale Zeitentwicklungs-
amplitude (3.15) durch

(xple HO/ M5, 1) & / AP (x| e =V /|y (x|e =L@V Pixc, 1) (3.18)
genéhert werden. Der erste Erwartungswert im Integranden von (3.18) berechnet sich zu

(xn\efev(f‘)/h]@ = §(x, — x)e Y xn)/R (3.19)

Der zweite Erwartungswert im Integranden von (3.18) lisst sich unter Ausnutzung der Vollstén-
digkeitsrelation

d"p,,
/W IPn) (Pl =1 (3.20)
und der Ortsdarstellung der Impulseigenzustédnde
(x|p) = (2rh)~PePx/h. (3.21)

und unter Verwendung der Orthonormalitéitsrelation

(PulPm) = Onm (3.22)
auf die Form 5
<X|67€T(f))/h|xrn71> _ / ((2171-;;)7;) 6ipn(xfxn_1)/f’L676T(pn)/h (323)

bringen. Die infinitesimale Zeitentwicklungsamplitude (3.15) lautet damit

D
(X3 Tn[Xn—1; Tn—1) & / (sﬂg)nD exp {iPn(Xn = Xn—1)/h — €T'(pn)/h — €V (xn)/h} . (3.24)

Eingesetzt in (3.14) folgt daraus fiir die Imaginéirzeitamplitude

N

N+1 00 de 1
. . ~ D n N
(Xq; Ta|Xp; Tp) & 7!—[1 [/d mn} ,!—[1 [/_ (27771)13] exp (—ﬁAe ) (3.25)
mit der diskreten Euklidischen Wirkung
N+1 (% — %n_1)
A=) e {—ipn%’“ +T(py) + V(xn)} . (3.26)

n=1

Die Approximation in Gleichung (3.17) und daher auch in (3.25) wird im Grenziibergang N —
00, € — 0 exakt. Dies gilt jedoch nur, solange im Potential V(x) keine Singularititen vom
Typ V(z) x —1/|x| auftreten. In diesem Fall entspricht der Differenzenquotient in (3.26) der
Ortsableitung: X = (x,, — X,_1)/¢ und die Summe AY konvergiert gegen das Integral

Adpox] = lim AY = [ drl-ip(r)x(r) + H(p(r).x(r)]. (327)

Ta
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In diesem Ausdruck kénnen p(7),x(7) als Pfade im Phasenraum aufgefasst werden, die entlang
der imagindren Zeitachse 7 laufen. Der Ausdruck A, wird dabei quantenstatistische Wirkung
bzw. Euklidische Wirkung genannt. Der Grenzwert N — oo, € — 0 des Produktes von Integralen
(3.25) wird Pfadintegral genannt und durch die Schreibweise

x(7p)=p

(Xa; Ta|xb; Tb) = /

X(Ta)=2a

D'Dx/DDp ¢~ Acpxl/n (3.28)

dargestellt. Dabei ist das Integrationsmaf} definiert durch

X(Tb)sz N N+1 dD
v Pp=1li P & Pn_
/X(Ta):Xa D v / D p N ]\}gnoo el |:/ d xn:| nH1 |:/ (27Th)D:| . (329)

Diese Definition enthélt ein p,-Integral mehr als x,-Integrale: Wahrend xg und xpn4; festge-
halten werden und die x,-Integrale fiir n = 1,..., N ausgefithrt werden, gehort zu jedem Paar
(Tpn, Tp—1) €in py-Integral fiir n = 1,..., N + 1. Dieser Sachverhalt wird durch den Strich beim
IntegrationsmaB D'Px verdeutlicht. Die Pfadintegraldarstellung fiir die Zustandssumme ergibt
sich aus (3.28) geméf (3.11) durch eine weitere Integration im Ortsraum sowie Einsetzen von
Tq = 0 und 7, = AB und durch die Wahl von periodischen Randbedingungen x;, = x, = x:

x(hB)=x
2= [ [ o P [ PP (3.30)

0)=x

Dabei verschwindet auch die Asymmetrie in der Anzahl der p,- und x,-Integrale, da nun beide
Integrale fiir n = 1,..., N + 1 ausgefiihrt werden.

Eine Pfadintegraldarstellung im Konfigurationsraum erhélt man durch Ausfithren der Im-
pulsintegrale in (3.28). Dies ist moglich, da die kinetische Energie in (3.26) gewohnlich die Form

T(p) = 2 (3.31)
hat, so dass die zeitdiskrete Wirkung die Form
N+1 p?
Al = nzl {—ipn(xn —Xn-1) F e+ EV(xn)} (3.32)

annimmt. Sie kann quadratisch ergénzt werden

ol € X, — X 2 M [(x,-x 2
AV =" {m (pn —iM%) + 5 (%) +eV(xn)}, (3.33)

n=1

und die Impulsintegrale in (3.28) kénnen nun mit Hilfe des GauBlintegrals ausgefiihrt werden:

> d"p, 1€ Y Y g o1 (3.34)
@D TPy Tham \Pr ! e ~ (2rhe/M)D2 '

Daher kann die Imaginérzeitamplitude als

(Xp; Tb|Xa; Ta) = 1 ﬁ [ d2ay }ex <—1AN> (3.35)
v T = orhe/a)P2 AL | @rne/ a2 | TP\ T '



3.1 Pfadintegralformalismus 55

geschrieben werden, in der AY nun durch die Summe

! M (x, —x 2
AéV:EZ[E <%"1> + V(%)

n=1

(3.36)

dargestellt wird. Im Kontinuumlimes konvergiert die Summe (3.36) gegen die Euklidische Version
der Lagrange-Wirkung

Aclx] = / :b drL(x, %) = /b dr [%XMV( )} (3.37)

Fiir die Imaginérzeitamplitude erhélt man im Kontinuumlimes ein Pfadintegral, das iiber alle
Pfade im Konfigurationsraum summiert, gewichtet mit einem Phasenfaktor, der die Lagrange-
Wirkung A, [x] enthélt:

x(7p) =y
(Xb§ 7—b|Xa; Ta) = / DPx B_Ae [x]/h‘ (3.38)

2(Ta)=%a

Das Pfadintegralmafl im Konfigurationsraum lautet dabei:
z(mp)=xp dPx
DPz = i i 3.39
/m)% * = NU% (2nhe/M)D/2 27rhe/M )D/2 H/ (2he/M)DP/2 (3:39)

Hier wurde dieselbe Bezeichnung DPx fiir das Integrationsmafl wie in (3.29) benutzt, da aus
dem Zusammenhang immer eindeutig ist, um welches Maf} es sich handelt. Die Zustandssumme
ergibt sich aus (3.38) geméfl (3.11) durch eine weitere Integration im Ortsraum sowie durch
Finsetzen von 7, = 0 und 7, = A8 und von periodischen Randbedingungen x;, = x, = x:

x(hB)=
/d x/ D x e AR %DDCE e~ AXI/R, (3.40)

Das Pfadintegral 7{ DP 2 betont die Periodizitiit der Pfade und steht als Abkiirzung fiir
N+1

D 1
f{D :C_J\}Enoonl—[/ 27The/M yb/2 (3:41)

Zwei wichtige Eigenschaften der Imaginérzeitamplitude, auf die im Folgenden wiederholt
zuriickgegriffen wird, sind die Invarianz beziiglich zeitlicher Translation

(Xb§ Ty + 7'|Xa§ Ta + 7') = (Xb§ 7'b|XaL§ Ta) ) (3-42)
welche direkt aus der Definition (3.9) ersichtlich ist, und die Gruppeneigenschaft
(Xe; Te|Xa; Ta) = /deb (XcTe|Xp7p) (XpTh|XaTa) (3.43)
welche aus der Vollstédndigkeitsrelation der Ortseigenfunktionen |x) folgt
(xele™ (e mal /P, ) — / APy (e T sy (3 e (o T M), (3.44)
Die Spektraldarstellung des Imaginérzeitpropagators lautet
(Xb3 Tl Xa3 Ta) = > thic(x3) by (xq e~ Pl M, (3.45)
k

Dabei wurden die Energiecigenzustinde [iy) des Hamilton-Operators H verwendet

H(D,%)|vi) = Exlt)- (3.46)
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3.1.2 Teilchendichte

-1

Wenn lokale Eigenschaften von Interesse sind, so betrachtet man die durch Z; ()™ normierte

Imaginérzeitamplitude (3.9) ausgewertet bei gleichen Anfangs- und Endorten x; = x, = x sowie
To = 0 und 7, = hB:

1
Z1(B)

Wegen (3.11) ist das Ortsintegral iiber p(x) normiert:

p(x) = (x; i31x; 0). (3.47)

/de p(x) = 1. (3.48)

Unter Verwendung der Energieeigenzusténde |1 ) aus (3.46) erhiilt man die Spektralzerlegung

von p(x)
>k [ (x) [P PP
p(x) = =k S o B . (3.49)

Hier wurden die Vollstindigkeitsrelation der Energieeigenzustéinde

>l =1 (3.50)

k
und die Beziehung

(x|thi) = thic(x) (3.51)

verwendet. Da |1y (x)|? die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Systems im Eigenzustand [ty)
ist und das Verhiltnis e #%x /3", e Pk die normierte Wahrscheinlichkeit darstellt, das System
im Eigenzustand [¢y) zu finden, reprisentiert die Gréfle p(x) die normierte durchschnittliche

Teilchendichte im Ortsraum als Funktion der Temperatur.

3.1.3 Imaginirzeitamplitude fiir N Teilchen

Realistische physikalische Systeme enthalten fiir gewohnlich Gruppen identischer Teilchen, d.h.
Teilchen, deren innere Kigenschaften, wie z.B. Masse, Spin und Ladung, exakt iibereinstim-
men. In der klassischen Mechanik stellt diese Situation kein Problem dar, da jedes Teilchen sich
lings einer wohldefinierten Bahnkurve bewegt, so dass man die Teilchen gegebenenfalls auch
durchnummerieren koénnte. In der Quantenmechanik sind die Teilchen mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit {iber einen Bereich im Phasenraum verschmiert und miissen als ununterscheidbar
behandelt werden.

Im folgenden Abschnitt wenden wir uns der Frage zu, wie die statistischen Eigenschaften
eines Vielteilchensystems im Pfadintegralformalismus beschrieben werden kénnen. Betrachtet
man fiir einen Moment N unterscheidbare Teilchen ohne Wechselwirkung und nummeriert ihre
Bahnkurven mit x(™ (1) mit n =1,2,3,--- N, so erhiilt man ihre Zeitentwicklungsamplitude als
Verallgemeinerung von (3.38) auf N Teilchen:

N a2 (r,)=m
xW e x x D x (N — 11 [/ DDx(")] AT (3.52)

n=1 () (Ta):xa

mit der Wirkung

N - (n
> [M;(( - V<x<"’>] : (3.53)
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wobei V/ (X(")) ein beliebiges Hintergrundpotential ist.

Wenn das Ergebnis (3.52) auf ununterscheidbare spinlose Teilchen erweitert werden soll,
dann muss einfach zu der Summe aller Pfade x(™(7) , welche zu den Endpositionen XI()n) (1)
laufen, die Summe iiber alle Pfade, welche zu den permutierten Endpositionen Xl()P(n)) (7) laufen,
hinzuaddiert werden. Fiir Bosonen lautet daher die symmetrisierte Zeitentwicklungsamplitude

1
(X[()l)a U ,X[(;N); Tb|Xg,1)a o ,XELN); Ta)B = ﬁ Z(XIEP(U)’ U ’XIEP(N));Tb|XgLI)a o anLN);Ta),
P

(3.54)
wo bei P(n) die moglichen N! Permutationen der Indizes n bezeichnet. Da sich die N-Teilchen-
Wirkung (3.53) rein additiv aus den Wirkungen fiir einzelne Teilchen zusammensetzt, kann jeder
Term in der Summe (3.54) als Produkt aus N Ein-Teilchen-Imaginérzeitamplituden geschrieben
werden:

(P(1)) (P(N))

(x, Xy N

P
iyl xfim) = (x
Die N-Teilchen-Zustandssumme ergibt sich aus (3.54) durch Integration iiber alle Teilchenorte,
wobel x, = X, = x und 7, = hf, 7, = 0 gesetzt wird:

Z5(8) = / AP0 aPe® gDy (D) 5@ .. V). paixD) 5@ . N 0\B(3.56)

3.2 Ein-Teilchen-Dichtematrix im N-Teilchen-Ensemble

Die Ein-Teilchen-Dichtematrix kann in einem N-Teilchen-Ensemble als die unvollstiandige Spur
der Imaginérzeitamplitude iiber N — 1 Teilchenorte definiert werden, welche durch die Zustands-
summe (3.56) normiert und fiir 7, = hf3, 7, = 0 ausgewertet ist:

P2 (D x(); 3) = 1 / P2 . PN (D %@ L N gl @) L (V) )B,

' Zi(B)
(3.57)
Mit der Definition (3.54) und der Faktorisierungseigenschaft (3.55) erhélt man zunéchst
1
pﬁ(xl()l)’xgl);ﬂ) - ——F— /de(2) B ) Z(Xép(l))5 EAxW;0) - - (xPOD. 1g1x™); 0).
NIZE(B) .
(3.58)

Das Produkt der Ein-Teilchen-Imaginirzeitamplituden in (3.58) verbindet die Endposition eines
Pfades mit der Anfangspositon eines anderen Pfades wie in der Abbildung 3.1 anhand eines
Pfadverlaufs von 3 Teilchen veranschaulicht wird.

Das erste Teilchen startet zur Zeit 7 = 0 am Ort x&l) und landet zur Zeit 7 = A an dem
Startpunkt eines zweiten Teilchens x(2). Das zweite Teilchen wiederum landet nach der Zeit h3
aI(n)Startpunkt des dritten Teilchens x(3). Das dritte Teilchen landet nach der Zeit 43 am Punkt

1

x; '. Da die Teilchen ununterscheidbar sind, verliert ihre Nummerierung eine Bedeutung. Die
Ausgangssituation stellt eine Anordnung dreier Teilchen an den Orten x((ll)7 x® und x®) und

die Endsituation eine Anordnung dreier Teilchen an den Orten xl()l), x® und x® dar. Dies ist
in Abbildung 3.1(a) dargestellt. Ein solcher Pfad wird durch die Zwei-Punkt-Funktion

ha(xY, xi"; 9) = / dPaPdPr® (xV;np | x@;0)(x?; 18 | x®;0)(x®; 16 | x(V;0) (3.59)
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Abbildung 3.1: Beispielhafter Pfadverlauf von drei Teilchen a) in gebrduchlicher Darstellung
innerhalb einer Periode, b) in periodisch fortgesetzter Darstellung und c¢) aufgewickelt auf einem
Feynman-Zylinder mit Kreisumfang Af3.

beschrieben. Sie kann mit Hilfe der Translationseigenschaft (3.42) und Gruppenschaft (3.43)
weiter vereinfacht werden:

hs (Xél),xg ):8) = /de(Q)de(g) (Xél);?)hﬁ | x@;206)(x®; 288 | x; 13 (xP); h8 | x(V;0)

(xb ;30 | x5 0). (3.60)

Dies entspricht dem mittleren Bild 3.1(b)), das einen periodisch fortgesetzten Pfad der Linge
3h[ zeigt. In Abbildung 3.1(c) ist der Verlauf des Pfades auf dem Feynmanschen Imaginérzeit-
Zylinder mit dem Umfang hj3 gezeigt. Eine Zwei-Punkt-Funktion der Lénge 3 windet sich gerade
3 mal um diesen Zylinder. Allgemein fithren wir fiir den Beitrag einer Zwei-Punkt-Funktion der
Lénge n die folgende Bezeichnung ein:

g x39) = [ a2 Pl ;1 | x:0) < | x0D50) - (x5 x{0)
:(Xgl);nhﬁ | x(V;0). (3.61)

Des Weiteren kann man feststellen, dass eine Integration iiber die Zwei-Punkt-Funktion mit
xp = X, auf die Ein-Teilchen Zustandssumme (3.11) fiithrt, welche in der n-fachen Imaginérzeit
wirkt:

amm:/fﬁmmgmmmﬁ) (3.62)

Der Ausdruck (3.62) wird auch als n-facher Zyklus bezeichnet. Im Folgenden besteht das Ziel
darin, eine Rekursionsbeziehung fiir die Dichtematrix (3.58) zu finden. Dazu stellen wir die
Dichtematrix als Summe dar, wobei die Summanden den Beitrag B von Zwei-Punkt-Funktionen
(3.61) verschiedener Liange zusammenfassen, die das erste Teilchen enthalten:

pn (), x(V: 8) = ZB[ (", xP; )] (3.63)

Es gibt nur eine Zwei-Punkt-Funktion der Lénge eins, ndmlich wenn das Teilchen eins am Ort

x((ll) nach einer Zeit A5 zum Ort xél) gelangt. Die verbleibende Integration iiber die Orte der
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Teilchen 2,..., N zusammen mit der Normierung 1/(N — 1)!, welche im Normierungsfaktor von
(3.58) enthalten ist, ergibt gerade die Zustandssumme von N — 1 Teilchen:

1
h 1) M. 5 M.
|: 1( a ﬁ)] NZB(ﬁ)(Xb ) ﬂ|xa ) )
1 3..(2) ... g3,.(V) (P(2)). 2).0)... (xPW). (N).
X(N—l)!/dx d’x EP (x s hBIx'50) - (x hBIx"N); 0)
1 (1) L (1). gy B
= NZﬁ(ﬂ)hl(Xb ’Xgl)aﬂ)ZNfl(ﬁ)' (3.64)

(1)

Eine Zwei-Punkt-Funktion der Lange 2 ergibt sich, wenn das erste Teilchen am Ort x;’ nach
einer Zeit hB zum Ort x(™ gelangt, wihrend das Teilchen n vom Ort x(™ zum Ort xl()l) gelangt.
Es gibt insgesamt N — 1 solcher Funktionen fiir n = 2,..., N. Die verbleibenden Integrationen
iiber die Orte der Teilchen 2,...,n — 1,n 4+ 1, N zusammen mit der Normierung 1/(N — 2)!,
welche im Normierungsfaktor von (3.58) enthalten ist, ergibt gerade die Zustandssumme von

N — 2 Teilchen:
N-1
B[ x4050)] = s g O B0 6 {50+

ﬁ /d3x(2) v B Bt ) L g3 (V) Z(X(P(Q)); hﬁ]x(Q); 0)--- (X(P(N)); hﬁ]x(N); 0)
’ P

1
= Wh 2(xi" %05 ) 285 (8). (3.65)
Allgemein gilt, dass bei einer Zwei-Punkt-Funktion der Linge n ebensoviele Teilchen involviert
sind. Das Teilchen 1 kann dabei in der Zeit hS zu N — 1 mdglichen Orten x(™) gelangen. Das
Teilchen 2 hat anschlieBend N — 2 mégliche Orte x("2) zur Auswahl und das Teilchen n hat noch
N —n mégliche Orte x(") zur Auswahl. Insgesamt gibt es daher (N —1)(N —2)--- (N —n —1)
verschiedene Zwei-Punkt-Funktionen der Lénge n nach Integration {iber die dabei involvierten
Teilchenorte x(™) mit i = 2,...n. Es verbleibt noch die Zustandssumme von N — n Teilchen:

B [hn(xgl),x(l);ﬁ)} =

(N-1)(N=2)---(N—-n—1)
NIZE(B)

/d3$(nn+1)  dBrnN) Z(X(P(nnﬂ)); hﬁ|x(""+2); 0)--- (X(P(nN)); hﬁ|x("1\’); 0)
P

/d3x("1) e d3x(”")(xél); hBIxT):0) - - - (x™); B x(D; 0) x

1 (1) (). 2\ B
= NZﬁ(ﬂ)h n(x, %475 8) 2N (6). (3.66)

Die Teilchendichte, die sich als Summe der Beitrige von Zwei-Punkt-Funktionen verschiedener
Lénge ergibt, kann damit in Form einer Rekursion geschrieben werden:

pn(x,x(; 5) = Z ha(xy), (D5 )28, (). (3.67)

NZB

Aus der Normierungsbedingung fiir die lokale Dichte

[ o x5 = 1 (3.68)
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erhélt man mit der Beziehung (3.62) die Rekursionsrelation fiir die Zustandssumme

Z1(nB)ZR . (B)- (3.69)

HMZ

Der Rekursionsanfang ist dabei durch die Zustandssumme fiir das Vakuum gegeben:
z8B3) = 1. (3.70)

Die Rekursionsformel (3.69) stimmt mit dem Ergebnis in [21], das auf einem anderen Weg
iiber die Zykluszerlegung hergeleitet wurde, {iberein. Obwohl diese Rekursion bereits 1961 von
Landsberg in seinem Lehrbuch zur Thermodynamik [30] benutzt wurde, geriet sie eine Zeit lang
in Vergessenheit und wurde erst in den 80gern zuerst von Sato fiir Fermionen [31] und dann von
Borrmann und Franke fiir Bosonen [32] wiederentdeckt.

Numerische Auswertung der Rekursion

Bei der numerischen Auswertung der Rekursionsbeziehung (3.67) ergeben sich Probleme, die eine
alternative Formulierung der Rekursion erforderlich machen [24]. Zum einen nimmt die Zustands-
summe aufgrund der nichtverschwindenden Rolle des Grundzustands fiir niedrige Temperaturen
(6 — o0) extrem kleine Werte an. Diese potenzieren sich in der Rekursion, so dass numerisch
nicht mehr berechenbare Ausdriicke entstehen. Aus diesem Grund geht man zur reduzierten Zu-
standssumme und Zwei-Punkt-Funktion iiber, bei denen der Beitrag der Grundzustandsenergie
absepariert wurde:

hn (X6, Xa, B) = €0 by, (x3, %43 3), (3.71)
ZR(B) = e NP ZR (), (3.72)
7P (nB) = e "0 ZP (nf3) . (3.73)

Ein weiteres Problem tritt bei der numerischen Umsetzung der Rekursion (3.67) im Hochtem-
peraturbereich auf, wo kurze Zyklen wahrscheinlicher sind als lange. Da in einer N-Teilchen-
Zustandssumme alle moglichen Zyklusléingen gemischt auftauchen, werden Zahlen unterschiedli-
cher Groflenordnung aufaddiert, wodurch Rechenfehler entstehen. Eine Losung dieses Problems
wurde von Brosens et. al. in [33] vorgeschlagen. Da der Beitrag jedes zusétzlichen Teilchens mit
dem Beitrag aller anderen bereits vorhandenen Teilchen multipliziert wird, kann ein Produkt-
ansatz gemacht werden:

N
= H M - (3.74)
k=1
Eingesetzt in Gleichung (3.69), fithrt dieser Ansatz zu einer Rekursionsformel fiir die Faktoren
Mk:

() = { ) + Z Z1(mp) H (ﬁ) } (3.75)

Diese Faktoren () sind alle grofler als eins und fallen in etwa exponentiell mit dem Parameter k
ab. Setzt man nun den Ansatz (3.74) in die Dichtematrix-Rekursion (3.67) ein und beriicksichtigt
(3.71) und (3.72) so erhélt man die Bestimmungsgleichung:

N n
1 1
on (D, xW: g )= Z WS x( HoNl| (3.76)
n=1 k=1

TIN—E+1
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Abbildung 3.2: Kanonische Dichten fiir 1000 Teilchen ausgewertet fiir zo = x3 = 0 fiir die
Temperaturen T/T2 = 0,0.5,0.9,1.0 bzw. T/TS = 0,0.5,1.0 (siche Legende) in normaler und
in logarithmischer Darstellung.

Wir interessieren uns im Folgenden fiir die lokale Dichte, welche durch
n(z) = Np(x,x; 9) (3.77)

gegeben ist und die Teilchenverteilung in Abhéngigkeit vom Ort und von der Temperatur wie-
dergibt. Der Normierungsfaktor IV ist eingefiihrt worden, um die kanonischen Resultate mit den
fritheren grofkanonischen Rechnungen vergleichen zu koénnen. Fiir den isotropen harmonischen
Oszillator ist dabei h,, nach (3.71) und (C.47) ausgewertet bei gleichen Endpunkten:

~ Mw\*? 1 Mwx)?2 nhfw
hn(x(l)’x(l);ﬁ) = <27-(-h> (1 — ethBw)B/Q exp {—T tanh < 9 ) . (3.78)

Der Rekursionsanfang fiir n(3) ist nach (3.75) durch

m(B) = Z1(B) (3.79)

gegeben, wobei sich der Zyklusbeitrag Z; (np) fiir die isotrope harmonische Falle durch Integra-
tion von (3.78) ergibt
1

Z1(nB) = m. (3.80)
Damit kénnen die Dichten fiir verschiedene Teilchenzahlen und Temperaturen berechnet werden.
(Das zugehorige C-Programm ist in Anhang D zu finden.) In Abbildung 3.2(a) ist die Dichte
von 1000 Teilchen in Abhéngigkeit vom Teilchenort, welcher durch die Fallenbreite L, geméfl
(2.43) normiert ist, fiir verschiedene reduzierte Temperaturen dargestellt. Dabei ist die reduzierte
Temperatur durch 7'/T2 mit der kritischen Temperatur T3 aus (2.51) aus dem grofikanonischen
Formalismus gegeben. Zu erkennen ist, dass die Dichte im Zentrum der Falle umso gréfler wird,
je tiefer die Temperatur ist. Eine genauere Analyse kann aus der logarithmischen Auftragung
in 3.2(b) erfolgen. Dort wird ein qualitativer Unterschied der Dichteverldufe bei verschiedenen
Temperaturen sichtbar. Die durchgezoge Linie entspricht dem Verlauf bei Temperatur 7'/ Tg =0,
bei der alle Teilchen im Kondensat sind. Die langgestrichene Kurve entspricht dem Verlauf bei
Temperatur 7'/ Tg = 1, so dass man annehmen kann, dass fast alle Teilchen thermisch angeregt
sind. Bei der Temperatur 7/T¢ = 0.5 ist der Kurvenverlauf im Zentrum der Falle durch die
Kondensatteilchentkurve und in den Randbereichen durch die thermische Kurve bestimmt. Diese

Feststellung wird bei experimentellen Realisierungen von BEC ausgenutzt, wo ein Anwachsen
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Abbildung 3.3: Kanonische Dichten fiir verschiedene Teilchenzahlen (siehe Legende) ausge-
wertet fiir 2o = 3 = 0 bei Temperatur a) /T2 = 0 (alle Kurven liegen aufeinander) und b)
T/TY = 1.0.
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Abbildung 3.4: Kanonische Dichten fiir verschiedene Teilchenzahlen (siehe Legende) ausge-
wertet fiir 2o = 3 = 0 bei Temperatur /T2 = 0.5 a) in normaler und b) in logarithmischer
Darstellung.

der Dichte im Zentrum der Falle als ein Zeichen fiir die Ausbildung des Kondensats gedeutet
wird.

Abbildung 3.3(a) zeigt den teilchenzahlabhéingigen Dichteverlauf fiir 7'/T = 0: Alle Teilchen
befinden sich im Grundzustand, so dass die Kurven aufgrund der Normierung 1/N bei beliebiger
Teilchenzahl gleich sind. Abbildung 3.3(b) zeigt den teilchenzahlabhéngigen Dichteverlauf fiir
T/ Tg = 1: Die Dichten sind im Zentrum der Falle umso grofler, je kleiner die Teilchenzahl ist.
Schlieflich zeigt die Abbildung 3.4(a) den teilchenzahlabhingigen Dichteverlauf bei Tempera-
tur 7'/ Tg = 0.5: Die Dichten sind im Zentrum umso grofier, je groBer die Teilchenzahl ist (im
Gegensatz zur Temperatur T/ Tg = 1 ). Eine genauere Untersuchung ist wieder mit logarith-
mischer Darstellung in Abbildung 3.4(b) moglich. Man sieht, dass sich bei grofier werdenden
Teilchenzahlen immer deutlicher ein Knick ausbildet, d. h. dass bei groflerer Teilchenzahl die
kondensierte Komponente immer prégender wird. Bei 10 Teilchen ist der Knick dagegen kaum
zu sehen, was bedeutet, dass es keinen grofien Unterschied zwischen der thermischen und der
kondensierten Komponente gibt.
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Abbildung 3.5: (a) Kondensatteilchenanteil in Ensembles mit verschiedenen Teilchenanzahlen.
Zum Vergleich ist auch das Ergebnis (2.53) aus der grokanonischen Rechnung im thermodyna-
mischen Limes abgebildet (schwarze Linie). (b) Die zweite Ableitung des Kondensatteilchenan-
teiles, deren Maximum als quasi-kritische Temperatur gedeutet wird.

3.3 Kondensatteilchenanteil

Ausgehend von der Rekursionsrelation (3.67) kann die Anzahl der Teilchen im Grundzustand
berechnet werden. Dazu benutzt man zunéchst die Spektraldarstellung der lokalen Zwei-Punkt-

Funktion ) )
hn (x5 %D 8 Zwk (D)enBBiye (x(1), (3.81)

welche in den Grundzustandsanteil und den Rest zerlegt wird

(e, %D 8) = o6, %3 ) 4 Bl 0, 1) (3:82)

a a

mit dem Grundzustandsanteil

Wy x5 B) = wox e oy () (3.83)
und dem Restanteil angeregter Zustédnde
i) xD:8) = 3 (! )e Py (x(V). (3.84)
K#0

Setzt man (3.82) in die Rekursionsformel (3.67) ein, dann kann man die Dichtematrix als Summe
zweier Komponenten, die des Kondensats und die des Rests, schreiben:

o (es? x4 ) = S [0 w0 8) + il X 9)] 28 9)

(3.85)
= %Y x(; 8) + pR (=Y x(; 8).

Fiir das Kondensat erhalt man auf diese Weise eine einfach auszuwertende Rekursionsformel:

p?\f(x(l)’x(l); ﬂ) = N 7B/ Z h%(x(l)’x(l); B)Zﬁfn(ﬂ) (386)

Da die Dichte (3.85) normiert ist
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Abbildung 3.6: Teilchenzahlabhéingige kritische Temperatur.

L=

10+

CV7N/k’BN

I I I
1.0 12 14

0.0 02 0‘.4 016 0.8
/T
Abbildung 3.7: Wiarmekapazitit in Ensembles mit verschiedenen Teilchenanzahlen. Zum Ver-

gleich sind auch die Resultate (2.69) und (2.66) aus der grofikanonischen Rechnung im thermo-
dynamischen Limes abgebildet (schwarze Linie).

N Ng
/ dPr R (W, x W5 ) 4+ pff (x 1V, x V5 8) = 2+ =1, (3.87)
kann man durch Integration von (3.86) auf die Teilchenzahl im Grundzustand schliefien
;X
No=—5—=> e "Pz5 (). (3.88)
ZN (/8) n=1

Das Ergebnis fiir den Fall der isotropen harmonischen Falle ist in der Abbildung 3.5(a) dar-
gestellt. Zum Vergleich ist auch das Ergebnis (2.53) aus der groflkanonischen Rechnung im
thermodynamischen Limes abgebildet. Die Kurven sind glatt und néhern sich fiir groflere Teil-
chenzahlen immer mehr dem groBkanonischen Resultat im thermodynamischen Limes. Wie bei
den exakten grofilkanonischen Rechnungen im Abschnitt (2.2.6) wird die Temperatur, die der
grofften Kriitmmung entspricht, als quasi-kritische Temperatur interpretiert. Die Kriimmung der
Kondensatkurven ist in Abbildung 3.5(b) dargestellt. Die daraus abgeleitete kritischen Tempe-
ratur als Funktion von N~/ ist in Abbildung 3.6(a) zu sehen.

3.4 Wairmekapazitit

Eine weitere interessante Grofe ist die Warmekapazitét Cy, n, welche die Stirke der Energiefluk-
tuationen im vorliegenden System anzeigt. Sie ist definiert als die Anderung der inneren Energie
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Abbildung 3.8: Vergleich der kanonischen (kan.) und groflkanonischen (gk.) kritischen Tempe-
ratur.

bei einer Erwidrmung fiir konstantes Volumen V' und Teilchenzahl NV und lasst sich mit Hilfe der
Entropie schreiben als
oS
Cyn=T—
V,N a7
v,

)

(3.89)
N

Im kanonischen Ensemble kann Cy n mit den Beziehungen (3.4) und (3.3) einfach berechnet

werden: )

B
Cvn = kpT s (T Zy(T)}. (3.90)

Mit der Rekursionsbeziehung fiir die Zustandssumme ist man so in der Lage, die Warmekap-
zitdten fiir verschiedene Teilchenzahlen zu erhalten.

Das Resultat fiir verschiedene Teilchenzahlen ist in Abbildung 3.7 graphisch dargestellt. Man
erkennt, dass die Kurven stetig sind und mit steigender Teilchenzahl gegen die Resultate (2.69)
und (2.66) im thermodynamischen Limes konvergieren, der durch die schwarze Kurve dargestellt
ist. Der Finite-Size-Effekt duflert sich hier in der Verschiebung der Maxima zu kleineren Tempe-
raturen fiir kleinere Teilchenzahlen. Die Maxima der Warmekapazitiat werden dabei fiir kleinere
Teilchenzahlen immer kleiner und sind immer weniger ausgepragt.

3.5 Vergleich zwischen kanonischen und grofl)kanonischen Er-
gebnissen

Interessant ist auch der Vergleich zwischen kanonischen und grolkanonischen Ergebnissen, der
im Folgenden fiir die kritische Temperatur und fiir die Dichten vorgenommen wird. Die kriti-
sche Temperatur ist in Abbildung 3.8 wiedergegeben. Es kann festgestellt werden, dass deutliche
Unterschiede fiir Teilchenzahlen kleiner als 1000 (N~1/3 = 0.1) auftreten. Die grofkanonischen
Werte sind grofler als die kanonischen, wobei dieser Unterschied umso grofler ausfillt, je kleiner
die Teilchenzahlen sind. Dies kann darauf zuriickgefithrt werden, dass es sich im groflkanonischen
Ensemble bei der Teilchenzahl um einen Mittelwert aus verschieden grofien Ensembles handelt
und die reduzierte kritische Temperatur nicht konstant von der Teilchenzahl ist. Dabei fillt die
Reduktion der kritischen Temperatur bei kleinen Teilchenzahlen etwas stérker ins Gewicht. Die-
ser Unterschied in der kritischen Temperatur wirkt sich auch auf die Dichten aus, wie aus der
Abbildung 3.9 zu entnehmen ist. Wéhrend bei der Temperatur T'/T2 = 0 die kanonischen und
groBkanonischen Ergebnisse sowohl fiir 10 als auch fiir 1000 Teilchen iibereinstimmen, gibt es fiir
T/TZ > 0 insbesondere fiir 10 Teilchen Unterschiede. Dabei sind die grofiten Unterschiede in der
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Abbildung 3.9: Vergleich der kanonischen (gestrichelte Linie) und groBkanonischen (durchge-
zogene) Dichten fiir N = 10 (rot) und N = 1000 (blau) Teilchen ausgewertet fiir x1 = x9 = 0
bei einer festgelegten Temperatur entsprechend der Bildbeschriftung.

Nihe der kritischen Temperaturen zu finden, die fiir 10 Teilchen bei 7//T2 = 0.70 im kanonischen
und bei T'/TQ = 0.78 im groBkanonischen Ensemble und fiir 1000 Teilchen bei T7'/T2 = 0.92 im
kanonischen und 7'/ Tg = 0.93 im groflkanonischen Ensemble liegen. Dadurch setzt die Konden-
sation im groflkanonischen Ensemble schon ein, wihrend die kanonischen Dichten noch durch
den thermischen Anteil bestimmt sind. Fiir Teilchenzahlen gréfler als 1000 werden die Dichteun-
terschiede auch in der Néhe der kritischen Temperatur zunehmend geringer, so dass in der Tat
gefolgert werden kann, dass im thermodynamischen Limes die Ergebnisse fiir die Dichte und fiir
die kritische Temperatur im groflkanonischen und im kanonischen Ensemble iibereinstimmen.



Kapitel 4

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die Bose-Einstein-Kondensation nichtwechselwirkender Bose-
Gase in einer harmonischen Falle fiir endliche Teilchenzahlen untersucht. Dabei wurden sowohl
globale thermodynamische Eigenschaften als auch die Teilchendichte betrachtet.

Im Anschlufl an eine Einfiihrung in das moderne Forschungsgebiet ultrakalter Quantenga-
se befasst sich Kapitel 2 mit der Berechnung thermodynamischer Groflen im groflkanonischen
Ensemble. Es wurden die Groflen Kondendsatteilchenanteil, kritische Temperatur, Warmeka-
pazitit und Dichte zum einen im Rahmen der semiklassischen Néherung untersucht und zum
anderen exakt numerisch berechnet. Dabei waren wir insbesondere an der Berechnung von Finite-
Size-Korrekturen interessiert, welche die semiklassischen Ergebnisse im thermodynamischen Li-
mes [15-17] modifizieren, um die endliche Teilchenzahl bei der experimentellen Realisierung
eines BEC zu beriicksichtigen. Wahrend in den Referenzen [18,34] Finite-Size-Korrekturen nur
bis zur ersten Ordnung berechnet werden konnten, da der néchst hohere Term aufgrund der
dort vorkommenden polylogarithmischen Funktion (;(z) divergiert, berechneten wir Finite-Size-
Korrekturen fiir die isotrope und anisotrope harmonische Falle bis zur dritten Ordnung. Dabei
folgten wir im Wesentlichen der Euler-MacLaurin-Methode in Referenz [19]. Im isotropen Fall
stellten wir fest, dass unser Ergebnis (2.85) mit der Gleichung (2.13) in [19] iibereinstimmt;
das anisotrope Ergebnis (2.18) in [19] ist jedoch fehlerhaft. Der korrekte Ausdruck fiir die Teil-
chenzahl in einer anisotropen Falle ist in Gleichung (2.109) wiedergegeben. Die Teilchenzahlglei-
chungen (2.85) und (2.109) fiir die isotrope und anisotrope Falle dienten als Ausgangspunkt, um
die kritische Temperatur zu berechnen. Der Vergleich der kritischen Temperaturen im isotropen
und anisotropen Fall zeigt, dass Anisotropie das Einsetzen der Kondensation unterdriickt (siehe
Abbildung 2.4). Bei der Berechnung der kritischen Temperatur kam ein Manko der verwendeten
FEuler-MacLaurin-Methode zu Tage, welches darin besteht, dass in drei Dimensionen der Term
zweiter Ordnung fiir die kritische Temperatur nicht vollstdndig ist, wenn die Afw-Entwicklung
der Teilchenzahlgleichung (2.85) abgebrochen wird. Dieses Manko kann durch die Resummations-
methode [21,25] behoben werden. Vergleicht man die Ergebnisse der Euler-MacLaurin- und der
Resummationsmethode (2.86) und (2.151), so ist zu sehen, dass sich die analytischen Ausdriicke
in der zweiten Ordnung unterscheiden, wobei im Resummationsergebnis die charakteristische
Fuler-Mascheroni-Konstante auftaucht. Numerisch sind die beiden Werte jedoch fast identisch.
Um die Qualitdt der semiklassischen Ergebnisse zu beurteilen, wurden diese mit numerischen
Daten aus exakten Rechnungen verglichen. Dabei konnte man feststellen, dass die Korrekturen
erster und zweiter Ordnung das semiklassische Ergebnis zunehmend verbessern, die Korrektur
der dritten Ordnung jedoch so klein ist, dass sie keine sichtbare Verbesserung bringt (siehe Ab-
bildung 2.9(a)). Wéhrend bei der untersuchten dreidimensionalen Falle die berechneten Finite-
Size-Korrekturen zweiter und dritter Ordnung zu klein sind, um gemessen zu werden, wird die
untersuchte Fragestellung bei niedrigeren Dimensionen wichtig, da sich dort die beschriebene

67



68 ZUSAMMENFASSUNG

Konvergenzproblematik in die 1. Ordnung (im 2-D Fall) und sogar in den thermodynamischen
Limes (fiir 1-D Fall) verschiebt [25].

Des Weiteren wurde die semiklassische Korrektur der Teilchendichte bis zur ersten Ordnung
berechnet mit dem Ergebnis (2.221). Diese stellt eine erhebliche Annéherung der semiklassi-
chen Teilchendichte an die exakten Ergebnisse dar (siche Abbildung 2.13). Die Integration der
Teilchendichte fiihrt wieder auf die Teilchenzahlgleichung (2.85). Wie oben besprochen, sind wir
auch hier mit dem Konvergenzproblem im Term zweiter Ordnung konfrontiert. Eine Anwendung
des Resummationsansatzes auf die Teilchendichte steht noch aus.

In Kapitel 3 wurden die Rechnungen im kanonischen Ensemble durchgefiihrt. Ausgehend von
der Feynmannschen Pfadintegral-Darstellung [21,29] wurde zunfichst eine Rekursionsformel fiir
die Einteilchen-Dichtematrix (3.67) gefunden. Aus der Normierungsbedingung fiir die Dichte-
matrix konnte auch eine Rekursionsbeziehung fiir die Zustandssumme abgeleitet werden, welche
mit dem Ergebnis in [30-32] iibereinstimmt. Die Rekursionsformel fiir die Dichtematrix wurde
mit Hilfe des Ansatzes in [33] in eine fiir numerische Berechnungen giinstigere Form (3.76) ge-
bracht. Die damit berechneten Dichten fiir verschiedene Temperaturen und Teilchenzahlen sind
in den Abbildungen 3.2-3.3 dargestellt. Es ist zu sehen, dass sich die Teilchen mit sinkender
Temperatur im Zentrum der Falle ansammeln. Weiterhin zeigt die logarithmische Darstellung,
dass die Dichte aus zwei Komponenten besteht, die dem thermischen und dem kondensierten
Anteil entsprechen. Dabei kann festgestellt werden, dass die Kondensatteilchendichte dominant
wird, wenn die Temperatur klein genug ist. Durch Aufteilung der Einteilchen-Dichtematrix in
einen Grundzustands- und einen thermisch angeregten Anteil und anschlieende Integration
wurde dann eine Rekursionsformel (3.88) fiir die Anzahl der Teilchen im Kondensat hergeleitet.
Diese stimmt mit dem Resultat aus [35] {iberein, bendtigte aber wesentlich weniger Aufwand zur
Herleitung. Der Kondensatteilchenanteil, der in Abbildung 3.5(a) dargestellt ist, dient wieder
als Ausgangspunkt zur Berechnung der quasikritischen Temperatur.

Abschlieflend wurden die kanonischen Ergebnisse fiir die kritische Temperatur und fiir die
Dichte mit den grofkanonischen Ergebnissen verglichen (siche Abbildungen 3.8 und 3.9). Deutli-
che Unterschiede treten bei der kritischen Temperatur fiir Teilchenzahlen kleiner als 1000 auf. Die
groflkanonischen Werte sind grofler als die kanonischen, wobei dieser Unterschied umso grofer
ausfillt, je kleiner die Teilchenzahlen sind. Dieser Umstand wirkt sich auch auf die Dichten aus:
Bei einem Temperaturwert, bei dem im groflkanonischen Ensemble die Kondensation bereits
eingesetzt hat, wird die kanonische Dichte noch durch den thermischen Anteil bestimmt. Daher
treten in der Néhe der kritischen Temperatur die grofiten Dichteunterschiede auf. Im thermody-
namischen Limes aber stimmen die Ergebnisse fiir die Dichte und fiir die kritische Temperatur
im grofkanonischen und im kanonischen Ensemble {iberein.



Anhang A

Polylogarithmische Funktionen

Bei Berechnung von thermodynamischen Groflen kommen Integrale der Form

1 00 .%'V_l
() = — o <z<1 Al
C(2) i )/0 dwé—lex—l 0<z< (A.1)

14

mit z = SF und 2 = e vor, die polylogrithmische Funktionen bzw. Bose-Einstein-Funktionen
genannt werden. Der Integrand kann fiir Ze™" < 1 entwickelt werden, was auf

do ¥~ te7ke (A.2)

fithrt. Das letzte Integral kann auf die Gammafunktion I'(v) zuriickgefithrt werden, so dass man
die folgende Reihendarstellung fiir polylogarithmische Funktionen erhélt:

=3

wobei aus physikalischen Griinden 0 < 2z < 1. Der Verlauf einiger Funktionen (, (%) ist in
Abbildung A.1 dargestellt. Die polylogarithmischen Funktionen starten im Ursprung alle mit
Steigung 1. Wenn v < 1 ist, divergieren (,(2) fiir 2 — 1. Wenn v > 1 ist, dann konvergieren sie
fiir alle 0 < 2z < 1. Fiir v — oo ist (,(2) — 2. Weiterhin gilt fiir Z = 1 und v > 1 der folgende
Zusammenhang mit der Riemannschen Zeta-Funktion:

=3 =¢ (A4)
=1

(A.3)

?T‘|N>

A.1 DModifizierte polylogarithmische Funktionen

Die Infrarotdivergenz von (A.1) fiir v < 1 verschwindet, wenn die untere Integrationsgrenze
nicht null, sondern ein Wert x,;, ist. Physikalisch kann dies so begriindet werden, dass bei
BEC der Grundzustand separat behandelt wird, so dass ab dem ersten angeregten Zustand
abziiglich dem Grundzustand integriert werden muss. Dieser Ansatz wurde beispielsweise in
Referenzen [19,36] verfolgt. Zur Unterscheidung von den urspriinglichen Funktionen mit der
unteren Integrationsgrenze null (A.1) werden die Funktionen mit der unteren Integrationsgrenze
Zmin im Folgenden mit ¢, (2) bezeichnet:

E(é)—i/mdmL_1 0<z<1 (A.5)
N TW) Sy 2 le® - '
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I I I I =
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Z
Abbildung A.1: Die Funktionsverlauf von ¢, (%) im physikalisch relevanten Bereich 0 < 2 < 1.
Der Funktionswert an der Stelle Z = 1 beschreibt das Verhalten physikalischer Gréflen unterhalb
der kritischen Temperatur (2.51).

Analog zur Gleichung (A.2) erhilt man zunéchst das Resultat:

o0

= 2 1 s > v—1_—kx
G(2) = ) kz:l zk/x dzz” " te ke (A.6)

Diese Gleichung wird nun so umgeformt, dass man die urspriingliche Reihendarstellung (A.3)
und einen weiteren Term erhélt:

— 1 0 oo ZLmin
G (2) = Zk [/ do V" te F® —/ dx x”_le_l”’}
(%) L(v) Z 0 0

b=l (A.7)

x  _k kxmi
1 min
= Z iy (. / dra’le @ ).
v L) Jo

Daraus ergeben sich durch Ausfithrung der Integration folgende Beziehungen zwischen modifi-
zierten und urspriinglichen polylogrithmischen Funktionen:

min

~ A o
Cl('z) — ? e k Tmin — Cl(ze mm), (A8)
k=1
52(2) - CQ(éeimmin) + ZLmin Cl(éeixmin), (Ag)
> . U PR 1 PR
(3(2) = ¢a(2e™") + wmina(Ze mm)+§~’ﬂr2nin41(2€ min), (A.10)
=L U U 1 U 1 U
Ca(2) = Ga(Ze™ ™) + wainCa(2e™min) + SapinCo(Ze™™mn) + apy, Gi(Ze ™). (AL

2 6

Man kann gy(é) auch direkt durch Auswertung des Integrals (A.5) bestimmen. Fiir n = 1 erhlt
man z.B. B

C1(2) = —1In[l — e Pmin 2] (A.12)
Dies stimmt mit dem Ergebnis (A.8) iiberein, wenn man den Logarithmus entwickelt.

Die modifizierten Funktionen (A.8)-(A.10) sowie die Funktion (; /5(2), die numerisch aus der
Definition (A.5) berechnet wurde, sind in Abbildung A.2 dargestellt. Die untere Grenze fiir den
isotropen harmonischen Ostzillator lautet

¢3(2)

1/3
Tmin = hfw = <T> ) (A-13)
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Abbildung A.2: Modifizierte polylogarithmische Funktionen. Schwarz ist lim N — oo darge-
stellt, der gewdhnlichen polylogarithmischen Funktionen entspricht.

dabei wurde die Temperatur 7' durch Umformung der Gleichung (2.50) als Funktion von Z dar-
gestellt. Im Limes N — oo geht xnin gegen null, so dass die modifizierten polylogarithmischen
Funktionen in die gewohnlichen polylogarithmischen Funktionen (A.1) iibergehen. In der Ab-
bildung A.2 ist zu sehen, dass die modifizierten polylogarithmischen Funktionen fiir endliche
Teilchenzahlen N fiir ¥ < 1 nicht mehr divirgieren, sondern bei 2 = 1 einen endlichen Wert
annehmen. Im Prinzip miisste aus Konsistenzgriinden bei der Berechnung der unteren Grenze
(A.13) auch die modifizierte Funktion (3(2) verwendet werden. Wie aus der Abbildung A.2(d)
zu sehen ist, kann diese Funktion jedoch gut mit (3(2) gendhert werden.

Die Ableitung von (A.7) nach 2 berechnet sich mit Hilfe der partiellen Integration zu

25 (A) . i ékil 1_ 1 /lmmind v—2 —x + 1 (k) . )u—l —kTmin A.14
gz L\ fy, W0 Tyt (A1)

was zu folgender Rekursionsbeziehung fiir die modifizierten polylogarithmischen Funktionen
fiithrt

= 5 L0~ x?n;r}OOAkfk:v-
C-1(2) = zaég,/(z) T Z zFe . (A.15)

Die polylogarithmischen Funktionen Zl,(z?) aus Gleichungen (A.8-A.11) lassen sich tatséchlich
mit Hilfe der Beziehung (A.15) ineinander iiberfiihren.
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A.2 Teilchenzahlberechnung

Die modifizierten polylogarithmischen Funktionen (A.8)-(A.11) bieten eine andere Moglichkeit,
thermodynamische Gréflen wie z.B. die Teilchenzahl (2.86) zu berechnen. Dazu geht man von
der freien Energie (2.39) aus, die sich fiir den isotropen Fall wegen (2.72) vereinfacht als

k2 k
=3 Z ( + 3— + ) In (1 - 26*5'“) (A.16)
schreiben ldsst. Nach Separation des Grundzustandes
1 2
Fg = 5ln ﬁ Z (k + % + 1) In (1 - 2e—ﬁﬁwk> (A.17)

nutzt man wieder Euler Maclaurin und erhélt

1 1 2
Fo =—ln(1—2)+—{/ dk (k +%+1> ln(l—fée—ﬁﬁ“’k>
. 2 2

g 6
e (A.18)
3 1 ze~ 5
e s, PRwY) _ s e _ 3,—Bhwk
+21n(1 ze ) 2 [35%1_26_6m+21n<1 Ze >]+}
Partielle Integration des ersten Terms fithrt dann zu
1 1 3 3k? Bhwze Bk
Fo=—In(1-2)+—— — T
G ﬁn( Z) + 5{/1 dk<6+ 1 +k>1_,§e—ﬁﬁwk
(A.19)

5 1 zePhw
< 5, Bhw - s
+8ln(1 Ze )+4Bhw1_2e_ﬁm+...}.

Das Integral kann nach Substitution x = Shwk mit Hilfe der polylogarithmischen Funktionen
Cy( ) geméB (A.5) auf die Form

1

1 .
FG :Eln(l — Z) + —W

{@(A ) 2 By () + (Bhw)Ga(2e )
(A.20)

5 a1 (1 — se-8m0) + Lgpoyd 2o
+8(Bhw) ln(l zZe )+4(Bhw) T 5opr o

gebracht werden. Die Teilchenzahl ergibt sich daraus als die negative Ableitung nach p. Bei
Beriicksichtigung der Ableitungsregel (A.15) lautet sie

N =No + (ﬁ,;) {43« ) + gﬁmwm+<ﬁm>2zl<ze*ﬁm>
. e e (A.21)
3 <€ ze
g ) T s + () m+}

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Resultat aus [19] iiberein und kann mit Hilfe von Gleichungen
(A.8)-(A.11) sowie den Identitdten

N>

Co(2) = (A.22)
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und A
z
1(3) = ——= A.23
auf die gewohnlichen polylogarithmischen Funktionen gebracht werden. Das Resultat ist dann
tibereinstimmend mit dem Ergebnis (2.85).






Anhang B

Robinson-Entwicklung

Eine wichtige Rolle bei der Diskussion der Bose-Einstein-Kondensation spielen polylogarithmi-
sche Funktionen der Form

C(e7?) = i %e*kb. (B.1)
k=1

Dabei ist man insbesondere an ihrer Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter b interessiert.
Es stellt sich heraus, dass die naive Entwicklung der Exponentialfunktion und die Vertauschung
der beiden Reihen kein zufriedenstellendes Ergebnis liefert:

G(e7?) = ; E::o k—f (_gm = Z:O (_nizmg(u —m). (B.2)

Man erhé&lt ndmlich durch diese Vorgehensweise eine Reihe mit der Riemannschen Zeta-Funktion,
welche fiir den Fall v > 1 immer den singulidren Term (1) enthélt.

Die Reihenentwicklung wird daher im Folgenden mit Hilfe analytischer Regularisierung
durchgefiihrt, welche in der Referenz [21, Kap. 2] vorgestellt ist. Die Reihe wird mit einem
Integral gendhert und die sich dadurch ergebende Differenz wird zur urspriinglichen Reihe da-

zuaddiert:
C(e7?) = /0 dkﬁe_kb%— (Z— /O dk:) Ee_kb. (B.3)
k=1

Fiir v <1 kann das Integral berechnet werden:

 dk
I= / — ke =1 — v (B.4)
o k
wobei man sich des Schwinger-Tricks bedient:
1 *dTr
—€ - _ € 7’7—04. B.5
a T /0 —TCe (B.5)

Fiir v > 1 wird das Ergebnis mittels analytischer Fortsetzung definiert. Der zweite Summand in
(B.3) wird nach Potenzen von b entwickelt und ergibt zunéchst

(& 1 (=b)™
Z:o (;—/0 dk) ky_m( m? : (B.6)

Weiterhin verschwindet aufgrund der Veltman-Regel der Beitrag des Integrals [26]:

/ dw' (W) =0 fiir alle e, (B.7)
0
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so dass man die folgende Beziehung erhélt:

00 _)m

(e =1 -y + 3 0w m) (B3
m=0

die zuerst von Robinson hergeleitet wurde [37] und daher als Robinson-Entwicklung bezeichnet
wird. Bei der konkreten Berechnung der Reihenentwicklung fiir ¥ > 1 erhélt man nun ein kon-
vergentes Ergebnis, da sich die Singularitdten der Gamma-Funktion und desjenigen Summanden
in der Reihe, welcher die ((1)-Funktion liefert, autheben. So erhélt man fiir v = 1

Ge™) = i DL )"+ lim ((v) + fj - m) (B.9)

Unter Ausnutzung der folgenden Taylorentwicklungen um den Punkt v =1
T - ) = % O —1), (B.10)
((v) = %—i—’y—i—(’)(u—l) -I'l-v)+0(v-1), (B.11)
Wl =14 (v—1)In(b), (B.12)

kann man die ersten beiden Summanden in (B.9) wie folgt zusammenfassen
lim T(1 —v)b" ! + lim ¢(v) = —Inb. (B.13)

v—1

Dabei bezeichnet 7 in (B.10) und (B.11) die Euler-Mascheroni Konstante (2.141). Als Ender-
gebnis erhilt man fiir (B.9) den folgenden Ausdruck
—b b b2 4
Cie™® = lnb+——ﬂ+0+0(b) (B.14)

Analog liefert (B.8) fiir v = 2, 3,4 die folgenden b-Entwicklungen :

Cae™) = ¢(2 )+b(lnb—1)—§+7—z+0+(9(b4) (B.15)
2 3
C3(e7) = ¢(3) — b¢(2) — % (mb - g) - % +0 (b1, (B.16)
2 3
Gie™t) =€) = 06(3) + 0(2) + 5 (1m0 =) +0 ). (B.17)

Fiir v <0 kann (B.8) sofort ausgewertet werden und liefert beispielsweise
Cole™®) = +—=— ==+ 0(b"), (B.18)

Cile™®) =5 ——=———+0 (). (B.19)



Anhang C

Exakte Losung fiir den harmonischen
Oszillator

In diesem Abschnitt soll die Zeitentwicklungsamplitude fiir den Fall des linearen harmonischen
Ostzillators explizit mit Hilfe des Pfadintegralformalismus berechnet werden, da wir wiederholt
auf dieses Ergebnis zuriickgreifen. Die verwendete Methode ist dabei dem Lehrbuch [21, Kap. 2]
entnommen. Bei der folgenden Berechnung wird zunéchst der eindimensionale Fall behandelt,
der anschliefend leicht auf D Dimensionen verallgemeinert werden kann.
Im Konfigurationsraum lautet das Pfadintegral gemaf (3.38)
T\Tp )—2
O N (1)
(

z(Ta)=xq

mit der Langrange-Wirkung des harmonischen Oszillators
Tb M
Ala] = / drig (i + W), (C.2)

Der Pfad wird nun aufgespalten in den klassischen Pfad zy)(7) und Fluktuationen y(7)

(1) =z (1) + y(71). (C.3)

Da die Anfangs- und Endpunkte durch x, und x; festgelegt sind, verschwinden die Fluktuationen
an diesen Punkten

Y(1a) = y(m) = 0. (C.4)
Damit zerfillt die Wirkung (C.2) in einen klassischen Teil

Tb M
Ay = / d7'7 [5612(1(’7') + wZ:Ule(T)] (C.5)
und einen Fluktuationsteil
[ % Ry 2 2
Ap = dr 5 [9(7)” +w?y(1)?] . (C.6)

Die gemischten Terme, welche sich nach partieller Integration auf die Form

Tb

AMisch = Mikl(T)y(T)

-2 /Tb drM [éa(r) — w2£ﬂk1(7)] y(T) (C.7)

Ta

(s
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bringen lassen, verschwindet wegen (C.4) sowie der Bewegungsgleichung des harmonischen Os-
zillators, die in Imaginérzeit 7 = it die Form:

#1q(7) = wW?a (1) (C.8)

hat. Die Zeitentwicklungsamplitude lisst sich daher ebenfalls in einen klassischen Anteil sowie
einen Fluktuationsfaktor aufspalten:

(b; To|%a; Ta) = €/ F (7, — 7). (C.9)

Der Fluktuationsfaktor ist dabei durch das Pfadintegral

y(75)=0
F(ry —1a) = / Dy A /P (C.10)
Y(7a)=0

gegeben mit der Wirkung Ap aus (C.6).

Zur Berechnung der Zeitentwicklungsamplitude (C.9) muss zunéchst die klassische Wirkung
Ay, welche durch die Gleichung (C.5) gegeben ist, berechnet werden. Partielle Integration von
(C.5) liefert zunéchst

)

™M M
Ay :/ dt— [z (7) (= () + w?z)] + 5 @a(r)du| - (C.11)

Da der erste Term aufgrund der Bewegungsgleichung (C.8) verschwindet, erhdlt man unter
Verwendung der Losung der Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators

xpsinhw(r — 74) + g sinhw(m, — 7)

= 12
= sinhw(m, — 7,) (C.12)
das folgende Resultat fiir die klassische Wirkung
M
A “ (23 + 22) coshw(m, — Ta) — 22424 - (C.13)

T2 sinhw (1, — 74)

Zur Berechnung des Fluktuationsfaktors betrachten wir die diskrete Form des Pfadintegrals
(C.10) entsprechend (3.39):

FN(ry —71,) = 1 ﬁ /oo dyn exp{—lAN} (C.14)
b V2mhe/M 5= | oo \/2mhe/ M hor .

mit der zeitdiskreten Wirkung

N+1 2

M n — Un—

RS ] (=TS o1
n=1

Dazu werden im Folgenden der diskretisierte Ableitungsoperator

1

€

Vyn [Ynt1—Yn), n=0,1,...,N (C.16)

und seine konjungierte Form V

_ 1
vyn:_[yn_ynfl]a n=12..,N+1 (017)
€
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verwendet. Diese Operatoren sind zwei diskrete Versionen der Zeitableitung d;, auf die sie sich
im Kontinuumlimes € — 0 reduzieren:

v,V =%, (C.18)

Fine niitzliche Eigenschaft von Gitter- wie auch von gewohnlichen Zeitableitungen ist, dass sie
im Fourier-Raum diagonal sind. Fiir den Gitteroperator V ergeben sich nach der folgenden

Rechnung
1
Vyn = E [y(Tn + 6) - y(Tn)]
T _ A
_ - —iw(Tn+e€) _ —iwTy | ~
= /_OO dw - (e e )y(w) (C.19)

oo 1 A
= / dwe W — (e_wE — 1) J(w)
oo €
die Eigenwerte (e_wE — 1) /€. Im Kontinuumlimes ¢ — 0 werden diese Eigenwerte zu Eigen-
werten des gewohnlichen Zeitableitungsoperators, d.h. zu —¢ mal der Frequenz der Fourier-
Komponenten w. In Anlehnung daran werden die Eigenwerte der Gitterableitung im Folgenden
mit 2 bezeichnet:

F(iVyn) = Qj(w) = - (e~ = 1) j(w). (C.20)

A | .

Fiir die konjungierte Gitterableitung V erhilt man analog die Eigenwerte

= ~ ~ U e -
F (iVyn) = Qj(w) = — (e —1) g(w). (C.21)
Wegen des Verschwindens von Fluktuationen zum Anfangszeitpunkt 7 = 7, kann die Fourier-
zerlegung von y,, auf die Sinusfunktionen begrenzt werden. Weiterhin kann die Summation auf
N Glieder beschrinkt werden, da die Funktion y(7) nur an den N + 1 Stiitzpunkten angenéhert
werden muss. Damit lautet die Fourierzerlegung der Fluktuationen

N
Yn = mZ:l ﬁ SN Wi (71, — 70) G (Wi ). (C.22)

Dabei wird durch die Bedingung

™m m
= = -2
“m T —Ta (N +1)e (C.23)

das Verschwinden der Fluktuationen zur Zeit 7, erreicht. Diese Funktionen sind orthogonal [21]

N
2
—_— Z Sin w, (Tn, — 7o) Sin Wy (T, — 7o) = Oy (C.24)
(N +1)e 2~
und vollstdndig
9 N
—_ Z Sin Wy, (T, — Ta) SIN Wiy (T — Ta) = S - (C.25)
(N +1)e =
Mit Hilfe der Gitterableitung lasst sich die zeitdiskrete Wirkung (C.15) als
M N+1
N S 2 2,2
A = S (@ i (©:20

n=1
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schreiben. Da die Fluktuationen an den Enden entsprechend yn11 = y(7,) = 0 und yo = y(7,) =
0 verschwinden, gilt aulerdem die folgende Feststellung:

N+1 B N B
> (Vun)? ==Y 4V V0. (C.27)
n=1 n=1

Der Fluktuationsanteil (C.14) kann damit auf die Form

FN(Tb—

B 1 N i dyn
2 _\/27T7:L€/M nl;[l [/_oo \/QWHE/M] )

X ) (C.28)
exp {—ﬁge; Yn[—VV + wQ]yn} .
gebracht werden. Im Fourier-Raum wird der Fluktuationsoperator diagonal
.7-"{ [—V? + wz] yn} = [QQO + wz] J(wm), (C.29)

wobei Q,, und Q,, wieder die Eigenwerte nach Gleichung (C.20) bzw. (C.21) bezeichnen, jedoch
mit diskreten w = w,,-Werten geméif (C.23). Die Eigenwerte in (C.29) lauten explizit

~ 1
QU + w? = 6—2[2 — 2cos(wpme)] + w?. (C.30)

Wir wechseln daher in den Fourier-Raum, wobei wir feststellen, dass die Jacobi-Matrix beim
Wechsel von den lokalen Variablen y,, zu Fourierkomponenten 3(w,,) gleich 1 ist, so dass

N N
H dyn = H dg(wm) (0.31)
n=1 m=1

gilt. Der Exponent im Fluktuationsfaktor (C.28) zerfillt nun wegen der Orthogonalitét (C.24)
der Fourierkoeffizienten (C.22) in eine Summe unabhéngiger quadratischer Terme, so dass der
Fluktuationsfaktor als Produkt einfacher Gauflintegrale geschrieben werden kann

1 Nl dy 1 O
Fn(mp—Ty) = —— / ——|exp{ ———¢ Qi Qo + W) [y(wm)]? 3
vime ) = T | [ o345 o)
(C.32)
deren Auswertung den Ausdruck
1 al 1
F(ry,—1,) = _ C.33
(™ =) /2rhe /M mH1 Ve (QnC + 2 (C.33)
liefert. Um das Produkt zu berechnen, wird es zunéchst wie folgt umgeformt:
N N N o = 9
9 _ oy 9~ A e (QnQ + w?)
IT @0t +) = I] (00 11 { it (C.34)

Zur Berechnung des ersten Produkts stellen wir zunéichst fest, dass es als Determinante einer
N x N-Matrix —e2VV aufgefasst werden kann

N
[T €2 = dety (—2VV). (C.35)
m=1
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Angewendet auf den Vektor (y1,y2,...yn)? wirkt der Operator —e2V'V entsprechend den Glei-
chungen (C.16) und (C.17) als quadratische Matrix

2 -1 0 --- 0 0 0
-1 2 -1 0 0 O
: : (C.36)
o o o0 - -1 2 -1
o o 0 -- 0 -1 2

Die Determinante dieser Matrix kann durch Induktion bestimmt werden. Fiir N = 1 sehen wir,
dass

dety—1(—€*VV) = [2| = 2 (C.37)
ist. Fiir N = 2 ist die Determinante

dety_o(—€>VV) = ‘_21 _21‘ = 3. (C.38)

Gilt die Induktionsannahme, dass
dety_1(—€°VV) = N, (C.39)

so folgt fiir dety durch Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile und anschliefende
Entwicklung des zweiten Summanden nach der ersten Spalte

dety (—€2VV) = 2 dety_1(—€*VV) — dety _o(—€*VV) = N + 1. (C.40)

Daher berechnet sich das erste Produkt in (C.34) zu

N
I €9mm =N +1. (C.41)

m=1
Fiir jeden Faktor des zweiten Produkts in (C.34) kann der Limes € — 0 direkt berechnet werden:

eQ(QQOj— w?) 14 2w? =0 w?(ty — t4)?
20,0, 2 — 2 cos(wpe) m2m?2

(C.42)

Dabei wurde im ersten Schritt die Beziehung (C.30) verwendet und im zweiten Schritt die
Bedingung (C.23) ausgenutzt. Unter Verwendung der Produktformel fiir die Sinusfunktion [38,

(1.431.2)]
0o $2

m=1

und mit z = w(m, — 7,) berechnet sich das zweite Produkt in (C.34) zu

1l 29, Q. o wlmy—Ta) .

Setzt man die Ergebnisse (C.41) und (C.44) in den Ausdruck (C.34) ein und erinnert sich, dass
€= (1 — 74)/(N + 1), so ergibt sich damit der Fluktuationsfaktor (C.33)

1 w

/2nh/M \ sinhw(m, —7,)

F(rp—7,) =

(C.45)
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Die Zeitentwicklungsamplitude des harmonischen Oszillators (C.9) lautet daher mit Gleichungen
(C.13) und (C.45):

(xb;7b|xa;7—a)
2rh smhw T — Tq)
ver / ’ (C.46)

<o~ S [+ D coshitn — ) —2am] .

Da die Wirkung (C.2) in D Dimensionen separabel in einzelnen Raumkomponenten ist, be-
rechnet sich die Zeitentwicklungsamplitude fiir D Dimensionen als Produkt eindimensionaler
Zeitentwicklungsamplituden (C.46):

D 1 o D
(%03 70|05 7a) = [ [(hs 7ol 7a) = 5\ = X
P /2h]M sinhw(m, — 7,) (C.47)

1 Mw 2 2



Anhang D

C-Programme

Die Berechnung kanonischer Gréflen wird anhand von Rekursionsformeln auf numerischem Weg
implementiert. Im Folgenden ist ein Beispielprogramm aufgefiihrt, mit dem die Ein-Teilchen-
Dichte (3.76) im Fall des harmonischen Oszillators berechnet wurde.

#include<stdio.h>
#include<math.h>

#define TEILCHENZAHL 1000
#define step 0.05

#define temp 1.0

int main()
{
double Nkond(double);/* Programm zur Bestimmung einzelner Faktorenx/
double x,y,t;
double c,cn,hn,b,a,d,n0,n2;
c=pow (1.20206/TEILCHENZAHL,1.0/3) ;
FILE *fp;

fp=fopen("probe.dat","w");
a=Nkond (0.0) ;
d=1/pow(TEILCHENZAHL,1.0/6) ;
fprintf (fp, "{{%f,%f}\n",0.0,a/pow((M_PI),1.5) /TEILCHENZAHL) ;
for(x=0.0+step;x<=4+step;x=x+step)
{fprintf (fp,",{%f,%f}\n",x,Nkond (x) /pow ((M_PI),1.5) /TEILCHENZAHL) ; }
fprintf (fp,"}");
fclose(fp);
return O;

VA i Unterprogramm kondN(double t)zur Berechnung einzelner Faktoren™~ ~*/

double Nkond(double x)

{
int m,k,1;
double sum,sumO,prod,hk,h0;
double c;
c=pow(1.20206/TEILCHENZAHL,1.0/3);
double b,tc2;
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double g[TEILCHENZAHL+1];/* entspricht eta */
double fakt[TEILCHENZAHL+1];
double f;

for(k=1;k<=TEILCHENZAHL;k++)
{fakt [k]=(1-exp(-c*k/temp))* (1-exp(-c*k/temp) ) * (1-exp(-c*k/temp)) ;}

for (k=1;k<=TEILCHENZAHL; k++)
{sum=0.0;
prod=1.0;
for (m=2;m<=k;m++)
{prod=prod/g[k+1-m] ;
sum=sum+prod*fakt [1]/fakt [m] ; }
glkl=(1+sum) / (k*fakt[1]);
}

sum=0.0;
sum0=0.0;
prod=1.0;

for (k=1;k<=TEILCHENZAHL ;k++)
{ hO=sqrt(1-exp(-2*c*k/(temp)))*sqrt(l-exp(-2xc*k/ (temp)))
*sqrt (1-exp (-2%cxk/ (temp))) ;
hk=exp (-x*x*tanh (cxk/ (2*temp)) ) /hO0;
prod=prod/g [TEILCHENZAHL+1-k] ;
sum= (sum+prodx*hk) ;
sum0= (sumO+prod*h0) ;
}
return sum;

}
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