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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Ein quantenmechanisches System wird mit einem Hamilton-Operator be-
schrieben, der durch die Schrédinger-Gleichung

L 0 A
i 16()) = Hlo(0) (11)

die Zeitentwicklung der Zusténde |4(t)) bestimmt. Ist der Hamilton-
Operator H eines Systems nicht explizit zeitabhéngig, gilt also

0 -~
—H=0 1.2
at Y ( )
so kann die Zeitentwicklung in der Schrédinger-Gleichung (1.1) durch die
Losung

[9(1)) = e~ 4h) (1.3)
mit dem zeitunabhiingigen Zustand |i) abgespalten werden. Die Ener-
gieeigenwerte des Systems in den stationdren Zustinden werden durch

die Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung, d.h. der Eigen-
wertgleichung des Hamilton-Operators H

Hlp) = E|v), (1.4)

bestimmt. Leider lassen sich nur wenige Probleme aus der Quantenme-
chanik durch das Losen der Schrédinger-Gleichungen (1.1) und (1.4) ana-
lytisch exakt berechnen. Es bestehen jedoch Verfahren, mit denen man
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sich zumindest Niherungslosungen der Energieeigenwerte in (1.4) ver-
schaffen kann. Die zeitunabhéngige Storungstheorie geht von (1.4) aus
und stellt die Energieeigenwerte durch eine Potenzreihenentwicklung in
einem vom Problem abhéngigen “Kopplungsparameter” ¢ mit ¢ < 1 dar,
deren Entwicklungskoeffizienten sukzessive bestimmt werden. Es zeigt
sich fiir viele Systeme, dafl diese Potenzreihe einen verschwindenden Kon-
vergenzradius hat, da ihre Konvergenz nur asymtotisch fiir ¢ — 0 vor-
liegt. Demnach stellen Partialsummen bis zur Gréfienordnung N ~ 1/e
eine brauchbare Ndherung dar, wihrend dariiber hinaus reichende Parti-
alsummen divergieren. Die Stérungstheorie bietet also keine Méglichkeit,
die Energieeigenwerte in beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Es gibt
jedoch verschiedene Resummierungsverfahren, die es erlauben, divergen-
te Reihen in konvergente umzuformen. Zu den seit lingerem bekann-
ten Methoden zihlen das Pade- und das Pade-Borel-Verfahren [23], [24],
[25]. Diese wurden in jiingster Zeit durch die Variationsstérungstheorie
erginzt [1] , bei der die Entwicklungskoeffizienten von einem zusétzlichen
Parameter abhéngen. Dieser Parameter wird dabei fiir jede Partialsum-
me angepafit, um so die Konvergenz fiir alle Kopplungsstérken e € [0, c0)
zu erzwingen. Das in dieser Arbeit dazu angewandte Verfahren ist die
Variationsstorungstheorie, die eine Resummation der zeitunabhéngigen
Storungstheorie darstellt.

1.2 Zusammenfassung

Bei der Formulierung der Variationsstorungstheorie fiir die quantenme-
chanische Zustandssumme, ergeben sich im Verlauf der Rechnung soge-
nannte “Erwartungswerte”, zu deren Auswertung im theoretischen Teil
dieser Arbeit eine fiir jede Ordnung giiltige “Verschmierungsformel” kon-
struiert wird. Diese ist eine Verallgemeinerung der Verschmierungsformel
zur Variationsstorungstheorie erster Ordnung [1, (5.41)]. Ferner reprodu-
ziert sie die Erwartungswerte, die zu polynomialen Potentialen bisher mit
Hilfe des Wick-Theorems berechnet wurden. Die Verschmierungsformel
erméglicht es, die Anwendung der Variationsstorungsthorie fiir die quan-
tenmechanische Zustandssumme auf solche physikalischen Systeme aus-
zudehnen, deren Potenzreihenentwicklung des Potentials nach der Orts-
koordinate nicht abbricht. Ein Beispiel fiir ein solches Potential ist das
des Coulomb-Problems V(x) ~ 1/|r|, dessen Untersuchung im zweiten



Teil der Arbeit einerseits die Anwendung der Verschmierungsformel und
andererseits die Konvergenzeigenschaften der Variationsstérungstheorie
illustrieren soll.

1.3 Aufbau der Arbeit

Das Hauptgewicht dieser Arbeit liegt auf der Verbesserung und An-
wendung der Variationsstérungstheorie fiir die quantenmechanische Zu-
standssumme. Deshalb werden am Ende dieses Kapitels einige Grundla-
gen aus der klassischen und quantenmechanischen statistischen Physik
vorbereitend erldautert. In Kapitel 2 wird die Variationsstérungstheorie
fiir die quantenmechanische Zustandssumme entwickelt. Sie besitzt eine
besondere Eleganz und Anschaulichkeit, und stellt dariiber hinaus nicht
nur einen Variationsparameter, sondern eine ganze Schar bereit, die die
Approximation der exakten Zustandssumme optimieren. Im Kapitel 3
wird ein wichtiges Werkzeug fiir die Anwendung der Theorie geschaffen.
Die Formulierung des Variationsverfahrens fiir die Zustandssumme fiihrt
auf harmonische Erwartungswerte, deren Auswertung durch die in die-
sem Kapitel entwickelte “Verschmierungsformel” ermdéglicht wird. Diese
Formel erweitert die Anwendbarkeit der Theorie auf eine neue Klasse
von Potentialen, bei dem die Erwartungswerte nicht mit Hilfe des Wick-
Theorems auswertbar sind. Das Wick-Theorem fiir harmonische Erwar-
tungswerte wird am Ende dieses Kapitels bewiesen. Anschliefend werden
im Kapitel 4 die Temperaturgrenzfille der Variationsstorungstheorie fiir
die Zustandssumme diskutiert, und es wird der Zusammenhang zwischen
dem effektiven Potential und der Grundzustandsenergie bei T = 0 her-
geleitet. Es folgt die Darstellung der Stérungstheorie fiir die Energieei-
genwerte und als deren Erweiterung, die Variationstérungstheorie fiir die
Energieeigenwerte im Kapitel 5. Diese Formulierung ist technisch leichter
auszuwerten als die Zustandssummenformulierung.

Bei der Variationsstorungstheorie handelt es sich um ein vergleichs-
weise neues Verfahren, das auf Feynman und Kleinert [1, Kap. 5] zuriick-
geht und dessen Anwendungen sicher noch nicht voll entwickelt sind [5].
In diesem Sinne stellen die letzten drei Kapitel einerseits eine Illustration
der Anwendbarkeit der Theorie dar, andererseits dienen sie auch dazu,
ihr Konvergenzverhalten beispielhaft zu untersuchen. Das Kapitel 6 ist



der ersten der beiden Anwendungen in dieser Arbeit gewidmet. Es wird
die freie Energie des anharmonischen Oszillator aus der zweiten Néhe-
rung der quantenmechanischen Zustandssumme berechnet und dabei die
Ergebnisse von H. Meyer [26] reproduziert. Hier zeigt sich der semi-
analytische Charakter des Verfahrens: Schon zur Berechnung der ersten
Néaherung der Zustandssumme des anharmonischen Oszillators, muf} eine
transzendente Gleichungen per Iteration, also numerisch, gel6st werden.
Die Verschmierungsformel erméglicht es, auch das Coulomb-Problem in
der Variationsstorungstheotie fiir die Zustandssumme zu behandeln, in
der harmonische Erwartungswerte auftreten, die nicht iiber das Wick-
Theorem zu berechnen sind. Die Grundzustandsenergie des Coulomb-
Problems wird im Kapitel 7 fiir 7" = 0 bis zur zweiten Ordnung analy-
tisch berechnet. Im Kapitel 8 wird das Coulomb-Problem in der Variati-
onsstorungstheorie der Energieeigenwerte semianalytisch bis zur dritten
Ordnung berechnet. Die Ergebnisse des Kapitels 7 werden dadurch konso-
lidiert, denn in [1, S. 177 ff.] wird gezeigt, daf} die N-ten Approximationen
des k-ten Energie-Niveaus, die sich aus beiden Ansétzen ergeben, unter
gewissen Bedingungen iibereinstimmen.

Das Hauptgewicht dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung der Va-
riationsstorungstheorie fiir die quantenmechanische Zustandssumme. Es
werden also nur solche quantenmechanischen Systeme untersucht, die an
ein Reservoir mit Temperatur T im Gleichgewicht gekoppelt sind. Zur
Vorbereitung werden zunéchst einige wichtige Grundbegriffe der statisti-
schen Physik zusammengetragen.

1.4 Klassische Statistik

Man betrachte ein klassisches kanonisches Ensemble von nichtwechselwir-
kenden Teilchen bei Temperatur 7" im thermischen Gleichgewicht. Nach
den Regeln der statistischen Mechanik ist die Wahrscheinlichkeit, ein
gegebenes Teilchen im Volumenelement dp dx am Punkt (p,z) des Pha-
senraumes anzutreffen, gegeben durch [16]

dp dx
1.
57 0 2) (1.5)




mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

p@¢ﬂ==2%eXp{—ﬁHO%xﬂ, (1.6)

der Hamilton-Funktion des Teilchens

2

p
H = — :
() = 2+ V() (17)
und der Abkiirzung
B =1/kgT. (1.8)

Die Normierungskonstante

T = 1/2 " /d:rexp{ BV ()} (1.9)

heiffit Zustandssumme. Der Mittelwert einer beliebigen physikalischen
GroBe F'(p,x), abhingig von Impuls und Ort, ist gegeben durch [16]

o= [T
Ohne eine explizite Impulsabhéngigkeit F'(p,z) = F(x), 1aft sich die p-
Integration ausfiihren, und der Erwartungswert wird durch das rdumliche

Integral
(F(2))q = Zid‘/%_i dzF(x) exp {— AV (x)} (1.11)

gegeben. Spezialisiert man weiter auf den harmonischen Oszillator

)p(p,x) . (1.10)

M 2
V(r) = ——a’, (1.12)
so erhalten wir die Zustandssumme
79 = |- (1.13)
cl — /Bwh ] .



und es gilt

2

(F(2))a = V%%?dw(x) exp {—2“’; d} | (1.14)

Die dabei auftretende Fluktuationsbreite

1
M pBw?

(1.15)

el

beschreibt die Grofe der thermischen Schwankungen.

1.5 Quantenstatistik

Im analogen quantenmechanischen System ist die Wahrscheinlichkeit, das
System im Zustand m anzutreffen, durch die Matrixelemente

(mlp|m) . (1.16)

gegeben, wo p den Dichteoperator

]_ N
H— —BH 1.17
p une (1.17)

mit dem Hamilton-Operator H bezeichnet und der Normierungsfaktor
Zon = Tr(e 1) (1.18)

die quantenmechanische Zustandssumme darstellt. Der Erwartungswert
eines Operators F' ist hier durch [16]

(F)w = Te(pF) (1.19)

erkliirt. Sei £ ein Operator, der in Ortsdarstellung diagonal ist. Fiir ein
harmonisches Oszillatorpotential gewinnt die Dichtematrix p in der Orts-
darstellung die allgemeine Form [16]

(z,2) = -
PREE) =\ Th coth Shw/2
Mw

X exp {_4—h {(x + 2')? tanh Bhw/2 + (z — 2')? coth ﬁhw/?] } (1.20)
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mit den Diagonalelementen

Die Zustandssumme ist

w

Zan = 2sinh(hiw3/2)

wobei die Schwankungsbreite

Oqu = 570 coth Bhw/2

(1.21)

(1.22)

(1.23)

anteilig sowohl durch thermische als auch durch Quantenfluktuationen
verursacht wird. Letztere werden im Hochtemperaturgrenzfall jedoch un-

bedeutend, und «, strebt gegen den klassischen Limes:

im ag, = oy .
T—o00 au cl

Es folgt fiir (1.19)

1 e T
Py = /d F -
(o= e | doFlo)esp{ =

/2T

11

(1.24)

(1.25)



Kapitel 2

Variationsstorungstheorie fiir
die quantenmechanische
Zustandssumme

In diesem Kapitel werden die Grundziige der Variationsstérungstheo-
rie fiir die quantenmechanische Zustandssumme entwickelt. Sie enthélt
im Unterschied zur gew6hnlichen quantenmechanischen Stérungstheorie
einen Variationsparameter, der geeignet ist, eine gegebene Approxima-
tion zu optimieren. Die Pfadintegralformulierung macht diesen Parame-
ter ganz besonders anschaulich: Er stellt die Frequenz einer Schar von
harmonischen Osrzillatoren dar, die die Zustandssumme eines zu unter-
suchenden quantenmechanischen Systems approximiert.

Ausgangspunkt fiir die Theorie ist die Pfadintegraldarstellung fiir

die quantenmechanische Zustandssumme einer Punktmasse mit Poten-
tial V(x) in einer Dimension

1
7 = § Da(r) exp {—ﬁA[x(T)]} (2.1)
mit der euklidischen Wirkung
g
M.,
Ap(r)] = [ dr { S+ Vi) ) (2.2)
0
Im Pfadintegral (2.1) wird iiber alle periodischen Bahnen aufsummiert,
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d.h. iiber alle Pfade z(7) mit

2(0) = 2(hf) . (2.3)

Es erweist sich als sinnvoll, das Pfadmittel

_ 1
T = i O/de(T) (2.4)
durch die Identitit .\
| = / dio 8(T — o) (2.5)

einzufiihren. Dann zerfillt die Zustandssumme (2.1) in das gew6hnliche

Integral
= 27rh2 / dio 7% (2.6)

und ein Pfadintegral fiir die sogenannte lokale Zustandssumme

Ay 2”}? § Da(r) (@ — ) exp {—%A[x(T)]} . (2.7)

Da (2.7) bereits die quantenmechanischen Effekte beinhaltet, definiert
man ein effektives klassisches Potential durch

Veﬂ‘(l‘o) — _% ln ZCL‘O . (28)

Dadurch wird erreicht, dafl die quantenmechanische Zustandssumme
(2.6) formal dem klassischen Pendant (1.9) dhnelt:

\/; / dry exp {4V (z0)} - (2.9)

Diese Schreibweise 148t den direkten Vergleich mit dem klassischen Sy-
stem und damit die Abschéitzung der Quanteneffekte zu.

Im weiteren Verlauf wird nun ein Verfahren entwickelt, das es ge-
stattet, das effektive Potential V% (z,) auch fiir nicht analytisch l5sbare
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physikalische Systeme zu approximieren. Dazu wird in der euklidischen
Wirkung so umgeschrieben, daf§ sie in

Al (r)] = Ag[2(7)] + A [2(7)] (2.10)
zerfillt, mit
L
Agle(] = [ dr { a0 + 0w ) —wl} @1)
und
1B u
Afo)]) = [dr{viam) - S0 @) - P} 212

Die Wirkung (2.11) stellt diejenige eines um xy verschobenen harmoni-
schen Oszillators dar, fiir den auch in der Pfadintegralformulierung die
Zustandssumme analytisch berechenbar ist [1]. Die Frequenz Q(zg) ist
noch unbestimmt und dient dazu, das Potential V' (z,) durch eine Schar
von verschobenen harmonischen Oszillatoren anzunédhern. Das Potenti-
al in der Wirkung (2.12) bezeichnet man als Wechselwirkungspotential
(engl.: interaction potential)

Vitla) = Via) — 2 Qeo)(x — 20)°. (213)

Setzt man die Zerlegung (2.10) in (2.7) ein und entwickelt man in der
Wechselwirkung (2.12), so fiihrt das auf

700 = 2”55 § D7) 5 — o) exp {—%A?f [x(T)]} (2.14)

I, 1 0 2 1 o 3
1= LA+ oy (AR — 5 (A )

Definiert man die lokale harmonische Zustandssumme
2mh? 1
zyp =7 g § Dr(r) (7 — o) exp {—ﬁAgO[x(T)]} (2.15)

14




und die harmonischen Erwartungswerte

<Fl(l‘(7'1)) ... FN(l’(TN))>60 _ Zt%o QW]SB

X ?{Dx(T)Fl(x(ﬁ)) o Fn(2(1n))0(T — 20) exp {—%A‘g’[x(ﬂ]} , (2.16)

so lautet die obige Entwicklung (2.14)

hp
1
z“—29{1h/muwxum»%) 2.17)
0

3 KB

T / dr, / s (V2 (2 (1) VA2 ((72) ) 20

K3 BB KB

6h3/dﬁ/d72/d73 )V (x(TQ))x/iﬁg(x(T?,)))gJ+...} _

(2.17) 148t sich auch in eine Exponenntialentwicklung umschreiben

270 — 759 exp {/dﬁ 5 (2(71)), (2.18)

hp hp

#/m/m D)V ()i,

B YA Y]

/dﬁ/de/dTg V)VAZ0 (7)) V0 (2 (7)) 20, + } .

6h3

(2.17) heifit Momenten- und (2.18) Kummulantenentwicklung. Hierbei
sind die ersten drei Kummulanten folgendermaflen definiert: Die erste
Kummulante und das erste Moment sind identisch

(Vint (@(m) D ae = (Vint (2(10))) (2.19)
die zweite Kummulante entspricht der Standardabweichung

(Vint (2(m))Vine (2 (72)))0 =
(Vi (@ (r)Vint (2(72)))0" = (Viwt ((10) )" (Vine ((72)))" - (2:20)
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und fiir die dritte Kummulante gilt
)0l =
7(73)))0’
(73)))e’

)
(
Vit (2(73))) - (2.21)

GemiB Definition (2.8) wird das effektive Potential V°(z,) dabei zu

Ve () = ln 7z + / dry (V22 ()22,
R g
573 / dr / drs (Vi (2 (1)) Vid (2 (72) )35,
a8 BB Rg
6h3 / dr / d, / drs (Vi (a(72) Vi () V20 ((m3) )0 + - . - (2.22)

Da durch die Einfithrung des Parameters Q(zy) die Wirkung (2.10) nicht
veriindert wurde, wird auch das effektive Potential V* () in (2.22) nicht
von dem Parameter Q(zy) abhéngen. Bricht man die Summation jedoch
nach N Termen ab, so stellt Q(z) einen Parameter dar, der geeignet ist,
die N-te Partialsumme

N (_1)n+1

1 T
Wi (r) =~ Iz + 35 s
n=1 :

so zu variieren, dafl die gesamte Reihe (2.22) moglichst gut angenédhert
wird.

(Aigle(MD)Mee.  (2:23)

Das optimale QY () scheint dasjenige zu sein, in dessen Umgebung
die Partialsumme W{Y (z) am wenigsten davon abhingt. In der Tat zeigt
die Untersuchung der Partialsummenfolge in [1, 8, 12] fiir das Potential
V(z) = Mw?z*/2 + gx*/4 bei der Temperatur T = 0 eine mit der Ord-
nung N exponentiell schnelle Konvergenz gegen das exakte Potential,
falls fiir jede Ordnung N der Parameter QO (x¢) so gew#hlt wird, daf§ die
Veriinderlichkeit der Partialsumme W{'(z,) dort minimal wird. Zur Er-
mittelung des optimalen QY (z,) ist gemif [1] nach folgender Vorschrift
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zu verfahren. Es ist zunéchst die erste Ableitung der Approximation null-
zusetzen:

dQ(xg)

Es ist die kleinste reelle der auftretenden Losungen zu wihlen. Hat diese
Gleichung keine Losung in Q(zg), wird die zweite Ableitung nullgesetzt:

=0. (2.24)

d2W(]2v(l‘0)

R~ 0. (2.25)

Gibt es wieder kein Q(xy), das die Gleichung befriedigt, so muf} sukzessiv
zu hoheren Ableitungen iibergegangen werden. Das der niedersten 16sba-
ren Ableitung entstammende kleinste reelle Q¥ (z,) ist das gesuchte: Laut
[1] ist die Konvergenz der Partialsummenfolge gegen ihren exakten Wert
hier am besten. Fiir andere Potentiale ist die Konvergenz des Verfahrens
nicht bewiesen. Auch aus diesem Grund wird in Kapitel 6 die analoge
Entwicklung bis zur zweiten Ordnung fiir das Coulomb-Potential bei-
spielhaft untersucht.
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Kapitel 3

Berechnung von
harmonischen
Erwartungswerten

Die Anwendbarkeit der in Kapitel 2 entwickelten Variationsstérungstheo-
rie hdngt mafigeblich von den Moglichkeiten ab, die harmonischen Erwar-
tungswerte (2.16) explizit auszuwerten. Die Auswertung durch Feynman-
graphen stellt eine sehr elegante Methode dar [1],[10], die jedoch den
Nachteil hat, daf§ sie nur bei quantenmechanischen Systemen mit polyno-
mialem Potential anwendbar ist. Eine andere Methode, fiihrt die Pfadin-
tegale in (2.16) auf Riemansche Integrale zuriick. In niederster Ordnung
gibt es dazu eine einfache Verschmierungsformel [1, (5.41)], die hier zu
héheren Ordnungen erweitert wird. Sie gestattet es, die Pfadintegration
auf eine Faltung der zu mittelnden Funktion mit einer Gau-Funktion
zuriickzufiihren. Es kommen dabei zwei Methoden zur Anwendung: Die
erste folgt der Ableitung der Verschmierungsformel erster Ordnung [1].
Die zweite fiihrt das zu berechnende Pfadintegral durch Fouriertransfor-
mationen auf das losbare Pfadintegral der Zustandssumme des harmoni-
schen Oszillators mit Stromankopplung zuriick.

18



3.1 Fourierzerlegung des Pfades

Das Pfadintegral (2.16) wird iiber alle geschlossenen Pfade gefiihrt, so
daB sich der Pfad x(7) in eine Fourierreihe zerlegen 1afit:

(1) =z + i (xmei“’” + x;‘ne_i“mT) . (3.1)

m=1

Die Randbedingung z(0) = z(hf) fithrt dabei auf die Matsubara-Fre-
quenzen

wm = 2mm/hf. (3.2)
Das Pfadmaf} § Dx(7) dndert sich bei dieser Substitution nach [1, (2.311)]

7{2):0 /d:ro {/dxre / dx‘m } 27:\;;[25. (3.3)

Fiir das Pfadmaf aus (2.16) gilt somit

Dx(1)0(T — x0) d:cre d:r‘m ]\42 . (3.4)
2mh” 3

denn x, fallt auf natiirliche Weise mit dem Pfadmittel Z zusammen. Was
erhalten bleibt, sind lediglich die Integrationen iiber die Real- und Ima-
ginérteile der Fourieramplituden 2% und z'™. In den Erwartungswerten
(2.16) taucht die lokale harmonische Zustandssumme (2.15) auf, deren
Berechnung deshalb an den Anfang gestellt wird.

3.1.1 Lokale harmonische Zustandssumme

Setzt man (3.1) und (3.4) in (2.11) und (2.15) ein, ergibt sich nach
Ausfiihren der 7 - Integration in der Wirkung

+00 +o0o
00 . M 2
VASES H {/dx;‘; / dx;TL me}

X exp {—Mﬂ f; (w2, + Q2(x0)| [(210)? + (x;T)Z]} : (3.5)

m=1
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Alle Integrale sind hier Gaufischer Natur und lassen sich deshalb direkt

berechnen:
0 2

w
750 = || —_n 3.6
“ m=1 Wi, + Q%(70) (36)

Unter Zuhilfenahme der Produktdarstellung der hyperbolischen Sinus-
Funktion [3, 1.431.2]

0 22 | o2
inhx = — 3.7
sinh z :rngl 5 (3.7)
folgt mit den Matsubara-Frequenzen (3.2)
1O 2
o __ (xﬂ)ﬂ/ (38)

7 sinh iQ(20)3/2°

3.1.2 Erwartungswert fiir eine Funktion

Nach (2.16) ist fiir N = 1 der folgende Erwartungswert zu berechnen:

) 1 [27h*B
<F1('T(T1))>QO = Z(I)o M
1
X § Dr(r)Fi((r)6 (7 — 20) exp {—ﬁA;;O[x(T)]} . (3.9)
Substituiert man (3.1) und (3.4) unter Beachtung von (2.11), so folgt
+00 +o00o
Ty __ 1 Ca re imﬁng’L
(R = 5 11 {_/ dy, | d:cmT}

o0
x Fy (:ro + 2 Z (xffi COS Wy, T] — T Sin me1)>

X exp {—Mﬁ ijl (w2, + Q2 (0)] [(210)? + (ai)?] } . (3.10)

Der Integrand soll in jedem Argument auf Gaufl-Form gebracht werden.
Dazu wird die Funktion Fj(z(71)) einer Fourieranalyse unterzogen:

+00
dk; i
Fi(z(m)) = Q—;ezklxwﬂ(kl) . (3.11)

— 00
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Hierbei bezeichnet F|(k;) die Fouriertransformierte von Fy(z(r)). Setzt
man (3.11) in (3.10) ein, und trennt man Real- und Imaginérteile, so
ergibt sich

(Fi(z(m))g = Zé°m 1{/d$re / d«’flm }/%Fl(kl)

—0o0 —0o0

X exp {zklxg Mp Z [Wm + 92(1’0)] [(xffi)Q + (z)”

m=1

2ik .
il Xye COS Wy Ty — Ty sin mel)] } : (3.12)

- [wk + Q2(x0)]BM (

Hier kann sowohl in den 2™ als auch in den z!™ quadratisch erginzt
werden, was auf den Exponenten

| . o 1kq COS Wy, T ’
k1o — MBS [w2, + Q%(xo)] { (f”m T2 T Q?(svo)]lﬁM )

m=1

tky sin w,, T k2

(o G s )+ T } (319

fiihrt. Die quadratischen Terme in den Variablen 2 und z™ kénnen
nun nach Gauf integriert werden, wobei wegen (3.6) gerade dle lokale
harmonische Zustandssumme im Nenner von (3.12) kompensiert wird.
Es folgt

dkl k2 & 1
(Fy(z(1)))S —/ —F1 (k1) exp Z/ﬂﬁo—ﬁMmZ:l 2 P (0) . (3.14)
An dieser Stelle definieren wir
0 1
*(w0) = 1
a (-TO) /BM WLZZI wzn + 92(1‘0) 3 (3 5)

was sich geméf (A.11) geschlossen darstellen 148t durch

a?(zo) = L) {coth [hﬁ%(%)] . hﬁg(xo)} . (3.16)
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Es zeigt sich bei der Berechnung von Mittelwerten mit N Zeitargumen-
ten, daf es sinnvoll ist, (3.16) als Diagonalelement einer symetrischen
N x N Matrix aufzufassen. (3.15) wird sich dabei als Spezialfall einer
allgemeineren Reihe herausstellen. Mit Hilfe der Fourier-Riicktransfor-
mation

Fl(kl) = / dl‘leiiklzlﬁl(l'l) (317)
folgt aus (3.14) und (3.15) schlieBlich die Verschmierungsformel [1, (5.41)]

(Fy(z()) M] Fi(y).  (3.18)

= exp
g /\/27ra2x0 l 2a”(20)

Sie ermdglicht es, den Mittelwert (Fj(x(7)))g der Funktion Fi(z(m))
mit der Pfadintegraldarstellung (3.9) auf die Faltung mit einer Gauf}-
Funktion zuriickzufiihren, deren Breite durch a?(zg) gegeben ist. Bevor
der Erwartungswert fiir zwei Funktionen berechnet wird, betrachten wir
die sogenannte Zweipunktkorrelation

G™ (11, 1) = (x(m)2(1)) . (3.19)

3.1.3 Zweipunktkorrelation

Die Zweipunktkorrelation (3.19) erlangt in der Feldtheorie eine funda-
mentale Bedeutung, da nach dem Wick-Theorem (3.90) alle N-Punkt-
korrelationen (x(7) ... x(7w))q auf diese Grofle zuriickzufiihren sind. Zu
ihrer Berechnung werden in der Definition der harmonischen Erwartungs-
werte (2.16) mit der Wirkung (2.11) der Pfad durch (3.1) und das Pfad-
mafles gemif (3.4) ersetzt:

BMw;,
IO / dxre / d lm
ZQ m= 1

o0
X [xo + 2 Z (:L’ff; COS Wy, Ty — T Sin mel)]

m=1

GIO(TDTQ

o0
X [xo + 2 (:cff1 COS Wy, Ty — Tont sin meg)]
m=1

X exp {—Mﬁ i [w; + QQ(xO)] [(1;22)2 + (x;ff)Q]} . (3.20)

m=1

22



Wird das Produkt der Klammern in der zweiten und dritten Zeile von
(3.20) ausmultipliziert, so ergeben die Mischterme Integrale vom Typ

+00
/ dxx exp{—axQ}, (3.21)
welche verschwinden. Wir erhalten somit
+o0 —+00
1 & . BMw?
(1) = — 1 {/d:c:;; / dyim M om “’m} (3.22)
Z8 oy s . T

o0
{x% +43° [(x;‘;)Q COS Wiy Ty COS Wiy T+ (74m)? sin wy, 7 sin meg] } :
m=1

Die verbleibenden GaufB-Integrationen lassen sich mit den Formeln [19,
S. 66, Nr. 2,4]

+o0o

/exp{—an} = g (3.23)
und
+oo
/ 2% exp {—a:c2} = ﬁ3 (3.24)
J, 2/a
ausfiihren:

00 w2

G (r1, ) = — lH m ] (3.25)

2 [m Wi+ Q2(20)

9 2 & COS Wy, Ty COS Wiy T + SIN W, Ty SIN W, To
X |70+ g7 2 2 O

Wir benutzen das Additionstheorem
cos(x — y) = cosx cosy + sinxsiny (3.26)

sowie die Produktdarstellung der lokalen harmonischen Zustandssumme
(3.6) und es folgt

G (7'1, 7'2) = l‘g + (Z»,-j»,-j, (l‘o) (327)
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mit der Definition

2 & cos|wn(ry — 1))
. = 2
aT]le (xO) BM = W%@ + QQ (1‘0) (3 8)

fir j,j' = 1,2. Die Summe (3.28) wird wird fiir |7; — 7| < Af in (A.11)
explizit berechnet:

aT]‘le (370) -
h cosh [Q(l‘o)|7']—Tgl|—hﬁQ(l‘0)/2] _ 2
T i) )

wobei sich (3.16) als Spezialfall von (3.29) mit j = j' = 1 herausstellt.

3.1.4 Erwartungswert fiir zwei Funktionen

Als néichstes soll der Erwartungswert (2.16) fiir N = 2 untersucht werden.
Es tauchen schon dabei alle technischen Schwierigkeiten auf, die auch fiir
die Rechnung mit N Zeitargumenten zu bewdltigen sind. Die Ersetzung
des Pfades (3.1) und des Pfadmafies (3.4) fiihren hier mit (2.11) auf

(e ) Pt = 525 11 { [ | d;nw#}

o0
x Fy [:ro + 2 Z (:cffi COS Wy, T] — X,y SIN wmﬁ)]

m=1

(o)
X Fy [xo + 2 Z (:L’ff1 COS Wy, Ty — X, SiN wm7'2>]

m=1

X@m{_ﬂaafjp;+9%mﬂ[mgf+cﬁmﬂ}. (3.30)

m=1

Die Funktionen F} und F, mit ihren Fourierdarstellungen

R dks -
Fj(x(ry)) = gﬁfﬂkﬂéﬂ”“f (3.31)

—0o0

fiir j = 1,2 liefern eingesetzt
(Fi(z(n)) F2(2(72))) =
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1 00 —+00 —+00
: o
i ]

}/z—/z—
*(wo)] [ (@30)? + (ai)?

(xffl COS Wy, T] — Xy Sin mel)

xexp{(k1+k2x0 MﬂZ{

2iky
w2+ 2 (0)]BM

21k,
w2+ 2 (0)]BM

(xffi COS Wi Ty — :1:;;“ sin meg) } } ) (3.32)

Den Exponenten ordnet man nach Real- und Imaginérteilen und ergénzt
in diesen quadratisch. Beim Ausfiihren der zf°- bzw. r™-Integrationen
wird wieder die lokale harmonische Zustandssumme (3.5) im Nenner von
(3.30) ausgeglichen. Es verbleiben die quadratischen Ergénzungen

(B (2(m) Faa(m2) ) = /dkl %m(h)&(l@) (3.33)

1 & 1
M mz::l wi, + 22(0)

X exp {Z(kl + kg)xg —
X [(kl COS Wy, T1 + ko COS meg)2 + (ki sinwy, 1 + ko sin wm72)2] } .

Der Exponent schreibt sich unter Verwendung des Additionstheorems
(3.26) und der Summe (3.28)

. Ay (T Qryro (T
i(ky + ko) o — K2 2( 0) — k2 2( 0) — kykotr, (z0) . (3.34)

Um alle Details der Rechnung aufzugreifen, die fiir den Fall mit N Zeit-
argumenten wichtig sind, soll die Vektorschreibweise eingefiihrt werden:

._ k1 [ o
= (1) ().

Dariiber hinaus sind die Qrrs (x9) als Elemente einer 2 x 2-Matrix A(zx)
aufzufassen

Qrymy (3?0) QAryry (xU)

Aty = ( a7y (70) a7 (0) ) | (3.35)
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deren Neben- und Hauptdiagonalelemente jeweils identisch sind. Der Er-
wartungswert bekommt damit die Form

Fdky e dk
(Fi(z(m1)) Fa(z(72)))e = / - / —2F1 ki) Fy (k)
ST L7
X exp {zk Xo — §k A(a:o)k} : (3.36)
Die Funktionen F, und F, werden nun gemif
Fy(k;) = /dxjefikmﬁj(xj) (3.37)

mit j = 1,2 riicktransformiert. Sind die neuen Variablen z; auch in
Vektorschreibweise gehalten, so folgt

(Fy(2(n) Byl (m)i = / ik / = / i / TR F () Fa(v2)

X exp {z’kT(xU —y) — 5kTA(a:O)k} : (3.38)

In (B.9) wird gezeigt, daB fiir nichtsingulire Matrizen A und beliebige
Dimensionen N das Gaufl-Integral

dVk T T
/ Gy P {zk y — —k Ak} (3.39)
m
die Form hat
1 )
G aet(A) exp{ 5y (A )y . (3.40)

Dabei stellt A~! die zu A inverse Matrix dar. Auf (3.38) angewandt,
ergibt sich das Resultat:

+oo —+00

To 1
DRI = o / dyl_zo Ao F (1) Falye)
x exp { =3 (v = x0) A7 @)y - xO>} . (3.41)
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3.1.5 Erwartungswert fiir N Funktionen

Die Verallgemeinerung auf N Zeitargumente ist direkt ablesbar. An die
Stelle der Formel (3.34) tritt deren N-dimensionales Pendant

(Fi(z(n))... Fn(z(v))e = 11 { %ﬁ'(kj)}

sl o2r 7
X eXp{iink]’— = i =
j=1 BM 5= wi + 22 (o)
N 2 N 2
X { [Z kjcos (wmTj)| + Z k; sin (wmrj)] }} : (3.42)
j=1 j=1

Die Vektoren k, xy und y sind nun N-dimensional:

ky To (2

. Xg:i= ) , Y= . . (3.43)

Aus der friiheren 2 x 2-Matrix A(xy) wird nun eine N x N-Matrix mit
den Komponenten (A(z¢));j := ar, (o). So 1aBt sich (3.42) kompakt
schreiben als

(Fi((r) - (a(m))}i = H{ Z—I:Fj(kj)}

X exp {ikTXO - %kTA(xO)k} . (3.44)

Die Funktionen Fj werden nach (3.37) fiir alle j = 1,..., N riicktrans-
formiert, und wir erhalten nach den k;-Integrationen mit Formel (3.40)
das Ergebnis

! N (400
FlfL’Tl ...FN,I‘TN 60: d]}?] j
(Fi(z(m)) (z(w))) \/(QW)Ndet(A(IU))jl;[l{w y (y)}
X exp{—%(y—xo)TA_l(xg)(y—xo)} ) (3.45)



3.2 Interpretation der Matrixelemente

Wie lassen sich die Matrixelemente a,, (wp) interpretieren? Zunichst
erhdlt man fiir den Erwartungswert des Ortes durch Anwendung von
(3.18) unmittelbar, daf

(x(1))§ = xo. (3.46)

Setzt man desweiteren in (3.41) die Funktionen
Fl(x(ﬁ)) :x(ﬁ) — Xo , FQ(Z‘(TQ)) :x(TQ) — X (347)

ein, so resultiert fiir die Kreuzkorrelationsfunktionen mit den Ergebnissen
aus (3.27) und (3.46)

([2() = wol[z(7y) — mo])y =
<x(7—j)x(7—j’)>6o N <x(7—j)>60 <x(7-j’)>gfgzo = Qg (xo) . (3.48)

Die Gleichung (3.48) gibt a,,.. (ro) = a” die Bedeutung der Standardab-
weichung der Koordinate z(7) beziiglich der Mittelung durch (...)¢.

Einen weiteren interessanten Zusammenhang geben folgende Uberle-
gungen. Im ersten Kapitel, Formel (1.25) wurde der Erwartungswert eines
Operators F' im quantenmechanischen statistischen Ensemble angegeben.
Die Fluktuationen sind dabei sowohl thermischer als auch quantenmecha-
nischer Natur. Um den reinen Quanteneffekt ablesen zu kénnen, schreibt
man (1.25) um zu

2

T
201

~ 1 +o0 B
Pa= 2 [
<>q \/F()tdfoo xre
2

« [ \/217r_a / ;wduF(uH)e%] | (3.49)

wobel « definiert ist durch

@ = Qqu — Qg
L N Ay pa (3.50)
= oMw | T Rw2 [ '

Die Definition von « stimmt mit dem Ausdruck fiir a®> wie in (3.16)
gegeben iiberein, wenn dort Q(zy) = w gewéhlt wird. Hier zeigt sich
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die volle Bedeutung der Diagonalmatrixelemente a?: In der ersten Zeile
von (3.49) wird wie im klassischen Fall (1.14) die Mittelung iiber die
thermischen Effekte vollzogen. Daraus folgt, dafl die zweite Zeile gerade
die reinen Quanteneffekte beriicksichtigen muf. Die Grofle ¢ taucht in der
zweiten Zeile als Parameter auf, der in der ersten Zeile die Bedeutung der
klassischen Ortskoordinate erhilt. Insbesondere 148t sich im Ausdruck

+00 w2
duF(u + q)e 3 3.51
vorrd BRKCCACR (3.51)
die in « enthaltene Frequenz w als von der “klassischen” Koordinate ¢
abhéingig betrachten w = w(q). Dadurch gewinnen wir die volle Analogie
zur Verschmierungsformel (3.18) und konnen sie als Erwartungswert der
Funktion F}(z(r)) beziiglich der reinen Quanteneffekte interpretieren.

3.3 Fouriertransformation der zu mitteln-
den Funktionen

Eine andere Methode fiir die Auswertung der harmonischen Erwartungs-
werte (2.16) 1aBt die Pfade unangetastet. Sie basiert auf einer exakt
l6sbaren Form des Pfadintegrals, die durch Fouriertransformation der
Funktionen Fj(x(7;)), j = 1,..., N und der Diracschen Delta-Funktion
§(T — o) erreicht wird. Es handelt sich bei dem Pfadintegral um die Zu-
standssumme eines harmonischen Oszillators mit Ankopplung an einen

duferen Strom j(7), das analytisch 16sbar ist. Fiir allgemeine Strome j(7)
gilt (vgl. Anhang C)

7{2950 7) exp ——Affo (P)] + / dri(r) [2(r) — o] b (3.52)
. h3  hB
= 2sinh A0 (w) /2 Y 2Mh/ dT/ dr'j ()i ()G, 7)

mit der Greens-Funktion des harmonischen Oszillators mit der Frequenz
Q(xp), die periodischen Randbedingungen geniigt (vgl. Anhang C):

cosh [Q(zo)|T — 7’| — hBQ(x0) /2]

G ) = 0 () sinb A0 2

(3.53)
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Es soll sofort der allgemeinere Fall mit N Zeitargumenten betrachtet wer-
den, dessen Ausgangspunkt wie oben die Pfadintegraldarstellung (2.16)
ist. Hier werden die Funktionen Fj(x(7;)) abermals als Fourierintegrale
geschrieben, also

/dy] (y5) / ] ki [#(7i)—vj] (3.54)

mit j = 1,..., N. Dariiber hinaus wird die Delta-Funktion nach Fourier
entwickelt:
r du

27r

— 00

§(T — x0) = ehu(@-zo) (3.55)

Setzt man dieses in (2.16) ein, so gelangt man zu

(Fi(z(n)) ... Fy(z(rw)))e’ = zlggo \/;;Tz@ +/oodu
{ 1/dy] (%5) / dk; ki (yj—eo) }7{1);3 exp{_Axo[ ()

+%0/d7 (% +]§ihka‘5(7 - Tj)) [z(7) — ﬁo]} : (3.56)

Das zu berechnende Pfadintegral umfafit nun lediglich die beiden letz-
ten Zeilen von Formel (3.56). Der letzte Term im Exponenten wird als
zeitabhingiger Strom j(7) identifiziert:

j(r) = % + iihkjé(T — 7). (3.57)

Mit der Greens-Funktion (3.53) und dem Strom (3.57) ergibt der Expo-
nent in der zweiten Zeile von (3.53) nach Ausfithrung der Zeitintegratio-
nen

1 N q N N
_WUQ ZﬁMgp T oM ZZG%,T] (3.58)

]:1 J’:l
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Einsetzen dieses Ergebnisses in (3.56) liefert

(Fi(@(n)... En(e(mv))a’ = thgo 2 sinh hﬂlﬂ (0) /2\/7 / du
S e e e o,

—00

N R NN
ZﬂM(ﬂ U — ZMZZGT],T] Nk } (3.59)

=1 j=1j'=1

Die u-Integration kann jetzt mittels quadratischer Ergénzung durchge-
fiihrt werden

<F1(x(7-1)) o FN(x(TN)»gO - Zléo sinhzg%/(io)h

{ﬁ 70dy] (15) /C;k }exp{—iékj(y]

J 1—00 —0o0
1M XN 1
—— kikj .
PP [ ") 6MQ2] (3:00)

An dieser Stelle enstehen dieselben Ausdriicke o (x9), die schon in den
vorhergehenden Rechnungen auftraten. Nach (3.29) und (3.53) gilt dabei

h 1
MG(TJ', T]‘I) — W = GT]T,(I'O) (361)
Auflerdem ist der Vorfaktor
hpQ/2 1

3.62
Z5 sinh hpQ(xg) /2 (3:62)
wegen Gleichung (3.8) gerade eins. Es dient der Ubersichtlichkeit, analog
zu (3.43) die Vektorschreibweise einzufiihren und die Q1 (x9) zu einer

N x N-Matrix A(zo) := (ar,r, (o)) zusammenzufassen, denn so gewinnt
(3.60) die einfache Form

(F\(2(n)). .. Fy(z /d y{HF " }

X / (ZZ)VN exp {ivT(xo -y)— %VTA(l‘O)V} : (3.63)
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Mit Hilfe von Formel (B.9) erhélt man erneut das Ergebnis (3.45) das in
Komponentenschreibweise folgendermaflen lautet:

(Fi(z(r1)) ... Fn(z(mn)))g = {H / dijj(yj)} \/(QW)Ndit(A(x )

X exp {_% Z Y LA (o) (5 — o) (w5 — %)} : (3.64)

Natiirlich reduziert sich (3.64) fiir N = 1 auf die Form (3.18), denn die
Inversion einer eindimensionalen Matrix ist trivial. Entsprechend liefert
(3.64) fiir N = 2 das friihere Ergebnis (3.41).

3.4 Spezielle Erwartungswerte

Um die Verschmierungsformel zu illustrieren, aber auch um einige fiir die
Anwendung im Kapitel 6 wichtige Ergebnisse zu erhalten, werden hier
Spezialfille von (3.64) betrachtet.

3.4.1 Auswertung des Erwartungswertes fiir zwei
Funktionen

Ausgangspunkt ist die Formel (3.41). Sie ergibt mit den Translationen
y; — y; — o fiir j = 1,2

(Fi(z(n))Fa(z(12))e = \/(27r)2d(13t(A(:c ) dyi / dys
X Fiyn + o) Bl + o) exp {5y A7 woly} . (3.69)

An dieser Stelle ist die zu A(xg) (3.35) inverse Matrix A~'(x¢) zu bilden,
was in 2 Dimensionen leicht fallt:

AL (zg) = 1 (x0)< Ariry (T0)  —0rr,y (20) > (3.66)

a72'1 T (LL‘O) - a72'17'2 —Onm (3?0) iy (370)
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Die Symmetrie von A(zg) in der Haupt- und Nebendiagonalen iibertréigt
sich dabei auf die Inverse A~ (). In Komponentenschreibweise ausge-
driickt lautet der Exponent von (3.65)

1

a2, (wo) — 2, (w0

)] {(y% + y%)ann (1'0) + 2y1y2a7172 (1’0)} . (367)

Nach einer quadratischen Ergénzung in y, und einer Variablensubstitu-
tion folgt

(Fi(z(m))Fy(z(m)))y = \/(27r)2[a2 (i ()] /dy1F1(y1)

+o0
1 Qry 7 \T
Xexp {—7@1—«’750)2} /dy2F2 ly2+$o+7( 0)(3/1—500)]

2a7’1‘l’1 (3?0) Qrymy (xU)
Qryy (3?0) 2}
Xexp {— . 3.68
{ﬂ@m@w—ﬁnum% (3.68)

Von (3.68) ausgehend werden nun die Erwartungswerte von Funktionen
Fi(x) = (z — )" (3.69)
und
Fy(x) = (x — xo)™ (3.70)

mit positiven ganzen Zahlen n, m betrachtet.

3.4.2 Spezialfall: Fy(z) =1

Fiir Fy(xy) = 1 folgt aus (3.68) nach Ausfiilhrung der GauB-Integration
die Verschmierungsformel (3.18). Jede dieser Potenzen (3.69) hat nach
(3.18) und einer Variablentranslation um zy den Erwartungswert

([a(m) — zo]")o0 = —— +/oodm" exp {—“’”72} (3.71)

27T a7, (T0) 207, 7, (o)

— 00

Die Erwartungswerte ungerader Potenzen verschwinden demnach, da die
GauB-Funktion gerade ist. Fiir alle geraden natiirlichen Zahlen n gilt
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allgemein [19, (S. 66, Nr. 2)]

/ drz" exp{—a:c2} _ L3y (3.72)

mit a > 0. Damit folgt fiir die geraden Potenzen

(e(m) — o™ =1-3...(n — 1) a2 (wo) . (3.73)

T1T1

3.4.3 Spezialfall: Fy(z) =z — z9
Aus (3.68) folgt zunidchst durch Ausfiihren des y,-Integrals
ro __ aTlTZ (1‘0) o
(Fi(a(m)le(r) —wl)e’ = 772 SR@m)en) — s (3.74)

fiir beliebige Funktionen Fi(z). Das bedeutet wegen (3.73), daf (3.74) fiir
Funktionen (3.69) mit geradem n verschwindet. Fiir ungerades n folgt

([x(m1) — wo]"[x(T2) — wo])y =1-3...n A (:L'g)a("_l)/Q(xo) . (3.75)

3.4.4 Spezialfall: Fy(z) = (z — z¢)?
Fiir allgemeines Fi(xg) folgt aus (3.68)

<muvmmwﬁ—mm3:{1—%ﬂgﬁ}mamxﬂ@m»w

02, -, (%0)

—2 S (Fi(a(n) () — @) (3.76)

Dieses Ergebnis mit (3.73) zusammengenommen liefert fiir F(z) in der
Form (3.69) mit geradem n die Formel

(le(r) = aulla(r) ~ i = {1 - Smm] .17
a2, ., (7o)

x1-3...(n—1) a2/ (zg) + L2
Zo

T1T1

1-3...(n+1) a™2/2 (1),

T1T1
T1T1

wahrend der Ausdruck fiir ungerades n verschwindet.
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3.4.5 Spezialfall: Fy(z) = (z — x¢)3

Hier gilt die allgemeine Form

(Fi(x(m))[z(r2) — 2] )& = {1 _ a7, , (o)

a?rl’rl (l‘o)

<A ) e(r) 2 + 22N () a() -

Es folgt daraus mit den Formeln (3.69), (3.73) (3.69)

([(r1) — o] [(m2) — 7Y = Bap,ry (o) {1 _ y}

a?rl’rl (l‘o)

3
x1-3...nal" "2 (zq) + a“”i(xo)l 3. (n+2) a2 (24) (3.79)

} Sarn(z)  (3.78)

fiir ungerade n, wéhrend die linke Seite von (3.79) fiir gerade n verschwin-
det.

3.4.6 Spezialfall: Fy(z) = (z — 20)*

Es gilt schliefllich fiir allgemeine Funktionen Fj(z)

317-1 (xU) - 03'17'2 (xo)]Q <F1(x(7_1))>10

Q
a72'17'1 (l‘o)
2

+onn s G0 =m0 ) () -

a Eii; (Fu(a(m) () = wo] i (380)

Die erneute Spezialisierung von Fj(zq) auf (3.69) ergibt mit (3.73) das
Ergebnis

la

(Fi(a(m))[z(r) — zo]')e = 3

[ (1) —ao]" [ () — 0] i =
(a2, (z0) —a?,, (z0)]?
a72'17'1 (SEg)

07,1, (0) 107, (0) — a7, (%0)]
612 TIT1 T1T2 1-3... 1 (n+2)/2
+ aim (1'0) (n * )aTITl (xO)

(
3

1-3...(n—1) a2 ()

T1T1

1-3...(n+3)al™/2(z) (3.81)

7,7, (o) o
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fiir gerades n, wihrend die linke Seite fiir ungerades n verschwindet.

Diese Resultate, hier nur unter Verwendung der Verschmierungsfor-
mel abgeleitet, lassen sich durch das sogenannte Wick-Theorem auf ele-
gantere Weise berechnen, das im Anschluf§ behandelt wird.

3.5 Wick-Theorem

Nach dem Wick-Theorem lassen sich die sogenannten Ortskorrelationen
(x(11)...2(1n)) beziiglich eines harmonischen Erwartungswertes (...)
durch Paarkorrelationen (x(7;)z(7;)) mit j, ;' = 1... N ausdriicken:

<x(7'1). . .SL‘(TN)> = Z (:1:(7',,(1)):1:(7',,(2))>. . .<x(Tp(N_1))x(Tp(N))> . (3.82)

Paare

Zu summieren ist dabei iiber alle (N —1)!! Paare aus N Zeitargumenten.
Fir N = 4 gilt z.B.:

(@(n)a(re)a(rs)x(na)) = (w(m)a(r2)) (2 (75) 2 (7))
+H(m)a(rs)) (@ (r)e(r)) + (@(n)e(ra) (@ (r)x(rs)) . (3.83)

3.5.1 Harmonische Erwartungswerte

Der Erwartungswert sei zunéchst definiert durch

= § D) e {2 Aala()]} (3.84)

mit der euklidischen Wirkung des harmonischen Oszillators

7)) = 7617 {%93(7)2 + %w%(T)Q} (3.85)

und der Zustandssumme Z nach (2.1). Zum Beweis von (3.82) beziiglich
dieses Erwartungswertes definiert man das sogenannte erzeugende Funk-

tional
Z[j 7{2):0 ) exp { /dm } . (3.86)
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unter erneuter Verwendung von (2.2). Mit (3.86) 148t sich die linke Seite
von (3.82) darstellen durch

) J .
T .hmZ[j (T)]] . : (3.87)

Hier steht stn) mit n = 1,... N fiir die Funktionalableitung nach dem

Strom j(7,). Im Anhang (C.15) wird gezeigt, da8 (3.86) die Form hat

"8 KB
1 1 ! - I\ - /
2sinhwhf/2 P {2Mh O/dT 0/ dr'j(r)G(r,7")j(r )} (3.88)

mit der Greens-Funktion (C.19). Die Berechnung von (z(7;)z(7;/)) zeigt

Glryy1y) = S-{a(m)alry)) (3.80)

so dafl durch Anwendung der Produktregel fiir Funktionalableitungen
aus (3.87) das Ergebnis (3.82) folgt.

21

3.5.2 Lokale harmonische Erwartungswerte

Beziiglich der lokalen harmonischen Erwartungswerte aus (2.16) gilt das
Wick-Theorem in der Form

([z(r) =mo] .. [2(7) =m0}’ = PZ ([2(7p01)) = 2ol [(Tp(2)) = T0])’
(1) = wol[# (7o) — o) - (3.90)

Zum Beweis wird hier das erzeugende Funktional

210 =\ 222§ Do) b - )

k3
1 1
exp {hAQ [z(7)] + z O/de(T)[l‘(T) - xg]} (3.91)
mit der Wirkung (2.11) definiert, so daf} die erste Zeile von (3.90) durch
2 g i S )] 3.92)
“ 67(71) o 67 () . j(1)=0 .
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ausgedriickt werden kann. Im Anhang (C.25) wird gezeigt, da8 (3.91) die
Form [22]

() — _Ua0)hB/2
Z[(1)]g = sinh Q(z0)h6/2
L

g
X exp {22 [ dr [ ari@) () = adllalr) - x01>a°j<f'>} . (399

besitzt, woraus durch Anwendung der Produktregel fiir Funktionalablei-
tungen (3.90) folgt.
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Kapitel 4

Diskussion der
Approximation W) (z()

Der erste Term in der Summe (2.23) ist das exakte effektive Potential des
harmonischen Oszillators. Alle nachfolgenden Terme liefern Korrekturen
im Hinblick auf das zu approximierende effektive Potential. Die erste
Néherung des effektiven Potentials W (7o) lautet nach (2.23)

1 1
Wa(o) = 3 In Zg" + ﬁ@‘lﬁ&(a?(ﬁ)»?ﬁc- (4.1)

Der Index ¢ kann hier auch fallengelassen werden, weil wegen (2.19) die
erste Kummulante mit dem ersten Moment iibereinstimmt.

4.1 Feynman-Kleinert-Variationsansatz

Historisch wurde dieser Spezialfall der Variationsstérungstheorie durch
einen Ansatz von Feyman und Kleinert gefunden [1]. Dieser Ansatz lie-
fert eine obere Schranke fiir die lokale Zustandssumme, indem auch hier
ein um z, zentrierter harmonischer Oszillator als Vergleichssystem ange-
nommen wird

770 =4 2”]@25 § D7) 5@ — ) exp {—%A[x(f)]} (4.2)

A= Agla ()] + A [z(7)], (4.3)

mit
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wie in (2.11) und (2.12) definiert. Teilt man die Gleichung durch die
lokale harmonische Zustandssumme Z3°, erhélt man unter Verwendung
der Definition der Erwartungswerte (2.16)

7 = (e (-t} ) (1.9

Q

Dabei stellt der harmonische Erwartungswert

20 1 [2nR?B
Q
1
><fpx@y”5@—qmen{—ﬁAgu@n} (4.5)
ein Ma mit der Normierung (1) = 1 dar, das der Jensen-Peierls-

Ungleichung [1, S. 233 ff.] geniigt:
(e®) > el (4.6)

Angewandt auf (4.4) heifit das

1
7% > 7 exp { - (Amla(r)Di ) (47)
und fiir das effektive Potential (2.8)
Vo (29) < — - In 220 4 — (AT [u(r)])20 . (4.8)
— /8 Q hﬁ int Q

Diese obere Schranke ist offensichtlich identisch mit der ersten Ndherung
der Variationsstorungstheorie W (o) in (4.1).

4.2 Variationsstorungstheorie erster Ord-
nung

Viele der nachfolgenden Betrachtungen beruhen auf der N#herung von
W4 (xo), weshalb hier noch ein paar Definitionen getroffen werden sollen.
(4.1) hat unter Verwendung der Definitionen der Wirkung in (2.12), des
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Erwartungswertes (3.18) und der lokalen harmonischen Zustandssumme
(3.8) die Gestalt:

M
W(zy) = F3o — 392(3:0)(% + Vi (z0) (4.9)

wobei die einzelnen Beitrige die folgende Bedeutung haben: Der erste
Summand in (4.9) wird in Anlehnung an die thermodynamische Bezie-
hung F' = —% In Z auch lokale harmonische freie Energie genannt

Fy: = —%lnzgo
_ ll lsinh(hQ(wo)ﬁ/Q)]

n
p hQ(20)3/2

wéhrend im zweiten Term der Erwartungswert
{(z(r1) — 20)2)E = a*(z) , (4.11)

als Spezialfall von (3.48) fiir j = j' = 1 auftritt. Die Faltung des Poten-
tials bekommt schlieBlich die Bezeichnung V2 (z¢):

Va2 () ::ZO\/#WV(ZI) exp{—(g(;iéz);}- (4.12)

Die Extremalbedingung (2.24) wird fiir N = 1, wenn wir W} () sowohl
als Funktion von Q(z) als auch von a?(x,) auffassen

(4.10)

dWi(xg)  OW(ze) | OWq(xo) Da*(x0)
i(re)  0ze) T 0a2(zo) 00zy) O (4.13)

OWi(zo)
00 (z0)
der Formel (3.16) ist. Es reicht also, zu fordern

wobei die Ableitung identisch verschwindet, was eine Konsequenz

%27(1;0) — 0 . (4.14)
Setzt man (4.9) ein, so folgt
Q (1‘0) - M 3@2(x0) ) (415)

41



und mit der fouriertransformierten Form der Faltung von (4.12)

Vs (o) = 70%?(/{) exp {z’kxo _ @} (4.16)

148t sich (4.15) auch darstellen durch

@ (r0) = 2 V(o) (417
zg) = — = Vaz(x0) . :

0 MB:U% R

Sowohl (4.15) als auch (4.17) stellen damit die Bestimmungsgleichung fiir

Q(z) in der Variationsstérungstheorie erster Ordnung dar.

4.3 Temperaturabhingigkeit der Fluktua-
tionsbreite

Nun werden die beiden Grenzfille hoher und tiefer Temperaturen unter-
sucht, zwischen denen die Theorie sowohl in den Matrixelementen a?(z¢)
als auch in den Niherungen der effektiven Potentiale WY (z,) stetig inter-
poliert. Deshalb wird hier die Temperatur wieder explizit in Erscheinung
treten, die iiber Gleichung (1.8) mit # zusammenhéngt. Begonnen wird
mit den Diagonalelementen a?(z), da diese in Kapitel 3 so anschaulich
interpretiert werden konnten.

4.3.1 Hochtemperaturgrenzfall
(klassischer Grenzfall)

In diesem Grenzfall wird die Fluktuationsbreite a®(zy) in (3.16):

h2
. 2 _ . _
Tlgr;oa = 71520{712 T +O(1/T)} =0 (4.18)

mit einem Ausdruck O (1/T) der fiir grofie T stérker als 1/T gegen Null
strebt. Das bedeutet, dafl die reinen Quanteneffekte neben den thermi-
schen Fluktuationen unbedeutend werden, wie schon die Formeln (3.49)
und (3.50) zeigen. Es liegt also der “klassische Grenzfall” vor.
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4.3.2 Tieftemperaturgrenzfall
(quantenmechanischer Grenzfall)

Formuliert man a?(z,) unter Verwendung von Exponentialausdriicken

02 (z9) = h {exp [h(xg) /2kpT) + exp [—h8 (o) /2kpT] }
O T oMQ(x0) | exp [AQ(xo)/2kpT] — exp [—h(xo) )2k T]
__ ksT 4.19)
MQ(x0)?’ (4
so folgt der Grenzwert
o L h ksT
pp (o) = i {2Mﬂ<xo> 3y O (T)}
h
= Sy (4.20)

unmittelbar. Natiirlich muf§ auch die Selbstkonsistenzgleichung (4.15)
bzw. (4.17) zur Bestimmung von Q(zy) im Grenzfall T — 0 geldst werden.
Die Fluktuationsbreite (4.20) riihrt nur von quantenmechanischen Effek-
ten her, da im selben Grenziibergang geméfl Formel (1.15) die klassischen
Fluktuationen verschwinden. Es handelt sich also um den “quantenme-
chanischen Grenzfall”. Das Verhalten von a?(zg) im gesamten Tempera-
turbereich wird in Abbildung 4.1 zusammengefafit.

4.4 Temperaturabhingigkeit der Approxi-
mationen des effektiven Potentials
W (wo)

Die Temperaturgrenzwertbetrachtung gibt die Mdoglichkeit zur Bewer-
tung der Giite der Theorie. Es zeigt sich, daf} fiir den Hochtempera-
turgrenzfall jede Approximation des effektiven Potentials (2.23) gegen
dessen exakten klassischen Wert (2.8) strebt. Ist das Potential des zu
Approximierenden Systems hinreichend glatt, so strebt auch das quan-
tenmechanische effektive Potential gegen das exakte klassische Potential
[1, S. 122 ff.], so daB jede Approximation der Zustandssumme exakt wird.
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all(T)

Abbildung 4.1:  Die Temperaturabhingigkeit der Fluktuationsbreite
(5.16) fiir festes Q(xg) = 1. Die Masse betrigt M = 1, und es wurden
natiirliche Einheiten verwandt. Gut zu erkennen sind die durch (4.18)
und (4.20) beschriebenen Temperaturabhingigkeiten proportional zu —T
fiir kleine Temperaturen, bzw. proportional zu 1/T fir grofie Temperatu-
ren.

Diese Vorraussetzungen sind fiir das im Ursprung singuldre Coulomb-
Potential jedoch nicht gegeben. Im Tieftemperaturgrenzfall trigt die N-
te Approximation des effektiven Potentials (2.23) nur in den Minima der
Sattelpunksapproximation bei und gewinnt dort die Bedeutung der N-
ten Approximation Grundzustandsenergie (vgl. 4.4.3). Fiir intermediére
Temperaturwerte vermittelt die Theorie stetig.

4.4.1 Hochtemperaturgrenzfall

Um die Approximation des effektiven Potentials W{ () zu untersuchen,
soll in einem ersten Schritt die Ndherung W (x) wie in (4.9) betrachtet
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werden. Aus (4.10) wird im Grenziibergang

g {rar [
} . (4.21)

. 1/ 10 \°
= %Eﬁo{kBTln Hé(%BT)

Die Regel von 1'Hopital zeigt, dafl (4.21) verschwindet. Der zweite Term
in (4.9) trégt wegen (4.18) ebenfalls nichts zur Approximation des effek-
tiven Potentials bei. Die Faltung (4.12) schlielich wird nach der Varia-

blensubstitution u := y/y/a?(zo) wegen (4.18)

+00

) du u?
Jlgrol(t EV(U\/aQ(xU) + xg) exp <—?> = V(zo), (4.22)
so daf} gilt
lim WY (wo) = V(z) . (4.23)
T—o0

Schon die erste Ndherung liefert also das exakte klassische Potential,
wie der Vergleich mit (1.9) zeigt. Das legt die Vermutung nahe, daf§ die
hoheren Terme der Entwicklung (2.23)

(_1)n+1kBT x T T
o Amle(m)] A2 (7)ol (4.24)
mit n = 2,..., N im Grenziibergang hoher Temperaturen verschwinden,

denn die Annahme ist, daf} die Variationsstérungstheorie konvergiert: Die
erste Ordnung (4.23) ist fiir den Hochtemperaturgrenzfall unabhéngig
vom Variationsparameter, so daf} diese Approximation fiir jedes Q(zg) die
beste ist. Nichtverschwindende héhere Korrekturen wiirden die Ndherung
jedoch im Widerspruch zur Konvergenzannahme verschlechtern. Das Ver-
schwinden der Korrekturterme (4.24) soll auch formal begriindet werden.
Sie beeinhalten nach (2.22) N Zeitintegrationen, die unter der Annahme
eines beschrinkten Intgranden abgeschitzt werden kénnen durch

_h_ _h_
)yl T kpT kT
(A kT i,hnB [ [ anVi ). Vi),
) 0 0
C
< (4.25)
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Es folgt hieraus, daf§ die Korrekturterme (4.24) im betrachteten Grenzfall
keinen Beitrag zum Potential W () leisten. Betrachten wir noch die
Bestimmungsgleichung (4.17) fiir die optimale Frequenz (z) in diesem
Grenzfall. Sie wird einfach zu

2 0

(20) = 3752V (70) (4.26)

d.h. man erhélt einen endlichen Wert fiir Q(z).

4.4.2 Tieftemperaturgrenzfall

Fiir die allgemeinen Matrixelemente a,;-, (o) in (3.29) gilt bei tiefen
Temperaturen:

: h
71}1}1’(1) Q/TjTj, = W(gjo) exp {—Q(x0)|7'1 — T2|} . (427)

Nun berechnen wir W(zo) in diesem Grenzfall. Fiir die lokale harmoni-
sche freie Energie F(° gilt

F3° = kgT'1 kgT'1 h 4.28
o = ksl [hQ(mO)] Fhstn {Sm [ okt |0 )
und mit der Regel von I'Hopital

: To __

%1_% F3° = hQ(x)/2. (4.29)

Es folgt dann unter Verwendung von (4.20) fiir (4.9)
) 1
lim W (o) = ZhQ(xU) + Vi (z0) . (4.30)

Die zu l6sende Bestimmungsgleichung fiir Q(z), gegeben durch (4.17),
nimmt in dieser allgemeinen Betrachtung keine vereinfachte Form an. Die
hoheren Korrekturen in W' () sind entsprechend mit (4.27) auszuwer-
ten.
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4.4.3 Zusammenhang zwischen dem effektiven Po-
tential und der Grundzustandsenergie bei
T=0

Im Tieftemperaturgrenzfall 148t sich mit Hilfe der Sattelpunktsapproxi-
mation ein fundamentaler Zusammenhang zwischen der N-ten Approxi-
mation des effektiven Potentials W (x) und der dazugehérigen Grund-
zustandsenergie Ey des Systems herstellen, falls W{' (z,) ein lokales Mi-
nimum im Punkte z.,;, besitzt. Der Zusammenhang lautet

lim W (2min) = En . (4.31)

T—0

Zum Beweis von (4.31) geht man von der N-ten Approximation der Zu-
standssumme in (2.9) aus:

[ 7
In = m_lo dx exp{—BWéV(xg)} : (4.32)

Der Exponent im Integranden wird nach Potenzen von 6z := zy — Ty
entwickelt, was auf

+00
Zy = exp { =W (2in) } ,/% ) / dzg exp {BVY) (@umin) 2

2
ox N

SOV ) 5y~ BV i) .| (433

fiihrt. Im Minimum von W (), also im Punkte Ty, verschwindet die
erste Ableitung

(W) (min) =0, (4.34)
wahrend die zweite Ableitung
(W) (#min) > 0 (4.35)

positiv ist. Die Approximation der freien Energie ist durch

1
FN:_BIHZN (436)
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gegeben. Sie wird mit (4.33) und der Substituition u := /3d0x

1 M
FN:Wg(xmm)—Bln m
1 e w? 1 ud
—Bln {[O du exp [—(Wg)"(a:min)a—B(Wg)'"(:cmin)a — .. ]} (4.37)

Fiir den obigen Grenzfall repriisentiert sie jedoch die Grundzustandsener-
gie des Systems:

71“11;% FN = EN . (438)

Unter der Annahme, dafl in diesem Grenziibergang Wy (zmin) und alle
Ableitungen W ¥ (2,m) mit & = 2,3,... beschriinkt bleiben, folgt fiir
T — 0, bzw. nach (1.8) im Grenzfall 3 — oo, die Formel (4.31).

Um die Vorraussetzung der Existenz eines lokalen Minimums von
Wi (xp) zu illustrieren, legen wir ein gerades Potential V' (z) = V(—x)
vor. Die Betrachtung der harmonischen Erwartungswerte in (3.64) zeigt,
dafl in ihren Argumenten gerade Funktionen Fj(y;) mit j =1,... N auf
in den Variablen z, gerade Erwartungswerte fithren. Man iiberzeugt sich
davon, indem man in jeder Integrationsvariablen von (3.64) eine Varia-
blensubstitution durchfiihrt, gemifl §; = —y;. Beachtet man dariiber
hinaus die Definition von A{%[z(7)] in (2.12), so folgt, daB die hoheren
Korrekturen von W{(z) in (2.23) gerade im Argument z sind, falls
V(z) gerade in z ist. Wird Q(zq) gerade gewi#hlt, werden damit die
selbstkonsistent zu lésenden Bedingungen (2.24) bzw. (2.25) erfiillt, so
daf} schliefflich auch W{'(z) eine gerade Funktion in z, ist. Dann aber
verschwinden die erste und alle hoheren ungeraden Ableitungen in der
Entwicklung (4.33), was ein Extremum sicherstellt. Ob es sich dabei um
ein Minimum handelt, mufl die Untersuchung im Einzelfall kldren.

Was aber bedeutet Formel (4.31)7 Es soll noch einmal betont werden,
daf} die Approximation eines Potentials V() durch (2.23) mit einer gan-
zen Schar von harmonischen Oszillatoren erfolgt. Fiir Potentiale deren
N-te Approximation W2 (7) ein Minimum besitzt, wird im Grenzfall
tiefer Temperaturen dagegen nur ein einziger Oszillator benutzt, ndmlich
der mit xg = i, denn die Integration iiber das Pfadmittel x, fillt laut

48



(4.31) einfach weg. Das bedeutet, daf§ die in der Zustandssummenformu-
lierung gewéhrte Freiheit, Q(zy) als von zy abhingig zu betrachten, fiir
tiefe Temperaturen nicht genutzt wird und eine alternative Formulierung
der Variationsstorungstheorie mit von vornherein als konstant angenom-
menem 2 dasselbe Ergebnis liefern muf3.

In der Tat wird in [1, s. 177 ff.] allgemein bestéitigt, dal die Varia-
tionsstorungstheorie fiir die Energieeigenwerte und die Variationsstor-
ungstheorie fiir die quantenmechanischen Zustandssumme fiir ein kon-
stantes Vergleichspotential Mw?z?/2 in der jeweils N-ten Approximati-
on des Grundzustandes iibereinstimmen. Diese Eigenschaft wird in den
Kapiteln 7 und 8 am Beispiel des Coulombsystems iiberpriift. Dieses ist
moglich, da die ersten beiden Aproximationen des effektiven Potentials
vom Coulombsystem W{ (zy) mit N = 1,2 tatséichlich ein Minimum bei
ro = 0 besitzten.

Im n#chsten Kapitel entwickeln wir deshalb die Grundlagen der Varia-
tionsstorungstheorie zur Approximation der Energieeigenwerte.
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Kapitel 5

Variationsstorungstheorie fiir
die Energieeigenwerte

Die Variationsstérungstheorie fiir die Energieeigenwerte ist eine Weiter-
entwicklung der zeitunabhéingigen Storungstheorie fiir die Energieeigen-
werte, weshalb diese im ersten Schritt vorgestellt wird.

5.1 Storungstheorie fiir die
Energieeigenwerte

Der Hamilton-Operator des zu untersuchenden H Systems sei nicht ex-
plizit zeitabhéngig, d.h. %}AI = 0 und es gelte, die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung (1.4) zu 16sen. In den vielen Féllen, da dieses nicht
analytisch exakt moglich ist, kann dazu ein Naherungsverfahren konstru-
iert werden. Man betrachtet die Zerlegung des Hamiltonoperators

H=Hy+ eV (5.1)

in einen Teil Hy zu dem die Losungen der Schrodinger-Gleichung bekannt

sind, und eine Storung . o
eV :=H—H,. (5-2)

Die Energieeigenwerte von H, folgen aus der zeitunabhéngigen Schrédin-
ger-Gleichung

|0y = ED Q) (5.3)

m
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und seien nicht entartet. Weiterhin seien die Eigenzustidnde orthonor-
miert:

W )y = O (5.4)
Zu l6sen ist die zeitunabhéingige Schrédinger-Gleichung des Systems

Es wird angenommen, dafl sowohl die Energieeigenwerte E,, als auch die
Eigenzustiinde [¢,) stetig aus den ungestorten Losungen £ und [¢/)®))
hervorgehen. Insbesondere sollen sie im Kleinheitsparameter € in eine
Potenzreihe entwickelbar sein:

E, = EO 1 eEW 22 4 (5.6)
W) = D) +elei)) + E[P) + . (5.7)

Setzt man die Entwicklungen (5.6) und (5.7) in die Eigenwertgleichung
(5.5) ein, so ergibt sich auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens eine
Potenzreihe in e:

Holg”) + € {V]${) + Ho|w,9>>} + e {V|g) + HolpP)}

e3{V|w,?>>+ﬁ0|w<3>>} = <°>|¢<°>>
+e {EQWO) + EQ )} + e {EP E<”|w“>> E,S°>|w,<f’>}
E{ED D) + B |w> E1>|w2> O+ (5.8)

Wird € als klein angenommen, miissen sukzessive die Faktoren in jeder
Potenz von e gleichgesetzt werden. Die Forderung, die durch die nullte
Ordnung entsteht, ist nach (5.3) von vornherein erfiillt. Die Forderungen
durch héhere Potenzen lauten bis zur dritten Ordnung

e Vo) +Hol o) = EP )+ EQ [e), (5.9)
e Vo) +HolpP) = EP [p0) + BP0+ EP4P)
e V) +HoloD) = EP WD)+ EP D)+ EP ) + EQ o)

Dariiber hinaus sollen die Eigenzustinde |¢,,) orthonormiert sein

= (¢nltm) , (5.10)
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so daff unter Verwendung des Ansatzes (5.7) folgt:

Onm = (WD) + e LD D) + (00 D) }
+e {WP [0 + @ [0) + P} + € { (P4 0)
WP WD) + @GP @) + @O+ (5.11)

Der Koeffizientenvergleich in Potenzen von e, liefert fiir die nullte Potenz
eine Bedingung, die gemafl (5.4) erfiillt ist. Das Nullsetzen der héheren
Potenzen liefert bis zur dritten Ordnung

e (U )) + (0 lv) =0,
e WP + WMy + @) =0,
e WP WD) + @0 + WD) + WPy = 0.

Um alle Freiheiten auszunutzen, wird noch gefordert, daf§ fiir alle natiir-
lichen Zahlen ¢ und j gelten soll

WO Py = (D [pD) . (5.13)

Jeder Zustand |¢,(€i)> mit natiirlichen Zahlen i wird nach dem vollstdndi-
gen Satz von Eigenzustédnden von H, entwickelt:

) =3 e 1) (5.14)

m

(5.12)

Im folgenden sind die Entwicklungskooefizienten cgf)m fiir jede Ordnung
aus den Bedingungen (5.9), (5.12) und (5.13) zu bestimmen.

Storungstheorie erster Ordnung

Setzt man (5.14) mit i = 1 in die erste Zeilen von (5.9) ein und multipli-

ziert mit dem Bra-Vektor (w,(go)|, so folgt unter Verwendung der Orthonor-
malitéit der ungestorten Zusténde (5.4) und der Schrédinger-Gleichung
(5.3) die Beziehung

L = Bl = GOV = BD6us. (515)

n n

Daraus ergeben sich fiir n = k£ die Energiekorrektur

EWM = (O] (5.16)
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und fiir n # k die Entwicklungskoeffizienten
_ WV

1

)
Cok = OO (5.17)
Aus (5.14) und (5.17) folgt damit
0y — ) [0 | ()

o m#n En Em

Multipliziert man (5.18) schlieBlich mit dem Bra-Vektor (/]  so legt
dies unter Beachtung der ersten Zeile von (5.12), der Forderung (5.13)
und der Orthonormalitit der ungestorten Zustéinde den verbleibenden
Entwicklungskoeffizienten fest:

o

=0. (5.19)

Storungstheorie zweiter Ordnung

Hier setzt man (5.14) mit ¢ = 2 in die zweiten Zeile von (5.9) ein und
erhilt nach Multiplikation mit dem Bra-Vektor (zp,(f)| zunéchst

(B — BN = V) — EW @ [0y — ED 6. (5.20)

Hieraus folgt fiir n = k unter Beachtung von (5.18) und (5.19) die Ener-
giekorrektur

2 (0 V o) 2
E® = — RSO (5.21)
m#n m  — Ln

Im Falle n # k ergeben sich wieder unter Beachtung der Ergebnisse aus
(5.18) und (5.19) die Entwicklungskoeffizienten

23<w$vaw$»<¢$w€wws”>_<w$wﬁww$5<wﬁwvww$>
no [ = BB — B (B = B

Die zweite Zustandskorrektur wird demzufolge nach (5.14) und (5.22)

2) _
Cn,k -

) (5.22)

oy (V) 17 1689)
AP IPI 0 @w w0y )

o @OV IVlw )
k#n [ 7(20)_Ek ]?

W) =)

n,n

W) (5.23)
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Multiplikation mit dem Bra-Vektor (/)| und Beriicksichtigung der zwei-
ten Zeile von (5.12), der Forderung (5.13), der Orthonormalitdt der un-
gestorten Zusténde (5.4) und der Ergebnisse aus (5.18) und (5.19) liefern
schliefllich den Entwicklungskoeffizienten

1 |<¢(0)| LA |¢(0)>|2
@ =—-3 - g (5.24)
Cn,n * *
2 k#n [ 7(10) El(cO)P

Storungstheorie dritter Ordnung

Die explizite Berechnung der Energiekorrekturen soll schliefilich bis zur
dritten Ordnung vorgenommen werden, da auf dieses Ergebnis in Kapitel
8 Bezug genommen wird. Wir setzen dazu (5.14) mit ¢ = 3 in die dritte
Zeile von (5.9) ein und erhalten nach Multiplikation mit dem Bra-Vektor

("] die Bestimmungsgleichung

Y = Bl = (W IVIv®) = B of?)

n n, n

—E@ @Oy — B, . (5.25)

Im Falle n = k verschwindet der vorletzte Term von (5.25) wegen (5.18)
und (5.19), und es folgt unter Beachtung der Darstellungen von [¢){!))
und [?)) durch (5.18), (5.19), (5.23) und (5.24) die Energickorrektur
~ (D o), .
ED =Y ¥ <w£°>|V|wé)’><w,£;|)vw(§>><w£?;)|V|w,§°>>

R O 77 10h Dy 2
_ 0) on (W VI )|

(5.26)

5.2  Variationsstorungstheorie fiir die
Energieeigenwerte

Die Variationsstorungstheorie fiir die Energieeigenwerte unterscheidet
sich von der zeitunabhéngigen Stérungstheorie dadurch, dafl ein parame-

terabhingiges Vergleichsystem Ho(€2) gewiihlt wird. Die einfachste nicht-
triviale Ndherung eines beziiglich Spiegelung an x, geraden Potentials
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V(z), daB8 dort verschwindet, wird durch seine Taylorentwicklung bis zur
zweiten Ordnung gegeben:
0? (z — x0)?
X = —_ . 2
Ve~ [ gave| 5 (5.27
Dieses Vergleichspotential entspricht einem Oszillatorpotential mit der
Ruhelage xy und der Frequenz

0’ 2 0 V() (5.28)
=/—==—=V(z .
M Ox? r=20
Dieser Idee folgend schreibt man den Standard-Hamiltonoperator
A
H=—— 2
5V 92 + V(x) (5.29)
eines quantenmechanischen Systems um in
H = Hq + eViy (5.30)
mit
2 no M, 2 M 2
T +7Q (x—m0)7, evim.—V(x)—?Q (x—m)”. (5.31)

Die Storungstheorie an den Energieeigenwerten, angewandt auf (5.30),
liefert analog zum vorangegangenen Kapitel 2-abhéngige Partialsummen
N-ter Ordnung der Reihe (5.6) zur Approximation der Energieeigenwer-
te. Man nimmt auch hier wie im Falle der Variationsstorungstheorie fiir
die quantenmechanischen Zustandssumme an, dafl bei einer geeigneten
Wahl des Parameters €2 eine in allen Kopplungsstirken e konvergente
Partialsummenfolge

EY Q) =3 BN (@) (5.32)

entsteht. Man geht weiter davon aus, dafl die Vorschrift zur Bestimmung
von (2, die am Ende von Kapitel 2 erklart wurde, bei allen physikali-
schen Potentialen erhalten bleibt, so daf} die Variationsstérungstheorie
fiir die Energieeigenwerte eine universell konvergente Theorie darstellt.
Um die Richtikkeit dieser beiden Annahmen beispielhaft zu untersuchen,
wird im Kapitel 8 die aus dieser Theorie folgende Reihenentwicklung der
Grundzustandsenergie des Coulomb-Problems bis zur dritten Ordnung
berechnet.
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Kapitel 6

Erstes Beispiel:
Der anharmonische Oszillator

Die im Kapitel 2 entwickelte Theorie wird nun unter Verwendung der
Verschmierungsformel (3.64) aus Kapitel 3 angewandt, um das effektive
Potential des anharmonischen Oszillatorpotentials

M

V(z) = —wa® + It (6.1)

2 4
bis zur zweiten Ordnung zu berechnen. Es werden dabei die Ergebnisse
von H. Meyer reproduziert, [10].

6.1 Approximation erster Ordnung

Die Approximation erster Ordnung ist durch (4.9) gegeben. Es ist nur
noch der Erwartungswert (V(z(m)))y = Va2(zo) zu berechnen. Nach
den vorbereitenden Rechnungen in Kapitel 4 lassen sich Erwartungswer-
te ganzzahliger Potenzen von [z(71) — x| besonders leicht auswerten.
Deshalb wird das Potential (6.1) in ein Polynom dieser Differenzen ent-

wickelt:

V(z(r)) = V(xo) + (g2p + Mw?zo)[x(11) — 20]
+<%w2+%gx3> [2(11) —20]? +gao[x(T)) — 0] +%[x(71)—$0]4. (6.2)

Die Erwartungswerte solcher Potenzen sind bereits in Kapitel 4.4 berech-
net worden. Damit folgt fiir die erste Ndherung des effektiven Potentials
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Abbildung 6.1: Die erste Approzimation W{(xo) des effektiven Poten-
tials VT (x0) fiir den quantenmechanischen anharmonischen Oszillator
(6.1) mit M = w = g = 1. Ferner wurden die natirliche FEinheiten
h = kg = 1 verwandt. Die obersten Kurve gilt fir T = 0, die unterste
fiir T = oo. Dazwischen liegen Kurven endlicher Temperaturen, wobei
die Differenzen dquidistant gewihlt sind. Der endliche Wert von W{ ()
bei T = 0 approximiert die Nullpunktsenergie des quantenmechanischen
anharmonischen Oszillators.

in (4.9)
1 sinh (7$2(z0)3/2) M
Wl I - _QZ 2
o = 50 (PRaGa) ~ 7 e
M 3 3
+V (z0) + <?w2 + 5g:1:3> a?(zo) + Zga4(x0) : (6.3)
Die Bestimmungsgleichung (4.15) fiir die optimale Frequenz () lautet
M 3 3
Q% (z9) = ?aﬁ + 59303 + §ga2(x0) : (6.4)

(6.3) ist in Abbildung 6.1 fiir verschiedene Temperaturen iiber z, auf-
getragen. Man erkennt deutlich das monotone Verhalten mit der Tem-
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Abbildung 6.2: Hier ist die Abhdingigkeit der Fluktuationsbreite a®(xq)
von der Koordinate xq fiir verschiedene Temperaturen und mit aus (6.4)
bestimmtem (o) dargestellt. Es wurden wiederum natirliche Einheiten
h=kg=1und M = g=w =1 verwandt. Die oberste Kurve entspricht
der Temperatur T = 0.001 K*, mit jeder weiteren steigt die Temperatur
um 0.2K*. Die zu den SI-Einheiten korrespondierenden natiirlichen Fin-
heiten werden durch Sterne gekennzeichnet (vgl. zur Umrechnung Anhang

B).

peratur, wobei fiir T = oo die Approximation exakt ist, wie schon in
Gleichung (4.23) diskutiert. Das monotone Verhalten war zu erwarten,
da die Fluktuationsbreite a*(zy) einen mit der Temperatur T ebenfalls
monotonen Abfall zeigt, wie in Abbildung (6.2) zu sehen ist. Zum Ver-
gleich mit der Abbildung 4.1 fiir festes Q, ist a?(xq) in Abbildung 6.3 fiir
verschiedene x; iiber der Temperatur aufgetragen.
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6.2 Approximation zweiter Ordnung

Es wird nun die néchsthohere Korrektur im effektiven Potential (2.22),
also

s AR (A (D =
To X0 X0 1 xo zo\ 2
%gﬂ(«‘lm[ z(m)| A [ (1) )5 + o125 {(Alz(m))a’} (6.5)

beriicksichtigt. Die dabei auftretende Wirkung (2.12) hat mit (6.1) die
Gestalt

0 ]_/dT{—M +%x(7)4—%§22(x0)[:c(7')—:1:0]2}. (6.6)

Zur weiteren Auswertung wird das Argument der Wirkung wieder in
Potenzen von [x(7) — xy] entwickelt, was auf

Ao / dr {V(20) + (92} + Mer*z0)[w(7) — 2o

+ [ o = 92(a0)] + S92 () —

+gzolz(r) — 2o’ + %[m) _ :1:0]4} (6.7)

fiihrt. Somit kann die Korrektur (6.5) durch Erwartungswerte vom Typ

([z(m1) = mo]"[2(72) — o] ™)e) (6.8)

mit ganzen Zahlen n,m = 1,2, 3,4 ausgedriickt werden. Jedes der Inte-
grale (6.8) 148t sich dabei auf eine Summe von Produkten der sogenann-
ten Zweipunktkorrelationen ((z(7) — zo)(x(m2) — z¢))& zuriickfiihren,
wie im Kapitel 3 explizit gezeigt wurde. Dieser Sachverhalt wurde dort
auch allgemein mit dem aus der Feldtheorie bekannten Wick-Theorem
gezeigt. Insgesamt lautet damit die zweite Approximation des effektiven
Potentials unter Verwendung der Erwartungswerte aus dem Kapitel 3

sinh (hQ(x0)3/2)
h2(z0) /2
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Abbildung 6.3: Die Fluktuationsbreite iber der Temperatur T fiir ver-
schiede Werte von o unter Verwendung von (6.4) zur Bestimmung von
Q(xo): Fiir die oberste gepunktete Kurve gilt xg = 0. Mit jeder darun-
terliegenden steigt xq um 2m*. Man beachte zum Vergleich Abb. /.1 die
die Fluktuationsbreite fiir festes Q wiedergibt. Die gestrichelte Kurve ent-
spricht der thermischen Wellenlinge A\ = 1/v/2xT, die fir alle xy und
alle Temperaturen T iiber der Fluktuationsbreite a®(zq) liegt [21]. Es sind
wieder natiirliche Einheiten verwandt worden.

a
2 8

1 9%(370) 2 92(T0)gs 4 5
+2hQ(x0) l + aqa” +

+ lwcﬂ +

94(o) 4]

2 2 2
g3 (370) 9y [
ag + ﬂag + §a§a4 s

a
2 7 2 7 6
wobei die Zeitintegrationen in den Abkiirzungen 3™ enthalten sind:

) 7 F
a2 = " 0/d710/d72(<[x(ﬁ)—xo][x(72)—x0]>g°)m. (6.10)
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Abbildung 6.4: Die Q-Abhdngigkeit der Approzimation des effektiven
Potentials W& (zo) fiir N = 1,2, bei M = w = 1, T = 2y = 0 und
g = 0.4. Die erste Niherung besitzt ein Minimum, wdhrend die zweite
Ndiherung tber einen Wendepunkt verfiigt. Auch hier wurden natirliche
FEinheiten verwandt.

Die Ergebnisse sind im einzelnen im Anhang D aufgefiihrt. Die Einpunkt-
oder Selbstkorrelation a*(zy) bekommt die Bezeichnung

a?® = ([x(1) — zo][2(7) — 20])& . (6.11)

Die Abkiirzungen g;(zo) in (6.9) schliefllich bedeuten

g2(20) = Mlw* — Q*(x0)] + 397,
g3(xo) = 6gxo,
ga(wo) = 6g. (6.12)

Die Bedingung zum Auffinden der Funktion Q(zq) wird hier nicht iiber
(2.25) bestimmt, vielmehr wird die Stelle, an der die Q-Abhéngigkeit des
Potentials W{(zy) am kleinsten ist, direkt abgelesen: In Abbildung 6.4
ist deutlich zu sehen, dal W{(z,) iiber ein Minimum verfiigt, withrend
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Wa(zy) einen Wendepunkt besitzt. Dieses Verhalten setzt sich in hoher-
en Ordnungen fort, d.h. gerade Approximationen haben Wendepunkte,
wihrend ungerade iiber Minima verfiigen [1, S. 277 ff.]. Das numerische
Ableiten von W () ist der direktere Weg zur Bestimmung von dessen
xo-Abhiingigkeit, da die Bestimmungsgleichung fiir Q(zq) (2.25) tran-
szendent ist, also ebenfalls per Tteration numerisch gel6st werden muf.

Die Auftragung von W3(zg) iiber z fiir verschiedene Temperaturen
liefert gegeniiber derjenigen von W (zg) in Abbildung (6.1) qualitativ
kein neues Verhalten. Deshalb wird zur weiteren Auswertung die “inte-
grale Information” in Form der freien Energie berechnet. Dazu bestimmt
man aus der Approximation des effektiven Potentials W&’ (z,) durch nu-
merische Integration iiber die Variable z in (2.9) die N-te Approximati-
on der Zustandssumme Zy. Die angenéherte freie Energie Fiy folgt dann
durch Fy = —kgT'In Zy und ist in Tabelle 6.1 fiir verschiedene Kopp-
lungskonstanten g und Temperaturen 7" angegeben.
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[e/d] A I | | Feo
0.1 | 1] 0.226083 | 0.226075 | 0.226071
0.1 | 5| 0.559157 | 0.558681 | 0.558675
0.2 | 11 0.321996 | 0.321970 | 0.321970
0.2 | 5 0.603383 | 0.602193 | 0.602169
0.3 | 1]0.391161 | 0.391112 | 0.391112
0.3 | 5| 0.639807 | 0.637909 | 0.637855
0.4 |11 0.446326 | 0.446241 | 0.446250
0.4 | 51 0.671341 | 0.668780 | 0.668686
0.5 | 11 0.492685 | 0.492578 | 0.492579
0.5 | 5| 0.699435 | 0.696248 | 0.696118
0.6 | 1] 0.532928 | 0.532787 | 0.532788
0.6 | 5| 0.724935 | 0.721174 | 0.720998
0.7 | 1] 0.568643 | 0.568468 | 0.568469
0.7 | 5| 0.748394 | 0.744091 | 0.743875
0.8 | 1| 0.600857 | 0.600645 | 0.600645
0.8 | 5| 0.770191 | 0.765388 | 0.765122
0.9 |11 0.630273 | 0.630022 | 0.630022
0.9 | 5 0.790603 | 0.785317 | 0.785016
1 1 | 0.657396 | 0.657105 | 0.657105
1 5 | 0.809838 | 0.804102 | 0.803758
10 | 1 | 1.48838 | 1.48317 | 1.48307
10 | 5 | 1.52878 | 1.50692 | 1.50497

Tabelle 6.1: Die erste und zweite Approximation der freien Energie. Die
exakten Werte der Freien Energie sind nach F = —1/81nZ berechnet,
o oexp (—=BE,) nur die ersten acht Sum-
manden beriicksichtigt wurden. Die exakten Energieeigenwerte entstam-
men dabei [1, S. 266]. Die jeweils letzte der Ziffern gilt aufgrund der

wobet in der Summe 7 =

numerischen Berechnung der Werte als unsicher.
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Kapitel 7

Zweites Beispiel:
Das Coulomb-Problem

Die Behandlung des Coulomb-Problems durch die Variationsstorungs-
theorie dient einerseits als weitere Illustration der Anwendbarkeit der
Theorie, aber auch dazu, ihre Konvergenzeigenschaften beispielhaft zu
untersuchen. Dazu wird das effektive Potential des Coulomb-Problems
in der zweiten Ndherung untersucht. Dariiber hinaus stellt das Coulomb-
Problem eine wichtige Anwendung der Verschmierungsformel (3.45) dar.
Eine Entwicklung des Coulomb-Potentials «v/|x| nach Potenzen von Dif-
ferenzen x — x; liefert eine unendliche Reihe von Beitrigen, so dafl die
Auswertung der Korrekturterme

A w1

NUEN B int) /Qc- :
in (2.23) nicht durch das Wick-Theorem (3.90) erfolgen kann. Die Ver-
schmierungsformel (3.45) erschlieft somit eine neue Klasse von Poten-
tialen, auf die sich die Variationsstorungstheorie fiir die Zustandssum-
me anwenden 148t. Die angestrebte Untersuchung des Coulomb-Problems
macht es freilich notwendig, die Theorie auf mehrere Raumdimensionen
zu erweitern.
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7.1 Variationsstorungsstheorie in D
Raumdimensionen

Die Verallgemeinerung der Zustandssumme (2.1) auf D Raumdimensio-
nen lautet

1
7= §Dn(r)... f Danlr)exp {—EA[:UI(T), . ,xD(T)]} (7.2)
mit, der euklidischen Wirkung

Alzi(7),...,zp(T)] =

hB M
/dT {7[:33(7) b2 (D] + Vo), ,xD(T))} . (73)

Auch hier ist es sinnvoll, sowohl im Pfad x, als auch im Pfadmittel xq
zur Vektorschreibweise iiberzugehen

zp(T) (zo)p

wodurch (7.2) und (7.3) die folgenden einfachen Formen

Z = ?{DDX(T) exp {—%A[X(T)]} (7.5)
und s y
Alx(r)] = [dar {S#) +Vix(r)] (7.6)

annehmen. Im Hinblick auf die Anwendung auf das Coulomb-Poten-
tial beschrinken wir uns beim Vergleichssystem der Einfachheit halber
auf einen isotropen harmonischen Oszillator, der das Potential V' (x(7))
annihern soll. Die Verallgemeinerungen von (2.11), (2.12), (2.15), (2.16)
und (2.23) aus dem Kapitel 2 lauten dann wie folgt. Die harmonischen
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Erwartungswerte werden

(Fi(x(m1)) .- ‘FN(X(TN)»?Z(O _ Zi)zco %

« prx(T)Fl(x(ﬁ)) . P (x(mn))8(% = xo) exp {—%Ago [X(T)]} (7.7)

mit der lokalen harmonischen Zustandssumme

7% = 2”]@25 ’ §DPx(r) 5(x — x0) exp {—%Ago [x(T)]} (7.8)

und den Wirkungen

AF(r)] = / df{—x P+ 9 ) 5 [x(r) — )

AIx(7)] = / dT{wx(T))—QQ(XO%x(T)—xOP}. (79)

Sie fithren zusammen auf die folgende Approximation des effektiven Po-
tentials

)n+1

1 Xo Xo
ﬂ Z + Z ’hnﬂ Alnt) > Q,c* (710)

W (%) =

7.2 Harmonische Erwartungswerte
in D Dimensionen

Schreibt man (7.7) als

Z(io)1 \/ 27T]\fjﬁ %fo1(7’)5(71 — (w0)1) exp {—%ASO)l[xl(r)]} -
. Z(xlom V 27}2 2 f Dop(r)s(wp = (0o exp { - AT o))}

x Fy(x(m1)) ... Fy(x(rx)), (7.11)
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so fithrt D-faches Anwenden von (3.64) auf

(Fu(x()) ... F(x(r))3" = {H / dDijj(yj)} —
= (2m)Ndet(A)

X exp {—% Z Z (A*I(XO))jj: [yj — XO]T[y]-, — XO]} ) (7.12)

Die Matrix A !(xg) weist dieselben Elemente auf wie schon zuvor, d.h
es handelt sich um die inverse Matrix von A(zg) := (a;;/(xo)). Die lokale
harmonische Zustandssumme ZX° ergibt schlicht die D-fache Potenz der
eindimensionalen Grofle (3.8):

ZXo = (z720)P (7.13)

7.3 Approximation erster Ordnung

Fiir die folgenden Anwendungen gilt die Dimension D=3, wobei das Po-
tential der Coulomb-Wechselwirkung durch

V(x) = — (7.14)
|
gegeben ist mit o = —e? und der Elementarladung e. Es wird zunichst
die Korrektur erster Ordnung in (7.10)
17
[ (Vi () (7.15)
L3 /
mit
a M
Ving (%) = m — ?QQ(XU)[X(T) — xo]? (7.16)

berechnet. Der Oszillatoranteil ergibt mit (7.12) fiir N = 1 den harmo-
nischen Erwartungswert

<—%92(x0)[x(7) _ XO]Q>Q° _ —%;(XO)@?(XO) (717
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Der harmonische Erwartungswert des Coulomb-Potentials wird in Ku-
gelkoordinaten ausgewertet:

<|%|>x - “70 %; ) |y| { 2a21x[)>[y"‘°]2}
Yoo

2mrd 9d9 1
= a/ mrdr sin p{—i(r2+r§—2rr00059)}

\/2ma?(x 2a*(%o)
= T—Oerf ro/\/2a2 X)) (7.18)

mit der Fehler-Funktion

erf(x) : \/_/dz exp (—2%). (7.19)

Es folgt daher

Whixo) = 21 lsinh (hﬂ(xm/m] 3M

51 T Rk 5/2 3 S (xo)a”(xo)

+%erf {TO/M] . (7.20)

Die Selbstkonsistenzgleichung (4.17) wird schlieflich

b 21 1 —r2
Q%(x¢) = EWGT: T ) exp {m} . (7.21)

Sie zeigt eine Isotropie in x(, so daf} es ausreicht, den Betrag r, als va-
riabel aufzufassen. Der resultierende Verlauf des effektiven Potentials in
erster Ordnung ist in Abbildung 7.1 fiir verschiedene Temperaturen auf-
getragen. Da diese Naherung des effektiven Potentials eine Minimum bei
xo = 0 besitzt, legen die Erkenntnisse von Kapitel 4 in einer Dimension
die Verallgemeinerung des Resultats (4.31) auf D Dimensionen nahe.

7.4 Tieftemperaturgrenzfall am
Ortsnullpunkt

In Kapitel 4 wurde schon die allgemeine Form des Tieftemperaturgrenz-
wertes von W} in einer Dimension mit Hilfe der Sattelpunktsapproximati-
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on herausgearbeitet. Mit dreidimensionalem x; gilt analog zur Gleichung
(4.30)

lim V3 (x5) = %m(xo) (V). (7.22)

Die Approximation der Grundzustandsenergie lautet nach Formel (4.31),
die sich ebenfalls miihelos auf D-Dimensionen iibertragen 14ft:

. N ) —

%1_% W4 (Xmin) = En - (7.23)
Entwickelt man die Fehler-Funktion (7.19) fiir kleine Argumente, folgt
mit dem Tieftemperaturgrenzwert von a? in (4.20)

MQ min
lim W (Xmin) = %hﬂ(xmin) + ﬂ?a. (7.24)

T-50 7h

In der Abbildung 7.1 ist zu erkennen, daf} die erste Approximation des
effektiven Potentials ihr Minimum bei x,,;, = 0 aufweist, woraus

3 MQ(0)
1 1 . —_—
%1_% We,(Xmin) 4:hQ(O) + — 2 (7.25)
folgt. Die selbstkonsistent zu losende Gleichung fiir 2(0) lautet also
16 M«
2,0) = ————. 7.26
(0) =~ (7.26)

Die optimierte Frequenz (7.26) wird in (7.25) eingesetzt, und wir erhalten
damit unter Beachtung von (7.23) als erste Approximation der Grund-
zustandsenergie des Coulombsystems

4 M 8 M
Fi=—— a4 -——ay/— 7.27
L= T3 Y T v e (7.27)
und mit o = —1
4 M
By =——— . 7.28
! 3K (7.28)

In natiirlichen Einheiten A = kg = 1 und mit M = 1 entspricht das einer
Energie von

E, = —0.4244J" . (7.29)
Zum Vergleich sei die exakte Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms

angegeben, sie betrigt £ = —0.5J" = —13.6eV .
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7.5 Approximation zweiter Ordnung

Die zweite Korrektur lautet nach (7.10) und der Definition von A0 [x(7)]

int
durch (7.9)
1 X X
9 0 = 7.30
57 (A (7.30)
R KB

g [ o o (M) )

— MO (x0) <[X(7'1) — XO]QWITQ)|>Q’C +a <W171)|W172)|>:;) '

Fiir Kummulanten von zwei Funktionen gilt allgemein unter Verwendung
der Vorschrift (2.20) zur Berechnung von Kummulanten aus Momenten,
der Definiton der Erwartungswerte in (7.12) mit D = 3 und einer Varia-
blentranslation um den Vektor x,

T Pix + x0) Fa(y + %)
(Fy(x(r) Ba(x(m)) = [ dy [ ax =P 202220 (751
o —no (27)2det(A)
Or 1y 2 2 Oy 7 - 71y 2 2
{ lza TR “det(A)Xy] lm TR ]H
mit det(A) = a2, —a2, . Es werden deshalb zuerst die Erwartungswerte
(1 (x(71)) F2(x(72)))0° (7.32)

berechnet, und zur Bestimmung der Kummulante

(F1(x(m1)) Fa(x(72)))5% (7.33)

wird von (7.32) der Erwartungswert mit verschwindendem a,,,, = 0 sub-
trahiert.

7.5.1 Raumintegrationen

Wir beginnen mit der Berechnung der Raumintegrale. Schon in (3.77)
wurde gezeigt, daf} gilt:

([x(m) — xal?x(m) — xo")° = 92, + 62, ., (7.34)
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Die verbleibenden Erwartungswerte in (7.30)

<[X(Tl) - XO]Q%>XO (7.35)

x(2)| /2

und

werden durch die Verschmierungsformel (7.12) auf Gaufische Form ge-
bracht. Es wird dazu die Umschreibung

+o00 d3k +00

|X4ix0| :47r/ ok /d¢exp{—q§k2_ik(x+xo)} (7.37)

benutzt. Schreibt man k in Kugelkoordinaten, so 1483t sich die Richtigkeit
von (7.37) in direkter Rechnung bestétigen. Setzt man (7.37) in (3.41)
ein, so lassen sich durch quadratische Ergéinzung die Raumintegrationen
in (7.35) ausfiihren, und es folgt

<[X(ﬁ) - X0]2#>X0 = (7.38)

[x(72)]

%
+0o0 dk +o00
47r_/ Ok 0/ do [307171 — kQazm] exp {—d)k2 —ik(x + xo)}

und nach der k-Integration

+00
1 Xo 3 2a7’17'1¢ + Cl72_ T a?r T
<[X(7'1) — %o’ > = m 0/ d¢ = (7.39)

|X(T2)| @ \/¢+a7171/2

Der dritte Ausdruck (7.36) wird unter der Umformung (7.37)

(et =" | s | e [ don [ 0

Qry .
X exp{— é L (kf+k§)—aTITlekQ—zXO(kakQ)—qﬁlk?—@k%} ,
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bzw. nach der k - Integration

1 1 1
O e R o e R

2 aTlTl + ¢1 + ¢2 - aTsz }
X exp § X . 741
{ (arm + 200) (anm + 205) — a2, (7.41)

7.5.2 Bildung der Kummulanten

Beim Bilden der Kummulanten in (7.30) heben sich Anteile weg, und es
folgt fiir den ersten Term in (7.30)

([x(11) — x0)*[x(72) — X0]2>X0 =6a2 _ . (7.42)

Q,c T1T2
Die 7-Integrationen sind ebenfalls elementar durchfiihrbar, daher gilt

h3 b
6
th /dT1 /dTQ (11) — x0)*[x(72) — x0]*)03%, = _%a% (7.43)

mit der Abkiirzung a3, die im Anhang D explizit angegeben ist. Weiter
gilt

+o00

, 1 \X  3a, do
<[x(n)—><o] m>9’c——4ﬁ o/\/m5 (7.44)

so daf} sich die elementare ¢-Integration ausfiihren la83t:

(i) =) = wfzﬁi/z (7.45)

Die 7-Integrationen liefern hier

3 g

5. (7.46)

1 Xo 1
in [anx )™ hr o
2h2 / T1 T2 Tl XO] |X( ) | Q,c hO 271_&?—1 B Qy
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Der dritte Beitrag in (7.30) wird zu

Xo +00 +00
<IX(lﬁ)l |X(172)|>n,c :% O/dd)l O/d@ (7.47)

1

3
\/(a’TITI +2¢1) (aTITI +2¢2) - a’%ng
Qriry + ¢1 + ¢2 —Qrry ]
Qryy + 2¢1)(a7'17'1 + 2¢2) - a/g'sz

1 2 a7'17'1+¢1+¢2 ]} .

X

X exp [—xg(

) \/(ann +2¢1) (ann +2¢2)3 o [_XO (a’TlTl +2¢1) (a’TlTl +2¢2)

7.5.3 Numerische Berechnung der zweiten Ordnung
des effektiven Potentials
Die in (7.47) verbleibenden Integrale konnten nicht vollstindig analytisch

gelost werden. Um wenigstens eine numerische Berechnung zu ermdgli-
chen, wird die ¢o-Integration durchgefiihrt und dazu substituiert:

Qriry + ¢1 + ¢2 — O

,}/(¢1) = (aTlTl + 2¢1)(a7-17'1 + 2¢2) - a72'17'2 .

(7.48)

Wir erhalten

< L >x°: (7.49)

[x(m1)] x(72)[ / 0,e

a

5 +00 1 1 eXp{—SU%V}
-= [ g, J&
™ 0 (anﬁ +2¢2_a7'17'2) 2(a7171+2¢2) b m

mit

a = 1/(a7'17'1+2¢2)
b= (aﬂﬂ +¢2 - a717'2)/[(a7171 +2¢2)a7171 - aim] : (750)

Nach einer weiteren Variablen-Verschiebung

t:=vy—a (7.51)
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und unter Verwendung der Integralformel [3, 3.361.1]

/ dx% - gerf(\/q_u) (7.52)

folgt bei Hinzunahme der 7- Integrationen und Vorfaktoren dieses Sum-
manden in (7.30) der Beitrag

" 1 1\ %o 1
_—Q/dTl/dT2<77> B S e——
2h°3 / x(m)|[x(72)| /e B Proy/m

hg e +00

% /dTl/dTQ /d¢QeXp{_'x%/(a’TlTl+2¢2)} 1
0 0 0 (a7'17'1+2¢2_a7'172) 2(0,,,-17-1—|—2¢2)

209 — ,
erf{xo ann 202 —nn } (7.53)
\/2[(a7171+2¢2)a7171 - azm](ann +2¢2)

wobei erf(x) die Fehler-Funktion, wie in (7.19) definiert, darstellt. Wir
setzen (7.43), (7.46), (7.53) in die zweite Korrektur des effektiven Poten-
tials (7.30) ein, und erhalten zusammen mit der Approximation erster
Ordnung (7.20) die zweite Approximation des effektiven Potentials. Das
optimale Q(x,) wird dabei direkt durch das Aufsuchen der Minima bzw.
Wendepunkte von W3(xg) bestimmt. Die Abbildung 7.2 stellt dieses Er-
gebnis graphisch dar.

7.5.4 Spezialisierung auf den Orts- und Tempera-
turnullpunkt

Ein weiterer gangbarer Weg physikalisch bedeutsame Ergebnisse zu er-
zielen, wird durch die Beziehung (7.23) zwischen Grundzustandsenergie
und effektivem Potential zweiter Ordnung an dessen Minimum X,;, ge-
geben. Ein Blick auf die Abb. 7.2 zeigt, daf} fiir endliche Temperaturen
ein Minimum am Ortsnullpunkt besteht, von dem wir annehmen, daf
es im Temperaturnullpunkt erhalten bleibt. Am Ortsnullpunkt x,;, = 0
wird es moglich (7.47) analytisch zu berechnen, und wir erhalten deshalb
im Grenzfall T — 0 die zweite Approximation der Grundzustandsenergie.
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Der Tieftemperaturgrenzwert von a? _ ist durch (4.27) gegeben. Mit
der Hinzunahme der 7-Integrationen wird der Beitrag von (7.47) zur
zweiten Korrektur (7.30)

hp hp Xo
ﬂﬂoo{ 2h g/dTQ/dTl< (2)>9,C}_
] 1136} +00
g;rgo{ Erm /dTQ/dﬁ /d@ /d¢1

1
X
{ V(G +201) (g +262) — (ghm)? exp (—20 7 — )

- ! (7.54)
JoEs+200) (sEa+261) ) | |

Um die Rechnung iibersichtlich zu gestalten, wird der Grenziibergang
ans Ende der Rechnung verschoben, und es wird mehrfach substituiert:

€:=4MQ/h  k(p1) == (1+€¢1)(1+epa), f(P2) := 1+e€po.  (7.55)

Wir berechnen also im ersten Schritt
hpB np

%2 / d”/ <W1n>||x<1¢2>|>:c - (7.56)

df 1 1
2h3 /dTg/dﬁ/ f/dk{\/k -~ 297_27_1)3\/%3} .

Die k-Integration ist elementar, wihrend im f-Integral die Formel [3,

2.224.5]
dz 2 [a + bx
= t — 7.57
/ rva+br —a aretatt —a ( )

mit a < 0 zur Anwendung kommt. Es folgt fiir (7.57)
h3 BB

/dTl{ﬂ' exp(Q|m—1])

-2 exp(Q|TQ—ﬁ|) arctan \/exp(2Q|7'2—7'1|) - 1—2} : (7.58)
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Die 7-Integrationen fiihren {iber ein Quadrat im ersten Quadranten, das
von der Geraden 71 = 75 halbiert wird. Der Integrand von (7.58) ist sym-
metrisch beziiglich Spiegelung an dieser Geraden. Deshalb kann (7.58)
auch durch das zweifach zu wertende Integral iiber das untere Dreieck
ausgedriickt werden, was die Betragsstriche iiberfliissig macht:

2MQ /d7'2 /dﬂ{WeXP[Q(TZ_ﬁ)]

2 exp[(r,—y)] arctan \fexp[292(r,—71)] — 1—2} L (759)

Wir teilen den Integranden auf und finden durch elementare Integration

g

/dTQ /dT1 exp [Q(rp—7)] = 0z [exp (hp2) — 1] — - (7.60)

Im néichsten Schritt untersuchen wir
np [p)
/dTQ /dﬁ exp [Q(m,—71)] arctan \/exp[2Q(a—7)] — 1. (7.61)
0

Unter Verwendung der trigonometrischen Beziehung [19, 2.5.2.1.7]

arctan z = arcsin ———— (7.62)
14 22

und Einfithrung der Substitutionen

= \/1 — exp[—2Q(1y — 71)]

= /1 — exp(—2Qm) (7.63)
wird (7.61) zu
S S
— [ dé—— /dci arcsin ¢ (7.64)
2/ _ 2 3
Q / 1—-c¢ ;1=

mit der oberen Integrationsgrenze b = \/1 — exp(—2Qn3). Die Formel [3,
2.838.2]

arcsin & +11 <1—x>
—_— — n —_—
V1 — 2 2 1+
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gestattet es uns dann, die c-Integration durchzufiihren, und wir erhalten

fiir (7.64)
b
1 ¢ arcsin ¢ 1 1-¢
— [ de¢ —1 . .
Q20/ 01—52{ 1_52+2n<1+5>} (7.66)

Der erste der Beitrige la8t sich wiederum mit (7.65) berechnen:

1 / . C .1
— | dé———= arcsin ¢= — exp(QAh ) arcsin /1 — exp(—2Qh3)
02 / ) 523 02 \/
1 [1- V1- exp(—2005) |
5 In .
202 | 14 /1 — exp(—2005) ]
Den zweiten Beitrag in (7.66) bringen wir durch eine weitere Substitution

y(®) = 1 " z (7.68)

und eine Partialbruchzerlegung auf die Form

b 1
A 1—¢ 1 1 Iny
d 1 - 1 /d 7.69
2920/01—52n<1+5> “zp 9" - sz | Wi, (709
Yy

mit

n (7.67)

1 — /1 — exp(—2Qh0)
1+ /1 — exp(—2Qn3)

Der letzte der Summanden in (7.59) ist ebenfalls elementar zu integrieren:

hp [p)
(n3)
dry [dr 1= ) (7.71)

Unter Beachtung von (7.60), (7.67), (7.69), (7.71) wird (7.57) schlieflich

zu

= (7.70)

4MS) s Thf3
7rh3ﬂ{ gz P (MR) =1+ 5o
1
QQ exp(Qh3) arcsin \/1 —exp(—2Qh3)
1
1 1 _ 1 Iny  (RB)?
nj— (0§~ [ d } |
Tome M0~ g —om [ i, T (7.72)
J
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Um den Grenziibergang  — oo vollziehen zu kénnen, werden einige der
Terme aus (7.72) in Potenzen von exp(—2Qh(3) taylorentwickelt. Es gilt
fiir grole Werte von f3:

1—/1—exp(—2053)
141/1—exp(—2Q40)

~ i exp(—2h3Q) (7.73)

und damit

ln[1—vh—expe29hﬁﬂ
[ 1-+1/1—exp(-2005) ]

Die Integrationsgrenze § verschwindet nach (7.73) im Grenziibergang
( — oo und es gilt [3, 4.231.1]

~ —1Ind — 2h89. (7.74)

1

Iny 2

I /d - .

o) Y1y T 12 (7.75)
Yy

Mit diesen Vorbereitungen 1a8t sich der Grenziibergang in (7.72) durch-
fithren, und wir erhalten fiir (7.54) das Ergebnis

[t o o s

im{ ——— T T

s ) Tam25 ) ) TN\ ) ()
—4M T

=——(1—=+1In2). )
o ( 5 +1n2) (7.76)

Beriicksichtigt man den Tieftemperaturgrenzwert von a3 nach (D.1)

Ii 4 1 { h 2 1 1
500 "2 T 550 U M2 (w0) | 8B (wo) sinh(hBQ (o) /2)

x{mummmwf—%%mwm%yuwm%nmmwm%ﬁ}

h 2
:<ﬁﬂ§ : (7.77)
so wird aus (7.43)
I —1 o 9 nx, | 3N
fim {52 / dn, / drs (x(r) =% '[x(72) =%V} = gy (779)
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und (7.46) wird

1 \Xo 1
lirn{ /dT /dT< x(11)—x 7> }:7. 7.79
6o L2023) TN T ) =%l x(2)|/ aed 2T MEO? (7.79)

Wir setzen die Beitrige (7.76), (7.78), (7.79) in die Korrektur (7.30) des
effektiven Potentials ein, und erhalten zusammen mit der Approximation
erster Ordnung (7.25) im Spezialfall T = 0 und xo = 0 das Ergebnis

9 3 [MQO)  4M T,
/}LIQOWQ( )= 1—6hQ( )+ L A h27r(1+1n2_§)a . (7.80)

Die Selbstkonsistenzgleichung (4.17) ist auch in zweiter Ordnung, wie
schon im Tieftemperaturgrenzfall der ersten Ordnung, durch (7.26) ge-
geben. Aus (7.80) und (7.26) zusammengenommen, folgt unter Beach-
tung von (7.23) die zweite Approximation der Grundzustandsenergie des
Coulombsystems zu

M
By = — o oz+2h2 av/—a (1+1n2—§) o? (7.81)
und mit o = —1
AM /5 T
Fy=——(S4+m2-2). 82
2 h27r<4+n 2) (7.:82)

Zusammenfassend wird in natiirlichen Einheiten, d.h. A = Kg = 1 sowie
M =1, die Energieapproximation in zweiter Ordnung nach (7.82)

Ey = —0.4741J* . (7.83)

Demgegeniiber betréigt die exakte Grundzustandsenergie Fe, = 0.5.J%.
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W1(ro,T)

Abbildung 7.1: Der Potentialverlauf der ersten Approximation des effek-
tiven Potentials vom Coulomb-System mit o = —1 fiir verschiedene Tem-
peraturen in natirlichen Einheiten. Die unterste Kurve gibt den exak-
ten Potentialverlauf wieder. Die ndchste dariiberliegende Kurve stellt den
Verlauf von W(ro) bei T = 1K* dar. Die Temperaturen dariberliegender
Kurven sind jeweils um eine Zehnerpotenz kleiner gewdhlt. Der verwende-
te Rechneralgorithmus lieff Berechnungen fiir Temperaturen T > 1077 K*
und Radien ro > 0.0001m* zu. An der Stelle T = 10""K*, ry = 0.0001m*
betrigt der numerisch berechnete Wert W = —0.4246.J*. Zum Vergleich:
Die analytische Berechnung durch (7.25) und (7.26) liefert am Orts- und
Temperaturnullpunkt 1o = T = 0 das Ergebnis W}, = —0.4244.7*.
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Abbildung 7.2: Der Potentialverlauf der ersten und der zweiten Appro-
ximarion des effektiven Potentials. Die durchgezogenen Linien sind eine
Auswahl von Kurven aus der Abbildung 7.1 zur ersten Approzimation des
effektiven Potentials. Die Punkt-Kurven entsprechen der zweiten Appro-
ximation des effektiven Potentials bei verschiedemen Temperaturen Die
unterste qilt bei T = 1K*, die mittlere ber T = 0.1K* und die ober-
ste bei T = 0.01K*. Jeweils dariiberliegende durchgezogene Kurven ge-
ben die erste Approximation zur selben Temperatur wieder. Die Diffe-
renzen am Ortsnullpunkt zwischen erster und zweiter Approximation ist
bei T = 0K* analytisch berechnet worden und betrdgt: 6 = 0.050J*. Die
Differenzen bei hoheren Temperaturen werden aus den Zahlenwerten zur
Abb. 7.2 bestimmt und betragen bei T = 1K*:0 = 0.01.J*, bes T = 0.1K*:
0 =0.04J" und bei T = 0.01K*: § = 0.05J*.
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Kapitel 8

Das Coulomb-Problem in der
Variationsstorungstheorie der
Grundzustandsenergie

In [1, S. 177 ff.] wird gezeigt, daBl im Tieftemperaturgrenzfall die N-
ten Approximationen der Grundzustandsenergie, die sich der aus Va-
riationsstorungstheorie fiir die quantenmechanische Zustandssumme und
der Variationsstorungstheorie fiir die Energieeigenwerte ergeben, iiberein-
stimmen, falls in beiden Formulierungen ein harmonischer Oszillator zur
Approximation genutzt wird. Die Ergebnisse des letzten Kapitels sollen
deshalb wie in Kapitel 4 angedeutet, auch durch die Variationsstérungs-
theorie fiir die Grundzustandsenergie erhalten werden. Dieses ist moglich,
da die Freiheit der Variationsstorungstheorie an der Zustandssumme, das
Ostzillator-Potential als von der “klassischen” Koordinate zy abhingig zu
betrachten, im Tieftemperaturgrenzfall wegfillt. Die allgemeine Vorge-
hensweise der Variationsstorungstheorie fiir die Energieeigenwerte wurde
schon in Kapitel 5 erldutert. Gesucht ist eine Stérungsreihe mit einem
Variationsparameter zum niedrigsten Energieeigenwert vom Hamilton-
Operator des Coulomb-Systems in Ortsdarstellung

- h? o
H=—N+— 8.1
o™ T x| (8.1)
mit dem Laplace-Operator A\, der Konstanten o = —e? und der Elemen-

tarladung e. Um die erwiihnte Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
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des letzten Kapitels zu erreichen, wird auch hier ein approximierender
Ostzillator, jedoch mit fester Frequenz €2 eingefiihrt:

- n? M a M
H=——-A+—0%* — = =07 . 8.2

STV A X+<|x| g 0¥ (8:2)
Die Storungsentwicklung ist im Klammerausdruck vorzunehmen. Um die
Rechnungen iibersichlich zu gestalten, wird ein indirekter Weg eingeschla-
gen.

8.1 Storungsreihe eines Hilfssystems

Es wird ein Hilfssystem mit dem Hamilton-Operator

X h? M el
H'= —— A4 — %2 — 8.3
oS T yex ] (8.3)
betrachtet, der im Ladungsquadrat « bis zur N-ten Ordnung storungsent-
wickelt wird. Die zu berechnenden Matrixelemente in den Korrekturen
(5.16), (5.21) und (5.26) sind hierbei leichter zu berechnen. Nach dem

Einsetzen der Frequenz

2
w=4/Q2% — ,YMO‘ (8.4)

und erneuter Entwicklung bis zur N-ten Ordnung in «, wird v gewihlt

MQ?
Y=

8.5
) (85
was einer direkten Entwicklung von (8.2) bis zur N-ten Ordnung in «
gleichkommt: Setzt man (8.4) in (8.3) ein, ergibt sich

. n? M 1

H=——AN+—0% — —yx?) . 8.6

gy e g ) o0

Mit der Wahl von v in (8.5) stimmt (8.6) offensichtlich mit (8.2) iiberein.
Im folgenden wird die N-te Partialsumme der Entwicklung der Grundzu-
standsenergie (5.6) des hilfsweise eingefiihrten Hamilton-Operators (8.3)
mit E% bezeichnet, withrend diejenige des Operators (8.2) das Symbol
Ey erhilt.
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8.2 Berechnung der Matrixelemente der
Storungsreihe

In einem ersten Schritt wird der Hamilton-Operator des dreidimensio-
nalen harmonischen Oszillators in (8.3) als H, aufgefaBt, wihrend das
Coulomb-Potential die Stérung eV darstellt. Als Kleinheitsparameter e
kann das Produkt der Ladungen « aufgefafit werden. Im Temperatur-
nullpunkt ist der ungestorte Zustand der Grundzustand des dreidimen-
sionalen harmonischen Osrzillators, ensprechend ist die ungestorte Energie
E©® = 3pw. Fiir die hoheren Korrekturen (5.16), (5.21) und (5.26) sind
die Matrixelemente, in der Diracschen Schreibweise

(ny,m, 1| |x|~ |nl,m', Iy, (8.7)

zu berechnen, wobei n,., m, [ bzw. n., m' ' das dreier-Tupel der Quanten-
zahlen des dreidimensionalen harmonischen Oszillators darstellt. Um die
Rotationssymetrie des Coulomb-Systems auszunutzen, werden die Eigen-
funktionen des dreidimensionalen harmonischen Oszillators in Kugelko-
ordinaten geschrieben [1, 9.76, 9.77, 9.84]

¢nr,l,m (’I“, 9? ¢)

1 V2 [T +1+3) (Mw)i (Mw 2)”71
ST+ ny! h h

Mwr? 3
exp (— . >1F1(—n,~,z+§,er2/hmm(9,¢>), (5.5)

wobei 1 Fi(—n,,l + 3, Mwr?/1) die konfluent hypergeometrische Reihe
(engl. “degenerate hypergeometric function”, Reihendarstellung siehe [3,
(9.210.1)] oder (8.28) mit p = ¢ = 1) und Y}, (0, ¢) die Kugelflichenfunk-
tionen darstellen. Diese lassen sich ihrerseits durch zugeordnete Legendre-
Polynome P;™ ausdriicken [1, (8.84)]

(I—m)!'(20+1)
(I +m)ldr

Vium (6, 9) = (—1>mJ Pl(cos6) exp (img) . (8.9)

Sie haben die Form [1, (8.86)]

(1—22)7% (1 —m)! d+m
20 (I 4+ m)ldzt+m

PM(z) = (2 —1)". (8.10)
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Die Quantentenzahlen nehmen die Werte n, = 0,1,2,...,1 =0,1,2,...
und —/ < m < [ an. Die zugehorigen Energieeigenwerte sind in diesen
Koordinaten [1, (9.60)]

3
Ey ) = hw <2nr i+ 5) . (8.11)
Man erkennt, dal nur im Grundzustand keine Entartung besteht. Schon
fiir den ersten Anregungszustand, n, = 0 und [ = 1, besteht Entar-
tung der Energie beziiglich der Quantenzahlen m = —1,0, 1. Die vorlie-

gende Rechnung kann demnach nicht zur Approximtion héherer Anre-
gungszustinde benutzt werden, da die Ableitung der Energiekorrekturen
(5.16), (5.21) und (5.26) im 2.Kapitel eine Entartung der Zusténde ex-
plizit ausschlo. Nutzt man die Orthonormalitit der Kugelfunktionen [1,
(8.90)]

“+m “+1
/ d / d.¢080 Yo (0, 0) Y1 (0, ) = 610 (8.12)
-7 -1

folgt unmittelbar
(ny,m,l||x| ™ |nk,m/, I'y = Ot Ot Vo i (8.13)

mit den Abkiirzungen
7o
Vit 1= / dr=Ro (1) R 1(7) (8.14)
r
0

und

1

. ()__1 V2 | T, +1+3) (Mw>4<Mw 2)”71
el AT T r(E+1) ny! h h

Mwr? 3
exp (— ;;_lr >1F1(—n,.,l+§,er2/h). (8.15)

Um die verbleibende r-Integration in (8.14) auszufiihren, werden die
konfluent hypergeometrischen Funktionen durch Laguerre-Polynome [3,
8.972.1] und Gamma-Funktionen dargestellt

AT+ 32 L Mwr?
L_F?; ﬁ:? wr : (8.16)
L(n, +1+43) 2h

3
1 Fy(=np, 1+ §aMW7’2/h) =
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und es wird substituiert I
= T‘”r? (8.17)

Die Matrixelemente V,, ./ ; gewinnen dabei die Form

Mw neln!
h \T(n,+1+3C(n.+1+2)

Vnr,n;,l =

’
ny

v 1 1
/ duu' e Lo (u) L (u) . (8.18)
0

Unter Verwendung der Integralformel [20, (2.19.14.15)]

14+9)mA—a+1),T(a)

m!m'lc

/dx 2 e LY (ex) L), (u) =
0
sFy(—m,a,a — ;v +1,a— X —m';1)  (8.19)

folgt mit « = [+ 1,c =1,y = A = l+%,m = n, und m' = n, das
vorlaufige Ergebnis

” B MwF(l+1)F(nr+%) F(n;—i-l—l-%)
e T N(E ) ne 1T (ny + 1+ 3)
1 31
F5(— ,l 1,-:1 S e r'l 2
3 2( nra + 72’ +272 Ny ) (8 0)

wobei 3F, eine verallgemeinerte hypergeometrische Funktion darstellt.
Um die Berechnungen spezieller Matrixelemente vorzubereiten, werden
diese und einige andere Funktionen kurz erldutert.

Gamma-Funktion

Diese Funktion geniigt dem Legendreschen Verdopplungssatz [19, S. 331]

I ()T (x + %) _ Qﬁlr(zx) , (8.21)

der Funktionalgleichung
Fz+1)=2T(z) mit T'(l)=1 (8.22)
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sowie dem Ergédnzungssatz

M(@)l(1 —z) =

_ fir 0<z<1. (8.23)
sin xm

Dariiber hinaus beziehen wir uns auf das Pochhammer Symbol.

Pochhammer Symbol

Es ist allgemein durch
(@) =ala+1)(a+2)...(a+k—1) (8.24)
und
(@)o=1 (8.25)
definiert, woraus
(D = k!, (0)r = k0 (8.26)

und mit (8.22)

(8.27)

fiir nichtnegative ganze Zahlen k folgen. Das Pochhammer-Symbol er-
scheint in der Reihendarstellung der verallgemeinerten hypergeometri-
schen Reihe aus (8.20), die hier ebenfalls kurz diskutiert wird.

Verallgemeinerte hypergeometrische Funktion

Die Reihendarstellung der verallgemeinerten hypergeometrischen Funk-
tion lautet [3, 9.14.1]

: s () ()i 2Y
pFylan, oy By By 2) _kz::o G B R (8.28)

Ist p = 3 und g = 2, ergibt sich

i (1), (@2)r, ()i 2° (8.29)

3F2(C¥1,a2,043551;ﬂ2;2) =



Betrachten wir speziell 3F5(0,1,3; 2, 1;1), so liefern die Formeln (8.26)
und (8.29) unmittelbar

131
F0,1,=;=,=;1) =1 8.30
32(7;272727) ( )
Analog folgt fiir 3F5(0,1,%; 3,1 — n; 1) mit natiirlichen Zahlen n:
131
Fo(0,1, =12, =~ —n31) = 1. 31
32(07725272 TL,) (83)
Die Reihe 3F5(—n, 1, %, %, %; 1) ergibt fiir natiirlichen Zahlen n nach kur-
zer Rechnung
131
F(—n,1,=; =, =;1) =2 Fi(—n, 1; ;1 .32
32( n;727272)) 21( n, 13 )) (83)
Unter Verwendung von [3, 9.122.1]
3 r'3/2)r3/2+n+1)
Fi(—n,1;=;1) = 8.33
2Filon L5 ) = —h a2 - 1) (8.33)
sowie den Formeln (8.21), (8.22) und (8.23) folgt schlieflich der Ausdruck
131 1/2
F(—n,1,=;=,=;1) = . .34
32( n;72)2727) n+1/2 (83)

8.3 Erste Korrektur der Grundzustands-
energie

Diese Vorbereitungen erméglichen es, die erste Korrektur in der Stérungs-

entwicklung der Grundzustandsenergie als Spezialfall von (5.6) zu be-

stimmen. Sie besteht laut (5.16) aus dem Matrixelement (8.20) mit n, =
n, =1 = 0. Es lautet

[MwT(T () 13
- F(0.1.—: 2
‘/0,0,0 h F(é) 3 2(07 72’ 27

2

%; 1) (8.35)

Die Anwendung der Funktionalgleichung (8.22) und vom Ergebnis (8.30)

ergeben so
M
B = (0,0,0]|x|710,0,0) = Voo = 2,/—;’ . (8.36)
T
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8.4 Zweite Korrektur der Grundzustands-
energie

Hier werden Spezialfille von (8.20) mit n, = [ = 0 und allgemeinem n,,
betrachtet. Es folgt

(8.37)

Setzt man dagegen n,. = | = 0 fiir allgemeines n,, wird die in (8.18)
erkennbare Symetrie in n, und n, bestétigt, also Vg, o = Vi 00. Unter
Verwendung der Formeln (8.21), (8.22) und (8.23) folgt

r (nl + %) _ (20l +1)(2n, — 1)!

= 8.38

0 2 (i — 1) (8.38)
Damit und mit (8.32) ergibt sich fiir das Matrixelement
M 2n, —1)!

(0,0,0(% 1., 0,0) = Vo o =1/ —o (2n, —1) . (8.39)

Th (n! —1)127-2, /(20! +1)!

Der zweite Term in der Storungsentwicklung der Grundzustandsenergie
ist laut (5.21) mit den Energieeigenwerten (8.11) und dem Matrixelement
(8.39) die Summe

AM & (2n—1) 1

2 _ _
By = ﬂf,; [(2n)!]2 2n +1° (8.40)

Die auftretende Summe wird im Anhang A ausgewertet, so daf} sich (8.40)

auf A
E(Q)————l———i-l 2 41
0 h?( 2 n ) (8 )

reduziert.
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8.5 Dritte Korrektur der Grundzustands-
energie

Die dritte Energiekorrektur hat die allgemeine Form (5.26). Sie wird fiir
den Grundzustand mit den Matrixelementen (8.20), (8.36) und (8.39)

(2n — 1)!(2m - 1)!F(n +1/2)/T(m + 3/2)

N Rl 2T T(3/2)y/2n + 1)!2m + 1)!T(n + 3/2)
LS R (n [(2n — DIPD(n + 1/2)

A

l\DIOJ

1
T
5 ml)

l\Dlr—t

n'32(2"*2)(2n + 1)vr(3/2)

122020~ 2>(2n +1)!

(5.26) enthilt eine indefinite Doppelsumme, die durch die Symetrie der
Summanden in den Indizes n und m in eine gewShnliche indefinite Sum-
me und eine indefinite Summe iiber eine endliche Summe zerlegt werden
kann, was die Berechnung erleichtert. Der Ausdruck wird numerisch aus-
gewertet und ergibt den Korrekturfaktor

E =0.0317

(8.43)

W

8.6 Storungsreihe bis zur dritten Ordnung

Die Storungsentwicklung der Grundzustandsenergie des Hamiltonopera-
tors (8.3) bis zur dritten Ordnung in Potenzen von a wird damit

3 [Mw_ 4aM, = [ M
Bl =hw> 5T\ 720 h2( —§+1n2)042+0.0317 %oﬁ. (8.44)
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8.7 Umsummation der Stérungsreihe:
Variationsstorungsreihe des Coulomb-
Systems bis zur dritten Ordnung

In der nullten Niherung stimmen die Stérungsentwicklungen der Grund-
zustandsenergie von (8.2) und (8.3) iiberein. Um die Stérungsentwicklung
zur hoheren Ordung im Klammerausdruck vom Hamiltonoperator (8.2)
zu berechnen, wird die Entwicklung von (8.3) nach der Ersetzung (8.4)
erneut in eine Potenzreihe in o entwickelt. Es folgt nach dem Einsetzen
von (8.5) die Storungsentwicklung erster Ordnung

3 [ M)
E, = -hQ) —2«. A4
1 4h + - (07 (8 5)

Dieser Ausdruck stimmt offensichtlich mit (7.25) iiberein, wie durch die
Beziehung (7.23) vorrausgesagt. Fiir die Storungsentwicklung bis zur
zweiten Ordnung ergibt sich

9 3 [MQ  4M -
By = —hQ+ 2|50 — - (1+ 2 — D)a? 4
2= 16" o\ i @ T (L IR2 m g)e (8.46)

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Kapitel 7 in Formel (7.25)
und (7.80). Die optimale Variationsfrequenz 2 wird nach der Gleichung
(2.24) bestimmt und ist fiir £y und F5 identisch:

16 M«
Q= 8.47
9h3ﬂ_ ( )

Die Storungsentwicklung dritter Ordnung wird
15 21 [MQ  4AM T M
Ey=—h+—/—a——5(1+In2—-)a’+0.0317y/ ——=a® (8.48
T e L Vi &48)
und die Forderung (2.24) zur Bestimmung von 2 lautet

3 21 M
0=15vQ) — —Q+16 x 0.03174/ —. 8.49
va NZS + V Al (8.49)

Sie kann im Gegensatz zu den Bestimmungsgleichungen der Frequenzen
bis zur zweiten Ordnung nicht mehr analytisch, sondern nur noch nume-
risch gelost werden und liefert mit natiirlichen Einheiten, M = 1 und
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a = —1 die optimale Variationsfrequenz Q = 0.5264(s*)~" und damit die
dritte Approximation der Grundzustandsenergie

E; = —0.490.J* . (8.50)
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Kapitel 9

Ausblick

In vorliegenden Arbeit ist die Pfadintegral-Formulierung der quanten-
mechanischen Zustandssumme der Ausgangspunkt fiir die Entwicklung
der Variationsstorungstheorie. Von noch groflerer Allgemeinheit jedoch
ist die Untersuchung der Dichtematrix, die wie in Kapitel 1 definiert, die
Berechnung von Erwartungswerten beliebiger Observabler gestattet, und
durch Spurbildung auf die Zustandssumme selbst fiihrt. Wenn man die
Variationsstorungstheorie auf die Dichtematrix iibertragen mochte, fiihrt
dieses auf Erwartungswerte

1 27Th25 — 1 o
75 \/ i /(:va,O)v(xb,hﬁ) Dx(7)d(T — 0) exp {—ﬁAQ [x(r)]}
X Fi(xz()) ... Ex(z(1n)) - (9.1)

Die nichtperiodischen Pfade fithren von x,(0) nach zy(h3), so daf eine
Fourierzerlegung des Pfades zur Auswertung nicht mehr moglich ist. Es
wurden hierzu schon Methoden konstruiert, die Pfadintegrale wie (9.1)
auf solche iiber periodische Bahnen zuriickfiihren. Dabei wird eine Zer-
legung des Pfades in eine nicht geschlossene klassische Bahn und einen
verbleibenden periodischen Pfadanteil vorgenommen [1], oder es werden
durch eine Grenzwertvertauschung periodische Bahnen erzeugt [15]. Die
im Kapitel 4 dieser Arbeit entwickelte Methode der Fouriertransforma-
tion im Pfadintegral zur Herleitung der Verschmierungsformel kann die
bestehenden Techniken ergénzen, da sie ganz ohne die Vorraussetzung
periodischer Pfade auskommt. Der néchste Schritt besteht also darin,
die Variationsstorungstheorie fiir die Zustandssumme so auf die Dichte-
matrix zu iibertragen, daf} sich erstere als Spezialfall der zweiten ergibt.
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Eine weitere Entwicklungsméglichkeit stellt die Abkehr vom Standard-
Hamilton-Operator hin zu dissipativen quantenmechanischen Systemen
dar, die eine besonders wichtige Anwendung der Naherungsverfahren dar-
stellen, da sie in der Regel nicht explizit analytisch losbar sind [15].
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Anhang A

Berechnung von Reihen

Reihen lassen sich oft unter Zuhilfenahme des Residuensatzes aus der
Funktionentheorie berechnen. Er lautet [19, 3.4.8.2]

fdzf(z) = 27i ZResf(z) ] (A.1)

mit, einer im Gebiet G mit stetiger Randkurve C', bis auf isolierte Sin-
gularitéiten z1, 25 ... analytischen Funktion f(z). Hat eine Funktion f(z)
einen Pol k-ter Ordnung an der Stelle 2y, so 148t sich das Residuum durch
19, 3.4.8.1]

Resf (o) = gy i { e (G- as) | (a2

berechnen. Das Verfahren soll hier auf zwei Reihen angewandt werden.

A.1 Summation der Zweipunktkorrelatio-
nen

In diesem Abschnitt wird die Reihe

2 & cos (wp(m — 1))

A3
Mﬁmzzl w%+Q2(IL‘0) ( )
mit den Matsubara-Frequenzen
2
Wi = h—gm (A4)
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berechnet. Da die Summation fiir jedes feste xy ausgefiithrt wird, soll
dieses Argument nicht mehr erwéihnt werden. Es muf} nun eine Funktion
f(z) gewihlt werden, so dafl zum einen die Residuen in einem gewissen
Gebiet G die Reihe (A.3) ergeben, und gleichzeitig die Anforderungen
an die Analytizitat erfiillt sind. Zusétzlich soll die Funktion fiir grofie
Werte von z auch noch stirker als 1/|z| verschwinden, denn dann, so
zeigt sich, fallt das Kurvenintegral in (A.1) im Unendlichen weg, und es
verbleibt die einfache Berechnung einiger Residuen. Dazu betrachten wir
die Funktion

P cos (Z—gm — Tylz — 7rz)

22 —iQ) (&2 +iQ) sinmz

f(z):= , (A.5)
(

die iiber Singularitéiten bei allen ganzen Zahlen und bei z = +iQh3 /27
verfiigt.

Bei den Singularititen von f(z) handelt es sich ausschliefilich um ein-
fache Pole, deren Residuen wie folgt ausgewertet werden. An den Stellen,
an denen z eine ganze Zahl m ist, lautet der Grenzprozef:

Resf(2)|z=m = lim {(z —m)f(2)}

Z—m
cos (Z—gm - 7'2|m)
(Zm —iQ) (Zm +iQ)
cos (W (11 — T2))
w2 + Q2

Die anderen beiden Residuen haben den Wert

Qh
Resf(:)|,oape = lim,, [(ziZ%ﬁ)f(z)]

LB (cosh (Qm — r| — hQ3/2)
_E< sinh h23/2 ) - (A1)

Die Funktion f(z) hat dariiber hinaus die Eigenschaft, fiir grofie z stirker
als 1/|z| zu verschwinden, sofern man die Singularitéiten der Sinus-Funk-
tion auf der reellen Achse umgeht:

1
f(z) ~ PR €e>0. (A.8)
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Wihlt man als Kurve C' einen Kreis um den Ursprung, der die reelle
Achse jeweils zwischen zwei ganzen Zahlen schneidet, d.h. dessen Radius
r=n-+ % ist, so a8t sich fiir geniigend grofie n abschiitzen

K
(n+3)

7{ dzf(z) <

CKreis(n+ % )

(A.9)

mit einer Konstanten K. Deshalb verschwindet die rechte Seite von (A.1)
fiir Kreise Ckyreis im Limes n — oo. Im selben Grenzwert jedoch werden
alle Singularitdten von f(z) durch Cikyeis eingeschlossen, so dafl die Sum-
me auf der rechten Seite {iber alle Residuen zu fiihren ist. Die Gleichung
(A.1) reduziert sich dann auf

X cos(Wm(mi — 7)) BB [cosh (Qr — 7| — KQB/2)
0= m_zoo w2 +Q2 20 sinh hQ53/2 (A.10)
_ i cos (W (T — T2)) N 1 hB [cosh (i — 1| — h25/2)
Tt T 02 20 sinh 7253/2 '

Die gewiinschte Summe (A.3) ist nun abzulesen. Sie hat die geschlossene
Form

2 i cos (W (11 — T2))
Mp —= w2 +O?

_h [cosh (Q|ry — | — hQB/2) 2
T 2MQ sinh hQ3/2 QB

(A.11)

Um die Eigenschaft (A.8) nachzuweisen, geniigt es, die Beschrinktheit
von

(w2, +9%) f(2) (A.12)

zu zeigen. Dazu schreibt man (A.12) als

27
cos (35/m — mlz — 7z cos vz
(35 : ) - — (A.13)
sin 7wz sinmz
mit der Grofle a := z—gh’l — 7o — m. Hier erkennt man deutlich die

Singularitdten auf der reellen Achse, die angemessen umlaufen werden
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miissen. Fiir Differenzen |7y — 73| < /i kann man den Betrag von (A.13)
abschétzen:

6(—iax+ay) 4 e(-l—iax—ay) etoy +e

|6(f’i7rx+7ry) - e(+i7rxfﬂ—y) | S |6+7ry _ e77l,y| (A14)
mit 2 = x + 1y und a =< 7. Dieser Ausdruck bleibt fiir alle x # n und
alle y beschrinkt.

Insgesamt folgt, dal (A.11) nur fiir |7 —7»| < AS gilt, was jedoch keine
wesentliche Einschrinkung darstellt, da die relevanten Integrationen nur
fir 0 <7; <hB mit j = 1,2 gefiihrt werden. Im Fall 7y — 7, geht (A.3)
in (3.15) iiber, und entsprechendes gilt auch fiir die geschlossene Form
(A.11).

A.2 Summation der zweiten
Energiekorrektur
Eine weitere Summe, die in Gleichung (8.40) auftrat, wird auf schlichtere

Weise gebildet: Der direkte Vergleich mit der Taylorentwicklung einer
transzendenten Funktion fiihrt hier schon zum Erfolg. Mit der Definition

1 1-3
f(x) .—2.3x+2_4.5x

13 20-1) o0y
2-4-...(2n)(2n+1)x( o (A.15)

S 4.

+

folgt einerseits
< (2n—-1! 1

1) = Al
U n;l [(2n)!]2 2n + 1 (4.16)
und andererseits nach [19, S. 33]
df (x) _ arcsing 1 _ (A17)

dx 2 z

Mathematisch gesehen ist (A.17) eine inhomogene Differentialgleichung
erster Ordnung in f(z), deren Losung im Intervall (0, 1] durch die Rand-
bedingung f(0) = 0 eindeutig gemacht wird:

1
f(x) :1+ln2—Earcsin:c—ln(qu\/l—a:?). (A.18)
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Mit (A.16) und (A.18) erhilt man also als Ergebnis fiir die in (8.40)
auftretende Reihe:

2n—-1)! 1 T
—1- 2 4m2. A.19
[(2n) !']2 on + 1 p tm (A.19)

n=1
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Anhang B

Gauflintegration in mehreren
Dimensionen durch
Variablensubstitution

Das Integral (3.39) soll durch Variablensubstitution gelost werden. Sind
allgemein Integrationsvariablen durch einen Satz neuer Koordinaten ge-
geben k; = kj(hy...hy), kurz k = k(h), so gilt fiir das Integral iiber
eine Funktion ¢(k) := ¢(ky ... ky)

[ a"ko() = [a¥h ‘H

G G’

¢(k(h)) (B.1)

mit der Funktionaldeterminante ‘gé:i:::’;x )) ‘ und dem Urbild G’. Ausgangs-

punkt der Umformungen sei hier der Exponent aus (3.39):
ik'y — %kTAk. (B.2)
Uber die Komponenten des Vektors k wird integriert. Diese Variablen
werden durch den Ubergang zu
h:= Atk +iA 7y (B.3)

ersetzt. Die Matrix A2 ist dabei so zu wahlen, daf} A2 A3 = A gilt. Aus
dem Exponenten (B.2) wird so
1

1
—§hTh — 5yTA—ly. (B.4)
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In den neuen Variablen ist damit der Exponent auf quadratische Form
gebracht. Die Funktionaldeterminante hat aufgrund von

-1

Ohy .. hy)|  |0(k: .. ky) '
und der Definition (B.3) die Form
e 1 1
‘EKEL——f@XZ = det(A%) = —— (B.6)
Mit der Substitution (B.3)
+oo Nk 1
—ik" —kTAk} B.
/. (2m)" xp { -ik"y + 5 (B.7)
wird aus (3.39) unter Verwendung von(B.1), (B.4) und (B.6)
+o0 "h 1
/ d exp {——hTh — —yTAly} : (B.8)
—oo o\ /(detA)(2m)N 2 2

Die h-Integrationen lassen sich ausfiihren und liefern den Faktor v/ o
Das Ergebnis ist demnach

+oo Nk S
/_oo o) exp{—zk y+§k Ak} =
1 L or o
exp{——y A y} : (B.9)
(2m)N (det A) 2
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Anhang C

Der Stromterm in der
Wirkung eines Pfadintegrals

In der vorliegenden Arbeit tauchten Pfadintegrale auf, deren Wirkung
neben dem kinetischen Anteil und einem quadratische Term im Pfad
aus einem linearen Stromterm besteht. Wenden wir uns zunéchst der
Berechnung der Zustandssumme zu.

C.1 Berechnung der Zustandssumme eines
harmonischen Oszillators mit Strom-
ankopplung

Die Berechnung soll auf das als bekannt vorrausgesetzte Pfadintegral
des gewdhnlichen harmonischen Oszillators ([1], Kap 2) zuriickgefiihrt
werden. Gegeben sei also

21i(n)] = § Da(r) exp {3 Ala(r)]} (1)
mit, der euklidischen Wirkung

hB )
Afato)) = [ar {30+ e~ iratn | c2)
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Der kinetische Anteil in der Wirkung (C.2) wird partiell integriert

:727{Jgﬂﬂiﬁ}+M?adﬂQ—ﬂﬂxﬁ%

M
+5 o (r)i(r)le” (C.3)
Die Periodizitdt der Pfade x(0) = =z (hf) und der Zeitableitungen der
Pfade (0) = #(h3) lassen den letzten Term in (C.3) verschwinden. Wei-
terhin wird die Identitét

= 87_2/d7'6 7 —7")z(r") (C.4)

D(r,7") = (_86_:2 +w ) &(r—1) (C.5)
die Form
RB  hB u g
App(r)] = [ dr [ ar' 5D )a(r) — [ drir)ar)  (C.6)

gewinnt. Die Inverse des Differentialoperatos D(7,7') ist definiert durch
[ a7 DG, )D7 (7 = b(r — 7). (C.7)
0

Diese Matrix D~!(7,7') geht aus (C.7) jedoch nicht eindeutig hervor,
vielmehr folgt, dafl gelten muf:

82
<_ﬁ + w ) D*I(T, )y =6(r—1). (C.8)
Diese Differentialgleichung erfiillt jedoch eine ganze Funktionenklasse,
deren Elemente Greens-Funktionen heiflen. Je zwei Greens-Funktionen
konnen sich durch eine beliebige Losung der Differentialgleichung des har-
monischen Oszillators unterscheiden. Diese Unbestimmtheit wird durch
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die Forderung von Randbedingungen beseitigt. Die Greens-Funktion D~ (7, 7')
ist Losung von (C.8) sowohl in 7 als auch in 7/. Aus der Theorie der
Differentialgleichungen ist bekannt, dafl jede der Loésungen durch zwei
Randbedingungen festgelegt wird, da es sich um Differentialgleichungen
zweiter Ordnung handelt. Es soll hier gefordert werden

D7Y0,7) = D 'nB,7)=0,
D™Y(r,0) = D' (r,hB) =0 (C.9)

fiir alle 7 aus dem Intervall (0,%3). Die Funktion, die diese Bedingun-
gen erfiillt, wird mit G(7,7") bezeichnet. Sie heif}t periodische Greens-
Funktion. Die Pfade in (C.6) werden substituiert

np
y(r) = () + % 0/ G r, ) i(7) (C.10)

wobei das Pfadmafl Dz (7) = Dy(7) invariant bleibt. Unter Verwendung
der Definitionen (C.5), (C.7) und (C.10) in die Wirkung (C.6) ergibt sich

oong Mw?
Alz(7)] = 0/ dr 0/ dr' —5—a(r)D(r, ") (r')
1 h3  hB 1 k3
o [dr [arinD 7 7)) = 5 [ drite()
hB hi hi

—i—%O/dTO/dT'O/dT"Dl(T, ™) (7D (r, 7"z (") . (C.11)

Wihlt man G(7,7') = D (r,7') so folgt nach zweimaliger partieller
Integration in der letzten Zeile von (C.11), da die Randterme wegen
(C.9) verschwinden

) 3 BB KB o
L ! " N[ Y 2 R/ "
20 dTO/dTO/dT G(T,T)](T)( 8T2+w>6(7 (")

i
=5 [ i) (C.12)
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und damit
h3 KB
(1)] = / dr / dr'
hﬂ h3

/dT/de )j() . (C.13)

D(r, m)x()

Jetzt hdngt nur noch die erste Zeile in (C.13) vom Pfad ab. Dieser Teil
der Wirkung ist aber schlicht der eines harmonischen Oszillators, so dafl
dessen Zustandssumme [1, 2.278]

1

= C.14
2sinh“’—72w ( )

hier nur als Vorfaktor eingeht. Es folgt insgesamt

7 = %Dx(T) exp {;L 73d7' {%x(T)Z + M;2x(r)2 — ](7’)1‘(7')}}

) K3 BB
= e {2Mh/dr/d7j )i(r )}. (C.15)

Verschiebt man den Pfad durch y(7) := z(7) — z, bleiben Pfadmaf
Dx(7) = Dy(7) und kinetischer Term 7(7)? = %(7)? invariant, und es
gilt

Zi(r)] = ?{Dx exp{AIO /dT] :cg)}

1 h3 BB
~ 2sinh “”W {QMh/dT/dTJ ™)j(r ')} (C.16)

mit der Wirkung A% [z(7)] wie in (2.11) und w = Q(zy). Es bleibt die
Bestimmung der Funktion G(7,7'), was nach der Vorarbeit in Anhang
A leicht zu erledigen ist. Es ist die Differentialgleichung (C.8) mit den
Randbedingungen (C.9) zu 16sen. Da die Losung symmetrisch in 7 und
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7' ist, liegt ein Ansatz von G(7,7') = G(|7 — 7'|) nahe. Weiterhin soll die
Losung nach ebenen Wellen entwickelt werden. Die periodischen Rand-
bedingungen werden durch den Lésungsansatz in Form einer Fourierreihe
mit den Matsubara Frequenzen wie in Gleichung (3.2) automatisch ein-
gehalten

—+00
G(r, ) = Z Crm €xXp (iwp|T — T']), (C.17)

m=—0Q

mit Koeffizienten ¢,,, die durch Einsetzen in (C.8) bestimmt werden. Es
folgt

1 =1 _ ,
% Z mexp(lwm|7—7'|). (018)

m=—0Q m

Die Summe trat schon in Gleichung (A.10) auf, so daf folgt

n_ cosh (w|r — 1| — hQB3/2)
Grr) = 2w sinh hQ3/2 ' (C.19)

C.2 Berechnung der lokalen Zustandssum-
me eines harmonischen Oszillators mit
Stromankopplung

Es soll nun Z{°[j(7)] wie in (3.91) definiert, bestimmt werden. Diese
Rechnung kann im wesentlichen auf die Ergebnisse des vorangegangenen
Abschnitts zuriickgefiihrt werden. Schreibt man die Delta-Funktion als
Fouriertransformierte wie in (3.55), so folgt

2515 =\ 2L f pagry [

— 00

1 I D .
exp —ﬁAQ [z(T)] + ﬁO/dT [](7') + ﬁ] [2(T) — 0] ¢ - (C.20)

Die Formel (C.16) auf (C.20) mit dem effektiven Strom
Jert(T) :=j(7) + 3 (C.21)
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angewandt, liefert

1 Pdu P
Tol _ ! - AT
2800 = 5 am | 5\ 5 / dr / ar'j (1)G (7, 7)j(')

L e ns P
o ! - ! o ! ! . 22
+MhﬁO/dTO/dT](T)G(T,T) L O/dTO/dTG(T,T) (C.22)

Die Fouriertransformierte der Greens-Funktion (C.18) zeigt unmittelbar,
daf fiir alle 7 € (0, hp) gilt:

h8 .
/ ArG(r ) = o7 (C.23)
0
Wir setzten nun (3.48) und (3.61) gleich und erhalten
hi ) 1 ' zo
7))~ gaee = (@) =20)(2(7) —z0))e (C.24)

Mit diesem Zusammenhang folgt schliellich, nachdem in der Variablen u
quadratisch ergénzt und integriert wurde

Zo'li(m)] =
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Anhang D

Zeitintegrale der
Zweipunktkorrelationen

Die Berechnung der Integrale (6.10) ist sehr technisch, deshalb sollen nur
die Ergebnisse angegeben werden:

4 o1 1
2 \MQ(xg)) 8hBQ(20) sinh? H%U0)

2

{44 (hBQUx0))” — 4 cosh hFQwo) + hBQUwo) sinh h3Qwo) } |

(D.1)

o ( B >3 1 1 (D2
2 \MQ(x0)) 24 (1)) sinh? ML) '

{—24 — 4(hBQ(20))? + 24 cosh BB (x)
+(hBQ(z0))? cosh ABQ(z0) — 9RBQ () sinh hﬂQ(a:o)} ,

h 4 1 1
8
o (MQ(aro)) 768 (hB(x0))* sinh* 222z0) (D.3)
{864+ 18 (13Q(xo))" + 1152 cosh 13Qxo)

+32 (hBQx0))? cosh hBQ(zo) — 288 cosh 21,5Q (o)

—32 (hBQz0))? cosh 25,3 (x)

— 28873z ) sinh A3 (z0) + 24 (BBQ(x0))® sinh ABQ(zo)
+14473Q(xo) sinh 278Q(wo) + 3 (ABQ(xy))* sinh 2h6Q(wo) } -
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Anhang E

Natiirliche Einheiten

Die Abbildungen der vorliegenden Arbeit sind alle in natiirlichen Einhei-
ten vorgenommen. In diesen werden alle Naturkonstanten zu eins gesetzt:

Elementarladung e,
Wirkungsquantum A,
Elektronenmasse m,,
Influenz 4me,
Boltzman-Konstante kg .

Die resultierenden Einheiten der in den Abbildungen verwandten Groéfien
sind:

[Energie] = J* = 27,21eV |

[Temperatur] = K* = 315605.22K ,
[Linge] = m* = 0.53 x 107 'm .
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