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Kapitel 1

Die Einleitung

Die von Hermann Haken im Jahre 1969 begriindete Synergetik [31, 44| beschiiftigt sich
als interdisziplindre Wissenschaft mit Systemen der unbelebten und belebten Natur, die
aus vielen nichtlinear miteinander wechselwirkenden Untersystemen aufgebaut sind. Un-
abhéingig von der konkreten Realisierung besitzen solche Systeme fern vom thermodynami-
schen Gleichgewicht die Fihigkeit, auf makroskopischen Skalen in Raum und Zeit spontan
geordnete Strukturen auszubilden.

Diese Phianomene der Selbstorganisation beruhen urséchlich darauf, dafl eine interne Zeit-
skalenhierarchie zu einer zirkulidren Kausalkette [52, S. 56| fiihrt, sofern die Kon-
trollparameter, die die Offenheit des Systems gegeniiber der Umgebung quantitativ be-
schreiben, kritische Werte annehmen. Nach dem Versklavungsprinzip der Synergetik
folgen die vielen schnell relaxierenden Moden des Systems instantan den wenigen langsam
verdnderlichen Moden, die daher als Ordnungsparameter bezeichnet werden. Umgekehrt
bewirken die nichtlinearen Wechselwirkungen zwischen den Untersystemen, dafl die Dyna-
mik der Ordnungsparameter durch die schnell relaxierenden Moden beeinflufit wird. Aus
dieser zirkulédren Kausalkette ergibt sich so eine vereinfachte, komprimierte Systembeschrei-
bung, da sich die vielen mikroskopischen Grundgleichungen in der Umgebung der kritischen
Werte der Kontrollparameter auf wenige makroskopische Ordnungsparametergleichun-
gen reduzieren lassen. Deren Diskussion erlaubt es schliefilich, die Emergenz spontaner,
makroskopischer Ordnungszusténde als Nichtgleichgewichtsphaseniiberginge im phy-
sikalischen Sinne zu verstehen.

In der Synergetik beginnt die detaillierte Analyse eines vorgegebenen Systems mit der
Identifikation der Ordnungsparameter. Die konventionelle Vorgehensweise bedient
sich hierzu der linearen Stabilitdtsanalyse eines Attraktors, die auf das Eigenwert-
problem einer Matrix fithrt. Wahrend die Eigenvektoren die einzelnen kollektiven Moden
des Systems ergeben, erlaubt die Diskussion der Eigenwerte in Abhéngigkeit der Kon-
trollparameter, eine Zeitskalenhierarchie festzustellen und eine Aufspaltung der Moden
in schnell relaxierende und langsam veréinderliche vorzunehmen. Da aber bei einer solchen
Stabilitatsanalyse lediglich die Umgebung des betrachteten Attraktors beriicksichtigt wird,
bleibt diese Vorgehensweise von rein lokaler Natur.
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Hier kniipft die Idee der vorliegenden Diplomarbeit an, einen allgemeineren, globaleren
Zugang zur Stabilitdtsanalyse von Attraktoren in der Synergetik vorzubereiten. Dazu sol-
len die Ljapunov—Funktionen verwendet werden, die erstmals in der mathematischen
Theorie dynamischer Systeme entdeckt wurden und eine naheliegende Verallgemeinerung
des gewohnlichen Potentialbegriffes darstellen.

Der erste Schritt zur Realisierung dieser Idee besteht darin, Methoden zur Berechnung von
Ljapunov—Funktionen zu entwickeln und sie fiir sich anschliefende, weitergehende Untersu-
chungen bereitzustellen. Da sich allein schon dieser eine Teilaspekt als duflerst umfangreich
und schwierig erweist, beschréinkt sich die vorliegende Diplomarbeit darauf, hierzu geeig-
nete mathematische Hilfsmittel detailliert auszuarbeiten.

Im zweiten Kapitel wird fiir Attraktoren deterministischer, gewohnlicher Differentialglei-
chungssysteme eine spezielle Klasse von Ljapunov—Funktionen eingefiihrt, die als Nicht-
gleichgewichtspotentiale bezeichnet werden. Eine prinzipielle M6glichkeit fiir deren Be-
rechnung besteht darin, das urspriinglich rein deterministische System zu einem stochasti-
schen zu erweitern, den dazugehorigen stochastischen Propagator zu bestimmen und
anschliefend Grenzwertprozesse an diesem vorzunehmen. Deshalb beinhalten die folgenden
Kapitel verschiedene Losungsstrategien, wie solche stochastischen Propagatoren zu gewin-
nen sind.

Hierbei beschriankt sich die vorliegende Arbeit darauf, eindimensionale Problemstellun-
gen zu behandeln, da dann die stochastischen und die einfacher handhabbaren quantenme-
chanischen Systeme mathematisch zueinander dquivalent sind. In Kapitel 4 ermoglicht dies
durch eine geschickte Transformation der Zeit, der Zufallsvariablen und der Verbundwahr-
scheinlichkeitsdichte, die Berechnung von stochastischen Propagatoren auf die Bestimmung
quantenmechanischer Propagatoren zuriickzufiihren.

Quantenmechanische Propagatoren lassen sich wiederum mit Hilfe zweier unterschiedli-
cher Methoden berechnen. Hierzu werden in Kapitel 3 ausfiihrlich die Pfadintegrale
vorgestellt, bei denen sich ein quantenmechanischer Propagator durch Integration iiber
alle moglichen Wege im zugrunde liegenden Funktionenraum ergibt. Eine zweite, dazu al-
ternative Methode wird in Kapitel 5 behandelt. Dort wird eine allgemeine Abbildung
zwischen zwei quantenmechanischen Propagatoren konstruiert, indem drei Transformatio-
nen geschickt hintereinander ausgefiihrt werden, die die Zeitkoordinate, die Ortskoordinate
sowie die Wellenfunktion involvieren.

Die Niitzlichkeit der erwéhnten Losungsstrategien wird an Hand von Beispielen dargestellt,
die in Abb. 1.1 zu einem viereckigen Schema zusammengefafit sind. Hierbei handelt es
sich um zwei stochastische und zwei quantenmechanische Systeme, die gewthnlich nur
isoliert voneinander betrachtet werden. Auf der globalen Beschreibungsebene von Propa-
gatoren lassen sie sich jedoch durch Transformationen ineinander abbilden.
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Der in Abb. 1.1 illustrierte Zusammenhang beginnt in der vorliegenden Diplomarbeit bei
dem harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere. Dessen Dirichlet—Propagator wird
in Kapitel 3 bereitgestellt, indem die Methode der Pfadintegrale angewendet wird. Dieser
Dirichlet—Propagator wird dann in Kapitel 4 in den Propagator des stochastischen Sy-
stems mit dem 22-Rauschen abgebildet. In den Kapiteln 6 und 7 dagegen liBt sich dieser
Dirichlet—Propagator iiber das Morse—Potential in den stochastischen Propagator zum x—
Rauschen iiberfithren. Damit ist es mathematisch gelungen, zwei stochastische, gewthnliche
Differentialgleichungen, die im Rahmen der Synergetik als Ordnungsparametergleichungen
anzusehen sind, mit Hilfe quantenmechanischer Systeme ineinander zu iiberfithren. Ob es
auch moglich ist, eine direkte Verbindung zwischen beiden herstellen zu kénnen, bleibt
dabei offen (vgl. das Fragezeichen in Abb. 1.1).

Am Ende des 7. Kapitels schlieit sich dann die Argumationskette, da dort zwei Nichtgleich-
gewichtspotentiale fiir das deterministische System ¢ = a-2 — b- x> aus den stochastischen
Propagatoren zum x?-Rauschen beziehungsweise zum z-Rauschen abgeleitet werden. Dies
zeigt beispielhaft, dafl es zu einem System unterschiedliche Ljapunov—Funktionen geben
kann.

22-Rauschen: o z—Rauschen:
e .
t=a-z—b-2>4+/Q 2% F t=a-x—b-22+Q x-F
I Kapitel 4 Kapitel 7 1
Harmonischer Oszillator mit )
Zentrifugalbarriere: Kapitel 6 Morse-Potential:
- —2ax —4ax
Vp(z) = Zw?a? + 4% Va(z) =Vo- e =29V - e
X

Kapitel 3

Abbildung 1.1: Viereckiges Schema von zwei stochastischen und zwei quantenmechanischen
Systemen, die sich auf der globalen Beschreibungsebene von Propagatoren durch Transfor-
mationen ineinander iiberfithren lassen



Kapitel 2

Das Konzept der
Ljapunov—Funktionen

2.1 Die Motivation

Wihrend die lineare Stabilitdtsanalyse nur eine lokale Untersuchung von Attraktoren dyna-
mischer Systeme ermdglicht, stellt das Konzept der Ljapunov-Funktionen einen globaleren
Zugang dar. Deshalb werden die Ljapunov—Funktionen zunéichst am Beispiel der einfach-
sten Attraktoren, den Gleichgewichtslagen, eingefiihrt und durch grundlegende physikali-
sche Beispiele illustriert. Dann wird mit den Nichtgleichgewichtspotentialen eine allgemeine
Klasse von Ljapunov—Funktionen deterministischer Systeme betrachtet, deren Berechnung
sich auf die Bestimmung stochastischer Propagatoren zuriickfithren 1a83t.

2.2 Die Einfiihrung der Ljapunov—Funktion

Urspriinglich wurde das Konzept der Ljapunov-Funktionen in der mathematischen Theo-
rie dynamischer Systeme entwickelt, um strenge Aussagen iiber das Stabilitdtsverhalten

solcher Systeme zu gewinnen [10]. Insbesondere erwies es sich als notwendig, eine prizise

Ubereinkunft dariiber zu treffen, was man eigentlich unter Stabilitéit zu verstehen hat. Des-

halb wird im folgenden zunéchst die einfachst mogliche Stabilitédtsdefinition im Sinne

von Ljapunov vorgestellt.

Hierzu sei ein System vorgegeben, das durch einen Satz von n autonomen gewthnlichen
Differentialgleichungen beschrieben wird:

Z(t) = N(Z(t)). (2.1)
Z = (x1, ..., x,) bezeichnet man als den Zustandsvektor des Systems, da seine Komponen-
ten x,, fiir m =1, ..., n die einzelnen Variablen des Systems festlegen. N reprisentiert ein

im allgemeinen nichtlineares Vektorfeld.

Bei einem derartigen System interessiert man sich fiir die Stabilitdt von Attraktoren wie
zum Beispiel den Gleichgewichtslagen, den Grenzzyklen oder den chaotischen Attraktoren.
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Da aber solche Attraktoren spezielle Trajektorien darstellen, wird man schlielich auf die
allgemeinere Fragestellung gefiihrt, wann tiberhaupt Trajektorien als stabil zu betrachten
sind. FEine intuitive Vorstellung geht davon aus, dafl man hierzu eine kleine Stérung auf
das System einwirken 1d8t, so dafl das System statt durch die urspriinglich betrachtete
Trajektorie durch eine andere beschrieben wird. Die urspriingliche Trajektorie heifft dann
stabil, wenn sie durch die Einwirkung dieser kleinen Stoérung fiir alle Zeiten nur auf eine
nah benachbarte Trajektorie treibt. Diese intuitive Vorstellung kann folgendermafien ma-
thematisch prézisiert werden [11, S. 118]:

Stabilititsdefinition im Sinne von Ljapunov:

FEs seien Z(t) und Z'(t) zwei Lésungen des gewdhnlichen Differentialgleichungssystems
(2.1). Dann heif$t die Lisung Z(t) stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein § = d(e) > 0
gibt, so daf$ gilt

|£(0) —2'(0)] <6 = |Z(t)—Z'(t)| <e firallet>0. (2.2)

Ferner heifit die Lisung Z(t) asymptotisch stabil, wenn zusdtzlich noch der Grenzwert

lim |Z(t) —Z'(t)| =0 (2.3)

t——4o0

gegeben ist.

In einem zweiten Schritt ist nun ein moglichst effizientes Verfahren gesucht, mit dessen
Hilfe man die Stabilitédtseigenschaften von Trajektorien ermitteln kann. Der Einfachheit
halber werden hierzu beispielhaft nur die Gleichgewichtslagen #y von (2.1) betrachtet, die
durch

N(iy) =0 (2.4)

definiert sind.

In dem Spezialfall, daf§ es sich bei dem nichtlinearen Vektorfeld N (Z) um das negative
Gradientenfeld eines Potentiales V (Z) geméaf

N@:—%V@ (2.5)
handelt, gewinnt man die Stabilitdt der Gleichgewichtslagen unmittelbar durch eine Dis-
kussion des Potentiales V' (Z). Wegen (2.5) kann man némlich die Dynamik (2.1) als die
iiberddmpfte Bewegung eines fiktiven Teilchens mit der Koordinate Z im Potential V(&)
auffassen. In diesem Bild reprisentieren dann die Minima des Potentials V' (¥) die stabilen
Gleichgewichtslagen und die Maxima die instabilen.

Im allgemeinen Fall, in dem (2.5) nicht gelten muf, bietet es sich fiir die Stabilitdtsunter-
suchung der einfachen Gleichgewichtslagen an, die von Ljapunov entwickelte sogenannte
direkte Methode zu verwenden [10]. Sie beruht im wesentlichen auf einer Verallgemei-
nerung des soeben eingefiihrten Potentialbegriffes.
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Hierzu sei Z( eine Gleichgewichtslage entsprechend (2.4) und #(t) eine eindeutige Losung
von (2.1) in der Umgebung von &. Man betrachtet dann eine Funktion F'(Z(t)), die die
folgenden drei Eigenschaften besitzt:

F(#) = 0, (2.6)
F(Z(t) = 0,
iF(f(t)) < 0 (2.8)

Erfillt eine Funktion F'(Z(t)) diese drei Eigenschaften, so wird sie als Ljapunov—Funktion
bezeichnet. Mit ihrer Hilfe l#8t sich die folgende wichtige Aussage ableiten [31, S. 125]:

Zweites Theorem von Ljapunov:
Ezistiert eine Ljapunov—Funktion F(Z(t)), dann ist die Gleichgewichtslage Zy asymptotisch
stabil.

Fiir den Spezialfall der Potentialsysteme (2.5) wihlt man als Funktion F(Z(t)) = V(Z(¢)) —
V(#p), da dann die beiden Ljapunov-Eigenschaften (2.6) und (2.8) automatisch fiir alle
Zusténde & erfiillt sind. Die dritte Ljapunov—Eigenschaft (2.7) ist dagegen nur fiir diejeni-
gen Zustinde Ty gegeben, die mit den Minima des Potentials V' (Z) zusammenfallen. Damit
ergibt die Anwendung des zweiten Theorems von Ljapunov auf diese Potentialsysteme, dafl
nur die Minima des Potentials V(#) die asymptotisch stabilen Gleichgewichts-
lagen darstellen.

Die eigentliche Bedeutung dieses Theorems liegt aber darin begriindet, daf§ es sich in zwei-
erlei Hinsicht verallgemeinern l&8t:

1. Betrachtet man die Gleichgewichtslage Zy als eine kompakte Menge im zugrunde
liegenden, endlich dimensionalen Vektoraum, so liegt es nahe, daf3 das zweite Theo-
rem von Ljapunov auch allgemeiner fiir kompakte Mengen giiltig ist [18, S. 66].
Damit ist das Konzept, Stabilitdtsuntersuchungen mit Ljapunov—Funktionen durch-
zufiithren, nicht nur auf einfache Gleichgewichtslagen anwendbar, sondern es 148t sich
auch auf kompliziertere Attraktoren wie beispielsweise Grenzzyklen oder chaotische
Attraktoren ausdehnen.

2. Das zweite Theorem von Ljapunov erweist sich auch dann noch als giiltig, wenn man
statt endlich dimensionale auch unendlich dimensionale Vektorrdume betrach-
tet [56, S. 10]. Dies erméglicht es, das Konzept der Ljapunov—Funktionen von den
gewohnlichen auf die partiellen Differentialgleichungen zu iibertragen.

2.3 Grundlegende Beispiele

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik des Gleichgewichtes besagt, dafl man fiir
abgeschlossene Systeme die negative Entropiedifferenz F' = —(S — ) als Ljapunov—
Funktion deuten kann [43, S. 27]. Dabei reprisentiert Sy den stationiren Zustand des
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thermodynamischen Gleichgewichtes.

Im Rahmen der linearen, irreversiblen Thermodynamik des Nichtgleichgewichtes
iibernimmt dagegen die Differenz der Entropieproduktion ' = P — F, die Rolle einer
Ljapunov—Funktion [19, S. 34]. Hierbei ist Py der stationire Zustand des thermodynami-
schen Nichtgleichgewichtes.

Ljapunov—Funktionen lassen sich aber auch in den offenen Systemen der Synergetik an-
geben, die sehr weit vom thermodynamischen Gleichgewicht entfernt sind. [31, 44, 45].
Beispielsweise bei der ersten Instabilitit des Einmodenlasers fithrt die Anwendung des
Versklavungsprinzips der Synergetik bei fester Phase auf die eindimensionale Ord-
nungsparametergleichung

0 1 5 1

x(t) = 9D V(z(t)) mit V(z)= g0 T = Zb gt (2.9)

wobei der Ordnungsparameter durch x und der Kontrollparameter durch a gegeben
ist. Offensichtlich stellt hierbei F(x(t)) = V(z(t)) — V(x¢) eine Ljapunov—Funktion dar,
wobei die asymptotisch stabilen Zustdnde nach dem zweiten Theorem von Ljapunov durch

xo=0fiira<0 wund :U(]::I:\/%fﬁrazo (2.10)

gegeben sind.

Neben den bisher genannten phinomenologischen Theorien werden aber auch die
entsprechenden statistischen Theorien entscheidend von der Existenz einer Ljapunov—
Funktion geprigt. Als grundlegendes Beispiel hierfiir 1i8t sich die Kullback—Information
der statistischen Synergetik anfithren [31, 45]. Fiir ein Nichtgleichgewichtssytem sei die
eindeutige stationdre Wahrscheinlichkeitsdichte fgs:(Z) und die Wahrscheinlichkeitsdich-
te f(#,t) zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 vorgegeben. Dann ist die dazugehorige Kullback—
Information K(f, fst) definiert durch

K(f.fa) = [ da f(@.) 1n{§<i;;} | (2.11)

Es 148t sich zeigen, dafl die Kullback—Information die Eigenschaften

K(fst, fst) = 0, (2.12)
K(f, fst) > 0, (2.13)
%K(f,fst) <0 (2.14)

besitzt, wobei (2.14) nur gegeben ist, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte f(Z,t) beispiels-
weise einer Fokker—Planck—Gleichung (vgl. Kapitel 4) mit nichtsingulédrer Diffusions-
matrix geniigt. Damit &8t sich die Kullback—Information in der statistischen Synergetik
als Ljapunov—Funktion interpretieren.
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2.4 Nichtgleichgewichtspotentiale

Um zu einem gewdhnlichen Differentialgleichungssystem (2.1) auch Ljapunov—Funktionen
fiir kompliziertere Attraktoren wie Grenzzyklen oder chaotische Attraktoren konstruieren
zu konnen, mufl man weitergehendere Betrachtungen anstellen. Hierzu wurde von Robert
Graham eine allgemeine Klasse von Ljapunov—Funktionen fiir beliebige Attraktoren von
(2.1) entwickelt, die als Nichtgleichgewichtspotentiale bezeichnet werden [48].

Der Ausgangspunkt der Uberlegungen besteht darin, daB hoherdimensionale Attraktoren
im allgemeinen eine schwierige, zum Teil fraktale Struktur im zugrunde liegenden Konfigu-
rationsraum aufweisen. Dies erschwert es, eine analytische Ljapunov—Funktion durch einen
direkten Riickgriff auf (2.1) zu definieren.

Man verspricht sich nun von zusétzlichen Rauschprozessen in (2.1), da§ die komplizier-
ten Attraktorstrukturen geglittet oder ausgeschmiert werden. Deshalb erweitert man
das rein deterministische Differentialgleichungssystem zu stochastischen Langevin—Glei-
chungen (vgl. Kapitel 4):

#(t) = N(#(1) + V@ - B() - Ft). (2.15)

Dabei stellt B(Z) eine Matrix der Rauschstéirken dar und die Rauschkriifte F sind
einem delta—korrelierten Gauf3—Prozef3 mit

(F®) =0 und (BOF#)) =0y - o(t ) (2.16)

unterworfen.

Fiir die durch (2.15), (2.16) definierte Zufallsvariable Z(¢) a8t sich im Falle der Stratono-
vich-Interpretation eine Wahrscheinlichkeitsdichte f(Z,t) angeben, die der Dynamik einer
eindeutig bestimmten Fokker—Planck—Gleichung geniigt (vgl. Kapitel 4). Die stationére
Losung fs(Z) dieser Fokker—Planck—Gleichung wird dann dazu herangezogen, die Funktion
des Nichtgleichgewichtspotentiales ¢(Z) durch

§(@) = = lim Q- In fu(@) (2.17)

zu definieren. Dabei wird die Erweiterung des deterministischen Systems (2.1) zu den
stochastischen Langevin—Gleichungen (2.15) in (2.17) wieder riickgéngig gemacht, da der
Grenziibergang Q — 0 zu einem schwachen Rauschen durchgefiihrt wird. Nach [48] stellt
dieses Nichtgleichgewichtspotential ¢(#) unabhéingig von der in (2.15) gewé#hlten Matrix
B(Z) der Rauschstérken eine Ljapunov-Funktion fiir die Attraktoren des deterministischen
Systems (2.1) dar.

Die stationdre Losung fgq (%) der Fokker—Planck—Gleichung ergibt sich analog zu (4.20)
durch einen Langzeitlimes aus dem Fokker—Planck—Propagator G (%, t; Zo, tg) geméis

fst(f) = lim Gp(f, t; fo, to) fir t>tg s (2.18)

t——o0
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Damit wird die Berechnung von Ljapunov—Funktionen fiir das deterministische Differential-
gleichungssystem (2.1) schliefflich auf die Bestimmung stochastischer Propagatoren zuriick-
gefithrt. Dieses Ergebnis motiviert die Untersuchung von stochastischen Propagatoren in
den folgenden Kapiteln.



Kapitel 3

Die Methode der Pfadintegrale

3.1 Die Motivation

Die in diesem Jahrhundert entwickelte nichtrelativistische Quantenmechanik er6ffnet
ein vollkommen neues physikalisches Verstédndnis fiir den atomaren Aufbau der Materie.
Folgt man der historischen Entwicklung, so wird sie mit Hilfe zweier grundsétzlich verschie-
dener Konzepte formuliert, die sich aber vom mathematischen Standpunkt aus besehen als
vollsténdig dquivalent erweisen.

Urspriinglich beschrieb Erwin Schrodinger (1887-1961) die mikroskopischen Phinomene
durch eine partielle Differentialgleichung fiir eine komplexwertige Wellenfunktion
[1, 2, 3]. Sein Zugang ermdglicht es, grundlegende physikalische Problemstellungen wie
zum Beispiel das Wasserstoffatom erfolgreich zu bearbeiten, da hierzu die weit entwickel-
ten Losungsmethoden fiir partielle Differentialgleichungen zur Verfiigung stehen. Der ein-
zige Nachteil seiner Formulierung der Quantenmechanik besteht darin, dafl aus ihr nicht
unmittelbar ersichtlich ist, wie sich die klassische Mechanik als Spezialfall aus dieser allge-
meineren Theorie ergeben soll.

Viele Jahre spéter gelang es dann Richard Philips Feynman (1918-1988), eine andere,
globalere Formulierung der Quantenmechanik anzugeben, indem er den Schwerpunkt der
Betrachtungen von der Wellenfunktion auf den sogenannten Propagator verlagerte [8, 16].
Dieser Zugang war von Paul Adrien Maurice Dirac vorbereitet worden [5, 7] und basiert im
Unterschied zur Schrodingerschen Quantenmechanik explizit auf den Ideen und Konzepten
der klassichen Mechanik wie der Wirkung und dem Hamiltonschen Prinzip. Obwohl die
Feynmansche Quantenmechanik aus rein theoretischer Sicht durch ihre Eleganz besticht,
ist es keineswegs eine triviale Aufgabe, die dort auftretenden Pfadintegrale fiir physika-
lisch interessante Probleme auszuwerten.

In den ersten zwei Abschnitten dieses Kapitels wird die mathematische Aquivalenz beider
Konzepte bewiesen. Im letzten Abschnitt wird dann exemplarisch am Beispiele des har-
monischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere dargestellt, wie die von Feynman entwickelte
Methode der Pfadintegrale zur Losung quantenmechanischer Probleme herangezogen wer-
den kann.

13
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3.2 Die Herleitung des Pfadintegrales

Ausgehend von der Schrodingerschen Quantenmechanik wird sukzessive die von Feyn-
man vorgenommene Umformulierung entwickelt. Hierbei liegt der Schwerpunkt auf der
Einfiihrung des Propagatorbegriffes und der Ableitung seiner Pfadintegraldarstellung. Ab-
schlieflend erfolgt eine ausfiihrliche Diskussion der Verbindungen zwischen der Feynman-
schen Quantenmechanik und der klassischen Mechanik.

3.2.1 Das Schrodingersche Anfangswertproblem

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen stellt die Schrodingersche Formulierung der Quan-
tenmechanik dar. Wahlt man die darstellungsfreie, von Dirac eingefiihrte Schreibweise, so
wird ein abgeschlossenes System durch einen linearen, hermiteschen Hamiltonoperator H
charakterisiert, der nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt. Beispielsweise besitzt ein einzel-
nes Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimension z mit dem Impuls p im Potential
V(z) bewegen kann, besitzt den Hamiltonoperator:
~2
H=T+V mit T=2 und V=V(). (3.1)
2m
Hierbei bezeichnen T, V, Z und p die Operatoren der kinetischen Energie, der potentiellen
Energie, der Ortskoordinate und des Impulses.

Der Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢ wird in der Schrodingerschen Quantenmecha-
nik durch einen Zustandsvektor [¢)(t)) aus dem Hilbertraum H; beschrieben. Er geniigt der
Dynamik eines Schrodingerschen Anfangswertproblems, das durch den Hamiltonoperator
H des Systems festgelegt ist:

) = A pn) mit (o)) = vo). (3.2)

Beachtet man, da3 der Hamiltonoperator H nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngen soll,
so 1aBt sich die Losung von (3.2) unmittelbar angeben. Sie besagt, dafl der gegebene An-
fangszustand |v¢p) durch den linearen, unitiren Zeitentwicklungsoperator U(t,to) in
den gesuchten Endzustand |¢(t)) abgebildet wird:

9) =Ult.to) o) mit Utto) = exp {2t~ o)} (33

Wegen der geforderten Abgeschlossenheit des quantenmechanischen Systems liegt Homo-
genitét beziiglich der Zeit vor, so daf der Zeitentwicklungsoperator U (t,ty) nach (3.3) nur
von der Differenz der beiden Zeiten t und ¢y abhéingt:

Ult,tg) =U(t+T,to+T) fiir alle T. (3.4)
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3.2.2 Die Definition der Ortsdarstellung

Die Eigenvektoren |z) des Ortsoperators & bilden ein vollstiandiges Orthonormalsystem und
geniigen den Eigenschaften des Eigenwertproblems (3.5), der Orthonormalitét (3.6) und
der Vollsténdigkeit (3.7):

zlz) = z|x), (3.5)
(x|]2"y = 6(z—2a), (3.6)

+o00
/\x><x!dm _ 1. (3.7)

Ein beliebiger Vektor |¢) des zugrunde gelegten Hilbertraumes H; 1dfit sich unter Aus-
nutzung der Vollstandigkeitsrelation (3.7) nach den Eigenvektoren |z) des Ortsoperators &
entwickeln. Die dabei auftretenden Entwicklungskoeffizienten ) (x) bezeichnet man als die
Ortsdarstellung des Vektors |¢) oder einfach als die Schrédingersche Wellenfunktion:

+o00
W= [ o) v e mit Y(@) = (). (33)

Die Ortsdarstellung der Eigenvektoren |z) des Ortsoperators & gewinnt man beispielsweise
direkt aus der Orthonormalitdt (3.6):

+oo
|z) = / |2y (2! z)de’ mit P2, x) =6(2 — ). (3.9)

Die Eigenvektoren [p) des Impulsoperators p bilden ebenfalls ein vollstéindiges Orthonor-
malsystem und geniigen den zu (3.5) bis (3.7) analogen Eigenschaften:

plp) = »plp), (3.10)
pl’) = dp—9p), (3.11)
+o0
/Ip><p|dp = 1. (3.12)

Verwendet man die von Pascual Jordan aufgestellte Regel

_ho

p = — 3.13
(alp == {al, (313)
so laBt sich das Eigenwertproblem (3.10) in die Ortsdarstellung iiberfiihren:
h 0
- = . 3.14
-5 (&lp) = p(elp) (3.14)

Die orthonormierten Lésungen von (3.14) sind dann die gesuchten Ortsdarstellungen der
Eigenvektoren |p) des Impulsoperators p:

(zp) = V;T—h-eXp{%pm} : (3.15)
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3.2.3 Der Ubergang zur Ortsdarstellung

Nach diesen Vorbereitungen kann nun der Ubergang zur Ortsdarstellung vollzogen werden.
Hierzu wird zunéchst der Bra—Vektor (x| auf das Schrédingersche Anfangswertproblem
(3.2) angewendet. Mit dem Hamiltonoperator (3.1), der Ortsdarstellung ¢ (z,t) = (x| (t))
der Zustandsvektoren [¢(t)) nach (3.8) und der Jordan—Regel (3.13) geht das darstellungs-
freie Schrédingersche Anfangswertproblem (3.2) in seine Ortsdarstellung iiber:

'hgw( t) = —5—26—2+V() P(z,t) mit P(zo,t0) = Yo(zo,to) (3.16)
7 ot Z, = 2m8m2 x x, To,to) = YolZTo,T0) - .

Entsprechend ergibt sich die Ortsdarstellung der darstellungsfreien Losung (3.3) des Schro-
dingerschen Anfangswertproblems (3.2):

+oo
P(x,t) = /G(Cﬂ,t;wo,to)'wo(ﬂ?o,to)dxo, (3.17)

mit Gz, t;x0,t0) = (z|U(t to)|xo). (3.18)

Die Linearitét des Schrodingerschen Anfangswertproblems (3.2) spiegelt sich in der Orts-
darstellung (3.17) von deren Losung wider. Die Ortsdarstellung 1o (xo,t9) des Anfangszu-
standes [1g) wird durch einen linearen Integraloperator auf die Ortsdarstellung v (z,t)
des Endzustandes |¢(t)) abgebildet. Da der dabei auftretende Integralkern G(x,t;xo,%0)
des linearen Integraloperators die Propagation, d. h. die zeitliche Weiterentwicklung des
quantenmechanischen Zustandes festlegt, wird er als Propagator bezeichnet.

Spezialisiert man die zur Zeit ¢ vorgelegte Anfangsbedingung durch ¢ (zo, to) = 6(zo— ()
auf ein am Orte x|, lokalisiertes Teilchen, so folgt aus (3.17) nach der Ausfiihrung der
Integration {iber die Ortsvariable zq:

¢($,t> = G(Cﬂ,t; x{)’t(]) : (319)

(3.19) fiihrt auf eine einfache Interpretation des Propagators G(z, t; x(, to). Er beschreibt
die Ortsdarstellung eines Zustandes zur Zeit ¢, der aus einer zur Zeit ¢ty am Orte z{, del-
taformig lokalisierten Ortsdarstellung hervorgegangen ist.

Gleichung (3.17) stellt dariiber hinaus den Ausgangspunkt fiir die Umformulierung
der Quantenmechnik durch Feynman dar. In der von Schrédinger entdeckten, ur-
spriinglichen Formulierung der Quantenmechanik steht die Wellenfunktion ¢ (z,t) im Mit-
telpunkt der Betrachtungen. Nach Max Born (1882-1970) kommt dabei dem Betrags-
quadrat der Wellenfunktion (x,t) eine statistische Interpretation zu. Aus der formalen
Losung (3.17) des durch (3.2) beziehungsweise durch (3.16) definierten Schrodingerschen
Anfangswertproblems geht nun aber hervor, dafl man fiir jede Anfangsverteilung v (o, to)
die Losung ¢ (x,t) durch eine einfache Integration berechnen kann, sofern der Propagator
G(z,t;z0,t9) des Systems bekannt ist. Dieser Umstand fiihrt in der von Feynman vorge-
nommenen Formulierung der Quantenmechanik dazu, daf statt des zeitlich und rdumlich
lokalen Zustandes 1 (x, t) vielmehr dessen globale zeitliche Weiterentwicklung zwischen zwei
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Raum—Zeit—Punkten und damit der Propagator G(z, t; xo,tg) nidher betrachtet wird.

Nach (3.18) ist der Propagator G(z,t; zg, tp) mit der Ortsdarstellung des Zeitentwick-
lungsoperators U(t, t) identisch. Setzt man ferner (3.3) in (3.18) ein, so gewinnt man eine
direkte Beziehung zwischen dem Hamiltonoperator H und dem Propagator G(z,t; zg, to):

G(z,t; 0, t9) = (x| exp {—ﬁ'H(t - to)} |zg) . (3.20)

3.2.4 Die Eigenschaften des Propagators
Aus den bisherigen Uberlegungen lassen sich unmittelbar einige wesentliche Eigenschaften
des Propagators ableiten.
3.2.4.1 Die Homogenitéit beziiglich der Zeit
Die Homogenitét des Zeitentwicklungoperators U (t,tp) beziiglich der Zeit tibertrigt
sich wegen (3.4) und (3.18) auch auf den Propagator G(z,t;zg, to):

G(z,t;xo,to) = Gz, t + Tz, to +T)  fiir alle T". (3.21)

Wiéhlt man in (3.21) speziell die Zeittranslation T = —tg, so kann die Anfangszeit im
Propagator ohne Beschriankung der Allgemeinheit in den Ursprung verlegt werden. Damit
héngt der Propagator G(z,t;xg,ty) nur von der Differenz der beiden Zeiten ¢ und ¢y ab:

G(z,t; o, to) = G(z,t — to;0,0) . (3.22)

3.2.4.2 Die Spektraldarstellung

Auch die Eigenvektoren |E,) des Hamiltonoperators H bilden ein vollstdndiges Orthonor-
malsystem:

E ‘E> - En‘En>7 (3'23)
(E|EL) = 6(En—FE.), (3.24)
Z]E (Bn| = 1, (3.25)

wobei die dabei auftretende Quantenzahl n entsprechend dem jeweiligen Energiespektrum
diskret oder kontinuierlich zu wihlen ist. Fiigt man die Vollstandigkeitsrelation (3.25)
zweimal in (3.20) ein, so ergibt sich unter Ausnutzung des Eigenwertproblems (3.23), der
Orthonormalitét (3.24) und der Ortsdarstellung ¢, (z) = (x|E,) der Eigenvektoren |E,,)
die Spektraldarstellung des Propagators:

G(x,t; o, t0) = Zz:qbn - exp { ' —E,(t — to)} i (xg) . (3.26)

Diese Spektraldarstellung ermdoglicht zwei unterschiedliche Anwendungen:



Kapitel 3. Die Methode der Pfadintegrale 18

1. Sind die Energieeigenwerte E,, und die Ortsdarstellungen v, (z) der Energieeigenvek-
toren | E,) bekannt, so kann man den Propagator G(z, t; zg, tg) durch die Ausfiihrung
der Summation beziehungsweise der Integration {iber die Quantenzahl n berechnen.
Diese Methode wurde beispielsweise angewendet, um die zeitliche Fouriertransfor-
mierte des Propagators vom Wasserstoffatom zu bestimmen [13].

2. Ist dagegen umgekehrt der Propagator G(z,t;zg,ty) vorgegeben, so lassen sich aus
ihm die Spektraldaten E,, und ¢, (z) des Hamiltonoperators H rekonstruieren. Dies
wird in den Abschnitten 3.4.8 und 3.4.9 am Beispiel des harmonischen Oszillators
mit Zentrifugalbarriere durchgefiihrt.

3.2.4.3 Das Schrédingersche Anfangswertproblem

Setzt man das Ergebnis (3.17) fiir die Wellenfunktion (x,t) in das Schrodingersche An-
fangswertproblem (3.16) ein, so erhilt man auch fiir den Propagator G(z,t;x¢,tp) ein
Schrédingersches Anfangswertproblem. Er geniigt beziiglich seiner ersten beiden Ar-
gumente ebenfalls der Schrodinger—Gleichung (3.16) und besitzt eine Delta—Funktion als
Anfangsbedingung;:

. 0 ‘ W o ‘
zhaG(:v,t, xg,tg) = ~ o 52 + V(x) p G(x,t;xg,t0), (3.27)
G(Z’,to;xo,to) = (5(.%' — .%'0) . (3.28)

3.2.4.4 Die Gruppeneigenschaft

Es seien (z1,t1), (w2,t2) und (x3,t3) drei beliebige Raum—Zeit—Punkte. Dann gibt es zwei-
erlei Moglichkeiten, eine Propagation der Wellenfunktion von v (z1,¢;) nach ¥(z3,t3) zu
beschreiben:

1. Die direkte Propagation ergibt nach (3.17):

—+o00
P(x3,t3) = / G(z3,t3;71,t1) - P(21,t1) doy - (3.29)

2. Die Wellenfunktion t(z1,t;) kann aber auch zuerst nach (x2,t2) und dann nach
Y (xs,t3) propagieren. Dann muf} (3.17) zweimal iterativ angewendet werden:

+0o0 +o0o
Y(x3,t3) = / { / G(z3,t3;72,12) - G(9027t2;361,t1)d362} (21, t1) doy (3.30)
—o —0o0

Setzt man (3.29) und (3.30) gleich, so folgt aus der Beliebigkeit der Wellenfunktion v (z1,¢;)
eine Beziehung, in der nur noch die Propagatoren auftreten. Sie driickt die Gruppenei-

genschaft der Propagatoren aus:

+oo
G(z3,t3;21, 1) = /G($3J3;$2,t2)-G($2,t2;9617t1)d362- (3.31)
—00
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Aus (3.31) lassen sich die beiden entscheidenden Rechenregeln ablesen, die der Feynman-
schen Formulierung der Quantenmechanik zugrunde liegen [42]. Wie schon erwihnt wurde,
liegt der Schwerpunkt seiner Betrachtungen auf den Propagatoren, die die Entwicklung ei-
nes Zustandes zwischen zwei Raum—Zeit—Punkten charakterisieren. (3.31) legt nun fest, wie
die Propagatoren bei Wegen, d. h. bei einer Abfolge von Raum—Zeit—Punkten, zueinander
in Beziehung zu setzen sind (s. Abb. 3.1):

1. Liegen zwei Wege in dem Sinne hintereinander, dafl der Endpunkt des einen mit
dem Anfangspunkt des anderen iibereinstimmt, so werden die dazugehorigen Propa-
gatoren miteinander multipliziert. Dies fithrt in (3.31) zur Multiplikation der beiden
Propagatoren G(x3,ts;xo,t2) und G(xg,te;x1,11).

2. Sind dagegen zwei Wege in dem Sinne zueinander parallel, dafl deren jeweilige
Anfangs- und Endpunkte miteinander iibereinstimmen, so werden die entsprechenden
Propagatoren addiert. Dies fithrt nach (3.31) zur Integration iiber die Ortsvariable
x9.

Mit Hilfe des Konzeptes der Propagatoren 148t sich ein neuartiges Verstédndnis der Quanten-
mechanik erzielen. Letztendlich wird die quantenmechanische Theorie auf eine Isomorphie
zwischen den Wegen in der physikalischen Raum—Zeit sowie zwischen den mathematischen
Operationen der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen reduziert.

X

A

(5, %3)

Abb. 3.1: Schematische Veranschaulichung der Gruppeneigenschaft
(3.31) mit der Abkiirzung Gj; = G(xj,t;;24,t;)
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3.2.5 Der Langzeit- und der Kurzzeitpropagator

Es sei [to,t] ein fest vorgegebenes, endliches Zeitintervall, das in N &dquidistante Teilin-
tervalle [t,,tp+1] fiir n = 0,1, ..., N — 1 mit der Intervallbreite € zerlegt wird. Mit den
Setzungen t,—g = tg und t,—n =t gilt dann:

) t—to
Int llbreite: =
ntervallbreite: € N

(3.32) ermoglicht es, den Exponentialfaktor von (3.20) in N identische Faktoren aufzuspal-
ten:

=tpy1—t, fir n=0,1,..,N—1. (3.32)

G(z,t; o, to) = (x| exp {—%ﬁe} - exp {—%fle} © ... -€xXp {—%ﬁe} |zo) . (3.33)

In die N — 1 Zwischenrdume zwischen die N Exponentialoperatoren lassen sich N — 1
Vollstandigkeitsrelationen (3.7) einschieben. Beriicksichtigt man daraufhin erneut (3.20),
so erhilt man ein Ergebnis, das sich auch durch (N — 1)—fache Iteration der Gruppenei-
genschaft (3.31) ergibt:

n=1 _ n=0

N-1 1% N-1
G(x,t; g, t9) = { H / dwn} { H G(xny1, € xn,O)} . (3.34)

[e.9]

Nach (3.31) und (3.34) wird damit die Propagation eines quantenmechanischen Systems
vom Anfangspunkt (zg,tg) zum Endpunkt (z,t) durch die Summe der Propatoren entlang
aller diskreten Wege

(.%'o,to) — (xl,tl) T (-%'N—htN—l) — (.%',t) (3.35)

beschrieben, die entsprechend der endlichen, #quidistanten Unterteilung (3.32) des Zeitin-
tervalles [tg,t] iiberhaupt méglich sind.

In einem zweiten Schritt wird nun das Zeitintervall [to, t] immer feiner unterteilt, indem der
Grenziibergang N — oo untersucht wird. Nach (3.32) geht dann die Intervallbreite € — 0,
wobei aber e N = t — t die endliche, vorgegebene Léinge des betrachteten Zeitintervalles
[to, t] ist. Dieser in € und N gekoppelte Grenzwertprozefl wird mit der Abkiirzung

lime= lim e (3.36)
¢ e—0

N—oo
eN=t—tg

versehen und auf (3.34) angewendet:

n=1 _" n=0

N-1 % N-1
G(z,t; o, tg) = lizn { H / dwn} { H G(xny1, € xn,O)} . (3.37)

Der Grenzwertprozel in (3.37) bewirkt nun, dal der Propagator G(x,t;xg,ty) mit der
Summe der Propagatoren entlang aller kontinuierlicher Wege

x(7) € (—00,+00) fiir T € [tg,t] mit z(tg) = o und z(t) = x (3.38)
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identisch ist. In (3.37) liegt damit ein Wegintegral oder ein Pfadintegral fiir den Pro-
pagator G(x,t;xg,ty) vor.

In (3.37) gibt es zwei verschiedene Arten von Propagatoren, die die beiden folgenden De-
finitionen nahelegen:

1. Auf der linken Seite beschreibt der Propagator G(x,t;zg,ty) die Langzeitentwick-
lung eines zur Anfangszeit deltaférmig lokalisierten Teilchens wihrend der endlichen
Zeit t — ty. Deshalb wird er als Langzeitpropagator bezeichnet.

2. Auf der rechten Seite treten dagegen die Propagatoren G(x,41,€;x,,0) auf. Da sie
im Sinne des durchzufiihrenden Grenzwertprozesses die Kurzzeitentwicklung des
quantenmechanischen Systems wihrend der infinitesimalen Zeit e charakterisieren,
werden sie als Kurzzeitpropagatoren bezeichnet.

Ferner besagt (3.37), dal man aus den Kurzzeitpropagatoren G(zy41,€;zy,0) durch Pro-
duktbildungen, Integrationen und dem Grenziibergang den dazugehorigen Langzeitpropa-
gator G(z,t; zg, tg) berechnen kann. Damit wird die Bestimmung des Langzeitpropagators
G(z,t; o, to) auf die der Kurzzeitpropagatoren G(x,41, €; 2y, 0) zuriickgefiihrt.

3.2.6 Der Satz iiber Kurzzeitpropagatoren

Der folgende Satz iiber Kurzzeitpropagatoren ist fiir die gesamte Pfadintegrationstheorie
von zentraler Bedeutung. Er ertffnet die Moglichkeit, Kurzzeitpropagatoren zu manipulie-
ren und damit das Pfadintegral (3.37) fiir den Langzeitpropagator zu vereinfachen:

Satz iiber Kurzzeitpropagatoren:

Alle Kurzzeitpropagatoren G(xn41,€;xy,0), die bis zur ersten Ordnung in € tbereinstim-
men, liefern im Pfadintegral (3.37) nach dem Grenziibergang ¢ — 0, N — oo,e N =t — tg
ein- und denselben Langzeitpropagator G(x,t;xg,1o).

Durch diesen Satz wird auf der Menge aller Kurzzeitpropagatoren eine Aquivalenzrelati-
on eingefiihrt. Zwei Kurzzeitpropagatoren G1(zp41, €; Tn,0) und Ga(zy41,€; Ty, 0) heien
zueinander dquivalent, wenn sie bis zur ersten Ordnung in € {ibereinstimmen. In einem
solchen Falle wird die folgende Notation verwendet:

G1($n+1,€;1‘n,0) ~ G2($n+1,6; .%'n,O) . (3.39)

Der Satz iiber Kurzzeitpropagatoren lafit sich nun zweimal anwenden, um den zu (3.37)
gehorigen Kurzzeitpropagator G(zy41, €; 5, 0) zu vereinfachen. Da sich nach (3.1) der Ha-
miltonoperator H als Operator der Gesamtenergie additiv aus den Operatoren T und V
der kinetischen und der potentiellen Energie zusammensetzt, gilt unter Beachtung von
Gleichung (3.20):

G(Tn11,6Tn,0) = <xn+1|exp{_ iTG - %VE} |Tn)
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Damit ermdoglicht der Satz iiber Kurzzeitpropagatoren, eine Faktorisierung des Kurzzeitent-
wicklungsoperators innerhalb des Kurzzeitpropagators durchzufiihren. Nach den Rechen-
regeln der Operatoralgebra ist eine Faktorisierung des Kurzzeitentwicklungspropagators
entsprechend der Baker—Hausdorff-Formel eigentlich nur unter Beriicksichtigung von
zusitzlichen Termen der Ordnung €? maoglich [54, S. 64]:

exp {—%(T—i— V)e} = exp {—%Te} - exp {—%f/e} - exp {X} mit O(X) =%, (3.41)

Wegen des in (3.37) durchzufithrenden Grenzprozefies € — 0, N — 00,eN = t — t( lassen
sich aber diese zusitzlichen Terme der Ordnung €? im Kurzzeitpropagator G (41, €; Z,, 0)
von (3.40) vernachldssigen. Damit entsprechen (3.37) und (3.40) der Trotter—Produkt-
formel [57, S. 37].

3.2.7 Die Berechnung des Kurzzeitpropagators

In (3.40) wird in den Zwischenraum zwischen den beiden Exponentialoperatoren eine
Vollstandigkeitsrelation (3.7) der Ortseigenvektoren |x) eingeschoben:

+oo . .
G(Tp+1,€Tn,0) = / dx (xp 41| exp {—%Te} |z) - (x| exp {—%f/e} |zn,) - (3.42)
—00
Die hierbei auftretenden Matrixelemente werden getrennt berechnet:

1. Beachtet man, daf3 der Operator V der potentiellen Energie nach (3.1) durch V=
V(&) gegeben ist, so erhélt man unter Anwendung des Eigenwertproblems (3.5) und
der Orthonormalititsrelation (3.6):

(x| exp {—%f/e} |zn) = exp {—%V(mn)e} SO — ). (3.43)

2. In das andere Matrixelement werden zwei Vollstandigkeitsrelationen (3.12) der Im-
pulseigenvektoren |p) eingeschoben:

. +o0 +oo
1~
@nsalesp { =T} o) = [ dp [ bl (wnalp)
i
Apalexp { =T} 9]} - ko). (3.44)

3. Mit der Definition des Operators 7" der kinetischen Energie gemif (3.1), dem Ei-
genwertproblem (3.10), der Orthonormalitétsrelation (3.11) und der Ortsdarstellung
(3.15) der Impulseigenvektoren |p) folgt dann aus (3.44):
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. 400 400
1 ~
(xn+1|exp{—%Te} |x,) = / dpn/ dp}, 6(pn — D))

—00

- _ 2
-exp {%6 [pnix"“ I p—”]} : (3.45)

€ 2m

Setzt man (3.43) und (3.45) in (3.42) ein und fiihrt die Integrationen iiber p/, und x durch,
so gewinnt man fiir den Kurzzeitpropagator:

+oo
G(Tp41,€ Tp,0) = % exp {ﬁe lpn% — <§—m + V(x,ﬂ)] } . (3.46)

— 00

3.2.8 Das Hamiltonsche Pfadintegral

Der in (3.46) berechnete Kurzzeitpropagator wird nun in die Berechnungsvorschrift (3.37)
fiir den Langzeitpropagator eingesetzt. Es entsteht dadurch ein Pfadintegral, in dem so-
wohl iiber die Orte als auch iiber die Impulse integriert wird. Geméfl dem Grundgedanken
der von Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) geprigten Formulierung der klassischen
Mechanik, dal Orte und Impulse als voneinander unabhéngige, gleichberechtigte Freiheits-
grade aufzufassen sind, bezeichnet man dieses Pfadintegral als das Hamiltonsche Pfa-
dintegral:

N—1 T9° N—1 +Oodp ;
. — T n N
G(z,t;x0,t0) = hgn /dmn H / 5rFs exp{%S( )[xn,pn]}, (3.47)

n=1_" n=0_,

2m

N—-1
TR o T
[0, Pn) € nz::O p -

Py V(xn)] } . (3.48)

Im Hamiltonschen Pfadintegral (3.47) werden die Orte und die Impulse aber nicht voll-
standig gleichberechtigt behandelt. Den N Impulsintegralen stehen nur N —1 Ortsintegrale
gegeniiber.

3.2.9 Das Langrangesche Pfadintegral

Die Impulsintegrale im Hamiltonschen Pfadintegral (3.47) sollen nun explizit durchgefiihrt
werden. Hierzu mufl das folgende Integral ausgewertet werden:

+o00o

dpn, 7 p2 Tptl — Tn

— —€ |- h—————— . 4
/ 2mh exp{he[ 2m+p € (3.49)

—00

Eine quadratische Ergéinzung und eine Translation der Integrationsvariablen p,, fithrt (3.49)
iiber in:
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+oo
1 i Tog1 — Tn ) i€ 2}
_expd Lo (Lot T T L 2 Lap,. .
oh P { R ( € > } / P { omhm | P (3:50)

Bei dem noch verbleibenden Impulsintegral handelt es sich um ein sogenanntes Fresnelin-
tegral [12, S. 181]. Insgesamt erhilt man als Ergebnis einer Nebenrechnung:

. 2
[ m i m [ Tpi1— Ty
_ . e [zl m . .51
2mihe exp{he 2 ( € ) } (3.51)

Setzt man (3.51) in das Hamiltonsche Pfadintegral (3.47) fiir jedes der N Impulsintegrale
ein, so entsteht ein neues Pfadintegral, in dem nur noch iiber die Orte zu integrieren ist.
Entsprechend dem Grundgedanken der nach Joseph Louis Lagrange (1736-1813) benannten
Formulierung der klassischen Mechanik, dafl nur die Orte als unabhéngige Freiheitsgrade
aufzufassen sind, wird dieses Pfadintegral als Lagrangesches Pfadintegral bezeichnet:

N-1 t° N ,
N = 1 m 2 . l (N) }
G(z,t; g, to) lim { H / dxn} (27m'he) exp { hS [zn]p,  (3.52)

n=1 o
S| = e ~ {T <M)2 _ V(mn)} . (3.53)

Bei der expliziten Auswertung dieses Lagrangeschen Pfadintegrales mufl beachtet werden,

daB die e —fache Singularitit in (3.52) zunéchst durch N —1 Integrationen gegléttet werden
muf. Erst dann kann der Grenziibergang ¢ — 0, N — 00, eN = t —ty durchgefiihrt werden.

3.2.10 Die Verbindungen zur klassischen Mechanik

Sowohl im Hamiltonschen als auch im Lagrangeschen Pfadintegral (3.47) und (3.52) sind
die Argumente der dort jeweils auftretenden Exponentialfunktionen einer anschaulichen,
physikalischen Interpretation zugénglich. In beiden Fillen tritt namlich eine Grofle auf, die
in der klassischen Mechanik als Ausgangspunkt fiir verschiedene Variationsverfahren dient:
die Wirkung.

In der Lagrangeschen Mechanik werden diejenigen Kurven x = z(7) im Konfigurations-
raum betrachtet, die die Randbedingungen zp = z(¢p) und x = x(t) erfiillen. Die Wirkung
S = S[z(7)] als Funktional dieser Kurven z = x(7) ergibt sich als das Zeitintegral iiber die
Lagrangefunktion L = L(x(7),2(7)):

Slz(7)] = /L(w(T),a'c(T)) dr mit L= L(z,%)= % i — Vix). (3.54)
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Nimmt man in (3.54) entsprechend (3.32) eine Diskretisierung des Zeitintervalles [tg, ¢] vor,
so 148t sich das Integral z. B. durch eine Untersumme approximieren:

N-1 2
~ m [ Tpy1 — Tp . _ q(N)
S~ 3 { 3 (Fe) V(mn)} $™ [z, (3.55)
Damit tritt die diskretisierte Form S®)[x,] der Wirkung S = S[z(7)] aus der Lagrange-
schen Mechanik im Lagrangeschen Pfadintegral (3.52) auf.

In der Hamiltonschen Mechanik werden diejenigen Kurven z = x(7),p = p(7) im Pha-
senraum berticksichtigt, die den Randbedingungen zo = x(tp) und = = z(f) geniigen.
Der Impulsfunktion p = p(7) wird dabei keine Randbedingung auferlegt. Die Hamilton-
funktion H = H(x(7),p(7)) in der Hamiltonschen Mechanik ergibt sich durch eine von
Adrien Marie Legendre (1752-1833) entwickelte Transformation aus der Lagrangefunktion
L = L(x(7),2(7)). Die dazugehérige Wirkung S = S[z(7), p(7)] als Funktional der Kurven
x =xz(7),p = p(7) lautet dann:

Sla(7), p(r)] = / [%W-@(T)—H(&U(T),p(ﬂ)] dr  mit g—’;: p. (3.56)

to

Die Diskretisierung (3.32) des Zeitintervalles [to, t] fithrt dann (3.56) iiber in:

N-1 2

Tn — In pn

S[:C(T),p(T)] ~ € Z {pn H - lT + V("’Cn)‘| } = S(N) [xn,pn] . (3'57)
= € m

Damit tritt die diskretisierte Form SN[z, p,] der Wirkung S = S[z(7), p(7)] aus der

Hamiltonschen Mechanik im Hamiltonschen Pfadintegral (3.47) auf.

Die in (3.55) und in (3.57) erzielten Ergebnisse legen nun eine weitere Schreibweise fiir das
Lagrangesche und das Hamiltonsche Pfadintegral (3.52) und (3.47) nahe:

Das Lagrangesche Pfadintegral (3.52) 148t sich als ein Funktionalintegral auffassen, bei
dem die Exponentialfunktion eines Funktionales iiber alle méglichen Funktionen z = x(7)
im Konfigurationsraum integriert wird, die die Randbedingungen xg = x(tp) und x = x(t)
erfiillen:

z(t)=x ]
G(z,t;xo,t0) = / Dx(T) exp {%S[m(ﬂ]} . (3.58)
$(t0):1‘0
Hierbei werden die in (3.52) auftretenden Faktoren vor der Exponentialfunktion in dem

Integrationssymbol Dz (7) zusammengefafit. Das in (3.58) auftretende Funktional der Wir-
kung S[z(7)] ist dabei durch (3.54) definiert.

Das Hamiltonsche Pfadintegral (3.47) ist ebenfalls einer Interpretation als Funktionalinte-
gral zugdnglich. Die Exponentialfunktion eines Funktionales wird hier iiber alle moglichen
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Funktionen x = z(7),p = p(7) im Phasenraum integriert, die xy = x(tg) und = = z(t)
erfiillen:

z(t)=x

G(z,t;x0,t0) = / Dx(r /Dp exp{ Slx(1),p(r )]} . (3.59)

x(to)=xo

Hierbei ist das Funktional der Wirkung S[z(7),p(7)] in (3.59) durch (3.56) gegeben. Die
in der diskreten Form (3.47) des Hamiltonschen Pfadintegrales auftretende Unsymmetrie
zwischen den Integrationen iiber die Orte und denen iiber die Impulse wird in der konti-
nuierlichen Form des Hamiltonschen Pfadintegrales durch die Einfiihrung der unterschied-
lichen Integrationssymbole Dz (7) und D'p(7) zum Ausdruck gebracht.

Die in diesem Abschnitt zusammengetragenen Ergebnisse legen die folgende Definition
nahe. (3.52) und (3.47) beziehungsweise (3.58) und (3.59) werden als die diskrete bezie-
hungsweise die kontinuierliche Form des Lagrangeschen beziehungsweise des Hamilton-
schen Pfadintegrales bezeichnet.

3.3 Die Herleitung der Schrédinger—Gleichung aus dem La-
grangeschen Pfadintegral

Wihrend im vorangegangenen Abschnitt die Feynmansche Quantenmechanik aus der Schrodin-
gerschen Quantenmechanik abgeleitet wurde, soll nun der umgekehrte Weg beschritten wer-
den. Aus dem Langrangeschen Pfadintegral des Langzeitpropagators wird die Schrodinger—
Gleichung der Wellenfunktion abgeleitet. Damit erweisen sich die von Schrédinger und
Feynman gefundenen Formulierungen der Quantenmechnik als zueinander mathematisch
dquivalent.

3.3.1 Die Langzeit- und die Kurzzeitentwicklung

Es sei das Lagrangesche Pfadintegral fiir den Langzeitpropagator G(x,t;xo,t) gegeben,
der die Langzeitentwicklung einer quantenmechanischen Wellenfunktion wéhrend der
endlichen Zeit t — tg beschreibt:

+oo

Ib(m',t) = / G(.%',t;m'o,to) -1/1(.%'0,150) d.%'o s (3.60)
mit  G(z,t;x0,t0) = hgn {nl_ll /dmn} (m)

exp{ée > l <L>2 —V(xn)” . (361)

Gesucht ist nun diejenige partielle Differentialgleichung, der die Wellenfunktion (x,t)
aus (3.60) geniigt. Deshalb wird im folgenden deren erste Zeitableitung berechnet, die im
Rahmen einer Diskretisierung als der Grenzwert eines Differenzenquotienten definiert ist:
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ot (z,t) = 11—{% € '

Um (3.62) berechnen zu kénnen, mufl man die Kurzzeitentwicklung der Wellenfunkti-
on kennen, die durch den Kurzzeitpropagator G(x,€; xg,0) charakterisiert wird. Fiir eine
infinitisimale Zeit € geht (3.60) iiber in:

(3.62)

+o00
Y(z,t+e€) = / G(z, € 20,0) - (x0,t) dxg . (3.63)

—00

Der in (3.63) auftretende Kurzzeitpropagator G(z, €; xo,0) ist dabei durch den Langzeit-
propagator G(z,t; xo, tg) in (3.61) festgelegt. Beachtet man ndmlich den allgemeinen, durch
(3.37) gegebenen Zusammenhang zwischen Langzeit- und Kurzzeitpropagatoren, so folgt
unmittelbar aus (3.61):

G(z, € 20,0) = \/E exp {%e [g (@)2 — V(xn)l } (3.64)

(3.63) und (3.64) ergeben dann nach einer Substitution der Integrationsvariablen durch
§(wo) = mo —

W@t +e) = 70,/27:;%6 - exp {—%fg?} -exp{—%eV(m +§)} (x4 €, 1) dE. (3.65)

3.3.2 Die Entwicklung nach ¢

Der in (3.62) durchzufiithrende Grenzwertprozefl ¢ — 0 bestimmt das weitere Vorgehen. Da
nach der Division durch e die héheren Ordnungen in € im Grenzwertprozef ¢ — 0 gegen
null gehen, mufl die Wellenfunktion ¢ (x,t+ €) und damit das Integral in (3.65) nur bis zur
ersten Ordnung in € berechnet werden.

Hierzu werden die letzten beiden Faktoren des Integranden von (3.65) in eine Potenzreihe
nach & entwickelt. Wegen der anschlieflend noch durchzufiithrenden Integration iiber £ mufl
man dabei beachten, dafl

1. ungerade Potenzen in £ keinen Beitrag liefern,

2. bei geraden Potenzen in £ jeder Faktor & vor der Gaufifunktion einem Faktor €2
entspricht, denn es gilt

Zood§§2" . exp{_Qiizgz} - “.2?(271 . (2;‘26)” ' 00

Damit geht (3.65) iiber in:
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+oo
w<x,t+e>=/d£{w< ) - LV @0 + e >}

— 00

2mihe

Die Integration iiber ¢ liefert dann unter Beriicksichtigung der Integrationsformeln (3.66)
das folgende Ergebnis fiir ¢ (z,t + €):

m -exp{—,ﬂgQ} . (3.67)

W@t + ) = () — %GV( 2)b(x, t) + % (. b). (3.68)

Setzt man (3.68) in (3.62) ein, fithrt den Grenzwertprozefl ¢ — 0 aus und multipliziert die
entstehende Gleichung mit ih durch, so erhélt man die Schrédinger—Gleichung (3.16) fiir
die Wellenfunktion ¢ (x,t).

3.4 Der harmonische Oszillator mit Zentrifugalbarriere

Im folgenden soll an Hand eines nichttrivialen Beispieles demonstriert werden, wie die Me-
thode der Pfadintegrale zur Losung quantenmechanischer Probleme herangezogen werden
kann. Da der Propagator des harmonischen Oszillators in Abschnitt 5.6.3 behandelt wer-
den soll, bietet es sich an, hier eine verallgemeinerte Problemstellung zu betrachten.

Wiéhlt man bei der Beschreibung des dreidimensionalen harmonischen Oszillators Kugelko-
ordinaten, so kann man eine Separation in den Radial- und den Winkelanteil durchfiihren.
Dadurch erhélt man fiir die Radialkoordinate x das eindimensionale, reduzierte Problem
des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere. Es ist durch das Potential

Vp =Vp(x) = 5 M2y L = mit  x € [0,00) (3.69)

definiert, wobei der Parameter g die Abweichung dieses Systems vom harmonischen Oszil-

lator beschreibt (s. Abb. 3.2).
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Abb. 3.2: Potential des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbar-
riere (3.69)

3.4.1 Die Losung des Newtonschen Anfangswertproblems

Zur Vorbereitung der Losung des quantenmechanischen Problems wird zunéchst das zu
(3.69) gehorige klassische System betrachtet. Das Newtonsche Anfangswertproblem besteht
dabei aus der Newton—Gleichung (3.70) und den beiden Anfangsbedingungen (3.71):

m - i(t) = _axi(t) Vo(a(t), (3.70)

z(0) =29 und %(0)=0. (3.71)

Multipliziert man die Newton—Gleichung (3.70) mit der Geschwindigkeit 4(¢) und integriert
man iiber die Zeit ¢, so gewinnt man den Energieerhaltungssatz. Eine Einarbeitung der
Anfangsbedingungen (3.71) bestimmt dabei die zeitlich konstante Gesamtenergie E zu:

E =Vp(x) = w2l + 2. (3.72)

2 Ty

Nimmt man im Energieerhaltungssatz eine Separation der Variablen vor, fithrt dies auf
eine elementare Quadratur. Die Auswertung ergibt unter Beriicksichtigung von (3.72) die
folgende Losung des zu (3.69) gehorenden Newtonschen Anfangswertproblems:
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29

2.2

.9
. t). 3.73
e sin”(wt) ( )

x(t) = \/xg - cos?(wt) +
Wie zu erwarten ist, reduziert sich (3.73) im Grenzfalle ¢ — 0 auf die Losung des Newton-
schen Anfangswertproblems fiir den harmonischen Oszillator. Bemerkenswert ist dagegen,
daf} die Frequenz der zeitlich oszillierenden Losung (3.73) sowohl von der Anfangsauslen-
kung zy als auch von dem Einflufl der Zentrifugalbarriere, der durch den Parameter g
beschrieben wird, unabhéngig bleibt. Deshalb ist aufgrund des Bohrschen Korrespondenz-
prinzips zu vermuten, dafl die Energieeigenwerte des zu (3.69) gehérenden quantenmecha-

nischen Systems zumindest fiir grole Quantenzahlen vom Parameter g unabhingig sind
(vgl. S. 37).

3.4.2 Die Dirichlet—Propagatoren

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde vorausgesetzt, daf der Definitionsbereich der Orts-
koordinate x mit der gesamten reellen Achse zusammenfillt. Demgegeniiber ist beim har-
monischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere der zugrunde liegende Definitionsbereich auf
die positive reelle Achse beschrinkt, da der Zentrifugalterm in (3.69) zu einem unendlich
hohen Potentialberg an der Stelle x = 0 fiihrt.

In der Schrodingerschen Formulierung der Quantenmechanik wird ein solches Problem
dadurch beriicksichtigt, dal die Wellenfunktion v (z,t) an der Stelle z = 0 verschwinden
soll. Damit liegt an der Stelle x = 0 eine Randbedingung vor, wie sie erstmals von Peter
Gustav Dirichlet (1805-1859) im Bereich der Potentialtheorie niher untersucht worden ist:

¥(0,t) =0 fiir alle ¢. (3.74)

Die Losung des durch (3.16) und (3.74) definierten Schrédingerschen Anfangs- und Rand-
wertproblems 148t sich mit Hilfe des Dirichlet—Propagators Gp(z, t; o, tp) angeben:

—+o0
Y(x,t) = / Gp(w,t;0,1t0) - Yo(zo,t0) dxo - (3.75)
0

Analog zu (3.31) geniigt der Dirichlet—Propagator Gp(z, t; x, tg) einer Gruppeneigenschaft
auf dem zugrunde liegenden Definitionsbereich [0, +00):

+oo
Gp(ws,t3;21,t1) = /GD(1'37t3§1'27t2)'GD(1'27t2§x17t1)d1'2- (3.76)
0

Deren iterative Anwendung ermoglicht eine Pfadintegraldarstellung fiir den Dirichlet—
Propagator Gp(x,t;xo.ty). Sie dient als Ausgangspunkt fiir die Behandlung des Problems
(3.69) in der Feynmanschen Formulierung der Quantenmechanik:

N—1 T N-1
Gp(z,t;x0,t0) = lim H / dz, {H GD(xn+1,e;xn,0)} . (3.77)

n=1 0 n=0
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Nach (3.77) wird die Berechnung des Dirichlet—Langzeitpropagators Gp(z, t; zo, tg) auf
die Bestimmung der Dirichlet—Kurzzeitpropagatoren Gp (1, €; &, 0) zuriickgefiihrt.
Deshalb wird letzterer in den folgenden drei Abschnitten niher untersucht.

3.4.3 Das Spiegelungsprinzip

Ein quantenmechanisches Dirichlet—Problem sei ganz allgemein durch

Vp = Vp(z) mit =z €[0,400) (3.78)

gegeben. Seine Dynamik wird dann durch einen Dirichlet-Propagator Gp(x,t;zg,tg) be-
stimmt, der nun berechnet werden soll.

Hierzu spiegelt man das Dirichlet—Potential Vp an der Achse x = 0, so daf} ein auf der
ganzen reellen Achse definiertes, gerades Potential V' entsteht:

VD(.%')

V= V() = { Volom) & 2e(co0.0] (3.79)

Es wird angenommen, daf} sich der Propagator G(z,t;x,%y) zum Potential V' mit Hilfe
der Methoden des Abschnittes 3.2 berechnen I4f3t.

Das sogenannte Spiegelungsprinzip [21, 24, 38] ermoglicht es, den gesuchten Dirichlet—
Propagator Gp(z,t;xg,t9) zum Dirichlet—Potential Vp aus dem als bekannt angenomme-
nen Propagator G(z,t;xg,ty) zu berechnen:

Gp(z,t; 20, t0) = G(,t;20,t0) — G(—2,t; 70, 0) - (3.80)
Hierbei ist aus (3.80) ersichtlich, daf der Dirichlet—Propagator Gp(z, t; zg, to) die Dirichlet—
Bedingung (3.74) der Schrédingerschen Quantenmechanik an der Stelle x = 0 erfiillt:

Gp(0,t;x0,t0) =0  fiir alle ¢. (3.81)

3.4.4 Die Anwendung des Spiegelungsprinzips

Das Spiegelungsprinzip wird dazu verwendet, den fiir das Pfadintegral in (3.77) benétigten
Dirichlet—Kurzzeitpropagator Gp(x,1, €; Ty, 0) zum Dirichlet—Potential Vp zu berechnen.
Hierzu muB zunéchst der Kurzzeitpropagator G(z,,41, €; 2, 0) betrachtet werden. Er ergibt
sich aus (3.46) und (3.51) zu:

m m ?
G(zpt1,€Tn,0) = 1/27”%6 - exp {—% (Tpt1 — xn)Q} - exp {—ﬁeV(xn)} . (3.82)

Setzt man diesen Kurzzeitpropagator G(z,1, €; Z,,0) in das Spiegelungsprinzip (3.80) ein,
so lautet der Dirichlet—Kurzzeitpropagator Gp (241, €; Tn,0) unter Beriicksichtigung von

(3.79):
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m
Gp(Tnt1,€2n,0) =4/ rife {‘H e (7 + xiﬂ)}

m m 1
. {exp {+ﬁ xn:cn+1} — exp {_ﬁ $n$n+1}] - exp {—ﬁeVD(:cn)} ) (3.83)

In (3.83) kann eine vereinfachende Schreibweise eingefiihrt werden. Hierzu wird die modi-

fizierte Besselsche Funktion erster Gattung der Ordnung v = % verwendet:

(x) = \/g -sinhx. (3.84)

m
Gp(Tpi1,€x,,0) = he VZnTpi1 - €XP {Z e (5'3 + $n+1)}

mne

1

=

Mit (3.84) geht (3.83) iiber in

m )
-I% ( 7 Tnntl ) - exp {—%EVD(CEn)} ) (3.85)

3.4.5 Die Anwendung des Satzes iiber Kurzzeitpropagatoren

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich eine Zentrifugalbarriere auf den
Dirichlet-Kurzzeitpropagator Gp (41, €; Zp, 0) auswirkt. Hierzu wird im Hinblick auf (3.69)
angenommen, daf} sich das Dirichlet—Potential Vp aus einer Zentrifugalbarriere und einem
Restpotential Vi zusammensetzt:

Vp = Vp(z) = Vr(z) + % fir x€[0,+00). (3.86)

Diese Spezialisierung bewirkt in (3.85):

Gp(Tpi1,€x,,0) = ﬂ “/TnTpi - €XP {z — (:U + xn+1)}
ihe 2he
-I% < % TnTnil > - exp {—%eﬂ%} - exp {—%EVR(Cﬂn)} . (3.87)

Der urspriinglich fiir (3.37) formulierte Satz iiber Kurzzeitpropagatoren 148t sich auch auf

das Pfadintegral (3.77) iibertragen. Danach sind im Dirichlet—Kurzzeitpropagator G p(xy+1, €; 5, 0)
nur Terme bis zur ersten Ordnung in e relevant. Da im Grenzwertprozel ¢ — 0 das Argu-

ment der modifizierten Besselfunktion erster Gattung [ 1 in (3.87) gegen unendlich geht,
benétigt man deren asymptotisches Verhalten fiir grofie Argumente. Nach [25, S. 345] gilt
allgemein fiir eine beliebige Ordnung v:

1 1 1N 1 1
L,(a:)z%-exp{x—§<y2—z>;+0<;)} fir = — 4o0. (3.88)

Mit Hilfe dieses asymptotisches Verhalten kann man in (3.87) den Satz iiber Kurzzeitpropa-
gatoren anwenden. Man erhilt dadurch einen zu Gp(zy41, €; 2y, 0) dquivalenten Dirichlet—
Kurzzeitpropagator:
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1

m
Gp(Tny1,€620,0) = e VEnTnil: eXP{ e (x5 + xn+1)} —
,/27Tﬁ TnTntl

m 1 g 1
- exp {_{'ﬁxn:ﬂnJﬂ} - exp {_ﬁex_%} - exp {—%EVR(Cﬂn)} . (3.89)

Da die potentielle Energie in (3.89) mit € multipliziert wird, spielt es fiir die Terme bis zur
ersten Ordnung in e keine Rolle, an welcher Stelle des Intervalles [z, z,+1] das Potential
im Kurzzeitpropagator ausgewertet wird. Dies ermdglicht es, im Zentrifugalterm von (3.89)
eine bis zur ersten Ordnung in € korrekte Symmetrisierung in x,, und z,11 vorzunehmen:

1

m
Gp ($n+17 €;Tn, 0) ~ ? AV InTn41 - €XP { 25 (1‘ + anrl)} l ooy
ihe \/ 2T 7 TnTntl

m 1 g 1
-eXp{—l-% xnacn+1} -exp{——e }] -exp{—EeVR(acn)} . (3.90)

h TnTn+1

Der in (3.90) auftretende Klammerausdruck kann unter Beriicksichtigung von (3.88) als
asymptotisches Verhalten einer modifizierten Besselfunktion erster Gattung mit der Ord-
nung

1 8m
= — 4|14+ — 3.91
V=3 to79 (3.91)

interpretiert werden. Damit fiihrt eine weitere Anwendung des Satzes iiber Kurzzeitpropa-
gatoren zu:

m
Gp(Tpt1,€xn,0) = he VZnTp41 - €XP {Z e (5'3 + $n+1)}

ne

m )
I, ( e Tnntl ) - exp {—%EVR(@“”)} , (3.92)

wobei die Ordnung v durch (3.91) gegeben ist. Der Vergleich von (3.87) und (3.92) zeigt, da8
sich eine Zentrifugalbarriere im Potential letztendlich auf die Ordnung der modifizierten
Besselfunktion erster Gattung auswirkt:

Vp(z) = Va(z) + % — Vele) = I =1 . (3.93)
SR

3.4.6 Der Dirichlet—Langzeitpropagator
Im Falle des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere in (3.69) mufl das Restpo-

tential Vg in (3.86) fiir den harmonischen Oszillator spezialisiert werden:

1
Vr = Vg(z) = Emw2x2 fir 2 €]0,400). (3.94)
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Verwendet man (3.92) und (3.94) in der Pfadintegraldarstellung (3.77) fiir den Dirichlet—
Langzeitpropagator Gp(z,t;xo,to), so ist der Grenzwertprozefl

GD(m,t; .%'o,to) = lim AN_1 (3.95)
€

durchzufiihren, wobei die Groflen An_1 durch

Ay — {]ﬁl +/Oodxn}{ H = ot Ly ( mnxn_H)

n=1 0

- exp {z 2%6 220+ (- e%ﬂ)xﬂ} } (3.96)

gegeben sind. Fiir deren Berechnung benttigt man eine Integrationsformel, die sich aus
den Gleichungen (6.729.1), (6.729.2) und (8.406.1) in [23] ableiten 1&8t:

[remtoeyn ()0 (2) = gm0 (32) - o

0

(3.97) besitzt die Eigenschaft, dafi das Produkt einer Gaufifunktion mit zwei Besselfunktio-
nen gleicher Ordnung durch einen Integrationsproze in das Produkt einer Gaufifunktion
mit einer Besselfunktion derselben Ordnung iiberfiihrt wird. Damit erhélt dieser Integrati-
onsprozefl die Funktionenform und verdndert nur deren Argumente. Diese Eigenschaft der
Integrationsformel (3.97) ermoglicht es, die N —1 Integrale in (3.96) rekursiv abzuarbeiten.
Mit Hilfe von (3.97) kann gezeigt werden, daf§ all diese N — 1 Integrale in (3.96) von der
folgenden Form sind:

400
m m m m
dx, — - Tl /Tn-1Zn Ly | — TnTns1 | L, | - Tp1T
/ " ihe ihey_1 VEnTn1 /Tn—12n Ly ihe T Y\ihep,
0

. m .. m
- exp {22—716 {miﬂ +(1— eQwQ)xﬂ } exp {12h6n—1 [an_lxiﬂ + bn_lxﬂ } =

.m
VT 1%nt1 Ly ( T 1xn+1) exp {Zﬁ {anxiﬂ + bnxi_l}} . (3.98)
n

Fiir die Grofien €, a, und b, resultiert eine Rekursionsformel:

zhen

€n = En(en—h an—1, bn—l) = 6n—l(l - 62w2) + €ap—_1,
an = ap(€n—1,an-1,bn—1) = an-1 — €w’en_1, (3.99)
b, = bn(enfla an—1, bnfl) = (1 - EQWQ) b1+ (bnflanfl - 1) Enil :

Die zu diesen Rekursionsformeln gehérenden Anfangsbedingungen lassen sich aus (3.96)
und (3.98) direkt ablesen:
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€ = €, ag = 1, bo =1. (3.100)

Nach (N — 1)—facher, iterativer Anwendung von (3.98) erhilt man dann die Groflen Ax_y
aus (3.96) mit zy =z zu:

ANy =

g, (5

Setzt man (3.101) in den Grenzwertprozef (3.95) ein, so ergibt sich der gesuchte Dirichlet—
Langzeitpropagator:

m m
G t; tog) = ———— -4/ A,
p(x,t;20,10) ihe(t, o) Tox (ihe(t,to)mx)

x0x> - exp {z m [aN,le + lezcg}} . (3.101)

ZheN 1 GN—l QhEN_l

- exp {2% [a(t, to)x? + b(t, to)x%}} . (3.102)

Hierbei wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet:

e(t,tg) = limen_1, a(t,tg) =liman_1, b(t,to) = limby_; . (3.103)

Im Grenzwertprozel € — 0, N — oo und eN = t—ty gehen die Rekursionsformeln (3.99) in
gewohnliche Differentialgleichungen fiir die in (3.103) eingefiithrten Groflen e(t,tg), a(t, to)
und b(t,tp) iiber:

dett) = alth).
% a(t,ty) = —w2e(t, o), (3.104)
dy(t,1) = b(t’tO)(t(ttot)O)_l

Die Anfangsbedingungen (3.100) fithren zu:

E(t,to) = 0, a(t,to) = 1, b(t,to) =1. (3.105)

Die Losung des durch (3.104) und (3.105) eindeutig bestimmten Anfangswertproblems
lautet:

e(t,to) = ésin[w(t —to)], a(t,tg) = b(t,ty) = cos[w(t — to)] . (3.106)

Aus (3.91), (3.102) und (3.106) resultiert der Dirichlet—Langzeitpropagator G p(x,t;xg, to)
des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere:

mw

Tox - 1, e
ihsinfw(t —tg)] V"

v (z’h sinfw(t — to)] xox)

1 8
- exp {zTg—h cot[w(t — to)] (x%—l—xQ)} mit v = 3 1—|—h—glg. (3.107)

Dieses Ergebnis stimmt mit dem in [17, 40] abgeleiteten iiberein.

GD(xa ta Zo, tO) =




Kapitel 3. Die Methode der Pfadintegrale 36

3.4.7 Die Diskussion des Dirichlet—Langzeitpropagators

Es wird nun nachgepriift, ob der in (3.107) angegebene Dirichlet—Langzeitpropagator Gp(z, t; xg, to)
des quantenmechanischen Systems (3.69) denjenigen Eigenschaften geniigt, die fiir einen
Dirichlet—Propagator typisch sind:

1. Die modifizierten Besselfunktionen erster Gattung I, besitzen nach den Formeln
(8.402) und (8.406.3) in [23] an der Stelle = 0 die folgenden Funktionswerte:

1,(0) :{ 15 v=0 (3.108)

Damit erfiillt Gp(x,t;xo,to) die Dirichlet—-Randbedingung (3.81).

2. Beim Grenziibergang t — ty geht der Dirichlet-Langzeitpropagator Gp(z,t; zo,to)
aus (3.107) mit Hilfe des asymptotischen Verhaltens (3.88) der modifizierten Bessel-
funktion erster Gattung I, iiber in:

m m
lim G t;xp,tg) = li —_— —— (x—x0)% . (3.109
ti{% D(xa 520, 0) tlgt 27Tlh(t _tO) eXp{ 2’Lh(t— tO) (1’ .7]0) } ( )

Hieraus lassen sich die beiden Eigenschaften
400
Gpl(x,to;zo,to) =0 fir x#xzy und / Gp(x,to;xo,tg)dr =1 (3.110)
0

ablesen, so dafl Gp(z,t;xg,tg) die Anfangsbedingung (3.28) aufweist.

3. DaGp(xz,t;xg,to) nur eine Funktion der Zeitdifferenz t—t ist, liegt eine Homogenitét
in der Zeit entsprechend (3.21) vor.

4. Die Gruppeneigenschaft (3.76) fir Gp(z,t;xg,t) 148t sich durch Verwendung der
Integrationsformel (3.97) nachweisen.

Der Dirichlet-Langzeitpropagator Gp(x,t;xo,tp) in (3.107) hingt von den beiden Para-
metern w und g ab, die den Einflufl des harmonischen Oszillators beziehungsweise der
Zentrifugalbarriere charakterisieren. Es werden nun diejenigen Spezialfille betrachtet, bei
denen einer dieser beiden Parameter gegen null geht:

1. Im Grenziibergang w — 0 erhélt man nach (3.86) und (3.94) das Dirichlet—Potential
des freien Teilchens mit Zentrifugalbarriere:

lim Vp(z) = % fiir 2 €[0,4+00). (3.111)
w—0 X
Der dazugehorige Dirichlet-Langzeitpropagator resultiert im Grenziibergang w — 0

aus (3.107):

m
lim GD(m,t; .%'o,to) = =

m
. Iy e P ——
Pty h(t —t) VT (zh(t —to) W)
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m 9 9
. —_— . 3.112
eXp{2h(t—t0) (mo—i-m)} ( )
Der Vergleich von (3.92) fiir Vg = 0 mit (3.112) zeigt, dafl im Falle des freien Teilchens

mit Zentrifugalbarriere der Dirichlet—Kurzzeitpropagator mit dem Dirichlet—
Langzeitpropagator zusammenfallt.

2. Im Grenziibergang g — 0 ergibt sich aus (3.86) und (3.94) der harmonische Oszillator
mit Dirichlet-Randbedingung;:

1
lim Vp(x) = §mw2x2 fir € [0, +00). (3.113)
g—)
Derselbe Grenziibergang g — 0 fiihrt (3.107) in den entsprechenden Dirichlet—Langzeitpropagator
iiber:
mw mw
lim G t;xo,t0) = —— Vxoxly | ——
iy p(, 50, ) ihsinfw(t — to)] TOT4S <2h sinfw(t — tg)] xox)
- exp {z% cotlw(t — to)] (22 +x2)} . (3.114)

Beachtet man (3.84), so 148t sich der Dirichlet-Langzeitpropagator (3.114) des har-
monischen Oszillators mit Dirchlet—-Randbedingung mit Hilfe des Spiegelungsprin-
zips (3.80) direkt aus dem Langzeitpropagator (5.127) des harmonischen Oszillators
ableiten.

3.4.8 Die Energieeigenwerte

Da das Dirichlet-Potential (3.69) des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere an
den Réndern des Definitionsbereiches [0, +00) gegen unendlich geht, besitzt dieses quanten-
mechanische System nur diskrete Energieeigenwerte. Sie lassen sich aus dem dazugehorigen
Dirichlet-Langzeitpropagator Gp(x,t;xzo,to) in (3.107) berechnen [25, Kapitel 7]. Hierzu
setzt man den Anfangsort xg gleich dem Endort z und integriert Gp(z,t;x,tg) iiber den
zugrunde liegenden Definitionsbereich [0, +00) der Ortsvariable . Nimmt man in dem da-
bei auftretenden Integral die Substitution y = y(x) = 2% vor und benennt die neue Variable
y in & um, so fiihrt dies auf:

Foo +o0
0/ G, b, to) dv = msm% T O/ L (ihsm[%—to)]x)
- exp {z% cot|w(t — to)] x} dx . (3.115)

Das noch verbleibende Integral &8t sich mit Hilfe einer Integrationsformel auswerten, die
sich aus den Gleichungen (6.671.1), (6.671.2), (8.406.1) und (1.623.1) in [23] ergibt:

—+00

/ I, <%> cexp {ifx} dx = 042%62 - exp {—iu arccos é} fir 0 < . (3.116)
0

(%
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(3.115), (3.116) und die Anwendung der Eigenschaften der geometrischen Reihe ergeben
dann als Ergebnis der Integration:

+oo

/ Gp(z,t;x,tg) dx = Zexp{—zw@n—l—l/—l— 1)t} . (3.117)
n=0

Nach [25, Kapitel 7] lassen sich hieraus direkt die diskreten Energieeigenwerte des harmoni-
schen Oszillators mit Zentrifugalbarriere ablesen. Beachtet man den in (3.91) bestimmten
Ausdruck fiir die Ordnung v der modifizierten Besselfunktion erster Gattung I,,, so gilt:

1 8
En:hw-(2n+1+§- 1+h—Tg). (3.118)

Das Energiespektrum erweist sich als dquidistant, wobei der Abstand AFE,, = 2hw zwischen
zwei benachbarten Energieniveaus nur von der Frequenz w des harmonischen Oszillators
und nicht vom Parameter g der Zentrifugalbarriere abhéngt. Dieses Ergebnis stimmt mit
den Uberlegungen zum Bohrschen Korrespondenzprinzip in Abschnitt 3.4.1 iiberein.

Der Einflufl der Zentrifugalbarriere auf das Energiespektrum besteht darin, dafl sie eine
Modifikation der Nullpunktsenergie bewirkt. Vernachldssigt man die Zentrifugalbarriere, so
erhélt man im Grenziibergang g — 0 aus (3.118) die Energieeigenwerte des harmonischen
Oszillators mit einer Dirichlet—-Randbedingung an der Stelle = 0:

lin%] E,=hw-(2n+1). (3.119)
g*)

Diese Energieeigenwerte stimmen mit denen des harmonischen Oszillators fiir die ungeraden
Quantenzahlen {iiberein, da durch die Hinzunahme der Dirichlet-Randbedingung an der
Stelle x = 0 die Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators mit den geraden
Quantenzahlen entfallen.

3.4.9 Die Energieeigenfunktionen

Es sollen nun die Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators mit Zentrifugal-
barriere aus dem in (3.107) angegebenen Dirichlet—Langzeitpropagator berechnet werden.
Hierzu muff man versuchen, Gp(x,t; xg,ty) aufgrund der Kenntnis der Energieeigenwerte
(3.118) in seine Spektraldarstellung zu zerlegen. Einige vorbereitende Umformungen fiithren
(3.107) zunéchst tiber in:

Gp(z,t;x0,t0) = \/2—1'0 \/Q—x exp{ T;L;: Q—T;—;:xQ}-exp{—iw(t—to)}

[1 ~exp {—2w(t "t P {_ (%xg - %xz) 1 iXSXLT{Q—Z;ZZ(;?)ti)}}

-I,,( —330 \/mw 5 Vvexp {—2iw(t —to)} )] ‘ (3.120)

1 —exp{—2iw(t — to)}
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Die Formel (8.976.1) in [23] ermdglicht es, den in (3.120) auftretenden Klammerausdruck
in eine Reihe zu zerlegen:

! -exp{—(x—i—y)- z }-IV(Q-\/W):

1—=z2 1—=z

I'(n+1) L, rw) 0 o
—Z Tt vt @y b(@) - Ly) - =7 (3.121)

Lg/) sind hierbei die verallgemeinerten Laguerre—Polynome.

(3.120) und (3.121) ergeben durch Vergleich mit der Spektraldarstellung (3.26) von Pro-
pagatoren die folgenden Energieeigenfunktionen fiir den harmonischen Oszillator mit Zen-
tifugalbarriere:

2. T(n+1) (mw\" 1 W) (MW o mw o
w"(x)_\/r(n+u+1)<h) e (hx>'eXp{_2hx}’

1 8m
it =—y/l4+—==g. 3.122
mit v 3 + % g ( )
Vernachlissigt man die Zentrifugalbarriere durch den Grenziibergang g — 0 und beach-
tet man die Gleichung (8.892.3) in [23] sowie die Eigenschaft I'(1 + z) = = - I'(z) der
Gammafunktion, so geht (3.122) iiber in:

. n 1 me
lim (@) = (~1) ﬁ\/m W

“Hopi1 <,/%x) - exp {—%:ﬁ} . (3.123)

Bis auf den irrelevanten Phasenfaktor (—1)" sind dies gerade die Energiecigenfunktionen

des harmonischen Oszillators mit der Dirichlet—Randbedingung an der Stelle x = 0.
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Der Propagator der
Fokker—Planck—(leichung

4.1 Die Motivation

Die Fokker—Planck—Gleichung fiir stetige homogene Markov—Prozesse besitzt eine dhnli-
che mathematische Struktur wie die Schrédinger—Gleichung der Quantenmechanik. Des-
halb 148t sich analog zum Schrédinger—Propagator des vorherigen Kapitels ein sogenann-
ter Fokker—Planck—Propagator einfithren, der zur Fokker—Planck—Gleichung mathematisch
dquivalent ist. Dariiber hinaus wird eine Losungsstrategie entwickelt, mit deren Hilfe die
Fokker—Planck—Propagatoren stochastischer Prozesse mit multiplikativem Rauschen durch
Transformationen aus entsprechenden quantenmechanischen Propagatoren berechnet wer-
den konnen. Ein nichttriviales Beispiel illustriert am Ende des Kapitels diese Losungsstra-
tegie.

4.2 Das Fokker—Planck—Anfangs- und Randwertproblem

In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird der stochastische ProzeS fiir einen Zufallsvektor Z(t)
durch die Wahrscheinlichkeitsdichte f(Z,t) beschrieben. Fiir einen homogenen Markov—
Prozef3 geniigt diese Wahrscheinlichkeitsdichte nach der Kramers—Moyal-Entwicklung
einer linearen partiellen Differentialgleichung [51, S. 21]. Das Pawula—Theorem legt es
nahe, hierbei speziell diejenigen stetigen homogenen Markov—Prozesse zu betrachten, bei
denen die Kramers—Moyal-Entwicklung exakt nach dem zweiten Term abbricht [47, S. 70].
Die so entstehende Fokker—Planck—Gleichung lautet im eindimensionalen Fall:

0 N
af('%t) = L(z) f(z,1). (4.1)

Der in (4.1) auftretende Fokker—Planck—Operator L ist ein linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung in der Variablen x und enthilt als einzige Kramers—Moyal-Koeffizienten
den Driftkoeffizienten K sowie den Diffusionskoeffizienten D:

1 92

L(z)e = —%{K(m) o} + 555 (D)} (4.2)

40
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Damit die Losung der durch (4.1) und (4.2) gegebenen Fokker—Planck—Gleichung eindeutig
bestimmt ist, mufl man noch zusétzlich die Anfangsbedingung

f(@o,t0) = folzo, to) (4.3)
und die Randbedingungen
f(z,t) = 0 fir €09l und I C (—o0,+00), (4.4)
/x" < flz,t)dr < +oo fiiralle ¢t >ty und fir alle n (4.5)
T

fordern. Dabei legen diese Randbedingungen den zugrunde liegenden Funktionenraum fest.

Der zum Fokker—Planck—Operator L adjungierte Fokker—Planck—Operator L1 ist de-
finiert durch

/g(:ﬂ) . {ﬁ(m)h(m)} dz :/{I:T(x)g(x)} ~h(x)dz furalle g und h. (4.6)

1 I

Setzt man (4.2) in (4.6) ein und fithrt man partielle Integrationen unter Beachtung der
Randbedingung (4.4) durch, so erweist sich der adjungierte Fokker-Planck-Operator LT
ebenfalls als ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung in der Variablen x:

. 2
Pia)e = K(x) a% . +%D(:ﬂ) % .. (4.7)

Der Vergleich von (4.2) mit (4.7) zeigt, da8 der Fokker-Planck-Operator L nicht selbstad-
jungiert ist:

L#LT. (4.8)

Deshalb erweist es sich als notwendig, die Eigenwertprobleme zu beiden Operatoren L und
LT zu betrachten:

Lfu(x) = —Aufol®) mit fo(z)=0 fir zedl, (4.9)
LV i) = =X\ fi(z) mit fi(z)=0 fir zedl. (4.10)

Nach [47, Kapitel 7] besitzen dabei die Eigenwerte A,, Al und die Eigenfunktionen f,, f}
die folgenden Eigenschaften:

1. Die Eigenwerte A, und A} sind reell:

M) =X, und (AD)* = AT, (4.11)
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2. Jeder Eigenwert von L ist auch ein Eigenwert von Lt und umgekehrt. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit gilt daher:

An = Al (4.12)

3. fnpund fTTL bilden einen biorthonormalen Satz von Eigenfunktionen:

/ Fi(@) - (@) dz = 5(n —m) . (4.13)
I

Diese Orthonormalitétsrelation dient im Spezialfall n = m zur Normierung des Pro-
duktes f} - f,. Da die dabei auftretende Normierungskonstante wahlweise auf beide
Faktoren verteilt werden kann, sind die Eigenfunktionen f,, und f} jeweils nur bis
auf einen konstanten, eventuell von n abhéngigen Faktor eindeutig bestimmt.

4. Der biorthonormale Satz von Eigenfunktionen erfiillt die Vollsténdigkeitsrelation

Y i) dula’) = o — ). (1.14)
n
5. Ein Eigenwert ist immer null:

Ao =0. (4.15)

6. Die Eigenfunktionen fo und fg zu diesem Eigenwert A\g = 0 lauten:

folx) = fs(zx) und fi(z)=1. (4.16)
Hierbei bezeichnet fs; die stationdre Lésung der Fokker—Planck—Gleichung (4.1).

In [47, Kapitel 7] wird eine formale Losung des durch (4.1) bis (4.5) eindeutig gestellten
Fokker—Planck—Anfangs- und Randwertproblems abgeleitet. Entsprechend der Linearitéit
des Fokker—Planck—Operators L héngt die Losung f {iber eine einfache Integration linear
von der Anfangsverteilung fo ab:

f(z,t) = /GF(ﬂf,t;Sﬂo,to) - fo(zo, to) dxo . (4.17)
I

Der dabei auftretende Integralkern Gr(x,t; zg,tp) wird als Fokker—Planck—Propagator
bezeichnet. Fiir ihn erhélt man eine Spektraldarstellung, in der die Spektraldaten Ay, f, f;g
der beiden Operatoren L und L eingehen:

Gr(x,t;zo,t0) = I fu(z) -exp{=An(t —to)} - f,TL(xo) ) (4.18)

Bei den meisten Anwendungsbeispielen ist nun gewihrleistet, dafl die Eigenwerte des
Fokker—Planck—Operators L nicht negativ sind:
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Ap >0 fiir alle n. (4.19)

Unter der Voraussetzung (4.19) bewirkt ein Grenziibergang fiir grofie Zeiten ¢ in der Spek-
traldarstellung (4.18), daf nur der Beitrag des dann tiefsten Eigenwertes Ao = 0 bestehen
bleibt. Beriicksichtigt man (4.16), so 148t sich mit Hilfe dieses Grenziiberganges die stati-
ondre Losung fs der Fokker—Planck—Gleichung (4.1) aus dem Fokker—Planck—Propagator
ableiten:

lim Gp(x,t; .%'o,to) = fst(x) fir ¢>tg. (4.20)

t——4o0

Das Schrodinger— sowie das Fokker—Planck—Anfangs- und Randwertproblem besitzen auf-
grund der Linearitéit der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichungen diesel-
be formale Losungsstruktur. In beiden Féllen wird die zeitliche Entwicklung der jeweils
betrachteten Funktion durch einen entsprechenden Propagator bestimmt. Neben dieser
auffilligen Gemeinsamkeit treten aber auch bedeutende Unterschiede zutage.

Der Hamiltonoperator H der Schrodinger—Gleichung ist im Hilbertraum der komplexwerti-
gen, quadratintegrablen Funktionen hermitesch, so daf§ dessen Eigenfunktionen als ortho-
normierte, vollstéindige Basisfunktionen verwendet werden kénnen. Dariiber hinaus bewirkt
diese Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators H, daB die Losungen des Schrédinger—
Anfangs- und Randwertproblems zeitumkehrinvariant sind und damit die Eigenschaft

Ys(x, —t) =Ygz, t) (4.21)
aufweisen. Auf der Beschreibungsebene der Propagatoren fiihrt dies dazu, dafl man fiir den

Schrodinger—Propagator Gg aus dessen Spektraldarstellung die folgende Symmetrierelation
ableiten kann:

GS(CC,t; xO,tO) = GS(CC(],to;CC,t)* : (422)

Demgegeniiber ist der Fokker—Planck-Operator L nach (4.8) im Hilbertraum der reellwer-
tigen, quadratintegrablen Funktionen nicht selbstadjungiert. Dies fiihrt zum einen dazu,
daf} als Basisfunktionen der vollsténdige, biorthonormale Satz von Eigenfunktionen zu den
Operatoren L und LT verwendet werden muB. Ferner gibt es wegen der nicht vorhandenen
Selbstadjungiertheit des Fokker-Planck-Operators L keine Analoga zu (4.21) und (4.22)
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte f und den Fokker—Planck—Propagator Gp.

4.3 Der Zusammenhang zwischen Langevin— und Fokker—
Planck—Gleichung

Im vorangegangenen Abschnitt stand eine besondere Klasse von homogenen kontinuier-
lichen Markov—Prozessen fiir die Zufallsvariable z(¢) im Mittelpunkt der Betrachtungen.
Es wurde vorausgesetzt, dafl die lineare partielle Differentialgleichung der Kramers—
Moyal-Entwicklung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte f(z,t) exakt nach dem zweiten Term
abbricht und so in eine Fokker—Planck—Gleichung iibergeht. Fiir diese Klasse von stocha-
stischen Prozessen kann nun eine weitere, dazu vollstéindig dquivalente Charakterisierung
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gewonnen werden.

Hierzu sei F(t) die Zufallsvariable eines Wiener—Prozesses [51, S. 20], der durch die Vorgabe
der ersten beiden Kumulanten gemif

(F(t)) =0 und (F@)F(t"))y=46(t —t) (4.23)

eindeutig festgelegt ist. Es handelt sich um einen delta—korrelierten Gauf3—Prozef3 mit
verschwindendem ersten Moment.

Diejenigen homogenen Markov—Prozesse der Zufallsvariablen x(t), fiir die die Kramers—
Moyal-Entwicklung nach dem zweiten Term abbricht, lassen sich nun durch eine Abbildung
aus dem in (4.23) vorgegebenen Gaufi-Prozef fiir die Zufallsvariable F'(t) gewinnen:

Abbildung

Zufallsvariable F(t) Zufallsvariable x(t). (4.24)

Diese Abbildung wird durch eine im allgemeinen nichtlineare gewthnliche Differenti-
algleichung fiir die Zufallsvariable z(t) realisiert, bei der die Zufallsvariable F'(t) eine
stochastische Inhomogenitét erzeugt. Die nach Paul Langevin (1872-1946) benannte Glei-
chung lautet:

d
L a(t) = N((t) + V@~ Bla(t) - F(). (4.25)
Der deterministische Teil der stochastischen Differentialgleichung wird durch die nichtli-
neare Funktion N = N(z) modelliert. B = B(x) legt dagegen den Einflufl der Zufallsva-
riablen F'(t) auf die stochastische Dynamik der Zufallsvariablen x(t) fest und wird daher
als Rauschstirke bezeichnet. Es konnen zwei unterschiedliche Rauschprozesse auftreten:

1. Ist die Rauschstéirke von der Zufallsvariablen x unabhéngig, so liegt additives Rau-
schen vor. Es tritt hdufig in einer phdnomenologischen Theorie auf, bei der man zu
der deterministischen Evolutionsgleichung fiir die makroskopische Variable x noch
einen stochastischen Term hinzufiigt, der die Unkenntnis iiber die vielen internen
mikroskopischen Freiheitsgrade modellhaft beschreiben soll.

2. Héngt dagegen die Rauschstéirke von der Zufallsvariablen x ab, so spricht man vom
multiplikativen Rauschen. Es entsteht in der Regel durch die adiabatische Elimi-
nation schneller Variablen und kommt daher haufig in solchen Langevin—Gleichungen
vor, die stochastische Ordnungsparametergleichungen darstellen.

Die beiden Gleichungen (4.23) und (4.25) fithren nun jedoch nicht zu einer eindeutigen De-
finition der in (4.24) angestrebten Abbildung zwischen der einen Zufallsvariablen F'(t) und
der anderen Zufallsvariablen x(t). Da die Korrelationszeit von F(t) verschwindet, ist bei ei-
ner diskreten Formulierung der Langevin - Gleichung (4.25) nicht festgelegt, zu welcher Zeit
die Zufallsvariable z(¢) im Argument der Rauschstérke abzugreifen ist. Bei einer Untertei-
lung des Zeitintervalles [to, ] in die N Teilintervalle [t,,, t,+1] mit n =0,1,..., N — 1 gibt es
deshalb ein einparametriges Kontinuum von diskreten Versionen der Langevin—Gleichung
(4.25), das sich durch den Parameter « € [0, 1] charakterisieren 148t:
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x(t;:iz - ;cn(tn) = N(2(tp) + V@ B(a-z(ty) + (1 — ) x(tps1)) - F(ty).  (4.26)

Zwischen der Losung x(t) der diskreten Formulierung (4.26) der Langevin—Gleichung
im Grenziibergang unendlich vieler Teilintervalle und der Wahrscheinlichkeitsdichte f(z,t),
die einer Fokker—Planck—Gleichung geniigt, besteht ein eindeutiger Zusammenhang. Er
lautet nach [31, (6.78)]:

flz,t) =< d(x—x(t) > . (4.27)

Dabei gewinnt man die folgenden Beziehungen zwischen dem deterministischen Teil N(z)
und der Rauschstérke B(x) der Langevin—Gleichung sowie dem Driftkoeffizienten K (z)
und dem Diffusionskoeffizienten D(x) der Fokker-Planck-Gleichung:

K(z) = N(z)+ (%3 {% Q- B(x)Q} und D(z) = Q- B(z)%. (4.28)
Die Eindeutigkeit der Abbildung zwischen der Zufallsvariablen F'(¢) und der Zufallsvaria-
blen z(t) wird damit nur im Falle eines multiplikativen Rauschens zerstért. Beim Ubergang
von der Langevin—Gleichung (4.25) auf die Fokker—Planck—Gleichung (4.1) wirkt sich dies
auf den Driftkoeffizienten K (x) dadurch aus, dafl der zusétzliche Parameter « dort auftritt.
Welche Wahl von a dabei den physikalisch richtigen Driftkoeffizienten K (x) liefert, kann
wegen des delta—korrelierten Rauschens der Zufallsvariablen F'(t) nicht von vorneherein
entschieden werden. Zur Festlegung von « darf man die Langevin—Gleichung (4.25) nicht
einfach von einem phinomenologischen Standpunkt aus postulieren, sondern man muf sie
eigentlich aus einer rein mikroskopischen Betrachtungsweise ableiten. Dennoch kommen
aus rein phinomenologischer Sicht zwei verschiedenen Spezialfillen des Parameter o eine
besondere Bedeutung zu.

Im It6—Kalkiil wird durch die Wahl o = 0 gewéhrleistet, dafl der Driftkoeffizient K (z)
von der Rauschstérke B(z) unabhingig wird. Neben einer rein rechnerischen Vereinfa-
chung fiihrt dies dariiber hinaus dazu, daf§ der deterministische Teil der stochastischen
Dynamik von z(t) auf den beiden Beschreibungsebenen der Langevin— und der Fokker—
Planck—Gleichung alleine durch die Funktion N = N(z) beschrieben wird.

Demgegeniiber wird im Stratonovich—Kalkiil die folgende physikalische Uberlegung an-
gestellt. Bei einem Gaufl—Proze mit einer endlichen Korrelationszeit T fiir die Zufallsvaria-
ble F(t) erweist sich der Ubergang von der Langevin-Gleichung (4.25) zur Fokker—Planck—
Gleichung (4.1) als eindeutig. Betrachtet man darauthin den Grenziibergang 7' — 0 einer
verschwindenden Korrelationszeit, so wird man ganz automatisch auf die Wahl o = + in

2
Gleichung (4.28) gefiihrt [32, S. 210].
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4.4 Die Transformation einer Fokker—Planck—Gleichung fiir
multiplikatives Rauschen in eine fiir additives Rauschen

Bei multiplikativen Rauschprozessen wird von nun an generell das Stratonovich—Kalkiil
allen anderen, ebenfalls moglichen Interpretationen einer Langevin—Gleichung mit delta—
korrelierter Rauschkraft F'(t) vorgezogen. Das Stratonovich-Kalkiil erweist sich dabei nicht
nur wegen der physikalischen Uberlegung am Ende des vorangegangenen Abschnittes als
besonders giinstig. FKin weiterer, analytischer Vorteil besteht nédmlich darin, dafl bei einer
nicht explizit von der Zeit abhéingigen Transformation der Zufallsvariablen zwischen
den entsprechenden Langevin— und Fokker—Planck—Gleichungen eine Kommutativitét
im Sinne von Abb. 4.1 vorliegt [20]:

Langevin—Gleichung 1. Langevin—Gleichung
#=N(z)+/Q-B(z)-F — =N (2)+/Q-B(%)-F
2.4 3.4
Fokker PlanckGleichung 4 Fokker—Planck—Gleichung

2 ot 2 K@) S} B D@t} | = | SO RO T e} {PE)fE0)

Abbildung 4.1: Eine Transformation der Zufallsvariablen fiihrt zu einer Kommutati-
vitdt zwischen den entsprechenden Langevin- und Fokker—Planck—Gleichungen, falls die
Stratonovich—Interpretation verwendet wird.

1. Die Transformation x = h(Z) der Zufallsvariablen bildet die vorgegebene Langevin—
Gleichung auf eine neue Langevin—Gleichung ab. Dabei werden die deterministischen
Anteile und die Rauschkrifte ineinander tibergefiihrt:

1
&)

N(&) = h,(lj) -N(h(#)) und B(%) =

- B(h(2)). (4.29)

2. Das Stratonovich—Kalkiil verbindet die vorgegebene Langevin—Gleichung mit der ent-
sprechenden Fokker—Planck—Gleichung:

K(z) = N@) + 2 {— -B(:U)Q} wd D(z)=Q-B@)?.  (4.30)

3. Das Stratonovich—Kalkiil fithrt auch von der neuen Langevin—Gleichung zu der da-
zugehorigen Fokker—Planck—Gleichung:

RK(3) = N@&) + % {% -B(:E)Q} wd D(F) =Q-B@E)?.  (4.31)
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4. Die mit (4.30) und (4.31) festgelegten Fokker—Planck—Gleichungen werden durch die
Transformation = h(Z) der Zufallsvariablen und eine lineare Transformation der
Wahrscheinlichkeitsdichte gem#fl

F(@t) = W) - F(h(@).1) (4.32)

aufeinander abgebildet. Dabei ist die lineare Transformation (4.32) der Wahrschein-
lichkeitsdichte gerade so gewéhlt, dafl die Normierungsbedingung erhalten bleibt:

/f(fv,t) de:/f(x,t) dr =1 fiir alle ¢t. (4.33)
7 T

Es wird nun untersucht, wie sich diese spezielle Abbildung einer vorgegebenen Fokker—
Planck—Gleichung in eine andere auf die entsprechenden Propagatoren auswirkt. Hierzu
geht man von der Losung der neuen Fokker—Planck—Gleichung aus:

f(@,t) = /C:F(gz,t; Fo,to) - folZo,to) dig . (4.34)
I

Macht man hierin die Transformation x = h(Z) der Zufallsvariablen und die lineare Trans-
formation (4.32) der Wahrscheinlichtkeitsdichte riickgéngig, so erhilt man die Losung der
vorgegebenen Fokker—Planck—Gleichung;:

fz,t) = /GF(ﬂf,t;Sﬂo,to) - fo(zo, to) dxo . (4.35)
I

Zwischen den beiden Propagatoren G und G gewinnt man dabei die folgende Beziehung:

1 = _ _
m -Gp(h 1($),t; h 1($0),t0)- (4.36)

Aus dieser Transformation zwischen den Fokker—Planck—Propagatoren 1dt sich nun eine
wesentliche Schlufifolgerung zichen. Geht man in (4.36) zu der Spektraldarstellung (4.18)
der Fokker—Planck—Propagatoren iiber, so lassen sich die Spektraldaten der urspriinglichen
Operatoren f/,f/T und die Spektraldaten der aus den obigen Transformationen hervorge-

Gr(z,t;x0,t0) =

gangenen Operatoren L,L ineinander iiberfiihren:

L:X =M und fn(@) = —— - fu(h Y (2)), (4.37)

LV:M =X wd  fi(z) = fl(h

8
=

(4.38)

Damit besitzen die vorgegebene und die neue Fokker—Planck—Gleichung ein- und dassel-
be Spektrum.
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Die bisherigen ganz allgemein gehaltenen Ausfiihrungen zur Transformation von Langevin—
Gleichungen und den im Sinne von Stratonovich dazugehorigen Fokker—Planck—Gleichun-
gen lassen sich fiir eine Losungsstrategie nutzbringend anwenden [47, S. 44]. Hierzu sei
eine beliebige Fokker—Planck—Gleichung fiir multiplikatives Rauschen vorgegeben. Dann
lassen sich die Transformation = h(z) der Zufallsvariablen und die nachgeschaltete linea-
re Transformation (4.32) der Wahrscheinlichkeitsdichte so wéhlen, dafi die neue Fokker—
Planck—Gleichung nur ein additives Rauschen beinhaltet. Aus (4.29) ergibt sich hierzu die
Bedingung;:

3(7) = h(#)) = kons

B(z) = 6] - B(h(z)) = konstant . (4.39)
Dies stellt eine Differentialgleichung fiir die Transformation x = h(Z) der Zufallsvariabeln
dar. Mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen ergibt sich hieraus unmittelbar
eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Funktion h:

5= / By (4.40)

Mit Hilfe der durch (4.40) festgelegten Funktion h und den Gleichungen (4.29) sowie (4.31)
148t sich dann die transformierte Fokker—Planck—Gleichung angeben, die nach Konstruktion
nur ein additives Rauschen beschreibt.

4.5 Die Transformation einer Fokker—Planck—Gleichung fiir
additives Rauschen in eine Schrédinger—Gleichung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde ein Verfahren vorgestellt, mit dem eine Fokker—
Planck—Gleichung fiir multiplikatives Rauschen in eine fiir additives Rauschen trans-
formiert werden kann. Nun soll im folgenden gezeigt werden, daf eine so erhaltene Fokker—
Planck—Gleichung fiir additives Rauschen anschlieflend in eine Schrodinger—Gleichung ab-
gebildet werden kann. Hierzu erweist es sich als notwendig, eine lineare Transformation
der Wahrscheinlichkeitsdichte mit der Einfiihrung einer imaginéren Zeit zu kombi-
nieren [47, S. 107].

Den Ausgangspunkt der Uberlegungen bildet eine Langevin-Gleichung fiir additives Rau-
schen, wie man sie beispielsweise aus den Uberlegungen am Ende des vorhergehenden
Abschnittes gewinnt:

i(t) = K@E@t)++vQ -B(&(t))-F(t) mit B(Z)=1, (4.41)

wobei die Zufallsvariable F'(t) einem delta—korrelierten Gaufi-Prozefl mit verschwindendem
ersten Moment gem#f (4.23) unterworfen ist. Nach (4.31) 1a8t sich dann (4.41) eindeutig
einer Fokker—Planck—Gleichung zuordnen:

~ ~ ~ 2 ~
O f@n) =~ R@) - fEn) + 2 ). (1.42)
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Die allgemeinste lineare Transformation der Wahrscheinlichkeitsdichte f(Z,t) lautet:

f(@,1) = g(&) - 9(@,1). (4.43)

Hierbei stellt g = ¢g(Z) eine noch frei wéhlbare Funktion dar. Mit (4.43) geht die Fokker—
Planck-Gleichung (4.42) fiir additives Rauschen iiber in:

0 ~ 1~ =\ 9
5 @0 = {- K@ - K@)

o g o - Q 0
{-F@+Q L3} v+ £ gma. (4.44)
Um hieraus eine Schrodinger—Gleichung erhalten zu kt')nnen, muf} auf jeden Fall die erste
partielle Ableitung nach der Variablen & in (4.44) verschwinden. Diese Bedingung liefert
eine Differentialgleichung fiir die noch frei wihlbare Funktion g = ¢(Z):

g 1 =
— = — - K(%). 4.45
9(x) Q@ @) (145)
Mit Hilfe der Methode der Separation der Variablen erhilt man hieraus:
Vix ~
o) = ep {-Y T it V@) = - [Reay. (4.46)

wobei man V' als Fokker—Planck—Potential bezeichnet. Der Vergleich von (4.42) mit
(4.46) zeigt, daB die so festgelegte Funktion g = g(&) gerade die Wurzel aus der stationiren
Losung der zugrunde liegenden Fokker—Planck—Gleichung darstellt:

9(%) = \/ fst(T) mit ﬂxf):exp{—z-KgQ}. (4.47)

Die Festlegung von g = ¢(Z) entsprechend von (4.46) fiihrt die partielle Differentialglei-
chung (4.44) fiir ¢(Z,t) iiber in:

o 5 1 L=, -
G Va0 = 5 g+ {5 K@ -5 K@) o, ()

Die bisherigen Uberlegungen werden nun zusitzlich mit der Einfilhrung einer imaginéiren
Zeit kombiniert, indem man von der Fokker-Plank-Zeit ¢ zur Schrodinger—Zeit ¢ iibergeht:

f=(—i)-t (4.49)

Dabei induziert die Einfiihrung einer imaginiren Zeit auf natiirliche Weise eine Transfor-
mation der betrachteten Funktion v in eine Schrodingersche Wellenfunktion v¢g:

Vs(3,1) = (2,3 - 1). (4.50)

Mit Hilfe von (4.49) und (4.50) geht dann die partielle Differentialgleichung (4.48) fir
in eine Schrodinger—Gleichung
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h 0
2m 972
flir ¢g iiber, wenn man deren Parameter wie das Plancksche Wirkungsquantum h = 27h
und das Schrodinger—Potential Vg entsprechend identifiziert. Dadurch ergibt sich insge-
samt fiir die Transformation einer Fokker—Planck—Gleichung (4.42) fiir additives Rauschen
in eine Schrédinger—Gleichung (4.51) eine fiir die spéteren Anwendungen niitzliche Uber-
setzungstabelle:

m%ws(;z,f):ﬁ(;zws(z,f) mit H(z) = + V(%) (4.51)

Fokker—Planck—-Gleichung (4.42) Schrodinger—Gleichung (4.51)
t t=(—i)-t
f(@.t) vs(#,8) = exp {+ Y52} - f(a,i 1)
Q h=Q-m
K (&) Vs(z) = 3 - K(2)* + 5 - K'(2)

Abbildung 4.2: Ubersetzungstabelle fiir eine Transformation zwischen einer Fokker-Planck—
Gleichung fiir additives Rauschen und einer Schrédinger—Gleichung

Die Transformation zwischen einer Fokker—Planck—Gleichung fiir additives Rauschen und
einer Schrodinger—Gleichung fiihrt zu einer analogen Transformation der jeweiligen Propa-
gatoren. Geht man von der Losung

Vs(Z,t) = / Gs(Z,t; T, o) - ¥so(Zo, to) dio (4.52)
I

des zu (4.51) gehorenden Schrédinger—Anfangs- und Randwertproblems aus, so 148t sich die
Einfithrung einer imaginéren Zeit in (4.49), (4.50) und die lineare Transformation (4.43),
(4.46) der Wahrscheinlichkeitsdichte wieder riickgéingig machen. Man erhilt dadurch die
Losung

f(z,t) = / Gr(Z,t; 30, t0) - fo(Zo, to) dig (4.53)
I

des zu (4.42) gehérenden Fokker—Planck—Anfangs- und Randwertproblems, wobei zwischen
den Propagatoren Gy und Gg die folgende Beziehung besteht:

V(z) — V(&)
Q

Mit Hilfe der Spektraldarstellung der jeweiligen Propagatoren gewinnt man dariiber hinaus
einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen den Eigenwerten F,, und den Eigenfunktio-

ép(i',t; .f'o,to) :exp{— } -Gs(i',—i-t;i'o,—i -to). (4.54)
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nen g, des Hamiltonoperators H von (4.51) sowie den Eigenwerten Mo S\L und den Eigen-

funktionen fn, f,I des Fokker—Planck—Operators L bzw. des adjungierten Fokker—Planck—
o f

Operators L von (4.42). Dabei besitzen die Fokker—Planck—Gleichung (4.42) fiir additives

Rauschen und die dazugehérige Schrodinger—Gleichung (4.51) zueinander proportionale

Spektren:

[ - % and  fo(#) = Ny - exp {— vg) } (), (4.55)
o - E, o 1 V(z -
L: M= 5 und  f)(7) = N exp {—|— é;)} s n(Z) . (4.56)

Die in (4.55) und (4.56) eingefiigten Konstanten N, tragen dem Umstand Rechnung, daf
die Eigenfunktionen f,, fi nach den Uberlegungen zu (4.13) nur bis auf einen eventuell
von n abhéngigen Faktor IV, eindeutig bestimmbar sind.

Zu der hiermit hergestellten Verbindung zwischen einer Fokker—Planck—Gleichung fiir ad-
ditives Rauschen und einer Schrédinger—Gleichung werden nun noch einige abschlielende
Uberlegungen angestellt:

1. Nach (4.15) besitzt der Fokker-Planck-Operator L den Eigenwert \g = 0, da dieser
der stationdren Losung entspricht. Aufgrund der durch (4.55) und (4.56) gegebenen
Proportionalitit zwischen dem Fokker—Planck- und dem Schréodinger—Spektrum muf3
dann aber auch der Hamiltonoperator H zum Schrodinger—Potential Vg den Eigen-
wert Ey = 0 aufweisen. Die Existenz dieses Eigenwertes Fy = 0 ist nun dadurch
gegeben, dafl das Eigenwertproblem

{ nt o + % CK (%) + g .f{’(j)} Ysn(Z) =0 (4.57)

2m 972

die Losung

Ysn(F) = exp {—%V(i)} (4.58)

besitzt, wobei V' geméf (4.46) definiert ist. Beriicksichtigt man die Ubersetzungsta-
belle in Abb. 4.2, so folgt aus (4.55), (4.56) und (4.58):

Ao =0 und fo(#) = exp {—%V(i)} : (4.59)

—+ e
i

=0 wd  fl@)=1. (4.60)

e

Dieses Resultat ist konsistent mit (4.16) und (4.47).
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2. Die bei vielen Anwendungen vorliegende Positivitat des Fokker—Planck—Spektrums
geméf (4.19) erfordert nach (4.55) und (4.56) ein positives Schrédinger—Spektrum.

Dies ist hinreichenderweise dann gegeben, wenn das zum Fokker—Planck—Operator L
gehorende Schrodinger—Potential Vg positiv definit ist:

Vs(Z) >0 furalle =z = Ap >0 flralle n. (4.61)

3. Die Ubersetzungstabelle in Abb. 4.2 enthilt eine Beziehung zwischen dem Driftkoef-
fizienten K einer Fokker—Planck—Gleichung fiir additives Rauschen und dem Poten-
tial Vg einer Schrodinger—Gleichung. Aus einem vorgegebenen Driftkoeffizienten K
148t sich demnach sofort das entsprechende Schrodinger—Potential Vg berechnen. Ist
dagegen umgekehrt Vg gegeben, so stellt die Beziehung der Ubersetzungstabelle in
Abb. 4.2 eine Riccatische Differentialgleichung fiir K dar [49, S. 421]. Der Losungs-
ansatz

K(3) = % = (4.62)

fiihrt dann zum Eigenwertproblem des zum Potential Vg gehérenden Hamiltonope-
rators H fiir den Eigenwert Ey = 0:

2
(o o0} (o) 0. (4.63)

4.6 Die Losungsstrategie fiir Fokker—Planck—Gleichungen auf
der Beschreibungsebene der Propagatoren

Die bisher in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse lassen sich dahingehend zusammenfas-
sen, daf} sie zur Formulierung einer Losungsstrategie fiir diejenigen homogenen Markov—
Prozesse herangezogen werden, bei denen die Kramers—Moyal-Entwicklung exakt nach
dem zweiten Term abbricht. Hierbei bedient sich das im folgenden vorgestellte dreistufige
Losungsverfahren im wesentlichen der Beschreibungsebene der Propogatoren.

Der Ausgangspunkt der Uberlegungen besteht darin, daf der zu untersuchende homogene
Markov—Prozefl durch eine Langevin—Gleichung fiir multiplikatives Rauschen entsprechend
(4.23) und (4.25) definiert sei. Eine dazu dquivalente Charakterisierung des stochastischen
Prozesses erfolgt im Rahmen der Stratonovich-Interpretation mit Hilfe der durch (4.1),
(4.2) und (4.30) eindeutig bestimmten Fokker—Planck—Gleichung. Nach (4.17) kann sie als
gelost betrachtet werden, wenn ihr Propagator Gg bekannt ist.

In einem ersten Schritt wird durch (4.36) und (4.40) die Bestimmung dieses Propagators G g
fiir einen multiplikativen RauschprozeB auf die Berechnung des Propagators G fiir einen
additiven Rauschprozel reduziert. Der zweite Schritt besteht dann darin, diesen Propaga-
tor G unter Verwendung der Ubersetzungstabelle in Abb. 4.2 und der Gleichung (4.54)



Kapitel 4. Der Propagator der Fokker-Planck-Gleichung 53

auf den Propagator Gg eines quantenmechanischen Teilchens im Schrédinger—Potential Vg
zuriickzufithren. Durch diese Abbildung des zu untersuchenden stochastischen Prozesses
auf ein entsprechendes quantenmechanisches Problem steht nun die fruchbare Methode
der Pfadintegrale aus dem vorangegangene Kapitel zur Verfiigung, um den quantenmecha-
nischen Propgator Gg und damit auch den gesuchten stochastischen Propagator G in
einem dritten Schritt zu berechnen. Damit ergibt sich insgesamt eine Losungsstrategie, die
in Abb. 4.3 zusammengefaflt ist:

Fokker—Planck—Gleichung

fiir multiplikatives Rauschen Fokker-Planck-Propagator G

Fokker—Planck—Gleichung

fiir additives Rauschern Fokker—Planck-Propagator G g

Schrodinger—Gleichung = Schrodinger—Propagator Gg

Abbildung 4.3: Eine Losungsstrategie fiir Fokker—Planck—Gleichungen mit multiplikativem
Rauschen

4.7 Ein nichttriviales Beispiel

Die Praktikabilitdt des im vorhergehenden Abschnittes skizzierten Losungsverfahrens fiir
stochastischen Prozesse mit multiplikativem Rauschen wird nun anhand eines nichttrivialen
Beispieles demonstriert. Hierzu wird ein stochastischer Prozefl betrachtet, der im determi-
nistischen Grenzfall einen Phaseniibergang zweiter Ordnung aufweist.

Den Ausgangspunkt der Uberlegungen bildet die Langevin-Gleichung, die durch

N#z)=a-z—bQ-2> und B(z)=2? (4.64)

definiert ist. Hierbei sei b € (0, +00) und a € (—oo, +00) der Kontrollparameter. Da sowohl
die nichtlineare Funktion IV als auch die Rauschstérke B an der Stelle x = 0 eine Nullstelle
aufweisen, wird der Definitionsbereich der Zufallsvariablen x entweder auf die positive oder
auf die negative reelle Achse eingeschrinkt [20]. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird
deshalb der Definitionsbereich fiir die folgenden Betrachtungen auf das Intervall

I = (—00,0] (4.65)
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festgelegt. Verwendet man die Stratonovich—Interpretation, so gehort zu der durch (4.64)
definierten Langevin—Gleichung eine Fokker—Planck—Gleichung mit

Kx)=a-z+(Q—-0b)-2°> und D(z)=@Q-z*. (4.66)

Dieser stochastische Prozefi mit multiplikativem Rauschen wird nun durch eine Transfor-
mation der Zufallsvariablen geméif

2= h(i) = _% mit T = [0, 4+00) (4.67)

auf einen stochastischen Prozefl mit additivem Rauschen abgebildet. Er ist charakterisiert
durch

N(Z)=—a-Z+Qb- und  B(#) =1, (4.68)

K(#)=—a-Z+Qb- und  D(E)=Q. (4.69)

==

Dieser stochastische Prozel mit additivem Rauschen erweist sich nun als mathematisch
dquivalent zum quantenmechanischen System (3.69) eines harmonischen Oszillators mit
Zentrifugalbarriere, dessen Energieskala um den konstanten Wert Vj verschoben ist:

h h
Vs(Z) = %wQQNUQ + % + Vo mit w=a,g= %bQ — §b, Vo = —mab — 54 (4.70)

Dank der Vorarbeiten in Abschnitt 3.4 148t sich der Schrédinger—Propagator Gg zu (4.70)
unmittelbar angeben:

L ma ma
G ~t'~ t - . = = ~~'Im f»(,«
s(: 620 t0) = e =t VOt Tpe- (z’hsin[a(t - to)]w>
- - 1\ - -
- exp {z% cotla(t — to)](Z2 + 552)} - exp {ia <%b + 5) (t — to)} . (4.71)
Mit Hilfe des Fokker—Planck-Potentials
- 1 5 -
V(z)=za-2°—b-Inx (4.72)

2

gewinnt man dann aus dem Schrédinger-Propagator Gg in (4.71) den zur Fokker—Planck—
Gleichung (4.69) gehorenden Fokker—Planck—Propagator Gp:

2 P {a (% - %) (t —to)}

Q 1—exp{—2a(t—1ty)}
2a  exp{—a(t —to)} 25 exnd 8 72 + 7% exp {—2a(t — ty)}

I%_% (Q 1 —exp{—2a(t —to)} 0 > p{ Q 1—exp{—2a(t—ty)} } - 4

Beachtet man die Asymptotik der modifizierten Besselfunktionen erster Gattung fiir kleine
Argumente nach (8.445) in [23]

NI

b
+3 ~"qt

Qle

T

Gr(&,t; %0, t0) =
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I(z) ~ ﬁ : (g)y fix  x— 0, (4.74)

so geht der Fokker—Planck-Propagator Grp fiir @ > 0 im Langzeitlimes in die stationiire
Losung fg der Fokker—Planck—Gleichung (4.69) iiber:

)t

Foay 5 s g _ Q -2 a o

fst(Z) = lm Gp(Z,t;Zo,t0) =2 —4——-T°Q - exp {——x } . (4.75)
t—+oo T (% + %) Q

Aus dem Fokker—Planck-Propagator Gp fiir den additiven Rauschprozef 1Bt sich dann
der gesuchte Fokker—Planck—Propagator G fiir den multiplikativen Rauschprozef (4.66)
ableiten:

, eofeld- Do)
GF(z,t;z0,t0) = 2@ R epr{—;CL(t - tO)}

1,1
a  exp {—a(t —to)} 1 . a3 + 2 exp {—2a(t — to)}
I%_% <2Q 1 —exp{—2a(t —t9)} xox) P {_Q 1 —exp{—2a(t —to} - (476)

Auch hier liefert der Langzeitlimes im Falle a > 0 unter Beachtung von (4.74) die stationére
Losung fs¢ der entsprechenden Fokker - Planck - Gleichung (4.66):

b_1 b 5
-x§ 2R 2

2. (1)%+% 1
— . __\Q 25D _a-
fst(x) - tl}inoo GF(.%',t71'0,t0) - F(% + %) T Q exp{ Q$2} : (477)

Der Vollstandigkeit halber werden noch abschlieffend die jeweils auftretenden Eigenwerte
und Eigenfunktionen angegeben. Sie lassen sich beispielsweise direkt aus den Spektraldar-
stellungen der Propagatoren ableiten. Fiir n = 0,1, 2, ... gilt:

A r 1 ﬂb+l
H: E, = 2ha-nund g,(T)= |2- it (m )h 2
r (n + 7o+ %)

FRY. Lg%biﬁ) (%aig) - exp {—%iQ} ; (4.78)
S s o Dn+1) ra\ats

25 5 (%x2) .exp{_%jz} , (4.79)

iT . 5\:’1 = 2a-n und fg(i“) = LSL%_%) <%~’52) ) (4.80)
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. L ., T(n+1) [a\a*ts
L: X\, = 2a-nund f,(x) = —F(n—i-%—i-%) (Q)
o2 (e a1y el
x °\Q L,° (Qx2> exp{ sz} , (4.81)
. b1 1
LT: X\, = 2a-nund fi(z) = LSLQ ) (%P) . (4.82)

Diese Ergebnisse sind zum einen konsistent mit (4.37), (4.38) und (4.55), (4.56), wenn man

b

|, T+l fa\at:
N, = |2 —r(n+%+§) (Q) (4.83)

setzt. Ferner stimmen sie fiir den jeweils tiefsten Eigenwert bei n = 0 mit (4.16), (4.75)
und (4.77) iiberein, da fiir die verallgemeinerten Laguerre-Polynome nach (8.973.1) in [23]
gilt:

L(()V) (x) =1 furalle v. (4.84)



Kapitel 5

Verallgemeinerung der
Duru—Kleinert—
Propagatortransformationen

5.1 Die Motivation

In den Kapiteln 3 und 4 wurden zwei wichtige Anwendungsmoglichkeiten von quan-
tenmechanischen Propagatoren herausgearbeitet. Zunéchst erdffnen sie einen alternativen
Zugang zur Berechnung von Energieeigenwerten und Energieeigenfunktionen quantenme-
chanischer Systeme. Ferner lassen sie sich auf stochastische Propagatoren abbilden und
dienen somit dazu, homogene, stetige Markov—Prozesse zu 16sen. Dariiber hinaus kann man
aber auch mit Hilfe quantenmechanischer Propagatoren die Dichtematrizen der Quanten-
statistik gewinnen [59], wenn man durch eine sogenannte Wick—Rotation von der reellen
Zeit zu einer imaginéren Zeit iibergeht [26, S. 212].

Es stellt sich die Frage, wie quantenmechanische Propagatoren fiir vorgegebene Systeme
berechnet werden kénnen. Die hierzu von Feynman entwickelten Pfadintegrale erweisen
sich als so kompliziert, daf} es beispielsweise zunéchst nicht gelungen ist, mit dieser Metho-
de das Wasserstoffatom zu behandeln. Tatséchlich konnte man beim Wasserstoffatom einen
analytischen Ausdruck fiir die Fouriertransformierte des Propagators beziiglich der Zeit, die
sogenannte Resolvente, erst dadurch ableiten, dafl man die von der Schrodinger—Gleichung
her bekannten Energieeigenwerte und Energieeigenfunktionen in die Spektraldarstellung
einsetzte [13].

Diese Schwierigkeiten fiihrten dazu, dafl Hagen Kleinert und I.U. Duru 1979 eine neue
Technik zur Berechnung quantenmechanischer Propagatoren entwickelten [54, Kapitel 14].
Sie konstruierten eine fruchtbare Transformationsmethode, mit der sich die Propaga-
toren quantenmechanischer Systeme aufeinander abbilden lassen. Durch die Anwendung
dieser Transformationsmethode auf das noch ausstehende Problem des Wasserstoffatoms
gelang es ihnen, die Kustaanheimo—Stiefel-Transformation der Himmelsmechanik [15] auf
die Quantenmechanik auszudehnen. Auf diese Weise konnten sie das Wasserstoffatom auf

o7
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den harmonischen Oszillator abbilden und damit die Resolvente des Wasserstoffatoms be-
rechnen [22, 27, 28, 29, 37].

Das vorliegende Kapitel dient dazu, eine Verallgemeinerung der Duru—Kleinert—
Transformationen vorzustellen [60], die die Klasse der Propagatortransformationen aus-
dehnt. In dieser Verallgemeinerung ist neben den Duru—Kleinert—Transformationen noch
die Abbildung des freien Teilchens auf den harmonischen Oszillator mitenthalten. Damit
umfafit diese Verallgemeinerung ein Ergebnis, das mit Hilfe der Duru—Kleinert—Transfor-
mationen nicht abgeleitet werden kann und das aber zuvor schon von A. Inomata et al.
auf anderem Wege gefunden wurde [30, 41]. Es ist zu erwarten, daf§ es in naher Zukunft
moglich sein wird, weitere Beispiele anzugeben, die ausschliefflich im Rahmen dieser Ver-
allgemeinerung behandelt werden kénnen.

In den folgenden drei Abschnitten wird sukzessive die beabsichtigte Transformation des
Propagators im Lagrangeschen Pfadintegral durchgefiihrt. Dabei basiert diese Transfor-
mation auf der Idee, dafl jede physikalische Grofie in der entsprechenden Schrédinger—
Gleichung dadurch veréindert werden kann, daf sie einer individuellen Abbildung unter-
worfen wird. Diese Beobachtung fithrt zu den drei getrennten Transformationen der
Zeitkoordinate, der Ortskoordinate und der Wellenfunktion, bei denen jeweils ei-
ne zunéchst willkiirliche Funktion eingefiihrt wird. Die Hintereinanderausfithrung dieser
drei einzelnen Transformationen macht es dann erforderlich, diese drei Funktionen zwei
Bedingungen zu unterwerfen, damit man nach der Gesamttransformation wieder ein La-
grangesches Pfadintegral erhélt. Am Ende von Abschnitt 5.4.5 kann dann das Ergebnis in
Form einer Transformationsformel fiir Propagatoren angegeben werden. Im darauffol-
genden Abschnitt werden die drei Transformationen der Zeitkoordinate, der Ortskoordinate
und der Wellenfunktion auf der Ebene einer entsprechenden partiellen Differentialgleichung
fiir Propagatoren durchgefiihrt, um die Transformationsformel fiir Propagatoren auf ande-
rem Wege zu verifizieren. Der letzte Abschnitt behandelt schliefflich die beiden schon oben
angefithrten Spezialfille.

5.2 Die Transformation der Zeitkoordinate

In der Quantenmechanik betrachtet man die Zeit gewohnlich als eine fest vorgegebene phy-
sikalische Grofle. Im Unterschied hierzu wird die Zeit in diesem Abschnitt als ein zusétzli-
cher Freiheitsgrad aufgefafit, der einer separaten Transformation unterworfen werden kann.
Die gleichberechtigte Behandlung der Zeit ¢ mit dem Ort x fiihrt dabei zu einer neuen Para-
metrisierung von Zustandsvektoren im erweiterten Hilbertraum mit Hilfe der sogenannten
Pseudozeit s. Die genaue Ausarbeitung dieser Idee miindet schliellich in eine lokale Trans-
formation der physikalischen Zeit ¢ in die Pseudozeit s.

5.2.1 Die Erweiterung des Hilbertraumes

Entsprechend Abschnitt 3.2 die moglichen Zusténde eines quantenmechanischen Systems
durch die Zustandsvektoren [¢) eines Hilbertraumes H; beschrieben, der von den Eigen-
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vektoren |z) des Ortsoperators & aufgespannt wird. Im Rahmen dieser Axiomatik dient die
als fest vorgegeben betrachtete Zeit ¢ ausschliefflich dazu, die Abfolge von Zustandsvekto-
ren |(t)) im Laufe einer Dynamik zu parametrisieren.

In einer formalen Erweiterung dieses Konzeptes soll nun die Zeit ¢ als eine zusétzliche
Koordinate vollkommen gleichberechtigt zur Ortskoordinate x behandelt werden. Hierzu
wird neben dem urspriinglichen Hilbertraum H; ein neuer Hilbertraum Hs eingefiihrt, der
von den Eigenvektoren |t) des Zeitoperators ¢ aufgespannt wird. Analog zu (3.5), (3.6) und
(3.7) gelten dabei die Eigenschaften des Eigenwertproblems (5.1), der Orthonormalitét
(5.2) und der Vollsténdigkeit (5.3):

Lty = t|t), (5.1)
{tlt) = ot—1),

+o0o
/\t>(t!dt — 1. (5.3)

Um die angestrebte Gleichberechtigung der Zeit ¢ mit dem Ort x auch explizit in der
Notation zum Ausdruck zu bringen, wird die direkte Summe der beiden Hilbertriume
‘H1 und Hs gebildet. Der so entstehende erweiterte Hilbertraum H besitzt als Basis die
Eigenvektoren

|z, t) = |z)- |t). (5.4)

Die Zusténde des quantenmechanischen Systems lassen sich nun auch durch die Zustands-
vektoren |U) im erweiterten Hilbertraum H beschreiben. Um eine Dynamik durch eine
Abfolge von Zustandsvektoren |¥(s)) charakterisieren zu koénnen, fiilhrt man dann den
neuen Parameter der Pseudozeit s ein. Die Ortszeitdarstellung dieser Zustandsvektoren
|W(s)) lautet mit Hilfe der Basis (5.4):

(x,t|U(s)) = ¥(x,t,s). (5.5)

5.2.2 Der kausale Propagator

In Abschnitt 3.2 wurde immer ein nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngiger Hamiltonopera-
tor H betrachtet. Es wurde gezeigt, daf in diesem Falle die Dynamik der Zustandsvektoren
|1(t)) aus H; in der Ortsdarstellung durch den Propagator G(x,t; zg,to) geméf (3.17) und
(3.20) beschrieben wird. Dabei wurde nicht ndher spezifiziert, ob hiermit eine zeitliche
Entwicklung in die Zukunft (¢ > ¢y) oder in die Vergangenheit (¢ < t;) gemeint war.
Deshalb besitzt dieser Propagator G(z,t; xg,ty) die Symmetrie (4.22).

Mochte man nachtriglich die Kausalitédt beziiglich der Zeit ¢ in die Beschreibung
einfiigen, so mufl man vom Propagator G zum kausalen Propagator G, iibergehen:

Gc(gﬂat; xO,tO) = @(t - tO) : G(x,t;ﬁﬂo,to) . (56)
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Hierbei wurde die Heaviside—Funktion © verwendet:

1 5 t>t

Kombiniert man (3.20) und (5.6), so erhélt man eine direkte Beziehung zwischen dem
kausalen Propagator G, und dem Hamiltonoperator H:

(5.7)

G, t: 0, t0) = Ot — to) - (x| exp {—%ﬁ(t - to)} 120) - (5.8)

5.2.3 Die Konsequenzen fiir den kausalen Propagator

Im weiteren wird gezeigt, wie sich die Erweiterung des Hilbertraumes auf der Beschrei-
bungsebene der kausalen Propagatoren auswirkt. Durch die Anwendung einfacher Iden-
titdten gewinnt man dabei eine Beziehung zwischen dem urspriinglichen kausalen Propa-
gator G, im Hilbertraum H; und einem neuen kausalen Propagator Gg), der die Dynamik
im erweiterten Hilbertraum H bestimmt.

Zunichst wird die Deltafunktion entsprechend

+o00
Ge(z,t;20,t0) = / ds Ge(z,t;20,t0) - 6(t —to — 5) (5.9)
0

eingefithrt. Um von dieser Identitét profitieren zu koénnen, werden die Eigenvektoren |E)
des Energieoperators E mit den Eigenschaften

E|E) = EI|E), (5.10)
(E|E"Y = §(E—-E'), (5.11)
+oo
/]E>(E\dE ~ 1, (5.12)

betrachtet. Die Energieeigenvektoren |E) besitzen die Zeitdarstellung

(t|E) = \/%-exp{—%Et} . (5.13)

Berticksichtigt man (5.10) bis (5.13), so 148t sich die in (5.9) auftretende Deltafunktion wie
folgt darstellen:

S(t—ty—5) = <t|exp{+%E5} ito) (5.14)

Da der Hamiltonoperator H nicht explizit von der Zeit t abhéingen soll, kann man (5.8)
und (5.14) verwenden, um die Identitét (5.9) umzuschreiben:

+0c0 .
Ge(x,t;x0,t0) = / ds©(s) - (x,t|exp {—%(I:I - E)s} |0, to) - (5.15)
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Die Integration iiber die Pseudozeit s kann formal explizit ausgefithrt werden:

GC(CC,t; xO,tO) = <x7t|R|ant0>7 (516)
~ —ih
R = - (5.17)
H-F

Der hierbei auftretende Operator R ist im Sinne von

. —ih
R=lm — (5.18)
nl0 H—FE —in
aufzufassen, wobei die positive, reelle Grofle n die Kausalitidt beziiglich der Pseudozeit s
garantiert.

5.2.4 Die Bedeutung der Erweiterung des Hilbertraumes

Es seien fr und fl zunéchst zwei invertierbare, aber ansonsten beliebige Operatoren. Dann
ermoglicht die Operatoridentitét

(ABy ' =B1A!, (5.19)
daB die Gleichung (5.17) umgeschrieben werden kann:

. A —1ih A
HiH = E)f,
Nun werden f} und fl auf invertierbare Funktionen des Ortsoperators & und des Zeitope-
rators t spezialisiert:

fr=fo@d) wd i = fi(a.D). (5:21)
Durch die Kombination der Gleichungen (5.16), (5.20) und (5.21) la8t sich die Integration
iiber die Pseudozeit s wieder zuriickgewinnen:
+o00o
Ge(z,t;zo,t0) = fr(z,t)fi(zo,to) - / ds Ggl)(x,t, s;xo, to,0) (5.22)
0

GO (2,8, 5120, 10,0) = @(s)-<x,t|exp{—%fl(ﬁ—ﬁ)ﬁs} wote) . (5.23)

(5.22) stellt eine Beziehung zwischen dem kausalen Propagator G.(z,t; zg, tp) im urspriing-
lichen Hilbertraum H; und einem neuen kausalen Propagator G((;l) (z,t, s;x0, tg,0) im erwei-
terten Hilbertraum H dar. Eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 3.2 vorgenommenen
Uberlegungen fiihrt dariiber hinaus zu einer adéiquaten Interpretation dieses neuen kausa-

len Propagators Ggl) in (5.23). Demnach gehort Ggl) zum Anfangswertproblem

ih 0, [0 (s)) = fy (H = E) f [¥W(s))  mit  [¢(0)) = [¢)(0)) (5.24)

im erweiterten Hilbertraum H und bildet die Raumzeitdarstellung der Anfangsbedingung
|[¥M(0)) in die Raumzeitdarstellung der Losung W) (s)) ab:
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400 400
<$,t|\1’(1) (5)> = / dxg / dto Ggl) (55,75,3;5'30,750,0) ’ <$0,t0|\11(1)(0)> . (525)

An dieser Stelle sei dabei noch auf eine wichtige Problematik h1ngew1esen die in Abschnitt
5.4 wieder aufgegriffen werden soll. Der neue Hamiltonoparator fr(H E)fl , der nach
(5.24) die Dynamik der Zustandsvektoren im erweiterten Hilbertraum H bestimmt, ist
wegen der allgemeinen Wahl der Operatoren fl und fr in (5.21) nicht notwendigerweise
hermitesch. Deshalb mufl man die Fragen aufwerfen,

e 0b einer solchen, durch einen nicht hermiteschen Hamiltonoperator generierten Dy-
namik iiberhaupt eine physikalische Bedeutung zukommt und

e ob es spezielle Operatoren fr und fl gibt, so dafl der neue Hamiltonoperator doch
noch hermitesch wird.

In jedem Fall besteht die Bedeutung der Erweiterung des betrachteten Hilbertraumes darin,
die Einfithrung von zusétzlichen, frei wahlbaren Operatoren fr und fl zu ermoglichen.
Im néchsten Abschnitt wird niher ausgefiihrt, wozu diese neuen Freiheitsgrade in der
Rechnung benétigt werden.

5.2.5 Die Pfadintegraldarstellung des neuen kausalen Propagators

Es wird nun n#dher untersucht, wie sich die Erweiterung des Hilbertraumes sowie die
Einfithrung der Operatoren fr und fl auf die Pfadintegraldarstellung des kausalen Pro-
pagators Ggl) auswirkt. Hierzu mufl zunéchst das Intervall [0, s| auf der Pseudozeitachse
analog zu (3.32) in N #quidistante Teilintervalle der Lénge €, zerlegt werden. Entsprechend

zu (3.37) 1aBt sich dann der Langzeitpropagator Ggl)(x,t, s8;x0, o, 0) auf die Kurzzeitpro-
pagatoren G (Tnt1,tnt1, €s5 Ty tn, 0) zuriickfithren:

N 1 T
GV (z,t, 5;20,t0,0) = O(s) hm /dxn/ dt,,

N-1
{ H G(l)(aznﬂ,tmrl,es;xn,tn,O)} . (5.26)
n=0

Aus (5.23) kann man den Kurzzeitpropagator G direkt ablesen:
G(l)(anrlathrl,€s§$natn,0) =

PN A
— (onsrstusalexp { - f(H = E) - blowsta) (5.27)

Der Satz iiber Kurzzeitpropagatoren aus Abschnitt 3.2.6 ermdglicht nun weitere Vereinfa-
chungen. Wegen des Grenziiberganges in (5.26) kann man zu anderen Kurzzeitpropagatoren
iibergehen, die mit GM) bis zur ersten Ordnung in €, iibereinstimmen. Verwendet man fiir
H den Hamiltonoperator (3.1), so fithren analoge Uberlegungen wie in Abschnitt 3.2.7 zu:
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1
G(l) ('In+13 tn+1, €s;Tn, tna 0) ~ <xn+1a 75n+1| exp {_ﬁfl(antly thrl)

~2

% : fr(xn, tn)es} - €Xp {_%fl(anrl, thrl)V(xn)fr(xna tn)es}

i .
exp {+ﬁfl(xn+1, b ) E fo(n, tn)es} (s tn) (5.28)

Der néchste Schritt besteht darin, die verbleibenden Operatoren durch ihre Eigenwerte zu
ersetzen. Zu diesem Zweck erweist es sich als notwendig, eine andere Basis des erweiterten
Hilbertraumes H einzufiihren, die von den Eigenvektoren |p) und |E) des Impulsoperators
p und des Energieoperators E gebildet wird:

P, E) = Ip)- |E). (5.29)

Eine zweifache Anwendung der Vollstandigkeitsrelation

“+o0o “+o0o
[ av [ aBipE)p.EI=1, (5.30)
die Raumzeitdarstellung der Basisvektoren |p, F) gemé&8
(.t E) = L {+1( Et)} (5.31)
z, pa - 2 h exp h pr ) N

und die vollstdndige Integration iiber die Energieeigenwerte E fithrt den Kurzzeitpropaga-
tor in (5.28) iiber in

G(l) (anrla tnt1,€s5 Tn, bn, 0) ~ 0 (tn+1 —tp — esfl(anrl, thrl)fT(xna tn))
+0c0 .
dpn, i
ﬁ exp {E [pn(xn-l—l - xn) - Esfl(xn—i—la tn—i—l)H(pru xn)fr(xna tn)]} . (532)

—00

Infolgedessen ergibt sich der Langzeitpropagator (5.26) zu

N 1 to© N 1 oo dp

—00 —00

i N-1
+€XpP {ﬁS(N)} : { H 5(tn+1 - tn - Esfl(anrlathrl)fr(xnatn))} ; (5'33)

n=0
mit
N-1 Zil —
SO — e 30 {pn T it H () fr () | (5.34)
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Die beiden Gleichungen (5.33) und (5.34) stellen ein wichtiges Zwischenergebnis dar. Die
N Deltafunktionen fithren zu den Beziehungen

e = € filens1,tng1) - fr(zp,ty) fir n=0,1, ...,N—1 (5.35)

zwischen dem Element € der physikalischen Zeit ¢t und dem Element €, der Pseudozeit s. Im
Grenziibergang unendlich vieler Teilintervalle gehen diese Differenzengleichungen in eine
entsprechende Differentialgleichung tiber:

d

Stls) = (), b)) - frlals). 1(5)). (5.36)
Gleichung (5.36) definiert eine Zeittransformation zwischen ¢ und s [54, (12.41)]. Wahrend
bei der physikalischen Zeit ¢ jeder Raumpunkt mit derselben Zeitskala ausgestattet ist, wird
dagegen die Skala der Pseudozeit s ortsabhingig. Deshalb bezeichnet man (5.36) auch als
eine lokale Zeittransformation.

5.2.6 Die Vereinfachung

Um die weiteren Rechnungen zu vereinfachen, wird auf einen der beiden zusétzlichen Frei-
heitsgrade von f, und f; verzichtet:

filz,t) = f(z,t) and f.(z,t)=1. (5.37)

Die Einarbeitung dieser Spezialisierung in die obigen Formeln ermoglicht es, die bisherige
Vorgehensweise kurz zusammenzufassen. Zunéchst wurde eine Erweiterung des zugrunde-
liegenden Hilbertraumes vorgenommen, so dafl der urspriingliche kausale Propagator G.
im Hilbertraum H; zu einem neuen kausalen Propagator G((;l) im erweiterten Hilbertraum
H in Beziehung gesetzt werden konnte. Aus (5.22) und (5.37) folgt

+0oo
Ge(z,t;z0,t0) = f(x0,t0) - / ds Ggl)(x,t,s;xo,to,O). (5.38)
0
Die Zerlegung des Intervalles [0, s] auf der Pseudozeitachse fithrte dann zu einer Pfadinte-

graldarstellung des neuen kausalen Propagators Gat. Integriert man in (5.33) und (5.34)
iiber die Momente, so fiihrt die Spezialisierung (5.37) zum folgenden Lagrangeschen Pfa-
dintegral:

n=1_"o —00

N—1 t% +00
GV (x,t,5;20,10,0) = O(s) - lim{ H / dzx, / dtn}

N-1
m
-0 (ty, _tn_esf Tpil,tn
{nHO \/2mhesf(:vn+1,tn+1) (tnt1 (Tnt1 +1))}

i m Tpt1 — T 2
-exp{ f(@ng1,tnii)e [5 (f( ) S) - V(azn)]} . (5.39)

n=0 xn—f—h tn+1 €
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5.3 Die Transformation der Ortskoordinate

Im AnschluB an die soeben durchgefiihrte Transformation der Zeitkoordinate dient der
folgende Abschnitt der Entwicklung einer weiteren Transformation, von der die Ortsko-
ordinate betroffen ist. Das Ziel besteht darin, eine moglicherweise explizit von der Zeit ¢
abhéngige Abbildung der urspriinglichen Ortskoordinate = in eine neue Ortskoordinate ¢
durchzufithren. Im Rahmen der Lagrangeschen Form (5.39) eines Pfadintegrales wird dies
durch eine explizit von der Zeit ¢ abhéngige Punkttransformation im Konfigurationsraum
geméf

x = hqg,t) (5.40)

erreicht, wobei h eine beliebige, aber invertierbare Funktion darstellt [50].

5.3.1 Die Konsequenzen fiir den kausalen Propagator

Setzt man Gleichung (5.40) in den Ausdruck (5.39) fiir den kausalen Propagator G ein

so folgt:
—+00
G (2, t, 820, t0,0) = i /dn/dt
o (x,t, 5520, 10,0) RO (v fo) o) 0 q

h (qn'f'latn—l—l)
“O(tna1 — tn — f(R(gnat,tnet), tn 5
{ H 27”7165 \/f (@ni1>tntt)s tnit) (tnt1 F(h(qna1,tny1) tn1)es)

M} .exp{ Z F(M(@nt1:tnt1), tns) €

.h/(QnJrlathrl
m h(Qn+1; thrl) - h(Qn, tn) 2
‘ [5 <f(h(Qn+1,tn+1),tn+1) Es) B V(h(qn’t"))] } : (5.41)

Dabei stellt A’ eine Abkiirzung fiir die partielle Ableitung der Funktion h beziiglich der
ersten Variablen ¢ dar und h~! bezeichnet das Inverse der Punkttransformation (5.40) mit

¢ = h7l'(z1). (5.42)

In (5.41) erscheint das Reziproke von h/(h~1(xg,t0),t0) als Faktor vor dem Grenzwertpro-
zeB. Dies legt es nahe, die Punkttransformation (5.40) im Konfigurationsraum mit einer
entsprechenden Abbildung auf der Beschreibungsebene der kausalen Propagatoren zu kom-
binieren. Dabei soll der bisher betrachtete kausale Propagator Ggl)(
neuen kausalen Propagator G(2) (q,t,s;90,t0,0) gemaB

x,t, s;x0,10,0) in einen

1 _ _
G (x,t, 5520, t0,0) = ISR GO (RN, t),t, s, h (20, t0), 0,0)  (5.43)

iiberfiihrt werden. Aus den beiden Gleichungen (5.41) und (5.43) ersieht man unmittelbar,
(2)

dal dann auch der neue kausale Propagator G¢
wird:

von Kurzzeitpropagatoren G(? aufgebaut
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N ] to0
G (q,1,540,t0,0) = ©(s) -lim / dan / dt

{ H G anrl’ n+1,ESaQHatna0)} (544)

Dabei 1i8t sich der Kurzzeitpropagator G(?) aus (5.41) ablesen:

m
G(Q) (Qn—l—la tn+1,€s5qn, tn, O) = Irihe -0 (tn—l—l —ty — f(h(Qn-l—h tn-l—l)a tn—i—l) 68)
s
h/(Qnatn) h (qn+latn+1)

7
' -exp{—f h Gn+1;tn+1), tnt1)€s
W (Gnits tott) VI (h(gns1, tn1), tns1) h (hlan1, tnra), fnt)

m (s, trin) — g, 1)
' [5 ( f(h(qnﬂ,tnﬂ),tnﬂ)es) - V(h(qn,tn))]} : (5.45)

5.3.2 Die Entwicklung des Kurzzeitpropagators

Es wird nun im folgenden angestrebt, den Ausdruck (5.45) schrittweise weiter zu verein-
fachen. Hierzu bietet es sich an, die nach Abschnitt 3.3 bestehende Aquivalenz zwischen
einem Kurzzeitpropagator und einer entsprechenden partiellen Differentialgleichung aus-
zunutzen. Um jedoch die Ableitung der zu (5.45) gehorigen partiellen Differentialgleichung
vorzubereiten, benotigt man beim Kurzzeitpropagator G nur die jeweiligen Beitriige bis
zur ersten Ordnung in €;. Hierbei mufl man beriicksichtigen, dafl auch die Differenzen in
der neuen Koordinate ¢,+1 — ¢, und der Zeit t,,41 — t,, zu einer Potenzreihenentwicklung
nach e, beitragen. Es gelten nédmlich die Regeln:

1. Die Deltafunktion in (5.45) bewirkt

Aty = tpe1—tn ~ e (5.46)

2. Wie durch die explizite Auswertung der Integrale (3.66) gezeigt wird, gilt ferner

NI

AV = Int+1 — n ~ € (5.47)
Da sich die Ausfiihrung der Entwicklung nach Potenzen von €4 als eine langwierige, aber
direkt ausfithrbare Rechnung erweist, soll hier nur das Endergebnis angegeben werden.
Um eine kompakte Notation zu erreichen, werden hierzu zusétzliche Abkiirzungen fiir die
partiellen Ableitungen der Funktion A nach beiden Variablen ¢ und ¢ eingefiihrt:

0 : 0
) h(qn+1, tn+1) and h=—— h(qn+1, tn+1) . (548)
An+1

Dann lautet der Kurzzeitpropagator:

h =
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G (Gni1,tns1, €55 Gny tn, 0) = \/ 27:2%63 0 (Aty — f(hytntr) €s) - ﬁ
.lAqZ_ %/;-Aq,?;—i— (é% +ih;’l22> -Aqfl—i—Q%-Aantn—Q%-Aintn
_i;}f; CAG A, + Z—Z . Ati] — % f(htni1) eSV(h)} . (5.49)

5.3.3 Die erste Bedingung

Bisher wurden f und h als invertierbare, aber ansonsten beliebige Funktionen von x,t
und ¢, t angesehen. Gleichung (5.49) 148t sich nun aber in zweifacher Hinsicht entscheidend
vereinfachen, wenn man zwischen f und h eine Beziehung fordert, die als erste Bedingung
bezeichnet werden soll:

f(h(g,t),t) = H(gt)?. (5.50)

Mit (5.50) und der Substitution At, = esh™ entsprechend der Anforderung der Deltafunk-
tion geht (5.49) iiber in

"
(2) . — M s lar ) i1 A
G (Qn—l—lv tn+17 €s5Gns tns O) 27Tih68 o ( ty esh ) { n dn
1 h/l/ . m hl/ 1 h/l/ 1 h/12
——'A2—h/h/5 X _ -A2——-A3 -r - -A4
to oy O — W he } exp{ 2ihes [ I Gy ST\ g ) o
20K - Agues — 20 - AqRes — bl - AgPes + h%’%i] - %esh’QV(h)} . (5.51)

Dabei besteht die entscheidende Bedeutung der ersten Bedingung (5.50) darin, daf§ man
im ersten Term der Exponentialfunktion von (5.51) den Ausdruck fiir das freie Teilchen
beziiglich der neuen Koordinate ¢ erhélt. Dies kann als ein erster Schritt dafiir angese-
hen werden, dal man nach den einzelnen Transformationen das Lagrangesche Pfadintegral
wieder zuriickgewinnt. Dariiber hinaus gestattet der obige Ausdruck fiir das freie Teilchen,
daB man im néichsten Abschnitt die fiir die Entwicklungsregel (5.47) notwendigen Integrale
(3.66) erhélt. Damit stellt diese erste Bedingung (5.50) letztendlich eine Konsistenzbe-
dingung dar, die die schon durchgefiihrte Potenzreihenentwicklung nach €5 im nachhinein
rechtfertigt.

Der kausale Langzeitpropagator ng) kann abschliefend aus den Gleichungen (5.44) und
(5.51) abgeleitet werden:
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@ N—1 T +o00 N—1 -
G?(q,t,s;q0,t0,0) = O(s) - li /dn/ dt,
(g1, 51q0,10,0) = ©(s) - lim nl;[l, o {nHO P

hl/ 1 h/l/ . m
) (Atn — esh’Q) . {1 o Ag, + ST Aq,% - h’h'es} -exp{ - Dihe.

" 1 n 1 "2 X X
-lAqZ . AG + <—h— + 1n ) SNG4 2K - Agpes — 21 - AgPes

% 3 4N
—hh" - ANgles + h%’%i] - %esh’QV(h)}} : (5.52)

Gg) ist der Propagator der Wellenfunktion
(g, 0P (s)) = ¥P(g,t, 5) (5.53)

und vermittelt in Analogie zu Gleichung (5.25) zwischen Zusténden mit aufeinanderfolgen-
den Werten der Pseudozeit s:

+oo +oo
U@ (g,t,5) = / dqo / dto G2 (q,t, 5; g, t0,0) - P (go, 19, 0) . (5.54)

—00

5.4 Die Transformation der Wellenfunktion

Wenn man direkt die zu (5.51) gehorige partielle Differentialgleichung berechnet, st68t man
auf zwei Probleme:

1. Wegen der Transformation der Zeitkoordinate mufl der neue Hamiltonoperator nicht
mehr hermitesch sein.

2. Der neue Hamiltonoperator kann eine einfache partielle Ableitung beziiglich der neu-
en Ortskoordinate ¢ enthalten.

Um zumindest eines dieser beiden Probleme zu erledigen, wird in diesem Abschnitt ei-
ne beliebige, komplexwertige Funktion g = g(g,¢) im Zusammenhang mit einer weiteren
Transformation der Wellenfunktion eingefiihrt.

5.4.1 Die Einfiihrung einer neuen Funktion

Neben einer Transformation der Zeit- und der Ortskoordinate soll nun auch noch eine
Transformation der Wellenfunktion durchgefiihrt werden. Damit die axiomatisch geforderte
lineare Struktur der Quantenmechanik hierdurch nicht zerstort wird, kommt nur eine
lineare Abbildung der bisherigen Wellenfunktion ¥(?) von Gleichung (5.53) in eine neue
Wellenfunktion ¥®) in Frage. Hierbei tritt eine beliebige, komplexwertige Funktion g als
neuer Freiheitsgrad auf:
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U3 (q,t,5) = glg,t) - (g, t,5). (5.55)

Setzt man (5.55) in die Evolution (5.54) von ¥(?) ein, so erhélt man die entsprechende
Zeitentwicklung von ¥®):

—+00 —+00

0B (g,t,5) = / dQO/ dto {%'ng)(QJJ;QOJO,O)}"1’(3)(%,%,0)- (5.56)
g\q,

Damit fiihrt die lineare Transformation der Wellenfunktion (5.55) zu einer entsprechenden

Transformation der kausalen Propagatoren von GgQ) nach GS”):

G (q.t, 540,10, 0) = % <GP (q,t,5:90,t0,0). (5.57)
9(g,

5.4.2 Die Berechnung des Kurzzeitpropagators

Die unmittelbar einsichtige Identitét

) {Jhl 9(an, tn) } (5.58)

9(q0:t0) | ;=g 9(@n+1, tnt1)

wird nun in Gleichung (5.52) verwendet. Vergleicht man das Resultat mit der Beziechung
(2)

(5.57) zwischen den kausalen Langzeitpropagatoren G¢~ und Gg‘?’), so gewinnt man eine
dhnliche Beziehung zwischen den entsprechenden Kurzzeitpropagatoren G® und G®):

, T
G(B)(QnJrla th+1,€s; Gn, tn, 0) = g(Qn n) ) : G(2)(Qn+1, tn+1, €s; Gn, tn, 0) . (5-59)

g(Qn+1, 75n+1
Auch hier ist man an dem Kurzzeitpropagator G®) nur bis zur ersten Ordnung in e,
interessiert. Da G(?) daraufhin schon in (5.51) untersucht worden ist, mu man nur noch den
Quotienten g(qn,tn)/9(qn+1, tn+1) betrachten. Wendet man die beiden Entwicklungsregeln
(5.46) und (5.47) an, so erhélt man mit den analogen Abkiirzungen wie in (5.48):

t / 1 /! .
_nstn) g S pg LT a2 9 e (5.60)
9(Gn+1,tns1) g 29 g

Die Kombination der Gleichungen (5.51), (5.59) und (5.60) fithrt dann direkt auf einen bis
zur ersten Ordnung in e, exakten Ausdruck fiir den Kurzzeitpropagator G):

m g/ 1g//
G(g)(anrl,thrl, €s;qn; tn, 0) =4/ orihe : 5(Atn - Esh,Q) : {1 - E : Aqn + 5; . Aqi
s

J . m n" 1h" 9 ity } m 9
—=. 9l — — - Agp+ =— - Aq;: — . — A
p h es} { W It 3 1 g, — h'h'es p - exp Sine. an

" 1R 1R . .
LA <_h— + —h—> SNG4 20D - Aques — 20H - AgPes
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—hh" - AgPes + hZh’Qegl — %esh’QV(h)} . (5.61)

5.4.3 Die Bestimmung der partiellen Differentialgleichung

Nach all diesen vorbereitenden Uberlegungen wird nun diejenige partielle Differentialglei-
chung fiir die neue Wellenfunktion W®) abgeleitet, die dem Kurzzeitpropagator G®) ent-
spricht. Dabei wird die partielle Ableitung der Wellenfunktion ¥®) beziiglich der Pseudo-
zeit s wie gewOhnlich als der Grenzwert eines Differenzenquotienten definiert:
0 TG ( t 5+ ¢€5) — WO)( t s)
Y 53 — dn+1,tn+1, s qn+1,lnt1,
D5 U (g1, tnrts S) 61315{10 . .

(5.62)

Um (5.62) auswerten zu kénnen, mufl man beriicksichtigen, dafl die beiden Wellenfunktio-
nen \If(3)(qn+1, tnt1,s) und v ) (Gn+t1,tnt1,s + €5) iiber die Kurzzeitentwicklung

—+00 —+00
\Ij(s)(Qn—l—latn—l—las"i_fs): / dQn/ dtnG(s)(Qn—l—htn—l—h685Qn7tn70)'\D(s)(QthTws) (563)
—00 —00

miteinander verkniipft sind. Deshalb wird der Kurzzeitpropagator (5.61) in (5.63) einge-
setzt und eine Substitution der Integrationsvariabeln gemaf

gn(Qn) = qn — Qn41 = —A¢q, und Tn(tn) =ty —thp1 = Aty (5-64)

vorgenommen. Wendet man die beiden durch (5.46) und (5.47) gegebenen Entwicklungs-
regeln an, so 1aBt sich mit Ausnahme des Beitrages vom freien Teilchen der vollstindige
Integrand in eine Potenzreihe von ¢; entwickeln. Fiihrt man dariiber hinaus noch die In-
tegration iiber die Zeitdifferenzen 7, explizit aus, so erhélt man als Zwischenergebnis bis
zur ersten Ordnung in €

+o0
m m m
U (Gutr bty s+ 6) = / U\ orine 'eXp{_Qme 52}' ll_ 2ihe.

—00

! 3 1hm 5h”2 4 11/ 11712 1 M2 12112 2
{W§ +<§W+ZW>’5 — 2hh/ e, — 20 B %€, — 3hR" %, + WP R es}

1 2 "2 . . : /
n ( m > . {h €6 — 4hn"e4e, + 4h2h’2526§} - %esh’QV(h) r14 L
g

2 \ 2ihe, A
1 gl/ gl hl/ 9 g 9 m g/ 1/ 4 g/ . 122 hl/ 1 h/l/ 9
—L 42 — ZpPe, — NP Ay S ) LA Y Y T Ry R
+(2g+gh’)§ g ‘ 2ihes {gh’§ g 56}Jrhngth5
) 0 1 0?2 0
—WWes| {14+€ —— +=¢%. —h%e —— YU (g, 1.t . 5.65
€ ] { +¢ Jann +5¢ o, B (@n+1:tnt1,8) (5.65)

Die verbleibenden Integrale sind von der Form (3.66), so daf§ die Entwicklungsregel (5.47)ge-
rechtfertigt ist. Verwendet man die Gleichungen (5.62), (5.65) und (3.66), so kann man
schlieBlich die partielle Differentialgleichung fiir ¥()angeben
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0 h? 0? 2T 1R im, 0
ih— U (g1, by = ——-———[ ————— —hh| -
ih o (@n+1,tn+1,9) { om 9, mlg W h 3qn+1+
0
—|—V(3) - ’L'hhl2 . 8t—+1} \I](s) (Qn+la tn+1, S) 5 (566)
wobei das Potential V(3 als Abkiirzung eingefithrt wurde:
: 2 " / " ;
3 _ p2 _-g/z_h_.{g__g_.[h_ QZ_mH
V K=V (h) — ik p h 5 PR + . hWh|p . (5.67)

5.4.4 Die zweite Bedingung

Bisher wurde die erstmals in (5.55) eingefiihrte komplexwertige Funktion ¢ nicht weiter spe-
zifiziert. Um nun jedoch formal eine Schrodinger—Gleichung fiir die neue Wellenfunktion
¥®) ableiten zu konnen, muf die erste partielle Ableitung beziiglich der neuen Ortskoor-
dinate g1 in (5.66) verschwinden. Deshalb mufl man die sogenannte zweite Bedingung
fordern, die als eine partielle Differentialgleichung fiir die komplexwertige Funktion g auf-
gefaf3t werden kann:

g 1  im. ,

g_2h’+ hhh. (5.68)
Fiihrt man die Integration dieser partiellen Differentialgleichung aus, so gewinnt man eine
Beziehung zwischen der Transformation der Ortskoordinate und der Transformation der
Wellenfunktion:

9(q,t) = \/h’(q,t)-exp{%n/h(d, t)h'(q,t) d(i} : (5.69)

Mit Hilfe von (5.69) gehen dann die partiellen Differentialgleichung (5.66) und das Potential
(5.67) iiber in

d R: 92
LU (gt _J_ (3)
t Os (q +1 Jrlas) { om 8(]%_’_1 +V
)
—ihh'? . —}qﬂ?’) (Gni1,tns1, s), (5.70)
tn—l—l

. 8V(h) . 52 3 B2 1"
(3) _ p2 / vV ) _ 111 oyl 2
V h /h {mh—i— o } dgn4+1 — thh'h' + NI AW (5.71)
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5.4.5 Die Transformationsformel fiir Propagatoren

Als néchstes vollzieht man wieder den Ubergang von der Beschreibungsebene der parti-
ellen Differentialgleichung zu der der Pfadintegrale. Wendet man die in [16] ausfiihrlich
dargelegten Techniken an, so lautet das zu (5.70) gehorige Pfadintegral fiir den kausalen

Propagator Gg‘?’) :

—1 o0
G®)(q,t,5;q0,t0,0) = O(s hm{ / dqn / dty } { 8(tns1 —tn—€sh (qni1s tns1)?)
n=1 s n=0
-expl — — =) — ) )
2miheg P hes =2 €s Int1,tnt+1

Damit sind im Laufe der bisherigen Rechnungen alle Vorteile ausgenutzt worden, die sich
durch die Erweiterung des urspriinglichen Hilbertraumes H; zu dem neuen Hilbertraum
‘H ergeben haben. Es wird nun notwendig, an dieser Stelle die vorgenommene Erweiterung
riickgéingig zu machen, um letztendlich wieder ein gewoOhnliches Lagrangesches Pfadinte-
gral zu erhalten. Hierzu werden die Zeitintegrale in (5.72) ausgewertet.

Zunéchst fithren die N Deltafunktionen dazu, dafl ein Satz von Differenzengleichungen ent-
steht, der mit (5.35), der Spezialisierung f; = f, f, = 1 in (5.37) und der ersten Bedingung
(5.50) konsistent ist:

thtl —tn = €5 h'(qn+1,tn+1)2 for n=0,1,..,N — 1. (5.73)

Diese N Differenzengleichungen werden sukzessive von n = N — 1 bis n = 0 geltst. Man
gewinnt einen Iterationsprozef, der die Werte von t, in Abh#ngigkeit von e; und der als
vorgegeben betrachteten Endzeit t festlegt:

tn = tn(es,t) for n=0,1, ..., N —1. (5.74)
Die Losung dieser Iteration (5.73) lautet

t—tn Z €5 N (Gmy1rtme1)? for n=0,1,...,N —1. (5.75)
In (5.72) tibertrifft die Anzahl der Deltafunktionen die Anzahl der Zeitintegrale genau um

eins. Dies hat zur Folge, daf} eine einzige Deltafunktion die N — 1 Zeitintegrale iiberlebt.
Wihlt man fiir diese verbleibende Deltafunktion die Fourierdarstellung, so gilt

400 i N—1 —+o0
dE i m
(3) . — st _Z _ i I I 0
Gc (Q7 t, 5540, th 0) @(5) / 27h €Xp { hE(t tO)} heISn { / dQn} <27T’LTL€S>

n=1_

ol

i S [mgna — )
+ €Xp {%Es Z [5 <u> - V(s)(QnJrlathrl) +FE- h/(Qn+1atn+1)2‘| } s (5'76)

n=0 €s
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wobei t,, durch (5.75) gegeben ist.

Kombiniert man die aufeinanderfolgenden Transformationen des Propagators (5.38), (5.43)
und (5.57) mit (5.76), so laft sich das Gesamtergebnis in Form einer Transformationsformel
fiir Propagatoren festhalten. Der urspriingliche Propagator G. beziiglich der Ortskoordi-
nate x und der Zeitkoordinate ¢ wird in einen neuen kausalen Propagator GS% beziiglich
der Ortskoordinate ¢ und der Pseudozeit s abgebildet:

“+00 —+00

dE
c\4y ta 9 to) = F 9 ta ) to) - d o3
Ge(,t; w0, t0) = F(z,t; 20, o) / 5 / 57
0 —00o
R R O -
eXp hE(t tO) Gg,E(h (x>t)’87h (antO)aO) : (577)
Der Vergleich mit (5.69) liefert dabei den Vorfaktor F' zu
F 1‘ t; .%'o,to \/h/ h/(hfl(m'o,to),to)-
. h=1(z,t) h™ 1 (zo,t0)
m . .
e [ @i @0d- [ hatR @t d| b (5T8)

1)

Fiir den kausalen Propagator G£ 7 gewinnt man eine Darstellung in Form eines gewohnli-

chen Lagrangeschen Pfadintegrales mit dem Potential Vgl). Dessen diskrete Version lautet:

N—1 too %
4) . . . m
G p(4: 5 00,0) = O(s) - hsrsn { nl;[l / dQn} (27Tih€s)
i A m qn+1 — g 2 4
- exp {ges l; (%) ~Vy )(qn+1,tn+1)” . (5.79)
n=0 s

Dabei erhilt man aus (5.71) das Potential V]gl) (vgl. [50])

2 "2 "
@ _ ol ] 5 V() oo W2 [3R7 1k
v = [/h {mh—l— o s = B| = bW 4 020 Son L (5.80)
wobei die in (5.48) eingefithrte Abkiirzungen verwendet wurden und ¢,, durch (5.75) gege-
ben ist.

Die Beziehung (5.80) zwischen dem urspriinglichen Potential V' und dem neuen Potenti-
al Vgl) kann als eine Potenzreihenentwicklung nach dem Planckschen Wirkungsquantum
h = 27h angesehen werden, die exakt nach der zweiten Ordnung abbricht. Dieses Ergebnis
ist konsistent mit der Tatsache, dafl auch die Schréodinger—Gleichung eine Potenzreihenent-
wicklung nach dem Planckschen Wirkungsquantum h = 2nh darstellt, die exakt nach der
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zweiten Ordnung abbricht.

Im Rahmen der Potenzreihenentwicklung (5.80) fillt insbesondere die Ordnung A° auf. Die-
ser Term scheint die Giiltigkeit der klassischen Newton—Gleichung fiir die noch willkiirliche
Funktion h = h(q,t) zu verlangen. Die genaue physikalische Bedeutung dieses Termes ist
derzeit jedoch unklar.

Die Ordnung ! zeigt dagegen, daB das erste der beiden Probleme, die zu Beginn dieses Ab-
schnittes angefiihrt worden sind, nicht beseitigt werden konnte. Einerseits wurde durch die
Forderung der zweiten Bedingung (5.68) beziehungsweise (5.69) eine erste partielle Ablei-
tung beziiglich der neuen Orskoordinate im entsprechenden Hamiltonoperator verhindert.
Andererseits fiihrt jedoch der moglicherweise imaginire Beitrag im Potential Vg‘) dazu,
dafl der neue Hamiltonoperator im allgemeinen nicht hermitesch ist.

5.5 Die Transformation der entsprechenden partiellen Dif-
ferentialgleichung

Die bisherige Herleitung der Transformationsformel fiir Propagatoren (5.77) beruhte auf
der Anwendung der unterschiedlichen Methoden, die die globale Beschreibungsebene der
Pfadintegrale zur Verfligung stellt. Im Unterschied zu diesem sehr aufwendigen Zugang
soll nun gezeigt werden, dafl dasselbe Ergebnis viel schneller auch auf der lokalen Beschrei-
bungsebene der partiellen Differentialgleichungen gewonnen werden kann. In diesem Sinne
wird im folgenden untersucht, wie sich die hintereinander auszufithrenden Transformatio-
nen der Zeitkoordinate, der Ortskoordinate und der Wellenfunktion im einzelnen in die
entsprechende Differentialgleichung einarbeiten lassen. Diese Betrachtungsweise ertffnet
dariiber hinaus die Mdoglichkeit, die verschiedenen aber mathematisch zueinander dquiva-
lenten Berechnungsmethoden fiir kausale Propagatoren miteinander zu vergleichen (vgl.
[53]).

5.5.1 Die Bewegungsgleichung

Aus der Definition (5.6) des kausalen Propagators G. und dem Schrédinger—Anfangswert-
problem (3.27), (3.28) fiir den Propagator G 14t sich direkt die Bewegungsgleichung fiir
den kausalen Propagator G, ableiten. Man erhilt eine inhomogene partielle Differential-
gleichung;:

'h3+h—28—2—V() Ge(z, t; 0, t0) = ih d(z — 0) 8(t — to) (5.81)
1 ot 2m6m2 €T e\ X, 1;T0,10) =1 €T ) 0)- .

Dabei entspricht die linke Seite der Schrodinger—Gleichung (3.27) und die rechte Seite der
Anfangsbedingung (3.28).
5.5.2 Die Transformation der Zeitkoordinate

Fiir die Einarbeitung der Transformation der Zeitkoordinate bendtigt man zwei verschiede-
ne Schritte. Zunéchst wird eine beliebige Funktion f dadurch eingefiihrt, daf3 die Gleichung
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(5.81) mit dem Quotienten f(x,t)/f(xo,t9) durchmultipliziert wird. Aufgrund der Eigen-
schaften der Deltafunktion wird die Inhomogenitéit durch diese mathematische Operation
nicht veréndert:

0, Mo )}M —ih(r—a0)S(t—t0).  (5.82)

f(:v,t)-{ih——i— — —V(z Fzo.to)

at ' 2m 92
Daraufhin wird die Dimension des Problems erweitert, indem als zuséitzliche Grofle die
Pseudozeit s eingefiihrt wird. Hierzu betrachtet man die Bewegungsgleichung eines neuen
kausalen Propagators G((;l):

2 2
Zhag Ggl)(x,t,s;xo,to,()) = f(x>t) {_h_ a— + V(x) - Zh_}
S

GW(x,t, 8320, to, 0) + il 6(x — o) 6(t — to) 8(s) . (5.83)

Wertet man die Integration von (5.83) iiber die Pseudozeit s im Intervall [0,+4o00) aus

(

und verwendet man die gew6hnlichen Anfangs- und Randbedingungen fiir Gcl) beziiglich
s geméf

GV (w,t,0;x0,t0,0) = 0 fir «#wo,t#t, (5.84)

Ggl) (CE,t,—FOO;xo,to,O) 05 (585)

so erhalt man:

o B & A
f(z,t) {Zha—i—%w_v(x)} O/ ds G (z,t, 820,10, 0) =

=1ih 5(1‘ - 1‘0) 5(t — to) . (5.86)
Der Vergleich von (5.82) mit (5.86) liefert dann eine Beziehung zwischen den beiden kau-

salen Propagatoren G, und Ggl), die mit (5.38) iibereinstimmt.

5.5.3 Die Transformation der Ortskoordinate

Die beliebige Funktion h wird dadurch in die Rechnung eingefiihrt, daf§ die Transformation
(5.40) der alten Ortskoordinate z in die neue Ortskoordinate ¢ in (5.83) vorgenommen wird.
Wenn die Eigenschaften der Deltafunktion sorgsam angewendet werden, fiihrt eine etwas
léingere Rechnung zu

ind GO (h(g, 1), t, 53 h(qos to), to,0) =

f(h(q,t),t) h? 92 h?
0s ‘

T om o2 | 2m

' (q,t)  2im , . 9 / ) o L0
(g, 1) + = h'(q,t)h(q,t) aq+h(q,t) V(h(g,t)) — ik h/(¢,1) 5

GOV (h(g,1), 1, 53 h(qo, to), to, 0) + ih 5(q — qo) 6(t — t) 6(s). (5.87)

1
h'(qo, to)
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Zur Vereinfachung der Notation wird die Transformation des kausalen Propagators Ggl)
in den neuen kausalen Propagator Gg) gemif (5.43) durchgefiihrt. Dariiber hinaus wird
die erste Bedingung (5.50) gefordert, um den Ausdruck fiir das freie Teilchen beziiglich der
neuen Ortskoordinate g zu gewinnen. Die Bewegungsgleichung fiir den kausalen Propagator
G((;2) lautet dann:

3} hr 9% hE [ h'(q,t)
) (2) . — q,
ih 0s Ge™ (0.1, 590,10, 0) { 2m 0q>  2m | W(q,t)

+— hl(q’ t)h(q’ t)

2im .
h

5o H W@ V(bla.0) — i (g, 02 %}

GP(q,t,8;q0,t0,0) +ih (g — qo) 6(t — to) 8(s) . (5.88)

5.5.4 Die Transformation der Wellenfunktion

Der néchste Schritt besteht darin, die lineare Transformation der Wellenfunktion entspre-
chend (5.55) zu realisieren. Sie ist nach (5.57) mit einer Transformation des kausalen Pro-

pagators Gg) in G£3) verkniipft. Dann gewinnt man aus (5.57) und (5.88) eine partielle

Differentialgleichung fiir Gg?’):

) 2 92 K2 '(q,t)
. 0 ~3) . —y - .|
ih Ds Gc (q7t787q07t070) { 2 [g(q’t)

Lh"(g,t) im i 9 (3) Ty 9 0

ot

Gg3) (Q7 i, s;qo, to, 0) +ih 5((] - qO) 6(t - tO) 6(8) ) (589)
wobei V() durch (5.67) gegeben ist. Die zu (5.89) gehérige partielle Differentialgleichung
fiir die Wellenfunktion W) ist gerade (5.66)und (5.67). Deshalb lassen sich von nun an die-

selben Uberlegungen wie in den Abschnitten 5.4.4 und 5.4.5 vornehmen, so dafl man letzt-
endlich auch auf diesem Wege die Transformationsformel fiir Propagatoren (5.77) erhélt.

5.6 Die Spezialfille

Die Transformationsformel fiir Propagatoren (5.77) beschreibt eine ganze Familie von Ab-
bildungen zwischen verschiedenen quantenmechanischen Systemen. Jede Funktion h =
h(gq,t) erzeugt eine Transformation, die ein gegebenes quantenmechanisches System mit
dem Potential V' in neues iiberfiihrt, das durch VPSA‘) geméB (5.80) definiert ist. Indem
spezielle Funktionen h = h(q,t) gew#hlt werden, lassen sich zwei interessante Situationen
diskutieren, die im folgenden Sinne als zueinander dual angesehen werden kénnen:

1. Spezialfall: Die Funktion h hingt nicht explizit von der Zeit ¢ ab

h(g,t) = h(q), (5.90)
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so daB die rechte Seite der Differenzengleichungen (5.73) nur eine Funktion der neuen
Ortsvariablen ¢ darstellt

tni1 —tn = € - W (qni1)? for n=0,1,..,N —1. (5.91)

2. Spezialfall: Wenn die Funktion A linear von der Ortskoordinate ¢ abhéngt

h(g,t) =q-c(t), (5.92)

dann wird die rechte Seite der Differenzengleichung (5.73) ausschliefllich eine Funk-
tion der Zeit t

tnp1 — tn = €5 - c(tpe1)? for n=0,1, .., N —1. (5.93)

5.6.1 Die Propagatortransformation von Duru und Kleinert

Im Falle der Spezialisierung (5.90) wird das transformierte Potential V]gl) in (5.80) un-
abhéngig von t,. Deshalb erweist es sich als nicht notwendig, die explizite Losung der
Differenzengleichungen (5.91) in das Potential Vgl) einzusetzen. Beriicksichtigt man die
Gleichungen von (5.77) bis (5.80), so erhélt man aus (5.90) eine Familie von Transforma-
tionen, die in der Literatur als die Propagatortransformationen von Duru und Kleinert
bekannt geworden sind [54, Kapitel 14]:

—+00 —+00

Gelw,t:30,t0) = /W (h =Y (@)) - B (b~ (o)) - / ds/

0 —00

&
2mh

eXp {—%E(t — to)} . Gg%v(hil(ﬁﬂ), 53 hil(x(])’ 0) ’ (594)

N
2

n:l_oo

. N-1 _ 2
-exp{%es Z [% (%) - é4)(Qn+1)]} ; (5.95)

n=0
§h”(q)2 B lhm(Q)}
81(q)? 4N [

N-1 t
(4) . . . m
Gein(4:590,0) = 6(s) hErSn{ 11 / dqn} (27Tih€5)

2
Vi (g) = W(q)? [V(h(g) — B} + = {

5.96
— (5.96)
Da sich auf diese Weise die Propagatortransformationen von Duru und Kleinert als mogli-
cher Spezialfall ergeben, erscheint es gerechtfertigt, die in diesem Kapitel abgeleiteten
Transformationen als eine Verallgemeinerung dieser Propagatortransformationen von Duru
und Kleinert zu bezeichnen.
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5.6.2 Die Transformation auf das freie Teilchen

Bevor im n#ichsten Abschnitt der zweite Spezialfall ndher diskutiert wird, soll zunéchst der
Frage nachgegangen werden, ob man prinzipiell ein quantenmechanisches System mittels
einer Duru—Kleinert—Transformation auf das denkbar einfachste quantenmechanische Sy-
stem des freien Teilchens abbilden kann. Deshalb wird nun nach einer Funktion h = h(q)
gesucht, die ein vorgegebenes Potential V' in das Potential

Vi (q) =0 (5.97)

des freien Teilchens iiberfiihrt. Die Kombination der beiden Gleichungen (5.96) und (5.97)
ergibt dann eine nichtlineare, gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung fiir diese
gesuchte Funktion h = h(q):

h_2 ‘ {éh//(q)2 B lhm(q)
m |8 1(q)* 4 MN(g)

} +h'(q)? - V(h(q)) = W(a)? - E. (5.98)

Da (5.98) nicht explizit von der Ortskoordinate ¢ abhingt, kann deren Ordnung durch
eine geschickte Transformation reduziert werden [49, S. 449]. Hierzu betrachtet man die
gesamte Funktion h = h(q) als eine neue Variable p:

p=hia). (5.99)
Die neue Funktion h; = hj(p) wird dann mit der ersten Ableitung der gesuchten Funktion
h = h(q) identifiziert:

hi(p) = ' (q)- (5.100)

Ist die Funktion h; = hy(p) bekannt, so gehen (5.99) und (5.100) in eine gewdhnliche
Differentialgleichung fiir die Funktion h = h(q) iiber:

hi(h(q)) = I'(q)- (5.101)

(5.99) und (5.100) dienen ferner dazu, die zweite und die dritte Ableitung der urspriing-
lichen Funktion h = h(g) mit der neuen Funktion h; = hi(p) in Verbindung zu bringen.
Wihlt man die Abkiirzungen

M) = d%hl(p ) und K(q) = d%h(q), (5.102)
so gilt
f;:’/((j)) = h’l(p) und }Z;I((qq)) _ hll (p)Z + hl(p)h/f(p) ‘ (5103)

(5.103) und (5.98) ergeben eine nichtlineare, gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fiir die neue Funktion hy = h;(p):

+V(p)=E. (5.104)
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Die weitere Transformation

hi(p) = ha(p)? (5.105)

fithrt dann (5.104) in die zeitunabhéngige Schrodinger—Gleichung beziiglich des urspriing-
lichen Potentials V iiber:

2
W)+ V(p)ha(p) = B - ha(p). (5.106)

2m

Damit wurde folgendes Resultat gewonnen. Versucht man eine Schrédinger—Gleichung da-
durch zu l6sen, dafl man das quantenmechanische System mittels einer Duru—Kleinert—
Transformation auf das freie Teilchen abbildet, so mufl man die Lésung eben dieser Schrédinger—
Gleichung kennen. Die Auflésung dieses Circulus vitiosus besteht darin, daf es letztendlich
keinen Sinn macht, nach einer solchen Duru—Kleinert—Transformation auf das freie Teil-
chen zu fragen.

Im n#chsten Abschnitt soll nun gezeigt werden, dafl es im Spezialfalle des harmonischen
Ostzillators eine verallgemeinerte Duru—Kleinert—Transformation gibt, die eine Abbildung
auf das freie Teilchen erlaubt.

5.6.3 Der harmonische Oszillator

Als zweiter Spezialfall wird das bekannte quantenmechanische System des harmonischen
Oszillators betrachtet, das durch das Potential

Viz) = Su?s? (5.107)

definiert ist. Hierzu wird (5.107) in den Ausdruck (5.80) fiir das transformierte Potenti-

al Vgl) eingesetzt. Es bietet sich an, die dabei noch frei wihlbare Funktion h = h(q,t)
dadurch festzulegen, dafl man die Giiltigkeit der klassischen Newton - Gleichung fiir den
harmonischen Oszillator verlangt:

2
mﬁh(q,t) = —%V(h(q,t)). (5.108)

Dessen allgemeine Losung ist durch (5.92) gegeben, wobei die Funktion ¢ = ¢(t) durch

c(t) = ¢ - cos(wt) + ¢ - sin(wt) (5.109)

mit den Konstanten c;, ¢y bestimmt ist.

Diese konkrete Festlegung der Funktion h = h(g, t) entsprechend (5.92) und (5.109) hat den
rechentechnischen Vorteil, dafl man einen sehr einfachen Ausdruck fiir das transformierte

Potential Vgl) erhalt:

VE sty tus) = —ihe(ts1)é(tng) — Betnin)? (5.110)
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Verwendet man noch (5.93), so hat dies die folgenden Konsequenzen fiir das diskrete Pfa-

4) .
i "= m(goii— g
exp{ ESZ (n+1 n)}
h n=0

dintegral (5.79) des neuen kausalen Propagators Gg I
exp | Ni:l [(z‘hé(t"“) E) (t t )] (5.111)
-exp 4 — — (tpe1 — tn . .
PAn (tni1) =

N
2

n=1_",,

N—1 t®
4) . . . m
Gein(4:590,0) = B(s) hErSn{ 11 / dqn} (27Tih€5)
n=0

Hierbei hat man jedoch noch zu bedenken, daf§ die Gréfien ¢, entsprechend (5.74) von e
und ¢ abhéngen und durch die Differenzengleichungen (5.93) definiert sind. In dem Limes
es — 0, N — 00,5, N = s gehen die diskreten Werte ¢,, in eine Funktion ¢(o) iiber, die von
s und t abhéngt:

t(o) =t(o,s,t) fir o€l0,s]. (5.112)

Die Ausfithrung dieses Grenziiberganges in (5.93) liefert ein Anfangswertproblem fiir die
Funktion t(o):

% t(o) = c(t(0))* fiir o €[0,s] und t(s)=t. (5.113)

Die Methode der Separation der Variablen ergibt

/ dt(a))z :/da fir o € [0,s]. (5.114)

t(o) 7

Verwendet man den konkreten Ausdruck (5.109) fiir die Funktion ¢ = ¢(t), so erhilt man
nach einer Integration eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die Funktion ¢(o):

sinfw(t — t(0))] 1 " (5.115)

—= . f 0,s].
s—o - @eto)) ir o €0,s]
Fiihrt man den Grenziibergang e; — 0, N — 00, esN = s im diskreten Pfadintegral (5.111)
durch, dann lautet die kontinuierliche Form dieses Pfadintegrales fiir den kausalen Propa-

(4)

gator G,
q(s)=q s
G (4. 5:90.0) = O(s) / Dq(o) exp{% gq@zdg}
a(0)=qo 0
- exp %/ {thSEZ;;—E] dt(o) y (5.116)

wobei to(s) eine Abkiirzung fiir £(0, s,t) in (5.112) ist. Diese Grofle ist in (5.115) fiir o =0
definiert:
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sinfw(t — to)] 1

w c(t)e(to(s))
Die explizite Berechnung des Integrales iiber ¢(o) in (5.116) bewirkt, daf§ der kausale Pro-
pagator GS‘})E proportional zum Propagator Grpp des freien Teilchens wird:
~c(to(s))

c(t)

An dieser Stelle wird angenommen, dafl der Propagator Grp des freien Teilchens beispiels-
weise durch die Auswertung der diskreten Form des entsprechenden Pfadintegrales bekannt

ist [25, (6.5)]:
m m — qp)?
Grp(q:500,0) = |/ 57 - exp {ﬁ : w} . (5.119)

(5.118) wird dann in die Transformationsformel fiir Propagatoren (5.77) eingesetzt. Da-
durch erhilt man eine Abbildungsvorschrift, die den Propagator des freien Teilchens in
den Propagator des harmonischen Ostzillators iiberfiihrt

(5.117)

S =

7

GU(a,5:90,0) = @(8)-exp{ﬁE(t —to(S))} - Grp(q,$:40,0) . (5.118)

+0o0 +o0 i
Ge(z,t; o, to) = F(x,t;20,t0) / ds ;T—Ehexp{%E(to —to(s))}
0 —00
c(to(s)) r T
o(s)- 6. g (@,s, c(to),o) , (5.120)

wobei der Vorfaktor F' durch (5.78) und durch die spezielle Wahl der Funktion h = h(q, t)
in (5.92) gegeben ist:

F(x,t;x0,t0) = t)e(to) - — | =z - . 5.121

(.%', 120, 0) C( )C( 0) exXp { 2%, |:C(t)x C(to)mo ( )

Die Ausfiithrung der Integration iiber E in (5.120) ergibt eine Delta—Funktion:

—+00

Ge(x,t;xo,to) = F(x,t;x0,t0) - Cc((tto)) / ds O(s)
0
-5(t0 - to(s)) . GFP (@,S; ??))70) . (5.122)

Bei dem verbleibenden Integral iiber die Pseudozeit s wird eine Substitution der Integra-
tionsvariablen von s nach #y(s) geméf (5.117) vorgenommen:

' Pyt ‘ c(to) B ‘ e N ds
Gc(x>t7x0,t0) - F( o 4 Oat(]) C(t) G(t tO) 0/ dtO( ) ( dto(s))
5(to — to(s)) - G (%’ sin[w(t; to(s))] c(t)c(lto(s)); czvtoo)’o) . (5.123)
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Die Ableitung von ¢y(s) resultiert dabei unmittelbar aus (5.114) fir o = 0:

dio(s)

e —c(to(s))?. (5.124)
Mit Hilfe von (5.124) kann das verbleibende Integral iiber ¢y(s) in (5.123) berechnet werden:
1
Go(z,t: 70, t0) = Ot — to) - F(,t: 0, to) - ——
(‘T Zo 0) ( 0) ('I o 0) C(t)C(tQ)
x  sinfw(t — to)] 1 xo )
-G — . ; 0 5.125
e (c(t)’ w c(t)e(to) e(to)’ ( )

Setzt man ferner den Ausdruck (5.119) fiir den Propagator Gpp des freien Teilchens und
den Vorfaktor F' aus (5.121) in (5.125) ein, so folgt

Gc(x7t§x07t0) = e(t—to) . \/ mw 'eXp{iﬂ[it)xQ_

2mih sin|w(t — to)] 20 | e(t)
¢(to) w x zo \2
ST S et <@ _ WOO)) ] } . (5.126)

Im letzten Schritt wird nur noch die explizite Gestalt (5.109) der Funktion ¢ = ¢(t) in
(5.126) verwendet. Dabei fallen die beliebigen Konstanten c;, co aus der Rechnung heraus.
Als Endergebnis gewinnt man den bekannten Propagator des harmonischen Oszillators [26,

(5.17)]:

mw

Gc(.%', t; o, tO) = @(t - tO) ' \/27Tih Sjn[w(t — to)] .

{ Tmw
P 2hsinfw(t — to)]

- [(@3 + 2 cosfuo(t — to)] — 2r0a] } . (5.127)



Kapitel 6

Der Fall des Morse—Potentials

6.1 Die Motivation

Im vorangegangenen Kapitel wurde eine ganze Klasse von Abbildungen zwischen eindi-
mensionalen quantenmechanischen Systemen konstruiert, indem man die Zeitkoordinate,
die Ortskoordinate und die Wellenfunktion jeweils separat einer einzelnen Transformati-
on unterworfen hat. Anhand der Spektraldarstellung von Propagatoren (3.26) erkennt man
dabei unmittelbar, daf die letzten beiden Transformationen das zugrundeliegende Energie-
spektrum invariant lassen. Im Gegensatz dazu eroffnet eine zusétzliche Transformation der
Zeitkoordinate die Moglichkeit, auch quantenmechanische Systeme aufeinander abzubilden,
die topologisch verschiedene Spektren aufweisen. Hierzu wurde bereits in Abschnitt
5.6.3 ein illustratives Beispiel vorgestellt: Das kontinuierliche Spektrum des freien Teil-
chens 148t sich mit Hilfe einer globalen Zeittransformation in das diskrete Spektrum
des harmonischen Oszillators tiberfiithren.

Um die Anwendbarkeit der hier abgeleiteten Propagatortransformationen zu untersuchen,
soll in diesem Kapitel als weiteres, nichttriviales Beispiel das Morse—Potential vorgestellt
werden. Das Potential

V(z)=Vp-e 1 -2V -2 mit «a,Vp € (0,400) und 2 € (—o0,+o0) (6.1)

wurde erstmals von Philip M. Morse eingefiihrt, um die Schwingungen eines zweiatomigen
Molekiils durch das Modell eines anharmonischen Oszillators beschreiben zu kénnen [4].
Identifiziert man die Koordinate z mit der Differenz r — rg zwischen dem Abstand r bei-
der Atome und dem Gleichgewichtsabstand rg, so besitzt das Morse—Potential (6.1) zwei
realistische Eigenschaften (s. Abb. 6.1):

1. Fiir z — +oo strebt es einem konstanten Wert zu, so dafl dadurch die Dissoziation
des Molekiils in zwei unabhingige Atome modelliert wird.

2. Fiir x — 0 liegt ein Minimum vor, das die Stabilitdt des zweiatomigen Molekiils
charakterisiert. Da das Minimum den Wert V,,;,, = —Vp annimmt, 1483t sich ferner
der Modellparameter Vg als die Dissoziationsenergie des Molekiils interpretieren.

83
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Abb. 6.1: Morsepotential (6.1) fiir « = 0.1 und Vo =5

Das Modellpotential (6.1) weist aber auch eine unrealistische Eigenschaft auf. Fiir x — —rg
durchdringen sich beide Atome so sehr, dal wegen des von Wolfgang Pauli (1900-1958)
aufgestellten AusschlieBungsprinzips eigentlich ein unendlich hoher Potentialberg vor-
liegen miifite. Demgegeniiber nimmt aber das Morse-Potential (6.1) fiir z — —rg nur einen
endlichen Wert an.

Im folgenden wird nun statt (6.1) die Verallgemeinerung

Var(z) = Vo - €797 — 29V - 729 miit a, v, Vp € (0,400) und z € (—o0, +00)  (6.2)

betrachtet. Sie geht im Spezialfall v = 1 in das urspriinglich von Morse aufgestellte Po-
tential (6.1) iiber. Durch die Einfiihrung des neuen Parameters -y verschiebt sich dabei das
Minimum von (6.2) gegeniiber dem von (6.1) zu

1
Tmin = 5~ ‘Iny  und Vi = -2 V5. (6.3)
In diesem Kapitel werden zweierlei Methoden vorgestellt, die Energieeigenwerte und die
Energieeigenfunktionen dieses verallgemeinerten Morse—Potentials (6.2) zu gewinnen. Da-
bei wird im folgenden (6.2) der Einfachheit halber kurz als Morse-Potential bezeichnet.

Zunichst erfolgt eine Beschreibung der konventionellen, auf Schrodinger zuriickgehenden
Methode. Sie beruht darauf, daffi man in die allgemeine Losung der zeitunabhingigen
Schrodinger—Gleichung die jeweiligen Randbedingungen fiir den diskreten beziehungsweise
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den kontinuierlichen Teil des Spektrums einarbeitet [55, S. 131].

Anschlieflend wird gezeigt, dafl sich die Spektraldaten des Morse—Potentials (6.2) auch
durch Anwendung der von Duru und Kleinert entwickelten Methode der Propagatortrans-
formationen ableiten lassen. Eine lokale Zeittransformation ermdoglicht es, das schon in Ab-
schnitt 3.4 diskutierte diskrete Spektrum des harmonischen Oszillators mit Zentrifugal-
barriere in das gemischte Spektrum des Morse-Potentials abzubilden [33, 34, 36, 46, 58|.

6.2 Die zeitunabhingige Schrodinger—Gleichung

Die Energieeigenwerte E und die Energieeigenfunktionen v (z) des Morse—Potentials (6.2)
geniigen der zeitunabhéngigen Schrodinger—Gleichung

[ hQ 62

—5 5 Vo e = Vo 62‘”] () = E-y(z). (6.4)

Sie gilt es nun im weiteren zu l6sen. Zunéchst liegt es nahe, zur Vereinfachung der Notation
zwei dimensionslose Grofien

E v2V
2m 2m

einzufithren. Anschlieend wird eine Langer—Transformation eingearbeitet, die die alte
Ortskoordinate x € (—o0, +00) in eine neue Ortskoordinate y € [0, +00) abbildet [6]:

1
y(x) = g e e—m p(y) = % -In {% . y} . (6.6)
Dabei bewirkt diese Langer—Transformation der Ortskoordinate eine entsprechende Trans-
formation der Wellenfunktion:

P(x) = o(y(r) = oly) =P((y)). (6.7)

Eine asymptotische Diskussion der alten Wellenfunktion v (z) fiir £ — —oo beziehungsweise
x — +oo fithrt nach (6.4) bis (6.7) zum folgenden Ansatz fiir die neue Wellenfunktion ¢(y):

o) =yt e {4} 7). (6.8)

Hierbei beschreibt der erste Faktor das asymptotische Verhalten von ¢(y) fir y — 0,
wihrend der zweite Faktor der Asymptotik von ¢(y) fiir y — +o0o Rechnung triigt. Die in
(6.8) neu eingefiihrte Funktion f(y) geniigt dann einer Kummerschen Differentialglei-

chung:
2
ly-g—yﬁ{(mn—y}-%—{%—2%}]f<y>=0- (6.9)
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Nach (9.216.2) und (9.216.3) in [23] 148t sich die allgemeine Losung dieser Kummerschen
Differentialgleichung mit Hilfe der in (9.210.1) von [23] definierten entarteten hypergeo-
metrischen Funktionen | F} angeben:

1 k 1 k

fy) = A1 F (5—§+5;1+k;y) LBR (i—ﬁ——;l—k;y) . (6.10)
Durch (6.7), (6.8) und (6.10) wird dann die allgemeine Losung der Schrodinger—Gleichung
(6.4) zum Morse—Potential (6.2) festgelegt. Um aus ihr die Energieeigenwerte E und die
Energieeigenfunktionen () zu gewinnen, miissen die jeweiligen Randbedingungen fiir den
diskreten und den kontinuierlichen Teil des Spektrums eingearbeitet werden.

6.3 Die diskreten Spektraldaten

Der diskrete Teil des Spektrums besteht aus den gebundenen Zustéinden mit £ < 0, so
dal der dimensionslose Parameter k nach (6.5) reell ist. Fiir die zugehorigen Energieei-
genfunktionen ¢ (z) muf man verlangen, daf§ sie fiir  — —oo beziehungsweise z — 400
verschwinden:

P(—=00) =0 und (+o00)=0. (6.11)

Die Beriicksichtigung dieser Randbedingungen (6.11) in die allgemeine Losung (6.7), (6.8),
(6.10) fiihrt nach (9.210.1) in [23] und (13.1.4) in [39] zu einer Quantelung der gebundenen
Zustdnde:

L B Fkn .

5—5—#7——71 fir n=0,1,2,.... (6.12)
Hieraus und aus kg > 0 liest man ab, dafl das Morse—Potential (6.2) nur dann mindestens
einen gebundenen Zustand besitzt, falls die Bedingung

) h2 2
(6.5) Y <2y, (6.13)

>1
Bz - 2m

erfiillt ist. (6.13) besagt, dafl der unterste Energieeigenwert eines effektiven Potentialtopfes
der Linge L = 7 die maximal mdogliche Bindungsenergie 72 Vg des Morse-Potentials (6.2)

nicht iiberschreiten darf.

Setzt man (6.5) in (6.12) ein, so ergeben sich die Energieecigenwerte der gebundenen Zusténde

AVE
2 2 2 2 2
h o Vo . Vo
E,=— e { 2 —1—2n} fiir s —1—2n20. (6.14)
2m 2m

Die dazugehdrigen Energieeigenfunktionen lauten nach (8.972.1) in [23] und unter Beach-
tung von (6.7):
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S_1_p —1-2n
ouly) = Moy FH " exp {0} LI ), (6.15)

wobei die L,(f) die verallgemeinerten Laguerre—Polynome sind. Die Normierungskon-
stanten N,, werden mit (8.974.3) und (7.414.3) in [23] bestimmt zu:

Nn:\/2(ﬁ—1—2n)-%.

Nach (6.15), (6.16) und (9.220.2) in [23] sind die Energieeigenfunktionen der gebundenen
Zustande proportional zu den ersten Whittaker—Funktionen A, ,. Mit (6.7) gilt:

(6.16)

Pn(y) = \/204(5—1—%)-7-—-1\4& 51 ,(). (6.17)

6.4 Die kontinuierlichen Spektraldaten

Der kontiniuerliche Teil des Spektrums entspricht den freien Zusténden, die durch £ > 0
charakterisiert sind. Deshalb ist der dimensionslose Parameter & in (6.5) fiir diesen Fall

. . E
k=ik mit K= |+ (6.18)
2m

Wie aus dem Verlauf des Morse—Potentials (6.2) hervorgeht, besitzen die Energieeigenfunk-
tionen ¢ (z) der freien Zustéinde die Randbedingungen, daf sie fiir © — —oo verschwinden
und fiir x — +00 in eine ebene Welle iibergehen:

imaginér:

P(—o00) =0 wund Y(+o0) = lim {A e L B e””’”m} . (6.19)

T——+00

Die Einarbeitung von (6.19) in die allgemeine Losung (6.7), (6.8), (6.10) fithrt dazu, dafl es
fiir den dimensionslosen Parameter x keinerlei Einschrankungen gibt. Nach (6.18) lauten
die Energieeigenwerte der freien Losungen deshalb:

h2 k2
* 7 2m
Dariiber hinaus ergeben sich die Koeffizienten A und B von (6.10) zu

mit k€ [0,+00). (6.20)

(1 + ik)
Ti-4+5)
Mit Hilfe von (6.19) und (6.1.23) in [39] 148t sich (6.21) dahingehend interpretieren, daf
der Reflexionskoeffizient R fiir das Morse—Potential (6.2) gleich eins ist:

A=N,- und B =—-N,- (6.21)

2

B
=|— 1. .22
R=|5 (622
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Aus (8.331), (9.220.2) und (9.220.4) in [23] folgt, dal die Energieeigenfunktionen der freien
Zusténde proportional zu den zweiten Whittaker—Funktionen W, , sind:

¢r(y) = Ny - ;y W i (y). (6.23)

Die Orthonormalitétsbedingung dieser Energieeigenfunktionen lautet:

/ Vi (2)Y (x) de = 6(k — ') . (6.24)

Die Langer—Transformation (6.6), sowie (6.7) und (6.23) fiihren dann (6.24) iiber in

+o00
N*N, 1 B ,
Yo / )2 -Wg’_%{(y)Wg’Jr%{(y)dy—5(&—/4). (6.25)
0

Beachtet man, daf die zweiten Whittaker—Funktionen W, , nach ihrer Definition (9.220.4)
in [23] beziiglich des zweiten Index p gerade sind und verwendet man die Integraldarstellung
der Delta—Funktion in (A.5), so ergeben sich die Normierungskonstanten N, von (6.23) zu

N, = \/> el m) . (6.26)

6.5 Die Resolvente

Die Spektraldaten eines quantenmechanischen Systems lassen sich nicht nur dadurch gewin-
nen, dafl man die jeweiligen Randbedingungen in der allgemeinen Losung der zeitunabhén-
gigen Schrodinger—Gleichung beriicksichtigt. Eine weitere Methode, die Energieeigenwerte
E und die Energieeigenfunktionen ¢ (x) eines vorgegebenen Potentials zu berechnen, be-
dient sich der in Kapitel 5 abgeleiteten Propagatortransformationen. Dabei versucht man
durch die Wahl einer geeigneten Ortstransformation x = h(q,t), das gegebene quantenme-
chanische System auf ein einfacheres abzubilden.

Im Falle des hier betrachteten Morse-Potentials (6.2) reicht es aus, sich der speziellen
Propagatortransformationen von Duru und Kleinert von Abschnitt 5.6.1 zu bedienen, bei
denen nicht explizit von der Zeit ¢ abhingige Ortstransformationen x = h(q) verwendet
werden. Durch eine Langer—Transformation [6]

1
xr=h(q) = = Ing <= q=h'z)=e™ (6.27)

gelingt es némlich geméB (5.96), das Morse—Potential (6.2) in das Potential des harmoni-
schen Oszillators mit Zentrifugalbarriere

Vgl) (q) = 5 w2 2 + —|— C (6.28)

abzubilden. Die in (6.28) auftretenden Parameter w, g und C' ergeben sich zu
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2V __EBow L 2%
20 97 a?  8m’ a2

w =

(6.29)

mao

Damit erméglicht es die Wahl der Langer—Transformation, die in Abschnitt 3.4 erzielten
Ergebnisse fiir den harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere zur Untersuchung des
Morse-Potentials anzuwenden. Nach (3.107) 148t sich der zu (6.28) und (6.29) gehorige

kausale Propagator Gg%(q, s;qo, 0) sofort angeben:

mw

@, _ aoq - I (=2 )
Gc,E(Q7S7qO7O) @(3) ] qoq k (Zh sin[ws] doq

ihsin[ws

L mw 29V . E
-exp {z o cot|ws](qa + q2)} - exp {Z o s} mit k= —757 . (6.30)

Setzt man (6.30) in die Transformationsformel fiir Propagatoren (5.94)) ein, so gewinnt
man einen Ausdruck fiir den gesuchten kausalen Propagator G (z,t;xo,t9) des Morse—
Potentials (6.2). Es stellt sich heraus, daf dieser kausale Propagator Gs(x,t; xg, tg) nicht
explizit analytisch angebbar ist, da die Integration iiber den Parameter E mit den zur
Verfiigung stehenden Integrationstafeln nicht ausfithrbar ist. Dieser Umstand legt es nahe,
statt des kausalen Propagators Gs(x,t;zo,to) dessen Fouriertransformierte beziiglich der
Zeit, die sogenannte Resolvente G/ (x, zo|E), zu betrachten:

+00
E .
Gulotiznito) = [ 5o e { =Bt —t0) b Gutw. o)
2rmh h
+o0o .
<~ GM(I',[EQ‘E): / dtexp{—i—%E(t—to)}-GM(x,t;xo,to). (6.31)
to

Hierbei ist zu beachten, dal die Resolvente Gs(z, zo|F) wegen der kausalen Eigenschaft
des Propagators Gs(z,t;xg,t9) nur in der oberen komplexen Halbebene mit ImE > 0
definiert sein kann.

Die Transformationsformel fiir Propagatoren (5.94) und die Definition der Resolvente in
(6.31) geben nun gemeinsam an, wie sich die Resolvente Gy (x, 2| E) des Morse—Potentials

(4)

aus dem Propagator G 7 des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere berechnen
148¢:

+o00o
Gt(x, 20| E) = /W' (A=Y (z0) )W/ (h~L(x)) - / ds GO (h Y (@), .0 L (20),0).  (6.32)
0

Setzt man (6.30) in (6.32) ein und beachtet man die Langer—Transformation (6.6), so erhélt
man die Resolvente G/(z,xzo|E) des Morse—Potentials (6.2) zu
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+o0o
0
Gy (x, 20| F) = / dsexp{ WVOS} mw I, ( mw .ea(:voer))
0

ha? " iha sinfws] ih sin|ws]
X : @ —2axg —2ax
exp {z o cot|ws] (e +e )} . (6.33)

Um die noch verbleibende Integration iiber die Pseudozeit s ausfiihren zu kénnen, miissen
zunéchst vorbereitende Nebenrechnungen vorgenommen werden.

1. Wick—Rotation: Verwendet man den in (1.30) von [23] gegebenen Zusammenhang
zwischen den trigonometrischen und den hyperbolischen Funktionen in (6.33), so
bietet es sich an, eine Wick—Rotation durchzufiihren [26, S. 212]. Dabei geht man
von der reellen Pseudozeit s zu einer skalierten imagindren Pseudozeit w iiber:

u(s) = iws. (6.34)
Aus (6.33) erhélt man dann
+oo 1 5
Gu(z,20|E) = IR / du Pt . — I, ( : .e—a(aroer))
tha / sinh u v sinh u
-exp {—ﬁ cothu (6720{10 + 62‘”)} (6.35)
2y ’

wobei analog zu (6.5) die dimesionslose Abkiirzung [ eingefiihrt wird:

21V (6. 2
Vo (6.29) +ZQ—?:5. (6.36)

wha? =

2. Substitution: Substituiert man die Integrationsvariable u durch v gemifl

1
inh = .
sinh u(v) o’ (6.37)
so nimmt (6.35) die folgende Form an:
+o0
B
Gy (z, 29| E) = e / dv (cosh E) Iy, (éea(m(’”) sinhv)
tha 2 ~y

0
B —2axg —2ax }

- exp {—% (e +e ) Coshv} . (6.38)
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Nach diesen Vorbereitungen soll nun in (6.38) die Integration iiber v explizit durchgefiihrt
werden. Hierzu bendtigt man die Integrationsformel (6.669.4) in [23]:

400

1 2\
/ exp {—5((11 + ag)t cosh x} . (coshg) - Io, (ty/aras - sinhx) do =
0

ERACEITEDY
ty/aras I'(1 +2pu)

Mit Hilfe von (6.39) lafit sich aus (6.38) ein vollsténdiger analytischer Ausdruck fiir die
Resolvente G.(x,xo|E) des Morse-Potentials (6.2) gewinnen:

W ulart) - My ,(agt)  fir  a; > ao. (6.39)

r(iyk_8
my alzoda 2 T 27 2 B _onx
Gul@wolB) = 705 e )'% [9(9”‘%)‘%3 (5e)

ng (gehmo) +O(xp —x) - M% (ge%‘xo) . ng (ge%‘x) ] . (6.40)

Damit erfillt Gps(z, x0|E) die aus (4.22) und (6.31) folgende Symmetrierelation:

[ME

GM(I',[EQ‘E) = GM(m'Q,x‘E)* . (6.41)

6.6 Die Energieeigenwerte

Berechnet man die Energiecigenwerte mit der zeitunabhéingigen Schrédinger—Gleichung, so
mufl man nach den Abschnitten 6.2 bis 6.4 getrennte Betrachtungen fiir die gebundenen
und fiir die freien Zusténde vornehmen. Es ist notwendig, die jeweiligen Randbedingungen
fiir den diskreten beziehungsweise fiir den kontinuierlichen Teil des Spektrums separat in
die allgemeine Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger—Gleichung einzuarbeiten.

Im Unterschied dazu erlaubt es die Methode der Propagatortransformationen, sowohl die
Energieeigenwerte der gebundenen als auch die der freien Zustédnde direkt aus der Dar-
stellung der Resolvente Gy (z, 29| F) in (6.40) abzulesen. Hierbei ist zu beachten, dafl der
Parameter F in (6.40) nur in Form der dimensionslosen Abkiirzung k gemif (6.30) in
Erscheinung tritt:

1. Diskrete Energieeigenwerte: Nach [25, Kapitel 7] liegen die diskreten Energieei-
genwerte dort, wo die Resolvente Gs(x, zg|E) als Funktion des Parameters E einfa-
che Pole besitzt. Dies ist in der Darstellung (6.40) der Resolvente Gy (x, zo|E) des
Morse-Potentials (6.2) dann gegeben, wenn die Gamma-Funktion im Zahler gemés
(8.310.2) in [23] singulér wird. Damit fithrt die Bedingung, dafl das Argument der
Gamma—Funktion eine negative Zahl sein soll, zur Quantisierung der gebundenen
Zusténde. Man erhélt dieselben Resultate wie in (6.12) bis (6.14).
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2. Kontinuierliche Energieeigenwerte: Nach [25, Kapitel 7] liegen die kontinuierli-
chen Energieeigenwerte dort, wo die Resolvente G/ (z, xo|E) als Funktion des Para-
meters E eine Definitionsliicke in einem Intervall auf der reellen Achse aufweist.
Nach (6.669.4) in [23] ist die Integrationsformel (6.39) nur im Falle Rey > 0 an-
wendbar. Dies bedeutet, dal die Resolvente Gs(z, xo|E) des Morse-Potentials (6.2)
in der Darstellung (6.40) insbesondere nicht fiir Rek = 0 definiert ist. Nach (6.30)
sind die kontinuierlichen Energieeigenwerte deshalb durch (6.20) gegeben.

6.7 Die diskreten Energieeigenfunktionen

Es stellt sich die Frage, wie man aus einer gegebenen Resolvente Gjs(x,zo|E) die dis-
kreten Energieeigenfunktionen ableiten kann. Geht man von der urspriinglichen Definition
der Resolvente Gps(x, zg|E) in (6.31) aus, so fiihrt die Spektraldarstellung des Propagators
G (x,t; 0, tp) in (3.26) unmittelbar zu einer entsprechenden Spektraldarstellung der Re-
solvente Gy (z, zo|E). Beschriankt man sich der Einfachheit halber nur auf den diskreten
Teil des Spektrums, so gilt:

ih
"E—E,

G, z0|E) = Z (0 -k (x0) - (6.42)
Hieraus liest man zunéchst die schon im vorangegangenen Abschnitt verwendete Tatsache
ab, daf} die einfachen Pole der Resolvente Gs(x, zg|E) mit den diskreten Energieeigenwer-
ten iibereinstimmen. Bildet man auf beiden Seiten von (6.42) das Residuum, so folgt:

1 es es 1
Un(@)0s(w0) = oy GulwwolB) mic T fo) = fr)dz. (643

Damit eroffnet (6.43) einen direkten Zugang, wie sich die Energieeigenfunktionen des dis-
kreten Spektrums ganz allgmein aus einer gegebenen Resolvente berechnen lassen.

Fiir den hier zu untersuchenden Fall des Morse-Potentials (6.2) wird nun nicht der nahe-
liegende Weg beschritten, die Darstellung (6.40) des Resolvente G/ (z, zo|E) in (6.43) ein-
zusetzen. Statt dessen soll eine andere Darstellung der Resolvente G (z, xo|E) betrachtet
werden, bei der die Verbindung zwischen dem harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbar-
riere (6.28) und dem Morse-Potential (6.2) n&her studiert werden kann.

Aus den Uberlegungen in Abschnitt 3.4 gewinnt man sofort die Energieeigenwerte €, und
die Energieeigenfunktionen x,, des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (6.28):

€n = hw-(2n+1+k), (6.44)
B 2-T(1+n) [(mw\'tF 1 (k) [T o mw o
M@‘—Vﬁﬁzia(ﬁﬁ AU (5 e {-GE ) 609

Demnach lautet dann die Spektraldarstellung des Propagators fiir den harmonischen Os-
zillator mit Zentrifugalbarriere
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G\ (4, 590, 0) zxn exp{zww—<2n+1+k>]s}-x:;<qo>. (6.46)

Setzt man (6.46) in (6.32) ein und beachtet man die Langer—Transformation (6.6) sowie
die Definitionen der dimensionslosen Abkiirzungen k, 5 in (6.30), (6.36), so gewinnt man
eine andere Darstellung fiir die Resolvente G/ (x, zo|E) des Morse-Potentials (6.2):

Gy (z, 20| F) = 62(x0+x) ZX Xn( _a$0)
+00
2V
. / ds exp {Z(A} 2;20420 —zZn — 1 — W S} . (647)
0

Fiihrt man die verbleibende Integration iiber die Pseudozeit s aus, so erhélt man mit den
diskreten Energiceigenwerten (6.14) des Morse—Potentials (6.2):

1 h ro+x —ax 1
GM(.%H.%'O‘E):m' om ( o+e). ZX Xn( 0) \/j \/j

(6.48)

Auch in dieser Darstellung der Resolvente Gps(z,x0|E) des Morse—Potentials (6.2) sieht
man, dafl deren einfache Pole gerade bei den diskreten Energieeigenwerten (6.14) liegen.
(6.48) besitzt aber gegeniiber (6.40) den Vorteil, daf sich die Residuen der Resolvente
G (z, x| E) einfacher berechnen lassen. Mit der Nebenrechnung

Res I Res V—FE++—-FE,

ergibt die Anwendung von (6.43) auf (6.48):
2 h’a? S (zo+x) —ax\ | ¥ (,—QTo
1/} ( )wn(xo) ahw - om En ez *Xn (6 )Xn (6 ) : (650)

Hieraus 148t sich eine einfache algebraische Beziehung zwischen den endlich vielen diskreten
Energieeigenfunktionen v,, des Morse—Potentials (6.2) und den entsprechenden diskreten
Energieeigenfunktionen x,, des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (6.28) ab-
lesen (s. Abb. 6.2):

2 FLQCV2 a _
¢n(x) = \l o Y om "By -e2® - xy, (6 am) . (651)
Setzt man den Ausdruck (6.45) fiir die Energieeigenfunktionen x,, des harmonischen Os-
zillators mit Zentrifugalbarriere in (6.51) ein, so erhélt man unter Beachtung von (6.14),
(6.29), (6.30), (6.36) das schon in (6.7), (6.15), (6.16) abgeleitete Ergebnis fiir die diskreten
Energieeigenfunktionen ,, des Morse—Potentials.
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\ Abbildung \

Abb. 6.2: Nach Gleichung (6.51) gibt es eine Abbildung zwischen den
endlich vielen diskreten Energieeigenfunktionen des Morse—
Potentials Va(z) = Vpe % — 29Vpe 2% und den dazu
entsprechenden diskreten Energieeigenfunktionen des ver-
schobenen harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere
Vi(z) = B’ + £+ C

6.8 Die kontinuierlichen Energieeigenfunktionen

Nach (6.669.4) in [23] ist die Integrationsformel (6.39) im Falle der kontinuierlichen Ener-
gieeigenwerte (6.20) nicht auf (6.38) anwendbar. Deshalb mufl man fiir die Ableitung der
kontinuierlichen Energieeigenfunktionen des Morse-Potentials (6.2) aus der bekannten Re-
solvente Gy (z, x| F) erneut auf deren Darstellung in (6.38) zuriickgreifen. Da fiir die freien
Zusténde (6.20) die dimensionslose Abkiirzung k aus (6.30) gemé8

E

h2a2
2m

k=—i-kp mit kg= (6.52)

rein imaginér geworden ist, geht (6.38) {iber in

+oo
B
G (z,z0|F) = m / dv (COSh %) . (g ¢~ zot) sinhv>

iha
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- exp {—% (6720@0 + 6720{1) cosh v} . (6.53)

Wendet man die Integraldarstellung der modifizierten Bessel-Funktion erster Gattung von
(B.15) an, so folgt fiir die Resolvente Gy (zo, x| E):

om 1 k sinh[rk] b v\”?
T
Gy (z, 20| E) = sk / dk g e} . / dv <cosh 5)
0 0

Ky (é e~ (zotz) sinhv) - exp {—ﬁ (6_2‘”0 + e_2a$) cosh v} . (6.54)
Y 2y

Die Integrationsformel (6.669.3) in [23]
Foo 1 T 2v
/ exp {—§(a1 + ag) t cosh ﬂ:} (COSh §> Ky, (t\/araz sinhz) de =
0

F(3+n-v)T(3-n-v)
- 2t | /a1a9 ' Wy’“ ((th) WV,,U« (a2t) (655)

ermoglicht es dann, in (6.54) die Integration iiber v explizit auszufiihren:

h 1
G (2, 20| E) = MY | _ta(wot) | /d K sin 7m‘ (__é+216)

ihaBr? — K, 2
1 ﬁ K ﬁ —2aa:0> (ﬁ —20490)
r <2 -5 5 > Wi i (fye Wi (Se . (6.56)

Beachtet man ferner die Eigenschaften der Gamma—Funktion (6.1.23) und (6.1.29) in [39]
sowie (6.52), so erhélt man insgesamt eine Spektraldarstellung der Resolvente Gy (x, zo| E)
mit den kontinuierlichen Spektraldaten:

+oo
s wlB) = [ @) (o) di. (6.57)
0

Dabei ist die Dispersionsrelation Ej, durch (6.20) gegeben und die kontinuierlichen Ener-
gieeigenfunktionen 1), stimmen mit denen in (6.7), (6.23) und (6.26) tiberein.



Kapitel 7

Das Brand—Schenzle—Modell

7.1 Die Motivation

Fin illustratives Standardmodell fiir einen stochastischen Prozef mit rein multiplikativem
Rauschen wurde von Helmut Brand und Axel Schenzle untersucht [20]. In so unterschied-
lichen Gebieten wie der nichtlinearen Optik oder der Dynamik chemischer Reaktionen 143t
sich mit Hilfe der adiabatischen Elimination von Variablen und der Vernachlissigung ad-
ditiver Rauschprozesse die folgende Langevin—Gleichung mit (4.25) ableiten:

N@#)=a-z—b-2° und B(z)=z mit I=][0,+00). (7.1)

(7.1) besitzt dieselbe nichtlineare Funktion N und damit im deterministischen Grenzfall
denselben Phaseniibergang zweiter Ordnung wie das in Abschnitt 4.7 vorgestellte nichttri-
viale Beispiel. Beide Systeme unterscheiden sich lediglich in der Rauschstérke B und damit
in dem Einfluf} der Zufallsvariablen x auf die fluktuierende stochastische Kraft. Zur Losung
des Brand—Schenzle-Modells (7.1) auf der Beschreibungsebene der Propagatoren wird nun
die in Kapitel 4 bereitgestellte Losungsstrategie angewendet.

7.2 Die Transformation auf das Morse—Potential

Mit der Stratonovich—Interpretation entspricht die Langevin—Gleichung (7.1) einer Fokker—
Planck—Gleichung, die durch

K(x):(%—i—a)-x—b-xg und  D(z)=Q-2? (7.2)

bestimmt wird. Fiithrt man eine Langer—Transformation [6] der Zufallsvariablen gemé&s
z="h(z) =€ mit I=(—o0,+00) (7.3)

durch, so wird der rein multiplikative stochastische Prozef (7.1), (7.2) in einen rein addi-
tiven abgebildet:

a—b-e* und B(%)
a—b-e* und D(%)

1, (7.4)
Q. (7.5)

()

()

N
K

96
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Dieser stochastische Proze8 (7.4), (7.5) entspricht wiederum dem quantenmechanischen
Problem des Morse—Potentials Vi in (6.2), dessen Energieskala um die Konstante C' ver-
schoben ist:

Vs(Z) = Vi (2) + C mit  Vag(d) = Vo - e 1% — 297 - 2%

und VO:%I)Q,V:%-(CL—F%),C:%aQ,a:—l. (7.6)
Die Uberlegungen zum MorsePotential mit o € (0, +00) im vorhergenden Kapitel las-
sen sich dabei auf den hier vorliegenden Fall o € (—o0,0) ausdehnen, wenn « durch |o
ersetzt wird. dies liegt daran, daf§ die Substitution & — —a in (6.2) einer Koordinaten-
transformation  — —x entspricht. Der zu (7.6) gehorige quantenmechanische Propagator
Gs(,t; %0, o) ist durch

+oo
- ~ dE b
Gl o do) = [ o exp {—%E(t - to)} . Gs(i, 0| E) (7.7)
gegeben, wobei sich dessen Resolvente Gg(Z,Zo|E) aus der Resolvente Gj; des Morse—

Potentials von (6.40) ergibt:

Gs(i,i0|E) = G (7, 5|E — C). (7.8)

7.3 Der stochastische Prozef3 mit rein additivem Rauschen

Auf der quantenmechanischen Ebene l48t sich nicht der Propagator Gs(Z, ; Zo, to) zu (7.6)
sondern nur dessen Fouriertransformierte Gg(Z, Zo|E) beziiglich der Zeit analytisch ange-
ben. Deshalb ist zu erwarten, daf§ bei dem entsprechenden stochastischen Proze§ (7.4),
(7.5) mit rein additivem Rauschen eine analoge Situation vorliegt. Auch hier ist der sto-
chastische Propagator ép(:i,t; Zo,to) nicht analytisch berechenbar. Deshalb weicht man
auf dessen Laplacetransformierte Gy (%, Zo|)\) beziiglich der Zeit aus:

+oo
d _
Grle,tiaot) = [ S esp Mt~ to)} - Gr@, 2ol
Foo (7.9)
= Gr(Edl)) = /dteXp{—)\(’f—to)}'GF(it;fo,to)-
to

Aus der Spektraldarstellung (4.18) des stochastischen Propagators G (%, t; %o, to) und (7.9)

folgt dann eine Spektraldarstellung fiir dessen Laplacetransformierte Gp (&, Zo|\) beziiglich
der Zeit:

Gr(@,a00) = L@ 575 - Fitao). (7.10)

In (7.10) werden die Beziehungen (4.55), (4.56) zwischen den Spektraldaten der Fokker—
Planck—Gleichung (7.5) und der Schrodinger—Gleichung (7.6) eingesetzt. Beachtet man
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noch die Spektraldarstellung der Resolvente Gg(Z, Zo|E) aus (6.42), (6.57), so ergibt sich
ein einfacher Zusammenhang zwischen der Fouriertransformierten Gs(Z,Zo|E) des quan-

tenmechanischen Propagators G's(%,t; %o, %) und der Laplacetransformierten G (Z,Zg|)\)
des stochastischen Propagators G (t,t; T, to):

Gr(#, 50|)) :i-exp{—W}-Gg(j,iﬂ — ). (7.11)

Die zu (7.11) analoge Beziehung fiir den Zeitbereich wurde schon in Form von Gleichung
(4.54) abgeleitet.

(6.40), (7.8), (7.11) und die Ubersetzungstabelle (s. Abb. 4.2, S. 50) fithren dann zu einem
exakten analytischen Ausdruck fiir die Laplacetransformierte Gp (&, Zo|\):

k a
=, _ (E_m). _ . _i 2z 2900}
Gr(Z,To|N) (k) exp{(a Dz + (—a—1)Z 2@6 + 20
= = b oz 270
{@(:ﬂ—xo) W%_i_%’g (Qe >M%+%7§ <Q€ >+@($0—$)
'W%Jr%,% (ée ).M%Jr%,% (ée ):| s mit k = @—Fa (712)

148t sich direkt die stationére Losung

Aus der Laplacetransformierten G (&, &o|)) in (7.12)
(4.20) und einem Resultat der Laplace-

der Fokker—Planck—Gleichung (7.5) ableiten. Nach
theorie [14, S. 20] gilt ndmlich:

fat(@) = lim X+ G (i, o[ ) (7.13)

Beachtet man, dafl sich die ersten und die zweiten Whittakter-Funktionen M, ,, W, , bei
speziellen Werten der beiden Parameter v, u gemifl

Miyu ﬁ(x):xlT“-exp{—E}:Wu_u w(x) (7.14)
2 02 2 2 02
auf einfachere Funktionen reduzieren [9, S. 23], so folgt aus (7.12) bis (7.14) fiir a > 0:
9. (g)% 0w b
P o(a Q a- 2
fst(T) = ———5—-exp {—x — —e } . (7.15)
r(s) o ¢

7.4 Der stochastische Prozef3 mit rein multiplikativem Rau-
schen

Abschlieend mufl nur noch der stochastische Prozefl mit rein additivem Rauschen (7.4),
(7.5) auf denjenigen mit rein multiplikativem Rauschen (7.1), (7.2) zuriicktransformiert
werden. Hierzu wird die Beziehung (4.36) zwischen den entsprechenden stochastischen Pro-
pagatoren ép(i,t; Zo,to) und Gp(x,t;x0,t9) im Zeitbereich einer Laplacetransformation
unterzogen:
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1 _

G A) = Gr(h ™ (2), k" (m0)|N) . 7.16

F(x7x0’ ) h/(h_l(x)) F( (.7]), (.7]0)’ ) ( )

Aus (7.3), (7.12) und (7.16) folgt dann fiir die Laplacetransformierte Gp(x,zo|\) des
Brand-Schenzle-Propagators G (z,t; o, to):

I'(5-35 b b
Gr(z, zo|\) = (272]3) L5 292 exp {——x2 LA 2}

ol (1 + k)

b
— 2 . J— 2 3 — _ _
(on M%—F%,% (Qx )] mit k o + Q- (7.17)
Mit Hilfe von (7.13) und (7.14) 148t sich aus (7.17) die stationdre Losung der Fokker—
Planck—Gleichung (7.2) ableiten:

2.(2 a . b

fst(x) = (7%) 220 exp {—éazQ} . (7.18)
r(s)

Dies stimmt wie erwartet mit dem von Brand und Schenzle gewonnenen Ergebnis {iberein

20, (5.2) und (5.3)].

Der Vollsténdigkeit halber lassen sich noch die Spektraldaten der Fokker—Planck—Gleichung
(7.2) zum Brand-Schenzle-Modell (7.1) angeben. Aus den Vorarbeiten in Kapitel 4, Kapitel
6 und dem vorliegenden Kapitel folgt:

1. Diskrete Spektraldaten:

A = 2nQ (% - n) fiir % > 2n, (7.19)

a _ bY@
fle) = 2 (Q ;ngl(fé - n;(l - n)me%fi(ﬂU) exp {_%xz} ’ (7.20)
file) = 257 <%x2) : (7.21)

Dieses Ergebnis ist fiir n = 0 mit (4.16) und (7.18) konsistent.
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2. Kontinuierliche Spektraldaten:

Q 2 a
= = — > .
Ak 5 50 fir x>0, (7.22)
— 1 (% + %) 52 b o b o
fulx) = 277% F(zm) xQ exp{—@x }W%_F%’%n <éaz ) , (7.23)
a b
fi(x) = z7@ Lexp + } L, <§x2) . (7.24)

Beachtet man die Definitionen der auftretenden speziellen Funktionen, so sind die hier
gewonnenen Spektraldaten mit den von Brand und Schenzle angegebenen identisch [20,
Kapitel VIJ.

7.5 Der Vergleich

Abschlieflend werden die stochastischen Prozesse (4.64) und (7.1) miteinander verglichen.
Die Gemeinsamkeit beider Systeme besteht darin, dafl sie dieselbe nichtlineare Funktion
N(z) =a-z —b- 23 aufweisen. Dies fiihrt dazu, da8 beide im deterministischen Grenzfall
(Q — 0 denselben Phaseniibergang zweiter Ordnung zeigen, falls der Kontrollparameter
a den kritischen Wert a = 0 iiberschreitet. Es stellt sich nun die Frage, wie sich die un-
terschiedlichen multiplikativen Rauschprozesse Bi(z) = z? und By(z) = = fiir endliche
Werte der Rauschegréfle () auf diesen Phaseniibergang auswirken. Hierzu ist es notwen-
dig, die dynamischen und die stationidren Eigenschaften beider stochastischer Prozesse zu
betrachten:

1. Dynamische Eigenschaften: Beim Rauschen Bj(z) = z? liegt fiir alle Werte
des Kontrollparameters a ein dquidistantes diskretes Spektrum vor. Beim Rauschen
Bs(x) = x dndert sich dagegen die topologische Struktur des Spektrums an der Stelle
a = 0. Wahrend fiir a < 0 nur ein kontinuierliches Spektrum vorhanden ist, liegt fiir
a > 0 ein gemischtes Spektrum vor.

2. Stationiire Eigenschaften: Die stationédre Losung (4.77) der Fokker—Planck—Glei-
chung mit dem Rauschen Bj(z) = 2 ist fiir a < 0 nicht normierbar und besitzt
fiir a > 0 ein Maximum an der Stelle x4, = /a/(b+ Q). Demgegeniiber zeigt die
stationédre Losung (7.18) der Fokker-Planck-Gleichung fiir das Rauschen Ba(z) = x
ein anderes Verhalten. Auch sie ist fiir a < 0 nicht normierbar, aber fiir 0 < a < Q/2
wird sie normierbar mit dem Maximum bei %0, = 0 und fiir a > Q/2 liegt das
Maximum bei 24 = v/(a — Q/2) /.

Um einen Nichtgleichgewichtsphaseniibergang unter dem Einflufl von Fluktuationen quan-
titativ festzustellen, gibt es kein eindeutiges Kriterium [51, Kapitel 4]. Eine von vielen
Moglichkeiten besteht darin, hierfiir das Maximum der stationéren Losung der entsprechen-
den Fokker—Planck—Gleichung zu verwenden. Deshalb werden in Abb. 7.1 diese Maxima fiir
das z2-Rauschen und das r-Rauschen mit dem asymptotisch stabilen Zustand (2.10) des
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rein deterministischen Prozesses verglichen. Als Ergebnis stellt man nach diesem Kriterium
fest, daB der Phaseniibergang beim z?-Rauschen unversindert bei a = 0 liegt, wihrend er
beim z—Rauschen an der Stelle a = (/2 auftritt. Diesen verschobenen Nichtgleichgleich-
gewichtsphaseniibergang, der kein deterministisches Analogon besitzt, bezeichnet man als
einen stochastisch induzierten Phaseniibergang [35].

max

Abb. 7.1: Zur Festellung des Nichtgleichgewichtsphaseniiberganges
unter dem Einflu} von Fluktuationen werden die Maxima
der stationdren Losungen zum 22— und zum z-Rauschen in
den Kurven 1 und 2 mit der Gleichgewichtslage im rein de-
terministischen Fall in der Kurve 3 verglichen

7.6 Die Nichtgleichgewichtspotentiale

Die Argumentationskette der vorliegenden Diplomarbeit schlieft sich nun damit, dafl ver-
schiedene Ljapunov—Funktionen zu einem deterministische System bestimmt werden, das
fir die Synergetik von zentraler Bedeutung ist. Es handelt sich um die eindimensionale
Ordnungsparametergleichung

i(t) =a-z(t) —b-z(t)?, (7.25)

zu der schon in (2.9) deren Potential V' (z) als eine mogliche Ljapunov—Funktion angegeben
wurde.
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Nach Abschnitt 2.4 lassen sich zu (7.25) weitere Ljapunov-Funktionen in Form von Nicht-
gleichgewichtspotentialen ableiten, indem dieses rein deterministische System durch die
Hinzunahme von Rauschkréften zu verschiedenen stochastischen Systemen erweitert wird.
Deshalb wurden gerade die aus (7.25) hervorgehenden stochastischen Prozesse mit -
Rauschen und z—Rauschen im Laufe der Diplomarbeit ndher untersucht. Entsprechend
dem in Abb. 1.1 gezeigten viereckigen Schema wurden hierzu die jeweiligen stochastischen
Propagatoren (4.76) und (7.9), (7.17) durch Transformationen aus quantenmechanischen
Propagatoren gewonnen. Der Langzeitlimes nach (4.20) gestattete es dann, die stationéren
Losungen (4.77) und (7.18) der Fokker-Planck-Gleichungen zum x?-Rauschen und zum
z—Rauschen zu berechnen. Aus diesen stationdren Losungen wiederum gewinnt man mit
(2.17) zwei Nichtgleichgewichtspotentiale, wenn die Stirling—Formel fiir die Fakultéit bezie-
hungsweise die Gamma-Funktion beachtet wird:

r?-Rauschen : ¢1(z) = 2b-lnz+a- # —b- (1 +1In %) ,
(7.26)
r-Rauschen : ¢o(r) = —2a-lnz+b-22—a- (1 +In g) .

Fiir beide Nichtgleichgewichtspotentials ¢1(z) und ¢9(x) lassen sich unmittelbar die drei
Ljapunov-Eigenschaften (2.6) bis (2.8) fiir die Gleichgewichtslagen zp = ++/a/b im Falle
a > 0 zeigen.

Mit den drei Ljapunov—Funktionen V(z), ¢1(x) und ¢o(z) fiir das deterministische Sy-
stem (7.25) wurde so auch exemplarisch gezeigt, daf es zu einem System unterschiedliche
Ljapunov—Funktionen geben kann.
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Anhang A

Integraldarstellung der
Delta—Funktion

Fiir die Normierung der kontinuierlichen Energieeigenfunktionen des Morse—Potentials
(6.2) bendtigt man in (6.25) eine besondere Integraldarstellung der Delta—Funktion
[46]. Deren Ableitung beginnt mit der Integrationsformel (7.611.7) in [23]:

+oo

I'(1 I'(1— I'(—2
/wpflwn’u(w)w)\w(w)dx: ( +M1|_V+p) ( 3,[1—{—1/—{—p) ( V)
J I'(z=A=v)I'(5 —n+v+p)
1 3
-3F2<1+M+V+p,1—ﬂ+l/+p,§—A+V;1+2v,§—n+v+p;1>
+v = —v). (A1)

Hierbei ist 3F5 nach (9.14.1) in [23] eine verallgemeinerte hypergeometrische Reihe.
In (A.1) wird nun die Spezialisierung

. .
p=—14+e¢ mit e<1, n:)\zg, ,u:%, V:% (A.2)
vorgenommen und der Grenziibergang ¢ | 0 betrachtet:
+<>01 F(e+%+%)f’(e—%+%’4)r(—in/)
| 3Wa s @)W w (2) da = lim T
y U e <t F(?‘?‘T)F<§_§+ 2)
ik ik ik ik 1 B ik 1 B i
. 3F A A NS (R P AR A |
32<€+2+2’6 2 T T T g 2+2’)
+(k = —m')}. (A.3)

Verwendet man (9.14.1) und (9.122.1) in [23], so geht (A.3) {iber in

o0

1
0/ EW%%(”’”)W%%(“’”)M:p(l_ﬁ—i—“/)r(l §+in/).
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Ak’ 1 €
‘ K+ K . ellr% % ‘ AL 2 . (A4)
( 5 ) +e€

Aus der iiblichen Darstellung der Delta—Funktion als Grenzwert von Lorentz—Funktionen
folgt damit eine Integraldarstellung der Delta—Funktion:

—+00
1

/ —2WB m(x)Wg ir! (CC) d$ =47 -
A 272

o o r(-Fr)r(-5-%)



Anhang B

Integraldarstellung der
modifizierten Besselfunktion erster
Gattung

In Abschnitt 6.8 wird gezeigt, wie sich aus der bekannten Resolvente Gps(z,zo|E) des
Morse—Potentials (6.2) die entsprechenden kontinuierlichen Energieeigenfunktionen ablei-
ten lassen. Hierbei tritt in (6.53) eine modifizierte Besselfunktion erster Gattung
I_;., auf, fiir die nun eine Integraldarstellung berechnet werden soll [46]. Hierzu geht
man vom komplexen Integral

Ap :]{ LV dz (B.1)
C e = h2a2
2m

aus, bei dem der Integrand zwei einfache Pole

E

h2a2
2m

zy ==+ (B.2)

auf der reellen Achse besitzt. Beachtet man, dafl wegen der kausalen Eigenschaft des Pro-
pagators G.(x,t;xg,ty) der Parameter E der Resolvente G.(x,zo|FE) eigentlich nur in der
oberen komplexen Halbebene mit I'm E > 0 liegen darf, so ist (B.1) durch den folgenden
Grenzwertprozefl zu definieren

z

Agp =1 ——rx L-iz(M\) dz. B.
ETRbp oy O .
2m

Durch die Einfiihrung des Parameters € > 0 verschieben sich die einfachen Pole des Inte-
granden von (B.3) zu

=+ | =55 mit Imz2>0 und Im22<0. (B.4)
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Imz

+ >

- p Rez
+

Abb. 2.1: Integrationskurve C fiir die komplexe Integration

Wird die geschlossene Integrationskurve C von (B.3) entsprechend Abbildung B.1 gewéhlt,
so verschwindet der Integrationsbeitrag des Halbkreises im Grenziibergang R — +4-oc0. Mit
der Abkiirzung kg aus (6.52) geht dann (B.3) fiir R — +oo iiber in:

400
K
Ap = / o e, (B.5)

Wendet man in (B.3) dagegen den Residuensatz an, so erhilt man fiir geniigend groe R
ein von R unabhéngiges Resultat:

. Res z
Ap =2mi - =k {m‘liz()‘)} : (B.6)
Das hierbei auftretende Residuum 148t sich mit Hilfe einer einfachen Partialbruchzerlegung
berechnen, so daf§ (B.6) tibergeht in

A =mi- I, (N). (B.7)

(B.5) und (B.7) ergeben zusammen eine Integraldarstellung der modifizierten Besselfunk-
tion erster Ordnung, bei der die modifizierte Besselfunktion erster Gattung selber im In-
tegranden auftritt:
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400
1 K
Iirp(A) = = / o I (N dk. (B.8)

(B.8) wird nun dahingehend umgeformt, daf§ man fiir die modifizierte Besselfunktion er-
ster Gattung eine Integraldarstellung ableitet, bei der im Integranden die modifizierte
Besselfunktion zweiter Gattung auftritt.

Zunéchst spaltet man in (B.8) das Integral tiber die gesamte reelle Achse in zwei Integrale
tiber die beiden Intervalle (—oo, 0] und [0, 4+00) auf. Im Integral iiber das Intervall (—oo, 0]

wird dann die Substitution x’(k) = —k vorgenommen und ' wieder durch x ersetzt:
1
K
g = = [ o AL + Lin (V) di. (B.9)
mio ) K=K

Beachtet man ferner die Definition der Besselfunktionen erster Gattung J,,, zweiter Gattung
N, und dritter Gattung Hl(,l) sowie die Definitionen der modifizierten Besselfunktionen
erster Gattung I, und zweiter Gattung K, entsprechend

(8407.1) in [23): K, (2) — % exp {gm} CHW (i2) (B.10)
(8.405.1) in [23]: M) = J()+i-N(2), (B.11)
(8.403.1) in [23):  Ny(2) = Sin[lm] Acos[v] - Ju(2) — J_u(2)},  (B.12)
(8.406.1) in [23]: I(2) = exp {—gm’} T (iz), (B.13)

so gewinnt man eine Beziehung zwischen den modifizierten Besselfunktionen erster und
zweiter Gattung:

[o(2) = Ton(z) = ; sinur] - Ko (2). (B.14)

Aus (B.9) und (B.14) folgt dann die gesuchte Integraldarstellung der modifizierten Bessel-
funktion erster Gattung:

+oo
2 K - sinh[k7]

0
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