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Kapitel 1
Einfithrung

In dieser Diplomarbeit wird ein Modell der Bose-Kondensation von Molekiilen aus fermioni-
schen Atomen behandelt. Wir betrachten dazu ein Vielteilchensystem, das iiber zwei Spin-
Freiheitsgrade verfiigt. Dies entspricht der aktuellen experimentellen Realisierung der Mo-
lekiilkondensation, da durch Radio-Frequenz-Uberginge die Fermionen in zwei Hyperfein-
spin-Zustdnden préapariert werden, um dariiber die Feshbach-Resonanzstelle festzulegen. Die
Bildung der Molekiile erreicht man experimentell, indem man eine Feshbach-Resonanz der
zugrundeliegenden Atome durchfihrt. Eine Beschreibung der experimentellen Methodik zur
Erzeugung von Molekiilkondensaten findet sich in (??). Die Streuléinge der Atome in ver-
schiedenen Spinzustinden ist dann von Auflen vorgegeben, mit Hilfe eines Magnetfeldes, das
an die Spins koppelt. Die dazu proportional wachsende Kopplungsstéirke erméglicht schlief3-
lich die Paarung der Fermionen zu einem Komposit-Boson. Die zusammengesetzten Molekiile
kénnen natiirlich den Grundzustand gemeinsam besetzen.

Beobachtet wurde die Feshbach-Resonanz zuerst an bosonischen Kondensaten im Jahr 1998
[2], drei Jahre nach der ersten experimentellen Realisierung eines Kondensates [3-5]. Seit-
dem steht die Bose-Kondensation im Fokus des wissenschaftlichen Interesses. Viele weite-
re theoretische und experimentelle Arbeiten sind im Anschlufl daran verdffentlich worden,
da man nun iiber ein quantenmechanisches Modellsystem verfiigt, an dem man die Effek-
te der Vielteilchenphysik unter verschiedenen Bedingungen studieren und iiberpriifen kann.
Denn neben den ersten Kondensaten aus Rubidium, Natrium und Lithium sind weitere Ato-
me kondensiert worden: Wasserstoff [6], Helium [7,8], Kalium [9], Césium [10], Ytterbium
[11] und Chrom [12]. Zu diesen Bosonen gesellen sich Molekiilkondensate mit fermionischen
Kalium- und Lithium-Isotopen [13,14], sowie einige Molekiile aus bosonischen Atomen. Fiir
das fermionische Kalium-Moleliilkondensat wurde neben der Streuléinge [15] auch die Mo-
lekiilzahl und Bindungsenergie [16] gemessen. Die vergleichsweise spéte Beobachtung dieser
Molekiilkondensation hingt natiirlich mit dem fermionischen Charakter der Atome zusam-
men. da aufgrund des Pauli-Prinzips bei einfacher evaporativer Kiihlung keine Rethermali-
sierung der verbleibenden Atome eintritt. Die Zwei-Korper-Sto8e bei den niedrigen Tempe-
raturen sind zum grofiten Teil durch die s-Wellenstreuung bestimmt, die fiir die Fermionen
verboten ist. Dies umgeht man, indem man zweikomponentige Gase benutzt oder den p-
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Wellenstreuquerschnitt durch duflere elektrische Felder erhoht. Ein spezifisches Problem fiir
Lithium stellt die groBe Breite einige Feshbach-Resonanzen dar. Beim Uberqueren derselbi-
gen ist der Verlust durch Erhitzung besonders grof}, so dafl man andere Hyperfein-Zustéinde
prépariert [17]. Die Priaparierung der Hyperfein-Zustinde und damit der Resonanzstelle ist
dagegen trotz des stdndigen Wechsels zwischen optischen und magnetischen Fallen sowie der
Kiihlung ein handhabbares Problem.

Wir behandeln ein Ensemble von wechselwirkenden Fermionen in Molekularfeldnédherung.
Die Spin-1/2-Teilchen wechselwirken iiber ein attraktives Kontaktpotential. In Kapitel [2]
entwickeln wir aus dem physikalischen Modell, die gesuchten Gleichungen fiir den Ordnungs-
parameter und das chemische Potential. Kapitel [3] beschreibt die Feshbach-Resonanz, indem
wir ein einfaches Modell der Kopplung eines gebundenen Zustandes mit einer Streuldsung
berechnen. Dann kann die Energie der beiden Zusténde {iber den Zeemann-Effekt gegenein-
ander verschoben werden.

Zu Anfang stellen wir mit dem Hamilton-Operator die Wirkung des Systems auf. Um von
der quantenmechanischen zur statistischen Beschreibung zu gelangen, Wick-rotieren wir
die Wirkung und erhalten die Imaginérzeitamplitude. Diese stimmt mit der groflkanoni-
schen Zustandssumme iiberein, wenn das chemische Potential vom Hamilton-Operator sub-
trahiert wird. Die Funktionalintegrale iiber die Fermi-Felder sind dann auszuwerten. Das
Pauli-Prinzip fordert aber, daf} die Felder antikommutieren, also kénnen wir sicher nicht
komplexe Zahlen verwenden, um die Integrale auszuwerten. Daher formulieren wir die Fel-
der im Rahmen der Grassmann-Variablen bzw. deren unendlich dimensionalen Verallgemei-
nerung, den Grassmann-Feldern, einer Beschreibung, die auf Berezin [18] zuriickgeht. Die
mathematischen Grundlagen und Schlufifolgerungen im Hinblick auf die Berechnung der
Funktionalintegrale werden eingehend im Anhang [A] dargelegt. Da wir in der Wirkung
durch die Kontaktwechselwirkung einen quartischen Term in den Fermi-Feldern haben, ist
die Zustandssumme noch nicht direkt auswertbar. Aber mittels einer Hubbard-Stratonovich-
Transformation iiberfithren wir die Wirkung in eine quadratische Feld-Abhéngigkeit, nun
aber zusétzlich iiber ein weiteres bosonisches Hilfsfeld. Die Leistungsfihigkeit diese Forma-
lismus wird im Anhang [B] an einem einfachen, physikalischen Beispiel demonstriert. Am
Beispiel der klassischen Statistik des drehungsinvarianten quartischen Potentials zeigen wir
die Nichtperturbativitit dieser Transformation, d.h. die abgeleiteten Ergebnisse sind fiir alle
Kopplungsstirken ndherungsweise giiltig.

Wir koppeln die fermionischen Felder zu anomalen Dichten, um die Molekiilbildung zu be-
schreiben, wir paaren also nicht zwei komplex konjugierte Felder, sondern zwei Felder mit ent-
gegengesetztem Spin. Nun kénnen wir die Integration iiber die Grassmann-Felder ausfiihren
und werten im Anschluf} die effektive Wirkung aus, die noch von der Funktionalintegration
iiber die Hilfsfelder abhingt. Um die Molekularfeldgleichungen zu erhalten, reicht es in der
Schleifenentwicklung, das Baumgraphen-Niveau der effektiven Wirkung mitzunehmen. Die
Liickengleichung ergibt sich aus dem Verschwinden der ersten Variation der effektiven Wir-
kung, da in der Hintergrundfeld-Methode die Beitrége , die linear in den Fluktuationen sind,
verschwinden. Die Differentiation der effektiven Wirkung nach dem chemischen Potential
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Abbildung 1.1: Qualitatives Bild der kritischen Temperatur abhéngig von der Streuléinge bei
Beriicksichtigung der Fluktuationsbeitrdge. Entnommen der Veréffentlichung von Randeria
et al. [19].

ergibt die Teilchenzahlgleichung. Diese beiden Gleichungen werten wir im Stromformalismus
aus. Man erhilt dann die Liicken- und Teilchenzahlgleichung aus den Autokorrelationsfunk-
tionen. Diese entwickeln wir fiir das homogene Gas und erhalten so die beiden Bestimmungs-
gleichungen fiir das chemische Potential und das Molekularfeld, unserem Ordnungsparame-
ter, der den Phaseniibergang von der Hochtemperatur- zur Tieftemperaturphasen charakte-
risiert. Um die kritische Temperatur Ty, zu erhalten, berechnen wir die beiden Integrale fiir
verschwindendes Molekularfeld. Das qualitative Ergebnis ist in Abbildung 1.1 dargestellt,
in der die Abhéingigkeit der der kritischen Temperatur von der s-Wellenstreulinge gezeigt
wird. Im Grenzfall schwacher Kopplung liegt die BCS-Supraleitung vor. Der Limes grofier
Kopplungsstérke ist die Kondensation der vorgeformten Cooper-Paare. Die beiden fermioni-
schen Atome bilden ein bosonisches Molekiil, dafl unterhalb der durchgehenden Linie in ein
Abbildung 1.1 Bose-Kondensat iibergeht.

Der intermediére Bereich der, sowie der Bereich starker Kopplung wird durch die Molekular-
feldapproximation nicht korrekt wiedergegeben. Aber dieser Bereich ist fiir die Beschreibung
der Hochtemperatur-Supraleitung von Interesse. Hier existiert ein komplexes Wechselspiel
zwischen Fermionen und Bosonen, die als Komposit-Teilchen und kollektive thermische An-
regungen vorliegen. Die kritische Temperatur hingt dann nicht nur vom individuellem Effekt
des Aufbrechens der Cooper-Paare ab, wie in der BCS-Theorie, sondern auch von der kol-
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lektiven Anregung. Aber diese wird nicht durch die Molekularfeldndherung erfafit, gerade
hier versagt also unsere Approximation. Dies erkennt man deutlich anhand von Abb. 1.1,
in der die gestrichelte Linie das Ergebnis der Molekularfeldtheorie darstellt, das nur fiir
schwache Kopplung die kritische Temperatur richtig wiedergibt. Das Ergebnis grofler Kopp-
lungsstirken beschreibt lediglich die Mischung eines idealen Fermi- und Bose-Gases an der
Schwelle zur Kondensation. Eine Diskussion des Modells der Hochtemperatur-Supraleitung
vom Standpunkt der Vielteilchentheorie findet sich im Ubersichtsartikel von Q. Chen et al.
[20].

Der Ubergang von einem supraleitendem Cooper-Paar zum suprafluidem Bose-Kondensat
erfolgt stetig, was in dem Artikel von Schmitt-Rink herausgearbeitet worden ist [21]. Wir
betrachten den Ubergang am absoluten Temperaturnullpunkt in Molekularfeldniiherung. Fiir
verdiinnte Gase ist diese Approximation fiir alle Wechselwirkungsstérken hinreichend [21].
Wir 16sen nun die Molekularfeldgleichungen in dieser Arbeit erstmals exakt, und ermitteln
die Streulénge sowie das chemische Potential im Rahmen dieses theoretischen Modells. An-
wendbar ist dieses Konzept bei Fermi-Kondensaten von Kalium-40 und Lithium-6, die zur
Zeit Gegenstand intensiver experimenteller Forschung sind [13-17,22-27].



Kapitel 2
Molekularfeldniherung

Im folgenden Kapitel untersuchen wir ein Vielteilchensystem von wechselwirkenden Spin-
1/2-Teilchen. Die Fermionen betrachten wir im groflkanonischem Ensemble, das wir iiber
Funktionalintegralen charakterisieren, eine grundlegende Einfiihrung in diese Methodik der
statistischen Beschreibung eines Ensembles findet sich in [28].

Nach Uberfiihrung der Funktionalintegrale mittels einer Hubbard-Stratonvich-Transfoma-
tion, konnen wir die effektive Wirkung im Rahmen einer Sattelpunktsapproximation, dem
Baumgraphen-Niveau, auswerten. Wir koppeln die fermionischen Felder im Bogoliubov-
Kanal zu anomalen Dichten, um die Paarung zweier Spin-1/2-Teilchen zu einem bosonischem
Molekiil zu untersuchen. Die effektive Wirkung bestimmt die Molekularfeldgleichung, sowie
die Einschrinkung durch die konstante Teilchenzahl. Am Ende dieses Kapitels berechnen wir
die Losungen dieser beiden Gleichungen fiir den Fall des verschwindenden Molekularfeldes,
unserem Ordnungsparameter, sowie fiir den absoluten Temperaturnullpunkt.

Die Auswertung dieses physikalischen Modells durch Funktionalintegrale findet sich schon
in den beiden Arbeiten von Randeria [19,29]. Dort werden ebenfalls die Teilchenzahl- und
Liickengleichung in Molekularfeldndherung fiir die kritische Temperatur und am absoluten
Temperaturnullpunkt, approximativ gelost. Die Autoren dieser beiden Verdffentlichungen
beziehen auch die Fluktuationsbeitrége in die Teilchenzahlgleichung mit ein, was in dieser
Diplomarbeit nicht berechnet und beriicksichtigt worden ist. Wir l6sen die Gleichungen am
Temperaturnullpunkt erstmal exakt, und iiberpriifen die Ergebnisse fiir die kritische Tem-
peratur. Desweiteren bestimmen wir die kompletten Greenschen Funktionen des Systems in
Molekularfeldapproximation, und zeigen, daf} die Formulierung iiber das effektive Potential
aquivalent der korrekten Auswertung der effektiven Wirkung ist.

2.1 Physikalisches Modell

Die Fermionen wechselwirken iiber eine Kontaktwechselwirkung, dabei kénnen wir aufgrund
des Pauli-Prinzips die Wechselwirkung zwischen zwei Spin-1- bzw. zwei Spin-|-Fermionen
vernachldssigen und uns auf die Wechselwirkung zwischen den Spin-1- und den Spin-|-
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Fermionen beschrinken. Im groflkanonischem Ensemble berechnet sich die Zustandssumme
7zu:

foui foui fou fous e (pAuvenl). )

Da wir es mit Fermionen zu tun haben, bezeichnen ¢} (x, 7), ¥ (x, 7), ¥, (x, 7), ¥4 (x, T) Grass-
mann-Felder. Fiir die Fermionen haben wir antiperiodische Randbedingungen zu fordern:
Vs (x,0) = —tb,(x, hB3) und ¢} (x,0) = —k(x,hF) mit 0 =], 1. Die Wirkung A setzt sich

additiv aus zwei unterschiedlichen Beitrdgen zusammen:

AW 0 v,y = AOE 05, by, ] + AT 7 91, 1y, ). (2.2)

Sie beinhaltet zum einem die Ein-Teilchen-Wirkung:

76}
AOE g2 oy, ] = / dr/dD [wTXT ( H - u) r(x,7)

+ wi(x 7) ( o +H — u) Py (x, 7')] ) (2.3)
Hierbei bezeichnet # den Einteilchen-Hamiltonoperator mit einem externen Potential:

. 72

= ——V’+V(x). 2.4
Ho= — VP V() (24)
Zum anderen beschreiben wir die Kontaktwechselwirkung zwischen Spin-|/- und Spin-1-
Fermionen durch:

. h/B
ASIT, 7,y un] = —9/0 dT/ 4P i (6 TIV] (6 TIL (6 T (6, 7). (25)

Hierbei wihlen wir fiir die Kopplungskonstante g > 0, so daf3 eine anziehende Wechselwir-
kung fiir positive Werte von ¢ vorliegt. Die Stiarke der Anziehung zwischen zwei Fermionen
mit Spin 1 und | wéchst dann mit g. Fiir g | 0 liegt eine schwache Bindung vor, wir erwar-
ten BCS-artige Paare von Fermionen. Dagegen erwarten wir fiir ¢ — oo stark gebundene
Molekiile aus Fermionen, die einer Bose-Kondensation unterliegen kénnen.

Nun fiihren wir formal d verschiedene Grassmann-Felder ein, die wir iiber die 2-Teilchen-
Wechselwirkung aneinanderkoppeln, so daf} sich die grolkanonische Zustandsumme schreiben
148t als:
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{i[lfpwikwa{kam,kawT,k} exp —% /Ohﬂ dT/de Ji: (2.6)

0
Uy (%, 7) (ha_ +H — M) Vi (%, 7) QZ [ty (x, 7)o (x, 7')] Ui (X, TP (x,T)

Dieses Vorgehen erlaubt uns, die Funktionalintegrale im Limes d — oo in Sattelpunktsnéhe-
rung auszuwerten. Um zum urspriiglichem physikalischem Modell zuriickzukehren, miissen
wir dann nur d = 1 setzen.

2.2 Hubbard-Stratonovich-Transformation

Das Funktionalintegral (2.6) 1a8t sich durch den Wechselwirkungsterm vierter Ordnung in
den Grassmann-Feldern nicht exakt auswerten. Aber eine Hubbard-Stratonovich-Transforma-
tion dieses Termes ermdoglicht uns, die Funktionalintegration beziiglich der urspriiglichen
Felder durchzufiihren. Hierzu werden wir Anhang B folgen und Funktionalintegrale iiber
bosonische Hilfsfelder A*(x,7), A(x,7) einfiithren, so dafl unsere Wechselwirkung nur noch
quadratisch von den fermionischen Feldern abhingt. Diese fermionischen Funktionalinte-
grale lassen sich dann berechnen, und man erhilt fiir die grolkanonische Zustandssumme
eine Darstellung, bei der die noch verbleibenden Funktionalintegrale iiber die bosonischen
Hubbard-Stratonovich-Felder im Rahmen einer Sattelpunktsniherung auszuwerten sind.

Mit Hilfe einer solchen Hubbard-Stratonovich-Transformation a8t sich der Wechselwirk-
ungsanteil wie folgt schreiben:

hpB f
%/ dT/dD (Z@%XT%;X T) (Z%z (%, 7)o (x, T))

- fDA*}[DAexp{——/wdT/dD [A* T)ART)

- ZA (%, 7) [0, (%: 7)oy (%, )] + [0, (%, 7)o (%, 7)) A(XJ)] } (2.7)

j=1

Hierbei bezeichnen A*(x, 7), A(x, 7) bosonische Hilfsfelder, fiir die die periodischen Randbe-
dingungen A*(x,0) = A*(x, /) und A(x,0) = A(x, hf) gefordert werden. Damit erhalten
wir aus der Hubbard-Stratonovich-Transformation fiir Z die Darstellung:
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{]ﬁlfpwij ]{DWJ j{ Dy j[ Dwm} j[ DA j{ DA

hg
exp ——/ dT/dD Z@bMXT <h2+7{ u>¢g](x )

GiT

—Z( (3%, 7) [, (3%, T) b T>1+wx,T>¢T,j<xm>m<xm))] (29

Wir schreiben die groflkanonische Zustandssumme mittels Matrizen und Vektoren auf die
kompaktere Nambu-Darstellung um:

Z = j[DA*?{DA exp <_g_1h/0h6 dT/de A*(x,7)A(x, T)>
{i[l]{Dwf,j]{DW,j ]{ Dy, ]{ Dwm}
exp {—% /0 i / Pzt (x, )G (x, P)n(x, 7)} | (2.9)

Dabei sind die 2d-komponentigen Vektoren n(x,7) und n(x, 7) definiert als

t

n'(x,7) = zygz: :; = ( (X, T), (%, T), ) (2.10)

und der Differentialoperator G™'(x, 7) ist diagonal in den d-Feldern:

Gyl 1) = g7'(x7)0u (2.11)
mit der Matrix:
0
h—+H-—pn  —Ax,7)

g l(x,7) = or 5 . . (2.12)
—A*(x,T) hE —H+p
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Man beachte die Vorzeichen des Hamilton-Operators H und des chemischen Potentials  in
(2.12). Sie kommen durch die Manipulation der urspriinglichen Lagrange-Dichte zustande,
da wir die Differentialoperatoren stets nach rechts wirken lassen. Bei der Matrixdarstellung
sind nun einige Umformungen erforderlich. Obwohl der Hamilton-Operator hermitesch ist,
andert er sein Vorzeichen, falls er auf das konjugierte Feld wirkt, denn wir lesen H weiter
als nach rechts wirkenden Operator, miissen also die beiden Grassmann-Felder miteinander
vertauschen. Entsprechend erfihrt auch das chemische Potential p als c-Zahl einen Vorzei-
chenwechsel aufgrund der Grassmann-Algebra. Aulerdem ist der Term %d/07 partiell nach
T zu integrieren, wobei wieder die Antikommutativitdt der Grassmann-Felder zu beachten
ist. Das bedeutet aber, daf} sich die beiden negativen Vorzeichen gegenseitig wegheben. Die
entstehenden Randterme sind aufgrund der Antiperiodizitit der Felder gleich grof}, denn
wegen 15i(X,0) = —1,;(x, hf) und ¢} ;(x,0) = =} ;(x, h) leisten sie keinen Beitrag zur
Zustandssumme:

i 0 i 0
/0 dr / dPz ) (x,T) {hgwg,j(xm)] = /0 dr / APz, (x,7) {hgw;,j(xm)] :

Wir kénnen in Gleichung (2.9) die Funktionalintegrale iiber die Grassmann-Felder berechnen,
wie wir es im Anhang A {iber Grassmann-Felder fiir Gleichung (A.51) vorgefiihrt haben. Fiir
die grokanonische Zustandssumme erhalten wir dann eine Darstellung, bei der lediglich die
Funktionalintegrale iiber die bosonischen Hilfsfelder auftreten:

z = ]fzm* ?{DA exp (—%A[A*,A]) | (2.13)

mit einer Wirkung der Form:

h
A[A*Y Al = %/0 dT/deA*(X,T)A(X,T) — Splogg '[A* A (2.14)

Hierbei ist ¢ definiert als ¢ = gd.

Man beachte, dal der Spurlogarithmus in (2.14) nur noch von g~!(x, 7) abhiingt. Nach den
Ergebnissen aus Anhang A ist der Spurlogarithmus zunichst iiber das gesamte G~'(x, 7)
zu berechnen. Da aber der Differentialoperator geméf (2.11) in den d Feldern diagonal ist,
ist der Spurlogarithmus von G~1(x,7) die Summe der Spurlogarithmen iiber g~*(x, 7), also
wird das Ergebnis fiir ein einzelnes Feld d-mal aufaddiert.

Dies fiihrt zu dem bemerkenswertem Ergebnis, daf8 unsere resultierende Wirkung in (2.13)
mit d linear anwichst. Wenn also die Anzahl der Felder iiber alle Grenzen wichst, dann wird
auch unsere Wirkung beliebig grof}. Dies bedeutet, daf} in diesem Limes eine Sattelpunkts-
approximation der Funktionalintegrale iiber die Hilfsfelder A*(x, 7), A(x, 7) exakt wird (vgl.
Anhang B).
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2.3 Effektive Wirkung

Die Funktionalintegrale (2.13) iiber die bosonischen Felder fithren wir im Rahmen der Me-
thode der Hintergrundfelder aus [30]. Hierzu zerlegen wir die Hilfsfelder in Hintergrund- und
Fluktuationsbeitrige:

A(x,7) = Ao(x,7) 4+ 0A(x,7), A*(x,7) = Ajx,7)+ A*(x, 7). (2.15)

Dies fiihrt auf eine funktionale Taylor-Entwicklung der Wirkung A[A* A] um die Hinter-
grundsfelder Aj(x,7), Ao(x,7):

AN A] = AJAL Aol + AD[SA* 6A] + AP [SA* SA] + ..., (2.16)
wobei
SA[AL, Aol
MSA* — D AV N
AD[GA* §A] / dT/d HE**:* SAT e ) m (x,7) (2.17)

linear in den Fluktuationsfeldern ist. Analog dazu ist die zweite Ordnung der funktionalen
Taylor-Entwicklung definiert:

O[sA, 5] - o)
A[AS, Ag]
Pa’ b 0, 20 A Kl I
- R \ |
NZ/ dT /d / dT/d 5A“ (x' T)5A)\(X 7)5 (x, 7)OA" (X', ')

A=k ko

Die hierbei auftretenden Funktionalableitungen der Wirkung (2.14) lauten:

SANG A 1 5Splog g~ [A%, Ao]
N _ 2.1
) 5T T T A ) (219
6A[A37 AO] 1 6Sp10g gil [Aga A0]
— = = ZA! — 2.2
Ao (x,7) g (%, 7) Ao (x,7) (2:20)
52A[A31 A0] - _ 528p10g g_l[ASa AO] (2 21)
A (X!, T)OAL(x,T) A (X!, T)OAL(x,T) ’
02 A[AG, A] L ) *Splog g~ '[AF, Ao
- = _ —x") — ’ 2.22
SAS (X!, 7)Ao (%, T) §5 (T = 7)o(x —x) SAS (X!, T) A (x,7) ( )
02 A[AG, Ag] ) / n_ 0°Splogg '[Af, Ag]
Ao (x!, T)OAL(x, T) N 56 (T = 7)ox —x) - A (x!, T)OAL(x,T) (2:23)
52A[A67 AO] — _ 528p10g g_l [A37 AO] (2 24)

A (X!, 7)) A (%, T) Ay (X!, T)0A¢(x,T)
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und der periodisch repetierten Delta-Funktion:

S (r—1) = f §(t — 7"+ mhp) (2.25)

m=—0Q

Beim Einsetzen von (2.16) in die grolkanonische Zustandssumme (2.13) darf man im Rahmen
der Hintergrundfeld-Methode die Beitréige (2.17) nicht beriicksichtigen, die in den Fluktua-
tionsfeldern JA*(x,7), 0A(x, 7) linear sind [30] Dadurch erhalten wir:

Z =exp <—%A[A’5,AO]> ]fpm*]fpmexp l—% (APD[SA*, 6A]+...)|. (2:26)

Fiir die effektive Wirkung

1

Verr[Ag, Do) = W InZ (2.27)

ergibt sich dadurch die Schleifenentwicklung
VerlA5, Aol = VAL Aol + VRIAL A+ ..., (2.28)

mit:
(0)[ o * TN

Veﬁ' [AO’AO] = %A[Am AO]? (229)
YU[AL A = _% In [ f{ DoA* ]{ DIA exp <—%A(2) [(w,(m])] L (230)

In der Hintergrundfeld-Methode werden die Felder Af(x,7), Ag(x,7) durch die funktionale
Extremalisierung der effektiven Wirkung Veg[A§, Ag] bestimmt:

5V[A87 AU]
IAS(x,7)

5V[A31 AO]

O A )

0. (2.31)

2.4 Molekularfeldniherung

In der Molekularfeldn&herung wird die Schleifenentwicklung (2.28) schon nach der nullten
Ordnung, dem sogenanntem Baumgraphen-Niveau, abgebrochen:
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Verr[Af, Ao] =~ [AS, Ay). (2.32)
Einsetzen von (2.14), (2.29), (2.32) in (2.31) fiihrt auf die sogenannten Molekularfeldglei-
chungen fiir Aj(x,7), Ag(x, 7). Hierzu ist nach (2.19), (2.20) der Spurlogarithmus

Splog g ! = (2.33)

hln {fwj]fzw; y{Dm]{D@bT exp <—%A[¢I,¢?,¢¢,wT,AS,Ao]> }

mit der Wirkung

AT, 03, aby, o, A5, D] = (2.34)

o .
h3 he+H—p  —A(x,7) ¥ (x,T)
dr [ dPx (¢7(x,7),r(x,7)) | 07 ( o )
/0 / (] * ) Az 7) h%—ﬁ-ﬁ-u Pi(x,7)

nach den Hintergrundfeldern Af(x, 7), A¢(x, 7) funktional zu differenzieren und wir erhalten:

1

;AO x,7) — (¢, (x, 7)1 (x,7)) = 0, (2.35)

1

gA — (Yi(x, Tl (x,7)) = 0. (2.36)
Hierbei treten die Erwartungswerte

§ DY} § D § Dby § Dby @ exp { — A}, 05,1y, by, AS, Ao /R }
$ DY} § DY; § Dy § Dy exp { A}, 05,1y, by, Af, Aol /h}

auf. Um die Teilchenzahl zu bestimmen, differenzieren wir das effektive Potential nach dem
chemischen Potential:

(o)

(2.37)

 Mer[Ag, A

N =
o

. (2.38)
B,V

Wir werten diese Teilchenzahlgleichung wieder nur fiir das Baumgraphen-Niveau (2.32) aus
und erhalten mit Hilfe von (2.14), (2.29), (2.33) und (2.34):

- 5 s /w dT/dD (%, 7)o (%, 7)) . (2.39)

o=t
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2.4.1 Erzeugendes Funktional

Jetzt stellt sich die Aufgabe, die in (2.35), (2.36) und (2.39) auftretenden Korrelations-
funktionen zu berechnen. Dazu fiihren wir Grassmann-Stromfelder j%(x,7), j,(x,7) ein, die
linear an die Grassmann-Felder ¢*(x, 7), ¢, (x,7) mit o =1, ] koppeln, und betrachten das
erzeugende Funktional:

273 = ¢ vt § Do § Doy § Doy exp{ AL, 05, by, b, A, A

hs
——/ dT/dD > W ) o (x,7) 4 ja(x, T (x, T)]}- (2.40)

o=t{

Die Korrelationsfunktionen ergeben sich dann durch Funktionalableitungen nach den Strom-
feldern:

§*=0

1 R*6 Z[j", j]
Z[_]*,_]] 5]6)\* (X”, T")(Sjg* (X’, 7./)

(vp(x, T (x", ")) = (2.41)

j=0

fiir ,0 € {1,1} und x, A € {x,**}. Mit Hilfe der 2-komponentigen Stromfelder

H(x. 1) — J(x,7) T: (%, 7), Jr(x, T
fon = (HD) = Gien.ien) (2.42)

erhalten wir fiir das Gaufische Funktionalintegral (2.40):

Z[jil = Z[jF=0,j=0 (2.43)

hB hB
X exp <h2/ dT/ dT"/dD '/de" jT( Jg(x', %", T )J(x",7’")>.

Dabei bestimmt sich die Greensche Funktion

N ] gll(xlaTl;X”aT”) gl?(xlaTl;X”aT”)
; = 2.44
g(X,T,X T ) < g21(X',TI'X”,T” x ( )

als funktionales Inverses des Differentialoperators

g’;*l(x, rx", ") = =5(r—7")0(x — x")gfl(x, ), (2.45)
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d.h. es gilt

hg
/ dT"/de" g N x, X", gx", "%, 7)) = 69 —7)é(x —x)E. (2.46)
0
Dabei stellt

5 (r -7 = f (=1)"6(1 — 7' + mhp) (2.47)

m=—0oo

die antiperiodisch repetierte Delta-Funktion dar, die die Matsubara-Zerlegung

1 X :
§@(r —7) = W5 > erientr=r) (2.48)

m=—0Q

besitzt. Hierbei bezeichnen die w,, die fermionischen Matsubara-Frequenzen, die die Anti-
periodizitdtsbedingung an die Grassmann-Felder sicherstellen.

o — (th—; )m (2.49)

Die in (2.35), (2.36) und (2.39) auftretenden Auto-Korrelationsfunktionen berechnen sich
dann mit Hilfe der Greensche Funktionen (2.44) unter Beriicksichtigung der Zeitordnung:

(i) = limgu(xmx,7), (2:50)
(U (x, T)r(x,7)) = lim g1 (x, 73 %, 7), (2.51)
(Wil i, 7)) = limen(x,7x,7), (2.52)
(r(x, )b (%, 7)) = lim g (x, 7%, 7). (2.53)

2.4.2 Homogenes System

In diesem Abschnitt betrachten wir ein homogenes Fermi-Gas von Spin-1/2-Teilchen, so daf}
das Potential V' (x) verschwindet. Die daraus resultierende Homogenitét des Gesamtsystems
beziiglich des Ortes x und der Imaginérzeit 7 iibertrigt sich auf die Hintergrundfelder, da
diese dann als konstant angenommen werden kénnen:
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Aj(x, 1) = Ay, Ag(x,7) = A, (2.54)

Daher 148t sich sowohl die Greensche Funktion g(x, 7;x’, 7) als auch der Differentialoperator
g7 '(x,7;x/,7') einer Fourier-Matsubara-Transformation unterwerfen:

+o00
]. N ! N !
g(x,mx, 1) = Z (ZW)D/deeMm(TT)elk(xx)g(k,m), (2.55)
+oo 1 . .
glx, X, 1) = Z (ZW)D/deeWm(TT')elk(xx')gl(k,m). (2.56)

Damit reduziert sich die Identitét (2.46) unter Beriicksichtigung von (2.12), (2.45) und (2.54)
auf:

—ilhwy, + E(k) — p AN - 1
( —A§ —ihw, — E(k) + p ) glk,m) = G- (2.57)

Die Fourier-Matsubara-Transformierte der Greenschen Funktion ergibt sich dann zu:

< iliom + B(K) — —A, )
7 A iliwm — E(k) + 1
Blom) = TGN+ Wl + (B -] (25%)

Die Pole dieser Greenschen Funktion besitzen zudem eine physikalische Deutung. An die-
sen Stellen verschwindet der Nenner unserer Greenschen Funktion, dann liest man aber
gerade das Einteilchenanregungsspektrum ab. Wobei das Hintergrundfeld eine Energieliicke
darstellt, das also eine Mindestenergie aufgebracht werden muf}; um die Teilchen in einen
angeregten Zustand zu bringen. Einsetzen von (2.58) in (2.55) fiihrt auf Matsubara-Reihen,
die von der folgenden Form sind:

+o0 W T
e m
si(b,7) = Z bt h2w2 (2.59)
X —ihwpeenT
Sg(b, 7') = Z W . (260)

Um diese beiden Reihen aufzusummieren benétigen wir die Fourier-Entwicklung der Kamm-
Funktion. Aufgrund der Periodizitéit dieser Funktion, 148t sich diese in eine Fourier-Reihe
entwickeln
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+00 +o0o
Y dw-m) = Y aem (2.61)

m=—o0 n=—oo

mit den Fourier-Koeffizienten

oo 41/2 _ +1/2 ,
a, = Z/ dz 6(z — m)e*™ = / drd(z)e”™ = 1. (2.62)

1/2 —-1/2

m=—0Q

Wir erhalten nun die folgende niitzliche Distributionen-Identitét:

+00 +oo
Z dy—m) = Z e 2l (2.63)

Fiir die fermionischen Matsubara-Frequenzen (2.49) ist m = (hfw,, — ) /2w, so daf sich aus
der Distributionen-Identitét (2.63) die Poissonsche Summenformel fiir Fermionen ergibt:

+00 +00 +o0
Z flwm) = Z %/ dw f(w)e "hPwitnmL (2.64)

Also hat die Reihe (2.59) die Darstellung:

B +oo . +00 _e—in@(ﬁ—T/h)

Das dabei auftretende w-Integral ist mit Hilfe des Residuen-Satzes berechenbar, und wir
erhalten:

s1(b,7) = 2Lf/l; Z exp (—%Emﬁn—ﬂ). (2.66)

Diese Reihe ist unter der Nebenbedingung 7 € [0, /5] auszuwerten, wobei die Summanden
n=20,n <0 und n > 0 getrennt zu behandeln sind:

s1(b,7) = ZL{GXP [—ghﬂ

+exp <g(7 — nhf3) ] : (2.67)
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Dabei lassen sich beide Reihen iiber die geometrischen Reihe berechnen, und wir erhalten
insgesamt:

[ sinh [% (|T| — %)]

sl = — () (2.68)
so(b,7) = —hasla(i”). (2.69)

Fiir die Reihe (2.60) haben wir (2.59) zu differenzieren, so daB} sich sy(b, 7) aus (2.68) be-
rechnen 1483t:

~ Bcosh [‘/75 (|7'| — %)]
7| 2 cosh (67‘/5)

sa(b,7) = (2.70)

Die aus (2.55) und (2.58) folgende Greensche Funktion stellen wir nun mit Hilfe der in (2.68),
(2.70) berechneten Matsubara-Reihen (2.59), (2.60) folgendermafien dar:

< gll(ka T — 7-,) gl? (k’ T — T,) >
D g1l —7) gulhT—1) k(x—x')

5 x, 1) = L
g(x, 7%, 1) 2(2m)P / cosh <§\/A3A0 + (B(k) — M)2)

(2.71)

Hierbei sind die einzelnen Funktionen g;;(k, 7) gegeben durch:

- AjAo + (E(k) — p)? h
gn(k;m—1) |:_;|cosh VA 0+7(i (k) — ) <|T—T'|—7ﬁ ]
B0 i g [ VRS (R = (- ,|_@>'
VARt (B —p? | h 2 )|
e -A VAR (B - w)? _@)'
Bkt —1) = \/A3A0+(E(k)—u)28mh > T — 7 5 ,

go(k;7—7) = sinh

gk —7) = |:__T7;| cosh VAR + i(_lE(k) w? <|7’ — 7' = ? ]
EXk)—pu VAN + (B(k) — p)?
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Nun bilden wir die Autokorrelationsfunktionen:

g(X, TIX, 7_/) _ ( <77/}¢(X7 T)lbi (Xv 7-)> <77/}¢(X7 T)¢T(Xv 7-)> > (2‘72)

unter Beriicksichtigung der Zeitordnung geméfl

g(x,m;x,7) = limg(x,7;x,7") (2.73)

T'lr

und erhalten

< g1 (k, A5, Ag) gk, Af, Ag) >
1 / D g?l (k7 AS) AO) g??(ka AS) AO)

Hierbei stellen sich die Matrixelementen dar, als:
gk, A5, Ag) = VAN + (E(k) — p)?
- (B0 - )tk (5 VB3 T BR 7). (27
galle, 85, 80) = Sotanh (5 /ES0+ (BR -~ 7). 270
go1(k, Aj, Ag) = Ajtanh (g\/ASAO + (E(k) — u)2> , (2.77)
g20(k, Aj, Ag) = \/AEAO + (E(k) — p)?
+ (E(k) — p) tanh <§\/A’5Ag + (E(k) — u)2> : (2.78)

Damit verfiigen wir durch die Gleichungen (2.35), (2.36) iiber Bestimmungsgleichungen fiir
die Hintergrundfelder Aj, Ay wobei wir die Definition g = gd zu beriicksichtigen haben. Wir
erhalten entweder

1 d /de tanh(%x/ASAoJr(E(k) —M)Z)

N VA + (B(K) — p)?

. ST (2.79)

oder
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Spin-1/2-Teilchen

A = 0 = A, (2.80)

AuBerdem ist geméf (2.39) die Teilchendichte n = N/V festgelegt durch

d

v g [erEg ™ (3238 + (P — )

VA0 + (B — i)

(2.81)

Damit haben wir fiir unser physikalisches Modellsystem zwei Phasen gefunden. In der einen
Phase verschwinden die Hintergrundfelder A}, A,, so daB (2.80), (2.81) die Temperatu-
rabhéngigkeit des chemischen Potentials beschreibt. In der anderen Phase ist die Tempe-
raturabhéngigkeit der Hintergrundfelder und des chemischen Potentials p durch (2.79) und
(2.81) bestimmt. Das Hintergrundfeld ist unser Ordnungsparameter in dieser Phase. Er stellt
die Paarwellenfunktion des Fermi-Gases dar. Fiir schwache Kopplung beschreibt er also die
Bildung von Cooper-Paaren, wie in einem Tieftemperatursupraleiter.

2.4.3 Effektives Potential

Wir werden nun die Molekularfeldgleichung (2.79) und die Teilchendichte (2.81) auf eine
zweite Weise ableiten, um zu zeigen, daf3 das effektive Potential und die korrekte Berechnung
der effektive Wirkung im Rahmen dieser Theorie identische Ergebnisse liefern. Der Unter-
schied zwischen den beiden Rechnungen liegt in der Auswertung der effektiven Wirkung. Bei
der korrekten Auswertung der effektiven Wirkung miiflen wir die kompletten Greenschen
Funktionen mit erzeugenden Funktionalen herleiten, um diese dann auszuwerten. Bei dem
effektiven Potential haben wir nur die effektive Wirkung an den festen Hintergrundfeldern
auszuwerten, wobei diese dann nur noch als Variablen in der effektiven Wirkung auftauchen.
So daf3 wir den Spurlogarithmus direkt berechnen kénnen. Hierzu berechnen wir das effektive
Potential als Baumgraphen-Niveau (2.29), (2.32) mit (2.14) unter der Beriicksichtigung der
Homogenitét des Systems. Aufgrund der Hintergrundfelder (2.54) erhalten wir:

Vv 1
Vet (A, Ag] = ;AﬁAO — BSplogg’l (AG, A) (2.82)

mit einem Differentialoperator (2.12), (2.45) der Form:

0 >
——1 1t 1 ! li E_;_WA_’M _AO
g (x,m;x, ") = 7—7]6(7'—7)6(x—x) d - (2.83)

Der Spurlogarithmus dieses Differentialoperators ist nun definiert als
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Splog g~ (A, Ag) = DZ Z /de ln)\km, (2.84)

j=1 m=—o0

wobei sich die Eigenwerte )\ ., durch die Losung des Eigenwertproblems

hB (4) rot ) (4)
/ dT’/dD:r' g Hx, ;%7 wb—')"m(xlﬁl) = A9 w%]’.l)"m(x’ 7) (2.85)
0 Uik (X5 T') ’ Yk (X, 7)
ergeben. Aus (2.83) lesen wir unmittelbar ab:

)\(1) . )\(2)

k,m k,m

= — [B%2, + (B(k) — p)? + AyA ] (2.86)

so daf sich das effektive Potential (2.82) ergibt zu

v Vd X
ot = —AjAg— —— Dl In (=R%w? — (BE(k) — p)? — ArA,) . (2.
Vi = A /3<27r>Dm_Zoo/d“( P2, — (B() — p)? = Agy) - (2.87)

Nun berechnen wir die Matsubara-Summe mit Hilfe der Identitéit

+00 00
> In(-Fuwl—b) = Y [In(Kw? +Db)+ir] (2.88)
m=—oo . m=—oo N .
= ) In(Rw? +0b) +ir <1+221> = ) In(Rw? +b) +im (1+2((0)) .
m=—00 m=1 m=—00

Da fiir die Zeta-Funktion gilt ((0) = —1/2 [31, S. 1102], verschwindet der Imaginérteil der
Matsubara-Summe. Wir erhalten schliellich:

. V . 2¢gd
Vé?f)[AoaAO] = ?{AUAO (or / d"k Z —ln [W*w?, +b]} (2.89)

2.4.4 Matsubara-Reihe

Wir zeigen nun, daf die Auswertung der Matsubara-Reihe (2.89) auf das folgende Ergebnis
fiihrt:
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Vé?f) [AG, Ag] = % {ASAU — % /deln [2 cosh <§\/l;>] } ) (2.90)

Dazu wenden wir die Poissonsche Formel fiir Fermionen (2.64) an

1 s oo
s3(b) = Z In (h*w?, + b) Z / dv In (R°v* +b) e™™P". (2.91)

m=—0oo n=—oo

Das Integral (2.91) 148t sich dadurch berechnen, daf wir

d
—— (a™ = Ina 2.92
| (200
und die Schwinger-Identitét [31, S.884]
1 o¢]
a? = —/ di kY te ™y >0 (2.93)
T'(y) Jo

verwenden:

1 d +00 einﬂ' o0 +00
Dy = — — d y—1 nEl%/ d —v2k—ivfn 2.94
s3(b) I dy [Z F(y)/g kKkY e N ve (2.94)
n=-—o0o y=0
Die Auswertung des GauB3-Integrales ergibt
]_ d ]_ /oo _3 b o . 771252
s3(b) = — dr kY 2e ™ [ 142 e"Te  in , 2.95
0 = 1725 | | [rageme )] e
und das Integral aus Gleichung (2.95) findet sich in [31, S. 360]:
1 d|T(y—3), .1
b) = —= — 22 (b)>7Y
LS (B2) ki (1) -
+— e | —— _1(np 2.96
()
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Hierbei bezeichnet K, (z) die modifizierte Bessel-Funktion mit der Eigenschaft:

Koi(z) = /e, (2.97)

Bei der Differentiation von Gleichung (2.96) ist zu beachten, daf§ alle Faktoren bis auf die
Gamma-Funktion I'(y) an der Stelle y = 0 beschrinkt sind. Da die Gamma-Funktion die
Laurent-Entwicklung [31, S.885]

1 o0
M) = > cperyt (2.98)
k=0

besitzt, ergibt sich aus (2.96)

(2.99)

nf

1 > enBVb
ss(h) = —5 [\/5—22(_1)n ]

so dafl wir insgesamt erhalten

s3(b) = —%ln [2(zosh (%VE)] . (2.100)

2.5 Molekularfeld-Gleichungen

Die effektive Wirkung (2.90) wird nun beziiglich Ay und A§ extremalisiert.In (2.90) tritt
nur das Produkt AjA, auf, d.h. eine Ableitung nach A} ist dasselbe wie nach AjA, zu
differenzieren und dann mit Ay zu multiplizieren:

(0) (0) (0) (0)
Ve _ Aoavieﬂ, A A;;avieﬂ. (2.101)
0AG O(A5A) 0A 9(A5A)

Dadurch erhalten wir den trivialen Sattelpunkt (2.80) und die Molekularfeldgleichungen
(2.79) werten wir die effektive Wirkung am Extremum Af, A aus, so erhalten wir die gro$-
kanonische freie Energie. Die Teilchendichte ergibt sich aus der Thermodynamik geméf:

1 (v
n = —=
V\ ou

Einsetzen von (2.90) in (2.102) reproduziert schlieflich (2.81).

(2.102)

ﬁ!V
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2.5.1 Molekularfeldgleichungen in einheitenloser Darstellung

Die beiden Integrale (2.79) und (2.81) sind UV-divergent, d.h. sie konvergieren nicht, solan-
ge nicht der Beitrag der kleinen Wellenldngen abgezogen wird. Dazu subtrahieren wir die
fiithrende Ordnung der Integranden im Limes |k| — oo und erhalten

L D tanh<§\/A’5A0+(E(k)—u)2) .

;= ] VAATEm o Ew )
4, tanh (/A58 + (B(K) — 1)?)

"= G / k|1 00 - e (2.104)

Nun kénnen wir beginnen, die beiden Integrale explizit auszuwerten. Die k-Abhéngigkeit der
Energie ist in unserem Fall aufgrund des fehlenden dufleren Potential, die der freien Teil-
chen: F(k) = h?k?/2m. Somit sind die beide Integrale im k-Raum kugelsymmetrisch. Durch
den Koordinatenwechsel und eine anschliefende Substitution fiihren wir das D-dimensionale
Integral auf ein eindimensionales Energie-Integral zuriickzufiihren. Wir erhalten erst einen
zusitzlichen Faktor £P~! im Integranden und multiplizieren die Gleichungen einfach mit der
D-dimensionalen Kugeloberfliiche Op = 2,/7" /T'(D/2), die der Integration iiber die Winkel
entstammt.

Als zweiten Schritt substituieren wir in den Integralen k durch eine neue Variable € mit
k% = €2m/h?:

1 \/TD /oo . tanh (g\/AEAO + (6 — u)2>
= 6 J—
2U'(3) V 2nh? g VA A+ (F— p)?

Fiir die Teilchenzahlgleichung erhélt man:

A=

Vel (2.105)

TR

d o e . . tanh g\/A3A0+(€—u)2 bos
n o= T%)’/%W /0 de [1- (- p) \</A3A0+(€M)2 ) V&2 (2.106)

Die Gleichungen (2.105) und (2.106) bringen wir auf natiirliche Einheiten, in dem wir
€, 1, B, A und Ay durch die Fermi-Energie ez teilen, und definieren:

— B ~ A* - A
€ = i; /1 = ﬂa B = eFﬁa AS = 07 A0 = _0 (2107)
€R €R €F €F
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Dann erhalten wir mit der Fermi-Energie:

2/D

(2.108)

und fiir die Gleichungen (2.105), (2.106):

M| =

\/:D—Q
€

N D e tanh (g\/A3A0+(€—ﬂ)2>
~ar(2) V2w /0 “ B

VAiBa+ (@ iy
o (g\/ASAU e ﬁ)2> Ve (2.100)
\/A;;AO + (€= 1)
T P e - tanh g\/ASAO + (6 fi)? s
t \é(_%)d\/; /0 de [ 1—(€—p) \</A’5A0+(€ﬂ)2 > Ve
tanh <§\/A3A0 + (€ - ﬂ)2>

\/AEAO + (€ — )

Q| =

kD72 00
L _m
Vir wr(2) Jo

Ay =

N (2.110)

Dd [>
- ”—/ dé | 1- (¢-p)
4 Jo

Diese beiden Gleichungen wollen wir nun fiir die physikalischen Felder in drei Dimensionen
auswerten. Dazu haben wir erstens d = 1 und D = 3 zu setzen, sowie eine Beziehung
zwischen der Kopplungskonstanten und der Streuléige a; zu nutzen, denn a, = —mg/4mh?.
Das negative Vorzeichen kommt aufgrund unserer Vorzeichenwahl der Kopplungskonstanten
zustande, wir haben ja fiir attraktive Wechselwirkungen positives Vorzeichen gefordert. Das
tiberfiihrt die Gleichungen (2.109), (2.110) in:

) tanh <§_\/ABAO +(6- /1)2> Y .111)

VAR + (- i) |
-  tanh <§\/A3A0 + (- ﬁ)2>
B /0 e \/A3A0+(€—ﬂ)2

Ay =

1 1 [
- [
askF ™ 0

Q| W~

Ve (2.112)

Nun substituieren wir erneut:
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. _ B, 5 ; o Ba X
26 2/11 9 ) 9 05 ( 3)
so daB sich fiir die Gleichungen (2.111) und (2.112) ergibt
1 tanh (/A§Ag + (e — p)?
1 ( 7 ) Ve (2.114)
VAGA) + (e - )
(2.115)

tanh (\/ASA[) + (e — ﬂ)Q)
VEkreom )V

2aij N \/—1275/0
Vi = 2 [T i)

Diese Integrale sind gleichzeitig auszuwerten, das ist aber nur noch in speziellen Féllen

moglich.
2.5.2 Kritische Temperatur fiir schwache Wechselwirkung

Wir betrachten als erstes den trivialen Sattelpunkt Af = 0, Ay = 0. Dort verschwinden die
Wurzelausdriicke in den hyperbolischen Funktionen der Gleichungen (2.114), (2.115), dabei

hat man Gleichung (2.114) um den Term
(2.116)

/ de\/gtanh(e—u)
0 €

zu erginzen und die Terme, die tanh(e — i) enthalten, partiell zu integriert. Damit ergeben

sich die folgenden Gleichungen
- 1 o

ot — |2 de —5——
} 2 [ /0 cosh?(e — [i)

T JEEO {\/% [1 —tanh(e — p)]_,

=i

(2.117)

Ve . (2.118)

2CLS]€F
> tanh(e — f)

—p | de -
0 Vele— )
82 = lim {\/5\/53 [1 —tanh(e — )]y ¢ + \/_/ de—_
w00 cosh?(e — [i)
Die ausintegrierten Anteile verschwinden bei der Limesbildung, damit haben wir nur noch
die verbleibenden Integrale zu berechnen. Der letzte Summand in (2.117) ist ebenfalls partiell
zu integrieren, wobei wir uns die Heavyside-Funktion definieren als:
1 ;9y>0
) = ’ . 2.119
) { 0 ; sonst ( )
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Nach Ausfiihrung der Integration erhalten wir:

- 5 < \/W[ arctan( ﬁ)—i—ﬁ ln“[ﬁf]
il

2askp cosh?(e — [i)

+ 70(—i) 5 (2.120)

In Gleichung (2.120) substituieren wir € = |fi|x und @ = fi/|f|, so schreibt sich (2.120) um
zZu:

T [L NG 1w > . arctan ()
daskr \/ {'“'/ T ol ==y P )/ o2 [z + 1)

+ (- =) |/ In|yz +1] |u|/ In |z — 1] }
2 . cosh2 [|f](x —1)] cosh2 [|f](x —1)]

Fiir Gleichung (2.118) ergibt sich:

3

\ﬁ VayIial / dz —— Ve . (2.121)

cosh”[||(z — @)]

Diese Integrale werden nun von uns weiter ausgewertet, indem wir annehmen, daf§ || > 1
ist, was eine Forderung an die Temperatur darstellt. Die Temperatur des betrachteten Fermi-
Gases muf} klein gegen die Fermi-Temperatur sein. Das bedeutet, dafl sich fast alle Teilchen
im Grundzustand befinden, so daf} eine Anwendung der Molekularfeldgleichungen durchaus
gerechtfertigt ist. Dann kann man die Dirac-Familieneigenschaft der Integranden iiber den
hyperbolischen Kosinus nutzen, denn fiir grofie || konvergiert

I 1
2 cosh® [|jil(z — )]

(2.122)

gegen die Diracsche Delta-Distribution d(z — =@). Damit bestimmt sich § und 7/2askpr im
Fall i > 0 zu:

\ﬁg - V2r (2.123)

2]l 1 + tanh x Y |
T i{z—zlnz—lwlnu]Jr—/ dny'}
2a.kp 5 2 2J)_z 7 cosh® |yl

Iny

+00
~ 2—21n2—1nu+/ dy 5
0 cosh” y

= 2—-2In2—-Inpg+lnrtr—2In2-C, (2.124)
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Tait/Tr
1 |
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++++++ analytisches Resultat

numerisches Resultat

Abbildung 2.1: Abhéngigkeit der kritischen Temperatur von der s-Wellenstreulidnge (ver-
schwindendes Molekularfeld).

wobei C die Eulersche Konstante, mit dem Zahlenwert C' = 0,577215... ist, und man das
Integral in [31, S. 895, S. 574] findet. Aus der Gleichung (2.123) erhélt man die Bedingung
B > fBr, und damit eine verniinftige Losung fiir das chemische Potential, ndmlich y = €p.
Die Gleichung (2.124) liefert uns nach der Exponentenbildung die Temperatur:

br 8e2ecexp< i ) (2.125)

ﬁkrit ; 2@5 kF

Somit erhalten wir fiir unsere analytische Approximation der Temperatur die gepunktete
Kurve in Abb. 2.1. Diese Temperatur ist die kritische, der BCS-Theorie der Supraleitung.
An dieser Temperatur findet ein Phaseniibergang statt, von der normalleitenden zur supra-
leitenden Phase, in der sich Cooper-Paare bilden.
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2.5.3 Kritische Temperatur im Grenzfall starker Kopplung

Nun betrachten wir den anderen Fall des negativen chemischen Potentials fi < 0, und erhalten
fiir die Streuléinge as aus Gleichung (2.120):

™ Rk
= ——. 2.126
2askp 5 2 ( )

Die Integrale {iber den hyperbolischen Kosinus verschwinden, weil sie gegen die Diracsche
Delta-Distribution konvergieren, aber der Integrationsbereich lduft lediglich iiber die positi-
ve, reelle Achsen. Daraus folgt nach den Riicksubstitutionen die Bestimmungsgleichung des
chemischen Potentials:

h? Ep
- _ = =2 2.127
. 2ma? 2’ ( )

wobei wiederum || > 1 zu fordern ist. Dabei beschreibt Fp die Bindungsenergie der Mo-
lekiile. Bei Resonanzstreuung héngt fiir grofle positive Streuléingen die Bindungsenergie mit
der Streulinge zusammen iiber die Gleichung: h?/ma?.

Aus der Teilchenzahlgleichung ermittelt man die Temperatur, indem der Nenner von (2.121)
als geometrische Reihe entwickelt wird

Ji - —mé—n”n /Ooodxﬁ?’e?"(“'ﬁ’ =t @ Goja (—e™) . (2.128)

mit der polylogarithmischen Funktion:

| I
S

. (2.129)

Glz) = Y

S

Nimmt man bei der Reihe nur den ersten Term mit und logarithmiert die sich daraus erge-
bende Gleichung, erhilt man mit m = §|/i| die genéherte Losung:

m+;lnm = In <¥|ﬁ|3/2> : (2.130)

die unter der Bedingung, dafl das der Betrag des chemischen Potentials grofl gegen die Fermi-
Energie ist, giiltig ist |u| > €. VernachliBigt man den Logarithmus gegeniiber dem linearen



2.5. MOLEKULARFELD-GLEICHUNGEN 33

p/er

-2 -1 T 1 2

et 1 1 1 1 1 1 | 1 | I N SN [N I [ IS [N [N S S —

. 1/l{;Fas

(1) BCS-Approximation i
(2) BK-Approximation

Abbildung 2.2: Abhéngigkeit des chemischen Potentials von der s-Wellenstreuldnge an der
kritischen Temperatur.

Glied, so ist die Temperatur unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.127) nidherungsweise
bestimmt durch:

gt = - [¥ (%)3/1 (2.131)

Abb. 2.2 zeigt, dafl das chemische Potential gut durch die beiden Grenzfille der Molekular-
feldapproximation charakterisiert wird. Obwohl das Ergebnis (2.131) aber nur beschreibt,

daf} sich eine Mischung zweier idealer Gase im Gleichgewicht der Reaktion fiir die Paarung
und den Zerfall zu zweiatomigen Molekiilen befindet, wobei die kritische Temperatur der
Temperatur entspricht, fiir die freie Bosonen kondensieren, was wir in den folgenden Rech-
nungen zeigen werden. Die chemischen Potentiale der beiden Gase sind dann bestimmt zu:



34 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDNAHERUNG

e = go+ RTIny, (2.132)
m = gm+ RTInx,,. (2.133)

Im Gleichgewicht der Reaktion gilt fiir die chemischen Potentiale p,, = 2p,. Mit den molaren
Gibbschen Potentialen ¢,,g,, und dem Molenbruch

n;
;= — . 2.134
X T ( )

Die molaren Gibbschen Potentiale beziehen sich auf 1 Mol des jeweiligen, reinen Gases [32, S.
712]. Die Gleichungen (2.132) und (2.133) stellen wir mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingung
nach der Temperatur um:

kB 2ga_gm
kgT = ———Fi———=. 2.135
= (2:439)
n 2
Xa

(0)

i .

Die Gibbs-Duhem-Relation wenden wir auf die molaren Gibbschen Potentiale an g; = Nap
Wir benutzen Gleichung (2.134) und erhalten dann fiir die Temperatur:

2 - Mm
kpT = ‘r—H . (2.136)
21n {n_m 1 &]
Ng Ny

Das chemische Potential der molekularen Bosonen an der Ubergangstemperatur zum Kon-
densat entspricht gerade der Bindungsenergie der Molekiile u,(g) = —FEg. Fiir die Teilchen-

dichte an dieser Temperatur gilt

BV
" e VksT (2.137)

mit der Riemannschen Zeta-Funktion, die {iber den Polylogaritmus (2.129) definiert ist zu
C(k) = (k(1). Aus Gleichung (2.108) ergibt sich als atomare Teilchendichte,

3
Vv2m 3/2

3r2h3 ‘r

Ne = (2.138)

sowie aus den letzten beiden Gleichung das Verhiltnis zu:
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3 3
Nm 3 3 ™ k371 3 3 ™ <EB
— = (= —/— = =(|= 1/ - 2.139
Ng 2C<2> \/g €p 2C<2> \/g 26F ( )
Die letzte Naherung ergibt sich aus (2.136) unter Vernachldssigung des atomaren chemischen
Potentials, d.h. die Zahl der fermionischen Atome ist gering im Verhéltnis zu den Molekiilen,

was bei groflen Kopplungsstéirken sicher gerechtfertigt ist. Diese Ndherung nehmen wir eben-
falls fiir die weitere Auswertung von (2.136) an.

Auflerdem haben wir den Beitrag des Logarithmus nicht berticksichtigt. Dies ist aber insofern
moglich, da wir unser Ergebnis nur in diesen Logarithmus wieder einsetzen. Wir erhalten

dann fiir die Temperatur aus u,&?’ = —Fp und Gleichung (2.139)

E
B~ B (2.140)

3/27
W OVGE) ]
2 2 2 \ 2¢p

was mit unserem Ergebnis (2.131) sehr gut iibereinstimmt.

2.5.4 Auswertung am absoluten Temperaturnullpunkt

Nun betrachten wir die Liicken- und die Teilchenzahlgleichung fiir verschwindende Tempe-
ratur  — oo, so dafl die Ausgangsgleichungen (2.111), (2.112) sich darstellen als:

Gy kF

[ i_ ! Ve, (2.141)
[ofi-

%: / de [1- </ VE (2.142)
0

In diesen beiden Gleichungen substituieren wir € = x4/ 1? + ASAO so dafl sich die Gleichun-
gen (2.141), (2.142) schreiben lassen als

T WS~ = I 1 T
= ARy 2| dr——[1— : 2.143

askp 020 T H 0 VT ( Va2 —2tx+1> ( )
— 3 0o —

— {/AA +~2/ da x<1— a ) 9.144
0So A 0 v V2 =2tz +1 ( )

mit der Bedingung |¢| < 1 an den Parameter ¢, der sich iiber Gleichung (2.144) definiert zu:

Q| v~
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t = 1 (2.145)

\/ASAO +/L2 .

Um diese Gleichungen einer Berechnungen weiter zugénglich zu machen, fiihren wir eine er-
neute Substitution durch: u = x++/x? — 2tz + 1, so dal wir aus unseren beiden Gleichungen
folgende erhalten:

= > 1— ut
T \/5{‘/A;;A0+ﬁ2/ du LB (2.146)
askF 1 \/u2 — h/ﬁ
1—12 /7 = e V-1
= \/ArA + 2 / du Y—— . (2.147)
V2 0 1 Vo

Nach einigen algebraischen Umformungen des Integranden und der Substitution v = v/u — 1,

Q| W~

haben wir unsere beiden Integrale eine Summe von Standardintegrale, wie sie in jeder Inte-
graltafel zu finden sind [31], reduziert:

T 3./~ =~ o 1 1—t t
= V2 {/ArA, + ~2/ dv — 2.148
askr e, V22 [Vl — VRl ( )
8 < e B 1 1—t?
Ve _ {‘/AgAg—i—[ﬂ/ dv - i
3 0 V22 [Vo2+ 11—t P41 —1¢
2t
. (2.149)
Vuz+1l—t

Die Auswertung der Integrale ergibt eine Losung in Abhéngigkeit vom Parameter ¢t und

der Wurzel \/A%A, + fi2. Damit sind unsere beiden verbleibenden GréBen, das chemische

() ()

1 2.4/x.5 . -
= Z\/ArAg + 2
askp ™ 0 0+Iu
1 1+t 1—t 1+t
; _tE< ;r>+ 2K< %) (2.151)
v AsAy + 22

Potential und das Molekularfeld, bestimmt zu

. (2.150)

Dabei sind die beiden Funktionen K(y) und E(y) vollstindige Elliptische Integrale der 1.
und 2. Gattung.

Um die durchgehenden Kurven in unseren Abbildungen Abb. 2.3, Abb. 2.4 zu zeichnen,
eliminieren wir die Wurzel in der Liicken-Gleichung mit Hilfe von (2.151) und nutzen die
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log /AsAg /€%
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Abbildung 2.3: Abhéngigkeit des Molekularfeldes von der s-Wellenstreuléinge fiir verschwin-
dende Temperatur.

Definition unseres Parameters . Dann erhalten wir die Streuléinge, das chemische Potential
und Molekularfeld als parameterabhéngige Funktionen:

o () K (F)
() (V)]

Ailt) = ! (2.153)

e () =k ()]

AiAo(t) = vi-t (2.154)

i (5) < i ()]

Die Grenzfillle der schwach und stark attraktiven Wechselwirkung ergeben sich aus den
Entwicklung der Gleichungen (2.152) bis (2.154) fiir ¢ — 1 und ¢ — —1. Im Fall schwacher
Attraktion entwickeln wir die Elliptischen Funktionen um die Stelle ¥y = 1 herum. Da dort
die erste Elliptische Funktion logarithmisch divergiert, nehmen wir nur den Beitrag der

(1) = % (2.152)
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Abbildung 2.4: Abhéngigkeit des chemischen Potentials von der s-Wellenstreulénge bei ver-
schwindender Temperatur.

niedrigsten Ordnung mit und erhalten aus den beiden Ausgangsgleichungen (2.150), (2.151):

U X €p, (2.155)

_ ™
VALA) =~ Sepe Zexp <2askp>' (2.156)

Das Ergebnis im Grenzfall starker Kopplung ergibt sich aus der Taylor-Entwicklung der
Ausgangsgleichungen, indem man die Entwicklung der inversen Funktion von (2.150) durch
Umkehrung der Taylor-Reihe berechnet, und diese dann in die parameterabhéingigen Dar-
stellungen (2.153) und (2.154) einsetzt. Damit sind chemisches Potential und Molekularfeld
bestimmt zu:

Q
|

_ 2
fi = (1 — gaik% +.. ) : (2.157)

— 16 1 17
AN, ~ — (11— —ak+ ... ). 2.158
V3ide = |3 (1 et ) (215
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In den Abb. 2.3 und Abb. 2.4 sind die Ergebnisse aus den Gleichungen (2.155), (2.156)
mit (1) numeriert. Die Gleichungen (2.157) und (2.158) hingegen mit der (2). Auch ist die
Proportionalitit des Molekularfeldes bei verschwindender Temperatur (2.156) zur kritischen
Temperatur bei verschwindendem Molekularfeld (2.125) aufféllig. Setzt man die Ergebnisse
zueinander in Verhéltnis so ergibt sich:

VALANT =0)B (AN =0) = me ¢ =~ 1,76. (2.159)

Mit exakt dem selben Wert fiir das Verhéltnis, wie in der BCS-Theorie der Supraleiter.
Wobei festzuhalten gilt, dafi das Ergebnis (2.125) lediglich eine Approximation der exakten
Losung der Molekularfeldgleichungen darstellt. Man vergleiche auch die beiden Abbildungen
2.2 und 2.4, die zeigen wie stabil das chemische Potential in dieser Naherung ist. Trotz der
unterschiedlichen Temperaturen werden die beiden Naherungen exakt reproduziert, und der
interpolierende Bereich sehr gut wiedergegeben.
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Kapitel 3
Feshbach-Resonanz

In diesem Kapitel betrachten wir ein wechselwirkendes atomares Gas, dessen Streuldnge
iiber die Hyperfeinstrukturwechselwirkung der dufleren Elektronen mit ihrem eigenen Kern
durch ein von Auflen vorgegebenen Magnetfeldes durchstimmbar ist. Der Zeemann-Effekt der
atomaren Spins ermdglicht die Variation der Energiedifferenz zwischen dem Streuzustand,
wenn die beiden Spins parallel angeordnet sind, und einem langlebigem molekiilihnlichem
Zustand bei antiparallelen Spins. Jedesmal, wenn die Energie der streuenden Teilchen der
Energie des langlebigen Zustandes entspricht, divergiert die Streuldinge, man spricht dann von
einer Feshbach-Resonanz. Diese ist erstmals fiir Bose-Kondensate in optischen Fallen 1998
von Ketterle et al. beobachtet worden [2]. Der Begriff geht zuriick auf H. Feshbach, der in zwei
Arbeiten ein Modell der Resonanz des totalen Streuquerschnittes bei Neutronenstreuung an
Atomkernen entwickelte [33,34].

3.1 Grundlagen

Die Wechselwirkung der Zwei-Teilchen-Resonanzstreuung wird in dieser Arbeit mittels Ka-
stenpotentialen angendhert, in diesem Abschnitt werden die Grundlagen und die wichtigsten
Ergebnisse dieses quantenmechanischen Modells prisentiert. Dabei gehen wir in unseren Be-
rechnung immer von zwei Teilchen mit identischer Masse aus, die im Schwerpunktsystem
beschrieben werden. Die abseparierte Losung fiir die Schwerpunktsbewegung bleibt aber
unberiicksichtigt, da sie ja lediglich eine ebene Welle darstellt.

3.1.1 Einfiihrung

Der Hamilton-Operator nimmt dann fiir die beiden identischen Teilchen in Ortsdarstellung
die folgende Form an:

N h?2
H = —%(Al + AQ) + V(I‘l, 1‘2) . (31)

41
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Nach den mechanischen Grundgesetzen kann die Zwei-Teilchen-Wechselwirkung nur abstand-
sabhéingig sein, d.h. das Potential verhilt sich gem& V' (rq,ry) = V(|r; — ro|). Durch Trans-
formation auf Relativ- und Schwerpunktskoordinaten erhalten wir aus dem Zwei-Teilchen-
Hamilton-Operator ein effektives Ein-Teilchen-Problem, mit der Festlegung der Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten zu:

miry + molo
r—=r€r) —1Tr9, r¢=—m——. (32)
mq + mo

Der urspriigliche Hamilton-Operator wird separiert

7:[ = ?:[S + ?:[rel (33)
in die Schwerpunktsbewegung
N h?
= ——A 3.4
HS Am SH ( )

und den effektiven Ein-Teilchen-Hamilton-Operator fiir den Relativabstand r

N h2
Hoa = ——A+V(r). (3.5)

Da die Wechselwirkung der Partikel nur abstandsabhéngig ist, reduziert sich Gleichung (3.5)
aufgrund der Kugelsymmetrie des effektiven Ein-Teilchen-Operators auf

N h?2
Hee = _EA_FV(T) (3.6)

mit dem Laplace-Operator

A = %<%>2r+m [(sin@%)Z—i—(%)Z] . (3.7)

Die Zwei-Teilchen-Wechselwirkung beschreiben wir durch ein Kastenpotential,

V(r) = VO(R—r) (3.8)
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mit der Heavyside Funktion ©(r). Die Potentialstirke ist durch V4 charakterisiert und die
Reichweite durch die Grosse R.

Das Eigenwertproblem ﬁrelw(r, 0,¢) = EY(r,0,¢) des Hamilton-Operators (3.6) 16sen wir,
indem die Variablen abseparieren, geméB: ¢ (r,0,¢) = Y, (0, ¢) Ri(r). Dabei geniigt die
Kugelflichenfunktion Y,,(6, ¢) der Eigenwertgleichung

sin? @ i 00 dp

Der mit r multiplizierte Radialanteil der Wellenfunktion w;(r) = rRy(r) erfiillt dann die

+l(l+1)}Yl,m(9,<p) = 0. (3.9)

Eigenwertgleichung

o\> m
[(E) + ﬁ%g(r) w(r) = 0 (3.10)
mit dem effektiven Potential
m m I(1+1)
g Ver(r) = k> — ZVO(R—1) — = (3.11)
und dem Energie-Eigenwert
2
E = h—k2. (3.12)
m

Das Kastenpotential hat, wenn es anziehend ist, gebundene und ungebundene Zusténde,
bzw. nur ungebundene Streuldsungen im repulsiven Fall.

In diesem einfiihrenden Teil diskutieren wir nur die Wellenfunktion fiir das attraktive Po-
tential, sowie im Anschlufl das Phinomen der Resonanzstreuung, welches eine Verkniipfung
des diskreten mit dem kontinuierlichem Spektrum darstellt.

3.1.2 Streul6sungen des Potentials

Die Losungen der Differentialgleichungen fiir das kugelférmige Kastenpotential zu verschiede-
nen Drehimpulsquantenzahlen [ sind die sphérischen Bessel- und von-Neumann-Funktionen
der Ordnung [ [35, S. 349,S. 364]. Wir haben noch die Forderung der stetigen Differenzierbar-
keit und der Regularitdt am Ursprung der radialen Wellenfunktion zu beriicksichtigen. Die
von-Neumann-Funktionen stellen keine Losungen im Innenbereich dar, weil sie am Ursprung
divergieren. Dann ist die Bedingung, daf§ «;(0) beschrinkt sein muf}, verletzt.
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agi(kir) , r<R
R = 3.13
() { arji(kar) + Bimg(kar) , >R (3.13)
befriedigt die Regularitéitsbedingung am Ursprung und erfiillt die Anschluflbedingungen bei
entsprechender Wahl der Koeffizienten. Sie sind bis auf eine Norm eindeutig bestimmt.

Die Anschlufibedingungen am Rand » = R des Kastenpotentials haben zwei transzendente
Gleichungen zur Folge

Ri(kir)|,_p = Bi(kar)| _p (3.14)
d . d
—R kz = —R} ka Nl
SRk = LRG| (3.15

mit den beiden Wellenzahlen k; = \/(E + Vo)m/h? und k, = /Em/h2.

Das asymptotische Verhalten im Limes grofler Partikelabsténde ermdglicht eine Interpreta-
tion der Koeffizienten des Teils der Wellenfunktion auflerhalb des Potentials als Phasenver-
schiebung der einlaufenden gegeniiber der auslaufenden Welle [35, S. 392]. Die einlaufende
Welle bestimmen wir aus dem Fall des verschwindenden Potentials. Da die von-Neumann-
Funktionen am Ursprung divergieren, bleiben nur die Bessel-Funktionen als einlaufende Welle
iibrig. Vergleicht man die Asymtotik fiir groer Partikelabstéinde der einlaufenden und aus-
laufenden Welle, so ergibt sich eine Phasenverschiebung §;. Das Amplitudenverhéltnis der
auslaufenden Welle bestimmt die Streuphase, fiir grofie Abstédnde r gilt

1

Ri(r) = o [al sin (kar — lg) — B, cos (kar — lg)] . (3.16)

So erhalten wir fiir die Streuphase tan 6, = —beta;/a;. Aus den Anschlubedingungen (3.14),
(3.15) wird die Streuphase berechenbar
ilhr) = | 2oa)| itk

d
ko | —7
|:dle(l‘):| r=kqor dz r=k;r
tan (Sl = = : . (317)

kq {d%nl(x)} Ji(kir) — k; {%jl (x)] L ny(kar)

z=kqr =k; r=R

d

Fiir kleine Argumente k,R ist eine Ndherung der Bessel- und von-Neumann-Funktionen
moglich. Dabei beschreibt £, R < 1 kleine Teilchenenergien, also langsame Teilchen, wie sie
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in Bose-Kondensaten zu finden sind. Wir nehmen nur die Beitriage der Taylorentwicklung in
erster Ordnung fiir die Argumente k, R mit

2! d [21
1(2) % ——— —(2) % ——— 1
> g &P @ (3.18)
(21 + 1) d 20+ 1)1
Daraus ergibt sich fiir die Streuphase 9; die Ndherung
() - v jily)
20 + 1) (ko R)?+1 N Tyt

tan 0; & (21 + (k) dy (3.20)

DT (4 1) + yabi)

Ab jetzt betrachten wir nur noch den Beitrag zur Wellenfunktion, den die Partialwelle zum
Drehimpuls [ = 0 liefert, die sogenannte s-Wellenstreuung. Die geringen Teilchenenergien in
ultrakalten Gasen korrespondieren mit kleinen Impulsen der Partikel. Aulerdem haben wir
es mit kurzreichweitigen Potentialen zu tun, so daf} die Anteile der Partialwellen hoherer
Ordnung unterdriickt werden. Deswegen sind die Beitrige der Partialwellen mit den Dreh-
impulsen [ = 1,2, ... vernachlissighar, was man an (3.20) ablesen kann.

3.1.3 Gebundene Losungen des Kastenpotentials

Ein attraktives, rotationsinvariantes Kastenpotential kann gebundene Zustinde mit diskre-
ten Eigenwerten enthalten. Dabei ist die Randbedingung [¢(0)|] < oo am Ursprung, zu
beachten. Desweitern sind die Anschluibedingungen der Wellenfunktion, die stetige Diffe-
renzierbarkeit an der Stelle » = R fordern, zu erfiillen.

Die Wellenfunktionen des Drehimpulses [ = 0 haben dann folgende Form

1 exp(—ka|r|)
rl >R
Var kx| o
P(r) = ) (3.21)
1 s1n(k |r|) v < R
\/47r | |
Hierbei sind k,, k; bestimmt durch
mR2 mR?
k,R = |E| =7 kiR = Vo—1E]) = (. (3.22)

hQ
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Um die Eigenenergien des kugelsymmetrichen Potentialtopfes zu bestimmen, bilden wir das
Verhiltnis der Gleichung (3.15) zu (3.14), was uns die transzendente Gleichung n = —( cot ¢
liefert. Diese 148t sich analytisch nicht mehr I6sen, ist aber graphisch 16sbar. Was in Abb. 3.1,
dargestellt ist, wobei wir ausnutzen, dafl die Summe der Quadrate von 7, ( stets konstant
ist:

mVyR?

¢+ = (3.23)
An Abb. 3.1 erkennt man, daf fiir gebundende Zustdnde im kugelsymmetrischen Potential-

topf eine minimale Potentialtiefe vorliegen muf.

3.1.4 Resonanzstreuung am Kastenpotential

Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir noch das Phinomen der Resonanzstreuung diskutie-
ren. Dazu werden die wichtigsten Ergebnisse der vorherigen Kapitel miteinander verkniipft.
Die s-Wellenstreuung an einem Potentialkasten hat die denkbar einfachste Form nach der
Propagation der freien Welle. Wir haben nur zwei freie Wellenlésungen, mit verschiedenen
k Vektoren, die wir am Rande des Kastens zusammenzustiickeln:

hi(r) = —7r r| < R (3.24)

|
_«a sin(k,r]) B cos(kg|r]|)

Die Anschluibedingung fiir die s-Welle 148t sich schreiben als

k;Rcot(k;R) = koRcot[k,R+ (k)] - (3.26)

Durch den Potentialtopf tritt eine Phasendifferenz 6 auf, die bei verschwindender Energie des
einlaufenden Teilchens, d.h. fiir die Wellenzahl k£, — 0, die s-Wellenstreuldnge des Potentials
bestimmt:

(3.27)

Aufgrund von (3.20) ist der Kotangens zu entwickeln und in fithrender Ordnung auszuwerten,
so dafl wir erhalten:

a, = klenO{R [1 - %” : (3.28)



3.1. GRUNDLAGEN 47

A
n

—(cot(

f x =
3r/2 2 ¢

I
/2

N

Abbildung 3.1: Graphische Losung der transzendenten Gleichungen (3.22), (3.23) fiir die
Energie-Figenwerte in einem kugelsymmetrischen Potentialtopf.

Hierbei ist k;R = \/"%}232 Vo + (k. R)? noch von der Teilchenenergie F = %ka abhéngig. Somit
dif mR2
= mf

bestimmt sich die Streulénge mit v Vo 7u:

a, = R <1 - ta$7> . (3.29)

An den Stellen v = £ +mm, m € Z divergiert die Streulinge. Erinnern wir uns kurz an die
Abbildung 3.1 , aus der die gebundenen Losungen bestimmt worden sind. An den Stellen { =
T +mm, m € Z taucht ein neuer, der (m + 1)-te Eigenwert im Spektrum auf, hier divergiert
aber gerade a,. Dieses Phinomen nennt man Resonanzstreuung, da das Teilchen sehr lange
im Potentialtopf verweilt. Wir betrachten die Streulinge ag ja im Limes verschwindender
Energie der einfallenden Welle, somit liegen der hichste, diskrete Energie-Eigenwert und die
Teilchenenergie dicht beieinander, daher bilden die Partikel einen molekiildhnlichen Zustand.

An diesen Stellen 148t sich die Bindungsenergie des (m + 1)-ten Eigenwertes iiber die s-
Wellenstreuldnge des ungebundenden Zustandes ndherungsweise bestimmen,

h2

2
ma?

Egeb ~ - ) (330)

in der Tat erhalten wir fiir Fy, < Vo:
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[mR?
k%ebR - ?|Egeb| (331)

= — k5% cot (k)

mR? mR?
= —\/ 5z (Vo = |Ege|) cot \/h2 (Vo — [ Egen|)
/mR? R?
No— mh2 Vo cot Tr;_lQ Vo (3.32)
Die Streuldngenformel (3.29) wird von uns ebenfalls entwickelt:
5V
as B mR2 mR2
\/ 5z Vo — tan 2 Vo
R? R?
_ ”%2 vocot< ”%2 V0> . (3.33)

Setzt man die erhaltenen Ergebnisse (3.32), (3.33) in Beziehung zueinander, so ergibt sich
(3.30). Diese Relation bleibt auch bei der Zweikanalstreuung giiltig.

3.2 Modell der Feshbachresonanz

Im analytisch rechenbaren Modell der Feshbach-Resonanz koppeln wir die Streulésung ei-
nes Kastenpotentials mit den gebundenen. Die Kopplung wird iiber die Hyperfeinstruktur-
Wechselwirkung der Leuchtelektronen mit den eigenem Kernspin induziert. Dieses einfache
Modell geht zuriick auf [36].

Die interatomare Wechselwirkung wird durch die Coulomb-Krifte und das Pauli-Prinzip
wesentlich bestimmt. Je nach relativer Spin-Stellung der dufleren Elektronen der beiden
Streupartner zueinander, variiert die Tiefe der Kastenpotential in unserem einfachen Modell
der Resonanz-Streuung mit zwei Wechselwirkungs-Kanélen, die iiber die Hyperfeinwechsel-
wirkung miteinander gekoppelt sind. Somit stellen sich die Potentiale fiir die Singulett- und
Triplett-Terme dar als

—Vsr, || <R
Vsr(r) = { 0 |r|||>R . (3.34)

Die fermionischen Elektronen im Triplett kénnen sich aufgrund des Pauli-Prinzips nicht zu
nahe kommen, deswegen bilden die beiden streuenden Atome auch kein molekiilihnlichen
Zustand wie bei der Resonanz-Streuung im vorherigen Kapitel.
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Durch ein von aufien vergegebenes Magnetfeld B erhilt man die Méglichkeit die Streuung zu
steuern, da im Singulett und Triplett durch den verschiedenen Gesamtspin die magnetischen
Momente differieren: Ay = pug—pr. Somit ist die Schrodinger-Gleichung durch den Zeemann-
Effekt zu modifizieren , unter den folgenden Annahmen 0 < Vi < Vi, Vs, AuB

< 8 ) . (3.35)

Zunichst gilt es, diesen Hamiltonoperator zu diagonalisieren und die Losungen in Abhéngig-

_gAJrvT(r)—E Vit <¢T(r) )

2
Vi —%—Hfs(r)+AuB—E ¥s(r)

keit von den Potentialtopftiefen und der Hyperfeinstruktur anzugeben. Die unitéren Trans-
formation, die den Hamiltonoperator diagonalisiert, ist in diesem Fall eine Drehung:

cos © —sm@) ’ (3.36)

-1 _
ute) = (sin@ cos O

wobei die Drehwinkel fiir unsere Losungen inner- und auflerhalb der Reichweite des Potentials
differieren.

Der Hamilton-Operator stellt sich im Auflen- und Innenbereich der Wechselwirkungzone in
der Basis aus Gleichung (3.35) dar als,

Hy = < 0 Vi ) (3.37)

Vhf A/LB
A —Vr Vit
= . 3.38
H < Ve  ApB — Vg ) (3.38)

Dabei ist die Losung der Schrédinger Gleichung (3.35) fiir den Auflenbereich, die einer Pro-
pagation einer freien Welle entspricht, schon von den gesuchten Eigenvektoren absepariert
worden. Damit sind alle Energie-Eigenwerte auf die Energie E = h*k?/m der freien Welle
im Auflenbereich bezogen.

Die Nichtdiagonalelemente der beiden Matrizen stellen die Wechselwirkung der duferen Elek-
tronen mit dem Spin ihres eigenen Kernes dar. Das magnetfeldabhiingige Diagonalelement
beschreibt den Unterschied in den magnetischen Momenten zwischen dem Singulett und
Tiplett. Die Eigenvektoren der Matrizen (3.37) sind dann auf eine frei wihlbare Basis zu
beziehen und stetig-differenzierbar aneinanderzufiigen. Wir werden dafiir im folgenden die
urspriingliche Basis ¢, ¢s benutzen. Nach Separation der Winkelabhéingigkeit, die Poten-
tiale sind kugelsymmetrisch, stellen wir die Wellenfunktionen auflerhalb und innerhalb des
Wechselwirkungsbereichs in ihren jeweiligen Diagonalbasen dar, als ua(r),ur(r) [vgl. Ab-
schnitt 3.1.1 bezgl. der Notation]. Wir betrachten auch hier nur den Beitrag des Drehimpul-
ses [ = 0 zu den Wellenfunktionen, dabei bezeichnet der Index A den Auflenraum und I die
Wechselwirkungszone:
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(50) < () enom
(i) - (3) e ow

Die Eigenwerte der Matrix (3.37) sind die Energien Ef der beiden Losungen der Schrédinger-
Gleichung (3.35) fiir den Aufenbereich, fiir den Innenbereich haben wir (3.38) zu verwenden,
so daf} sich ergibt:

By = 2BV Ts 2 L ol ve - A+ V) (3.41)

AuB 1
Ef = “ \/ ApuB)? + (2Vi)?. (3.42)

Da wir die Energie beziiglich des kleineren Eigenwertes der Auflenlésung messen, findet diese
Beriicksichtigung bei der Bestimmung der Energieabhéngigkeit der Wellenzahlen, indem dort
Energiedifferenzen und die Wellenzahl der freien Losung des Auflenraumes auftauchen:

mR? B

kR = = (Ef —Ej3) — (kR)?, (3.43)
mR?2 B

kR = = (Ex —E;) + (kR)?, (3.44)
mR?

kR = = (Ex —Ef) + (kR)2. (3.45)

Bezeichnen wir die diagonalen Hamilton-Operatoren mit 7:[,% fiir k = I, A, so erhalten wir die
urspriingliche Schrédinger-Gleichung, indem wir die unitére Transformation (3.36) auf fol-
gende Weise anwenden: U(0,)HU 1(O,.). Fiir die Nichtdiagonalelemente der Matrix fiihrt
das auf die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchten Drehwinkel:

tan ©, Ve
= ) 3.46
1 + tan? O, Ef —E; (3.46)
Die beiden Winkel bestimmen sich aus dieser Gleichung zu:

2Vhe
tan 2 = — 3.47
an @A AuB y ( )

v

tan20; = f . (3.48)

Vs — Vo — AuB
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Wir setzen nun die Wellengleichung stetig-differenzierbar zusammen

uS‘creu r uT r
U*l(GA) ( u[%eb(sa)) ) = U*l(@l) < uigr; ) , (349)
uStreu r uT r
U—l(@A)% ( 1%]0(5“)) ) - = U—l(@[)% ( uigr; ) . (350)

Diese vier Gleichungen bestimmen nun die fiinf Variablen A, B, C, D, F bis auf die Norm. Da
wir aber fiir die s-Wellenstreuldinge nur das Verhiltnis zweier Variablen bené6tigen, ndmlich
C, D spielt die Normierung keine Rolle. Aus den Koeffizienten der Streulésung dieses Modells
148t sich die s-Wellenstreuldnge as bestimmen iiber die Gleichungen

a, = —lim (60(k)> , e2’i§0(/€) = —% . (351)

k—0 k
Nachdem wir die Gleichungen (3.49), (3.50) aufgeldst haben, ergibt sich fiir das Verhéltnis
C RB(k =0)
s, = —— = R(l1—-=2"—"1 3.52
¢ D ( R2a(k = 0) (3:52)

wobel die beiden Koeffizienten bestimmt sind zu:

2 . 1+ tanZ(@A - @1) (k R) (k R) tanZ(@A - @I)
R’a = tan(h: ) tan(k,R) (k1R)(k R) + kR (tan(TkTR) ! s ) (3.53)
R tafég 3%) (kTR)tt:;é?é‘)_ O) 4 (14 1an’(©4 — ©1)) kE. (3.54)

Entwickelt man nun die Streulinge an der Resonanzstelle By, erhélt man die folgende Formel

0s(B) = any (1 _ BA_BBO> | (3.55)

Die Position der Resonanz By erhélt man, indem man den Nenner (3.53) von Gleichung (3.52)
Null setzt. Diese Bedingung ist aber nur noch numerisch 16sbar. Um diese Magnetfeldstéirke
sind dann Zahler und Nenner herum zu entwickeln. Aus einer Abschétzung des Nenners 148t
sich ablesen, dafl nur eine Resonanzstelle By existiert.

Fiir das Zahlenbeispiel Vs = 10h*/mR?, Vr = 1h?/mR?, Vi = 0,1h*/mR? ergibt sich fiir
Hintergrundsstreulénge an, ~ —0, 542R, Breite der Resonanz AB ~ —0, 044h*/mR?* Ay und
fiir die Position der Resonanz By ~ 4, 637h?/mR?Ap.
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as/R

0 5 e

Abbildung 3.2: Skizze der B-Feldabhiingigkeit der Feshbach-Resonanz nach Formel (3.55)

Diese Werte stellen wir den Ergebnissen, die wir ohne die Kopplung durch die Hyperfein-
strukturwechselwirkung fiir die Streulfinge des Triplett-Zustandes und die Bindungsenergie
des Singuletts erhalten, gegeniiber: ar = —0,56 R, Eg =~ 4,62%%/mR*Ay . Diese Zahlenwer-
te erhélt man, indem man in dieser Theorie die Hyperfeinwechselwirkung V;¢ Null setzt. Die
Abweichung zu den Werten, die wir aus den gekoppelten Gleichungen enthalten, entspricht
in beiden Féllen in etwa dem Quadrat der Hyperfeinstrukturwechselwirkungsstéirke Vi.

Um diese augenfillige Beobachtung zu iiberpriifen, entwickeln wir in (3.52) den Zihler und
Nenner jeweils um eine Magnetfeldstirke By, die uns die Resonanzbedingung vorgibt. Genau
an dieser Stelle muf} ja die Streulénge a, divergieren, d.h. der Nenner (3.53) muf} dort eine
Nullstelle besitzen. Wir setzen nun das gesuchte Magnetfeld als Potenzreihe in der Variablen

(2‘/}1f)2 an

By = B+ Boi(2Vie)? + ..., (3.56)

weil alle Terme in (3.53) und (3.54) nur quadratisch von dieser Variablen abhéngen. By, ent-
spricht der Bindungsenergie des Singuletts ohne die Kopplung durch die Hyperfeinstruktur.
Diese Potenzreihe setzen wir in den Nenner von a, ein, und bestimmen so das Magnetfeld
an dem die Streulinge divergiert. Wir erhalten in diesem Modell nur eine Resonanzstelle,
die Feldstirke By ist damit eindeutig bestimmt.

Dieses Ergebnis setzen wir wiederum in (3.53), (3.54) ein, diesmal aber mit einem beliebigen
Magnetfeldstirke B, und entwickeln beide getrennt in in der Abweichung B — By. Aus
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der Resonanzbedingung folgt dann ja, dafl der Taylor-Koeffizient der 0.-ten Ordnung bei
By verschwindet. Die Entwicklung von (3.53) beginnt dann mit dem linearen Glied. Nun
klammern wir diesen Glied aus dem Nenner von (3.52) aus, und behandeln die verbleibenden
Terme als geometrische Reihe. Dann ergibt sich fiir die Streulinge (3.55)

BI(BO, ‘/ilf)a,(B()) ‘/i’lf) - % (BU, Vhf)a”(BO; Vhf) }
R[o!(By, Vis)]?
{1 ) o/ (Bo, Vir) B(Bo, Vi) | }
R[o/(By, Vir)]” — B'(Bo, Vir) o (Bo, Vae) + B8(Bo, Vir) ' (Bo, Vig) B — Bo |

CLS(B,Vhf) == R{l— (357)

Hierbei bezeichnet ein Strich die partielle Ableitung nach dem Magnetfeld.

Um unsere vermutete Abhénigkeit der Streulinge von der Hyperfeinstrukturkopplung V¢ zu
berechnen, setzen wir die Potenzreihe (3.56) von By in die Zéhler- und Nennerfunktionen ein
und haben eine weitere Taylor-Entwicklung der Terme in (3.57), nun aber nach der Variablen
(2Vi¢)? durchzufiihren, so erhalten wir fiir die Hintergrundsstreulinge:

_ B'(Boo, 0)
ang = R {1 - BBl (3.58)
+(2Vig)? B'(Buo, 0)&/(Bug, 0) 4 50" (B, 0)3(Boo, 0) — B'(Boo, 0)e’ (Byo, 0)
! R[o/(Boy, 0)
3 . li " !
B (97722 (Boo, 0) ' (Bgo, 0) — 8" (Boo, 0)a’ (Boo, 0)} ‘
+ 01( hf) R[O/(BOO,O)]2

Dabei kiirzen wir die partielle Ableitung nach der Hyperfeinwechselwirkungsstirke mit einem
Punkt iiber den Funktionen ab

Hierbei haben wir noch (Bg,0) = 0, benutzt mit (B, Vi) aus (3.54). Diese Bedingung
stellt ja nichts anderes als die Resonanzbedingung im ungekoppelten Fall dar. Die Breite der
Resonanz berechnet sich dann zu

2 B(BOU; O)CY’(BUO, 0) - d(BUO; 0)5’(300; 0)

AB = V) = B 0) [/ (Boo.0) — 5 (Boo. 0)]

(3.59)

Die Ergebnisse (3.58), (3.59) decken sich hervorragend mit unserer Beobachtung, die wir am
Zahlenbeispiel gemacht haben.

Analog der Gleichung (3.30) wollen wir auch im gekoppelten Fall die s-Wellenstreulnge mit
der Energie des grofiten Eigenwertes in Verbindung bringen. Dazu haben wir den gebundenen
Zustand der Schrédinger-Gleichung fiir den Singulett- und Triplett-Term zu finden, dies
ist aber nichts anderes, als in der Streuldsung u3™"(r) die Wellenzahl rein imaginir zu

wihlen, wobei der im Unendlichen divergierende Teil aufgrund der Randbedingungen nicht
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beriicksichtigt wird. Wir haben also in (3.39), (3.40) lediglich ik durch —k; zu ersetzen, und
D = 0 zu wéhlen.

Die beiden Wellenfunktionen sind dann noch stetig-differenzierbar aneinanderzufiigen. Dies
geschieht, indem wir die Gleichungen (3.49) und (3.50) mit U(©;) multiplizieren und jeweils
die rechten Seiten der beiden Gleichung subtrahieren, so da} wir ein homogenes Gleichungs-
system in vier Variablen, nadmlich A, B, C, F, zu 16sen haben.

Da wir nur eine Bedingung fiir x;, der Wellenzahl und somit der Energie des gebundenen
Zustands, benétigen, berechnen wir die Determinante des homogenen Gleichungssystems,
die verschwinden muf}. Dann erhalten wir die Gleichung

_ Rla(k=0)
MR = oo (3.60)

mit den gleichen Funktionen wie in (3.53) und (3.54). Nun betrachten wir die Streulinge ja
an der Resonanzstelle, an der der Nenner (3.53) ja sehr klein wird. Dann kénnen wir (3.60)
weiter umformen

~ RA(k=0)

Der grofite, gebundene Energie-Eigenwert bei Kopplung des Singulett- und Triplettzustandes
verhilt sich zur s-Wellenstreuliinge a, genauso wie bei der einfachen Resonanzstreuung (3.30)

h2
Em = R (3.62)

nur dafl wir bei der Feshbach-Resonanz die Energie (3.62) und Streuléinge (3.55) mittels eines
duBeren Magnetfeldes B durchstimmen kénnen und beliebige Streuldingen einstellbar sind.



Kapitel 4

Ausblick

Zum Abschlufl dieser Arbeit wollen wir kurz festhalten, was wir mit diesem Modell der
Molekiilkondensation erreicht haben, und was noch zu tun bleibt. Die Molekularfeldtheo-
rie reproduziert im Limes schwacher Kopplungsstirken die BCS-Supraleitung. Wir erhalten
den korrekten Ausdruck fiir die kritische Temperatur und fiir die Energieliicke am absoluten
Temperaturnullpunkt, damit natiirlich auch, daff das Ergebnis der Energieliicke bei T" = 0
proportional zur kritischen Temperatur kgTy,;; ist. Der Fall starker Wechselwirkung wird
durch diesen Modell hingegen nicht mehr richtig beschrieben. Hierzu reicht unsere Néherung
nicht mehr aus. Die naheliegendste Erweiterung wire die exakte Losung der Teilchenzahl-
und Liickengleichung, angelehnt an den 7" = 0-Fall, fiir beliebige Temperaturen, so daf§ man
diese Theorie komplett gelost héitte. Da man in diesem Fall, iiber die Gleichungen fiir weitere
GroBen, wie z.B. die Warmekapazitit oder die superfluide Dichte verfiigt. Eine Verallgemei-
nerung ist die Mitnahme der Fluktuationsbeitriage zur effektiven Wirkung, was eine wirklich-
keitsgetreuere Theorie ergibt. Dafiir wire ein Verfahren zu entwicklen, das es gestattet die
Matsubara-Frequenzen des Spurlogarithmus der Fluktuationen aufzusummieren, oder aber
eine andere Darstellung des Spurlogarithmus zu wéhlen. Eine Verallgemeinerung im Rah-
men der Molekularfeldtheorie ist die Beriicksichtigung der Hartree- und Fock-Beitrige, statt
nur des Bogoliubov-Termes, der die Paarbildung beschreibt. Kann man dann die Physik
im Ubergangsbereich und bei starker Kopplung korrekt beschreiben, ist eine bessere Einar-
beitung der Feshbach-Resonanz in diese Theorie nétig. Die Charakterisierung der Streuung
mittels eines Parameters, der s-Wellenstreulinge, sollte der Beschreibung durch die T-Matrix
weichen, die eine mikroskopisch korrekte Darstellung der Resonanzstreuung liefert [38-42].

%)
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Anhang A

Grassmann-Felder

In diesem Anhang werden die Ergebnisse zusammengefaflt, die fiir die Anwendung von
Grassmann-Feldern zur Beschreibung von fermionischen Vielteilchensystemen benétigt wer-
den.

A.1 Grassmann-Variablen

Zunichst fiihren wir Grassmann-Variablen ein, die im Gegensatz zu komplexen Zahlen an-
tikommutieren. Fiir n Grassmann-Variablen ©4, ..., 0, gelten folgende grundlegende alge-
braische Relationen:

{©:;,0;} =0, (A.1)

wobel die Klammer den Antikommutator bezeichnet:

{@i,@j} = Gi@j—i-@j@j. (AQ)

Im Falle 7 = j folgt hieraus:

{6,,6,} = 207 = 0. (A.3)

Eine Funktion ¢(®) mit ©T = (04,...,0,) hat wegen (A.3) eine endliche Taylor-Entwicklung
der Form:

90) = g9 +3 g0, + > 420,0L+...+ > g, 0.0 (A4)

1 11 <i2 11 < <lp
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Analog zu normalen Zahlen fiihren wir die Differentiation nach Grassmann-Variablen ein:

d d
o = 0,

Unter Beriicksichtigung der Antikommutativitéit (A.1) 148t sich die Produktregel ableiten:

d d d
% (@]@k) = <%@]> @k — <d@®k> @j = 51]6k — 5ikej- (A6)
Entsprechend folgt die Leibniz-Regel:
d = _
ey (0 ---0:,) = Y 05 (1105, ...0;,_,0i,,...04,. (A.7)
j

k=1

Wir definieren uns nun eine Grassmann-Funktion ¢*)(x) als Produkt von n-Grassmann-

Variablen, bei der die k-te Variable fehlt:

(HO) = 6,...0; 6., ...0i,. (A.8)
Hiermit stellt sich Gleichung (A.7) dar als:
o, 0, -1 ¢(@) = 6;,¢"(O) (A.9)
de,; " " do; 7“ ' '

Nun kann aber ¢() (®) in dem Sinne beliebig gewihlt werden, daf wir beliebige Lingen
n von Grassmann-Variablen verwenden und diese dann addieren, so daf} eine willkiirli-
che Grassmann-Funktion gebildet werden kann. Wenn aber (()(®) irgendeine Grassmann-
Funktion ist, dann erfiillt schon der Antikommutator von Variable und ihrer Ableitungen
die Gleichung:

d
{E’@i} = ;. (A.10)

Auf dhnliche Weise berechnen wir die Antikommutatorrelation der Grassmann-Ableitungen:

d d
——, 0 = Al
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indem wir (A.9) nochmals nach O ableiten, die Indizes j und k vertauschen und beide
Gleichungen miteinander addieren, erhalten wir:

{d%;%j}f(@) ~ 0, (A.12)

wobei auch £ (@) = 0;,(M (©) — (M (®) beliebig wihlbar ist.

Als zweite wichtige analytische Operation fithren wir nun die Integration iiber Grassmann-
Variable ein.

Dabei lassen wir uns von der Beobachtung motvieren, dafl das uneigentliche Integral iiber
die ganze reelle Achse translationsinvariant ist:

/+°° dr f(z) = /+oo dy f(y + 2), (A13)

o0 o0

und daf} bei einem hinreichend schnell im Unendlichen abfallenden Integral gilt:

teo df(x)
/ @D~ o (A.14)

o0

Analog zu (A.13) fordern wir dies auch fiir die Grassmann-Integration:

/d@ 9O +n) = /d@ 4(0). (A15)

Desweiteren legen wir eine Normierung des neuen Integrals fest zu:

Wie in Gleichung (A.14) fordern wir auch im antikommutierenden Fall:

0 = /d@k (di@i@i> - /d@kl. (A17)

Vergleichen wir die Differentiationsregel (A.5) mit den Integrationsregeln (A.16) und (A.17),
so sehen wir das sie identisch sind. Demnach sind fiir Grassmann-Variablen Integration und
Differentiation ein und dasselbe, d.h. es gilt:
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(n) d d
= cii——g
do,  do,

/d@n...delg((a) =g (©). (A.18)

Nun fordern wir wiederum analog zum Riemann-Integral, daf} eine linerare Transformation
der Koordinaten den Wert des Grassmann-Integrals nicht dndert. Die Transformation hat
bei einer Grassmann-Variablen die Form:

/ e g(0') = / o' (9 +400) = g (A.19)

Damit erhalten wir bei einer naiven Behandlung der linearen Transformation zunéchst:

/ de ¢(e'(®)) = / do [(¢ + gMn) +agVe] = ag. (A.20)

Der Vergleich der beiden Gleichungen zeigt, dal (A.20) durch einen zusétzlichen Faktor ab-
gedndert werden muf}. Die Jacobi-Determinante bei mehreren Variablen lautet entsprechend:

00!
detJ = det L A.21
¢ ¢ ( a@j), (A21)
in einer Dimension gilt:
! ]‘ ! !
[dogeen = o5 [ aese) (A.22)
wobei
de’
det J 5 =0 (A.23)

Wir definieren das Volumenelement des n-dimensionalen Grassmannn-Integrals als:

/d@l...d@nf(@) = /d"@f(@). (A.24)

Damit gilt allgemein:

/ IO g(©) = / "0 (det J) ' g(©'(O)). (A.25)
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Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun das Gaufische Grassmann-Integral berechnen:

1 1 1
/d"@ exp (—§®TA1® + pT®> = /d"@ exp <—§®TA1® +p'OF 5pTAp>

1 1
— /d"@)' exp <—§®'TA1®'> exp <§pTAp>

= Vdet A~lexp <%pTAp> . (A.26)

Das Gaufische Grassmann-Integral berechnet sich dabei fiir eine reelle, antisymmetrische
Matrix A~' mit gerader Dimension. Sie kann mittels einer unitiren Transformation auf die
folgenden Blockgestalt gebracht werden (Beweis findet sich in z.B. in [37, S.483]):

0 A 0 0
~\ 0 0 0 -
ATl = 0 0 0 X - |. (A.27)

Das Spektrum dieser antisymmetrischen Matrix beinhaltet jeweils einen Eigenwert und den
dazu negativen Eigenwert. Also liegen hostens n/2 betragsméflig unterschiedliche Eigenwerte
vor. Da die Transformation unitér ist, gilt:

detA' = det (U*IA’_lU) — det A" (A.28)

AuBerdem geht aus A’ ' eine Diagonalmatrix A ! hervor, wenn wir n/2 Vertauschungen
von benachbarten Spalten durchfiihren, wobei jede das Vorzeichen von det A’ ' dindert:

det A" = (—1)2detA! = (=1)3(=1)2X2...)\2 = A2, A.29
1 5 J

Diese Transformation éndert das Grassmann-Integral nur dahingehend, da A~! durch A’
ersetzt wird, und stattdessen iiber gestrichene Grassmann-Variable integriert wird. Das
Gauflsche Integral stellt sich dann dar als:

w[3

1 :
/dn(")l exp l_i (@Il)\16,2 — 6,2)\1911 + .. ):| = /dn@, exp | — )\j@lgj,16,2j

j=1
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Nun ist jede Grassmann-Funktion iiber ihre Taylor-Entwicklung definiert (vgl. (A.4)). Die
Integration wirkt wie die Differentiation bei Grassmann-Variablen, so daf} das Integral iiber
n-Variable den n-ten Taylorkoeffizienten aus der Entwicklung der Funktion herauspripariert:

M

—1)% n .
((ﬂ)), /d”@ (MO10'5 +X1030y)7 = (-1)> Aj/d”@e’leg...@'n
n)|

j=

= VdetA . (A.30)

e

Der Faktor (n/2)! resutiert aus der Eigenschaft unserer Entwicklung jeweils ein Paar aufein-
anderfolgender Variablen zu haben, daher wechselt das Vorzeichen nicht beim Vertauschen
der Grassmann-Variablen, um eine gewiinschte Reihenfolge herzustellen. So kann jede Kom-
bination der Paare ohne Vorzeichenwechsel auf eine ausgesuchte Reihung gebracht werden.
Die Anzahl der Moglichkeiten ist ein einfaches Problem aus der Kombinatorik, die Permu-
tation ohne Wiederholung, also wie man n/2 verschiedene Elemente auf n/2 Plitze verteilt.
Aus der Gleichung (A.29) folgt dann unser Ergebnis (A.26), das man in die folgende Form
bringen kann:

1 1 1
Videt A exp (ipTAp> = exp (iSplog A) exp <§pTAp> : (A.31)
Dies begriindet sich aus der Beziehung:

detM = det (TAT') = J[M

=1

Das ist eine allgemeine Aussage der linearen Algebra, da durch die Ahnlichkeitstransforma-
tion T die Matrix M auf Diagonalgestalt gebracht worden ist. Zusammen mit der Tatsache,
dal die Taylor-Entwicklung einer Matrizenfunktion sich auch mit der Transformation T
diagonalisieren 148t, ist die folgende Gleichung bewiesen:

det (f(M)) = _Hf(Ai).

Mit der Exponentialfunktion als wichtigstem Spezialfall dieser allgemeinen Formel erhalten
wir:

det (exp(M)) = Hexp()\i) = exp (Z)‘l> = exp(SpM). (A.32)

i=1



A.1. GRASSMANN-VARIABLEN 63

Die letzte Gleichung ist aufgrund der zyklischen Invarianz der Spurbildung giiltig. Definiert
man noch M = In A so erhélt man Gleichung (A.31), da die beiden Funktionen sich invers
zueinander verhalten.

Die Grassmann-Algebra kann man entsprechend komplex erweitern. Ein Satz von 2n-Grass-
mann-Variablen geniigt den Relationen:

{©,,0;} = 0, {©:,0,} = 0, {e;‘,(a;f} = 0. (A.33)

Die Operation der Konjugation erfiillt dabei die Relationen:

(@) = e, (A.34)
©7)" = o, (A.35)
(\0,)" = Mo, (A.36)
(05, ...0;) = ©F .0, (A.37)

Da ein Satz von 2n-Variablen vorhanden ist, behandeln wir die Differentiation und Inte-
gration der O;, ©F als voneinander unabhéngig. Das Adjungierte eines Grassmann-Vektors
besteht aus einer Transposition und einer anschlielenden Konjugation:

o\
o' = 5 = (01,...,0,)" = (07,...,6;), (A.38)
On
O'A® = ) 04,0, (A.39)
]

Die Verallgemeinerung des Gaufischen Integrals (A.26) liegt auf der Hand:

/ 05 ...dO%dO); ...dO, exp (—OTA®) = det A, (A.40)

und mit einer quadratischen Ergéinzung nA~'n: ist das Gau8sche Integral samt eines Strom-
termes berechenbar:

/ d"0*d"® exp (—OTA® +1'© + O';) = det Aexp (n'A™'p) (A.41)
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A.2 Analytische Resultate iiber Grassmann-Felder

Jetzt miissen wir noch den Grenziibergang kontinuierlicher Grassmann-Variablen ©; —
O©(x), geeignet formulieren, um die fermionischen Feldern zu beschreiben . Die grundlegenden
Relationen dieser unendlich dimensionalen Grassmann-Algebra identifizieren wir mit:

{6(z),0()} = 0 (A.42)
und

60() <

5@(3}) - 5()(37_?/) (A43)

in Analogie zu (A.1) und (A.5). Im kontinuierlichen Fall ist die Theorie im distributionellem
und funktionalanalytischem Sinn zu deuten, die Ergebnisse (A.10), (A.11) sind dann einfach
zu iibernehmen:

0 _ sy
(o om} = 96— (A44)

{5@6(;0)’%@)} =0 (A.45)

Fiir ein beliebiges Element der Algebra gilt die funktionale Taylor-Entwicklung:

9(©) =g + /da:l gD (21)0(zy) + ... (A.46)

+ /dxl dzy g (2, x,)O () . O(T) .. (A.47)

Die Integrationsregeln iiber die Grassmann-Felder sind wiederum unseren diskreten Vorbe-
trachtungen (A.16), (A.17) entlehnt:

/d@(:c)l = 0, (A.48)
/ i0(z)0(z) = 1. (A.49)

Nun folgt aus den vorangegangenen Uberlegungen, dafl das Funktionalintegral:
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Z = ]{W*]{W exp {—% U dD“x’/dD“w*(x)A1(x,x’)¢(x')
[ 1 n0 + 7 x| (A.50)

berechenbar ist:

Z = exp <[sp10gA1] +% / 4Py / AP+ p*(X)A(x,x')p(x)>. (A.51)

Hierbei ist A(x,x') die Umkehrung von A~'(x,x’), in dem Sinne, daf:

/dD+1x" AN (x, XA, xX) = §(x—x). (A.52)

Die Eigenwerte A, von A~'(x,x’) und A(x,x’) verhalten sich invers zueinander, also gilt:

/dD+1:L‘,/dD+1:L‘II A_l(X,X”)A(X”,X,) [)\n'é/}n(xl)] — /dD+1l‘”A_1(X,X”)7,/}n(X”)
~ / P76 (x — X) n(X) = Antha (). (A.53)

Die Logarithmen dieser Eigenwerte summieren sich zum Spurlogarithmus von A~" auf:

Zln An = Splog A (A.54)
dabei bestimmt sich Z als:
Z = exp(SplogA™") = H An = det A" (A.55)

Wir kénnen aufgrund der Vollstindigkeit des Orthonormalsystems von A~! die Funktionen
entwickeln:

Px) = > ca(x), Y(x) = Y cata(x). (A.56)
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Die Funktionalintegrale fiihren wir mit dieser Zerlegung auf das Produkt gewéhnlicher Inte-
grale zuriick, und konnen sie dann mit Gleichung (A.40) ausrechnen. Z schreibt sich dann
als:

Z = {H N, [ de /dcn} p —%Z/dD+1:L‘/dD+1$I7,/J:;/(X)A_1(X,XI)@bn(X’))

/ ex
_ {H Nn/ ex

! de /dcn} p —%Z,)\nc;,cn/dD+1x¢;‘l,(x)¢n(x)>
= {H Nn/dc;/dcn}exp —%ZAHC;}C“> = H)\n. (A.57)

*
n
*

n

Damit ist Gleichung (A.55) hergeleitet.



Anhang B

Hubbard-Stratonovich-
Transformation

Eine wichtige Methode zur Untersuchung von Vielteilchensystemen im Rahmen des Funk-
tionalintegralformalismus stellt die Hubbard-Stratonovich-Transformation dar. Dabei wird
das urspriingliche Funktionalintegral iiber die physikalischen Felder in ein Funktionalintegral
iber kollektive Hilfsfelder umgewandelt, das anschlielend mit Hilfe der Sattelpunktsappro-
ximation nichtperturbativ ausgewertet wird. Auf diese Weise lassen sich Resultate erzielen,
die sowohl fiir kleine als auch grofie Werte der Kopplungskonstanten ndherungswiese giiltig
sind.

B.1 Physikalisches Modell

In diesem Abschnitt stellen wir die Methode der Hubbard-Stratonovich-Transformation am
Beispiel der klassischen Statistik vor.

Um die Zustandsumme in der klassische Statistik stellt sich als Integral iiber den Phasenraum
des Boltzmann-Faktors dar:

1
7 = 2nh)? /dede exp (—OH(x, p)) (B.1)
mit der Hamilton-Funktion:
p?

Das Impuls-Integral ist als GauBlsches Integral auszufiithren, und ergibt die thermische de

67
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Broglie-Wellenléinge A. Die Methode der Hubbard-Stratonovich-Transformation ist bei ei-
nem anharmonischen Potential vierter Ordnung anzuwenden, wobei das Potential O(D)-
symmetrisch ist, d.h. es ist invariant unter Drehungen im D-dimensionalen Raum.

7 = )\LD d”z exp (—fV(x)) (B.3)

mit der thermischen de Broglie-Wellenlénge:

2n5h

und dem Potential

Damit schreibt sich die Zustandssumme als:

N (27?;371)

Waihlen wir A = 1, 8 = 1, m = 1, so erhalten wir das Integralbeispiel, dafl wir in den néchsten

ES]

/dDa: exp {—B [ %w2x2 + g(x2)2] } . (B.6)

Abschnitten betrachten werden.
B.2 Transformation bei reellen Integralen

Wir betrachten das mehrdimensionale Integral:

1
2V 27TD

Die darin enthaltene Nichtlinearitéit stellen wir mit Hilfe eines Gaufischen Integrales iiber

In(g) = / "z exp [—%uﬂx? g (x2)2] . (B.7)

eine neue Hilfsvariable o dar:

+00 T FLZ
/ do exp (—Ao”® — po) = \/;exp (ﬁ) . (B.8)

Hierzu identifizieren wir A mit 1/¢g und g mit 2ix?, so daf (B.8) iibergeht in:
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/_+°° do exp <_la2 - 2iX20> = JTgexp [—g (XZ)Q] _ (B.9)

) g

Wir setzen nun (B.9) in (B.7) ein und vertauschen die Reihenfolge der Integration:

In(g) =

1 Hoo 1 1
5 / da/dDa: exp l——a2 — = (w” + 4io) X2:| . (B.10)
V21 J—o0 g 2

Die innere Quadratur kénnen wir nun explizit ausfiihren, und erhalten:

1
Vg

1 +oo  exp (—%(72>
In(g) = —/ do ——o’ (B.11)
VT J—oo V& + dio”
Mittels der Beziehung 2~ 2 = exp (=L 1nz) schreiben wir das Integral (B.11) um zu:
1 +oo 1 D
I = — d —=0® — —In (w” + 4i B.12

das nun in Sattelpunktsniherung ausgewertet wird.

B.3 Sattelpunktsniherung

Um das Integral (B.12) einer systematischen Behandlung durch die Sattelpunktsapproxi-
mation zuginglich zu machen, definieren wir die Kopplungskonstante g um zu § = gD, und
erhalten

Inlg) = wfw / " do exp[-Df ()], (B.13)

mit der Funktion

flo) = %(72 + % In (w* + 4io) . (B.14)

Aus der D-Abhéngigkeit der Exponentialfunktion folgt, dafl fiir grole D nur an der Stelle
des Sattelpunktes ein wesentlicher Beitrag zum Integral geleistet wird. Im Limes D — oo
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ist dann das Sattelpunktsresultat sogar exakt. Hierzu bilden wir zunéchst die ersten beiden
Ableitungen von f(o):

21

2
fO@G) = 50’ + = o (B.15)
O = 24 8 (B.16)
7 (w?+4dio)?

Die Nullstelle der ersten Ableitung (B.15) fiihrt auf eine quadratische Gleichung mit den
beiden Losungen:

. 2 16~
oF = %(w,/uw—f). (B.17)

Da wir hierbei eine quadratische Gleichung gel6st haben, miissen wir uns zwischen zwei
moglichen Sattelpunkten entscheiden. Dazu werden wir die mathematischen Grundlagen der
Sattelpunktsapproximation kurz betrachten,wie in [35] dargelegt. Die Auswertung der Expo-
nentialfunktion am Sattelpunkt benotigt die Konstanz des Imaginérteils ihres Argumentes.
Die zweite Voraussetzung ist ein Maximum des Realteils der Funktion im Exponenten. Die
erste Bedingung fiihrt uns auf:

Im[f(0)] = 2ImoReo — %arctan <4Ri> . (B.18)

w? — 4Imo

Fiir Gleichung (B.18) bietet sich als triviale Losung einfach Reo = 0 an. Dann verschwindet
der Imaginérteil des Sattels bei gy. Die Extremalisierung des Sattelpunktrealteils ergibt
genau die beiden Lésungen von (B.15) fiir Imo. Die Werte von Imo werden dann in den
Realteil von (B.14) eingesetzt. Wir erhalten dabei die Extremwerte des Realteils:

Re[f(o)] = i+ %1n2—1n(w)

1 1 167
-3 —~+1n<1+,/1+i49> _ (B.19)
14 /1 + 2 “

Die zweite Losung ergibt sich entsprechend durch Invertierung der Vorzeichen vor dem Bruch
und im Logarithmus. Letzterer aber produziert fiir die zweite Lésung keinen verniinftigen
Wert, da das Argument des Logarithmus negativ werden wiirde, und somit der Realteilaus-
druck nicht definiert wére. Der Grund dafiir liegt einfach auf der Hand, der Realteil von f (o)
hat bei der zweiten Losung ein Minimum und darf daher nicht bei der Sattelpunktsappro-
ximation verwendet werden. Wenn man die zweite Ableitung des Realteils von f(o) bildet
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und die beiden Lisung von oy einsetzt, erhalten wir Re® f(oy) < 0 fiir die erste Losung
und Re(2)f(ag) > 0 fiir die zweite Losung. Das rechtfertigt unsere Annahme, nur die ersten
Lésung fiir oy zu verwenden. Die eigentliche Berechnug der Sattelpunktsniherung geschieht
mittels der ersten Glieder der Taylor-Reihe.

Eine Taylor-Entwicklung von f(¢) um den Sattelpunkt oy iiberfiihrt das Integral (B.13) in:

In(G) = \/g/_:o do exp (—D {f(ag) + 57O 0o 00)* + . D (B.20)

Die Auswertung des o-Integrales fiihrt auf:

In(9) = exp[-Fp(g)], (B.21)
mit:
Fp(§) = Df(ao)—i—%ln {gf@)(ao)]. (B.22)

Setzt man oy in (B.22) ein, so erhilt man das gewiinschte Resultat der Sattelpunktsnéher-
ung. Wir wollen dies explizit nicht ausfiihren, sondern wir werden das Ergebnis in eine Stark-
und eine Schwachkopplungsreihe entwickeln.

B.4 Schwachkopplungsreihe

Fiir kleine Kopplungskonstanten ¢ kénnen wir den Wurzelausdruck in (B.17) Taylor ent-
wickeln und erhalten:

g 4
Auch der Funktionswert f(op) am Sattelpunkt o = oq 148t sich fiir kleine Kopplungskon-
stanten g, entwickeln, was gemafl (B.23) kleinen oq entspricht. Die Entwicklung fiihrt auf:

o? 2icy  4o?

Nun ist der Sattelpunkt o aus (B.23) in die Taylor-Reihe (B.24) einzusetzen, und nach
Potenzen von g zu sortieren:
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fo) = () + L -2

et (B.25)

Fiir Gleichung (B.16) ist auf die selbe Art vorzugehen und wir erhalten dann:

2 8 647
£(2) - 2, °2 74
(0'0) = g 7 3 e (B26)

Als néchster Schritt ist der Logarithmus in (B.22) zu entwickeln:

9 0 _ 4 40g?
In {5 It >(UO)} - 2 (B.27)
Dieses Ergebnis ist geméf (B.22) mit Gleichung (B.25) zu addieren:
o g 4g
Fp(g) = Dln(w)+(D+2)J—(D+5)E+.... (B.28)

Wir vergleichen nun dieses Ergebnis der Sattelpunktsapproximation mit einer stérungstheo-
retischen Berechnung. Hierzu entwickeln wir im Integral (B.7) den Anteil der Exponential-
funktion in Potenzen von ¢, da wir annehmen, dafl die Kopplungsstérke klein ist:

In(g) = /+o° Pz {1 g () 4 g () ] exp <—%w2x2> . (B.29)

~ 2

Die in dieser Reihe stehenden Gauf3-Integrale sind allesamt analytisch berechenbar, da eine
Ableitung von Ip(g) nach w? jedensmal die Potenz vor der Exponentialfunktion von x** auf
x2"*2 erhoht. Somit kénnen wir die Integrale auf das Gaufe zuriickfiihren.

/dD:c (x?)" exp <—%w2x2> =(—2)" d(f;)n /dDa: exp (—%w2x2> = (-2)" d(zl;)n % :

Als néchstes miissen wir den Logarithmus dieser Reihe nach Potenzen von ¢ entwickeln, das
liefert uns mit g = gD das Ergebnis:

Fp(g) = Dln(w)+(D+2)§—(D+5+%>—+.... (B.30)
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Vergleichen wir das Ergebnis der Storungsrechnung (B.30) mit unserem Sattelpunktsresultat
(B.28), so erkennen wir das Fp(g) in den Ordnungen O(D°) und O(D') iibereinstimmen.
Aber die Sattelpunktsapproximation reproduziert nicht mehr die Ordnung O(D ). Diese ist
durch den Abbruch der Taylor-Entwicklung von f(o) nach dem zweiten Glied (vgl. (B.20))
nicht in unserem Ergebnis (B.28) enthalten.

Nun wollen wir die Berechnung der Ordnung O(D~!) zumindest skizzieren. Die Exponential-
funktion, die die hoheren Taylor-Koeffizienten enthilt, wurde bei unseren Betrachtungen ein-
fach nicht beriicksichtigt. Wenn aber die Exponentialfunktion auch einer Taylor-Entwicklung
unterzogen wird, ist die Mitnahme héherer Ordnungen méoglich.

Dazu miissen nur Gaufl-Integrale ausgerechnet werden, wie sie auch in der Stérungsreihe
aufgetaucht sind. Um O(D™') zu erhalten 1sen wir:

D +oo D
In(d) = - Df(ﬂo)/ dé iy {¢)) 52
p@) = [z [ di e (=500
Di®(a) .5 DFY(o0) 4 1 D2 [[9(o0)]”
1— 5° — 0t — - ——————=00"+... | (B3l
< I 51 © +3 36 "+ (B.31)
Die weiteren Glieder tragen nur zu den Ordnungen O(D*) mit & > 1 bei, da die Fluktuations-
1/2

Variable ¢ von der Ordnung D~'/* ist. Damit sind die restlichen Beitrigen der Taylor-

Entwicklung nicht relevant. Die Annahme iiber die Fluktuations-Variable begriinden wir,
indem wir die mittlere quadratische Abweichung bzgl. unseres Ensembles bilden. Wir haben
dann die folgenden Gleichung zu berechnen:

<92 e 1d [* ~2
< >_N/ dé 5% exp ——f (00)d :_N%/—oo daexp(—/m)

2T
N Ndn\/; N\ Df® (o) Df2)

Also ist & proportional zu D'/, und unsere Annahme war gerechtfertigt.

k=2 [ (00)

1
B D (B.32)

nZ%f(z)(ffo)

B.5 Starkkopplungsreihe

Wir folgen der Vorgehensweise des vorherigen Kapitels, entwickeln aber diesmal die ent-
sprechenden Gleichungen nicht fiir kleine sondern fiir grofle Kopplungskonstanten §. Dement-
sprechend erhalten wir fiir den Sattelpunkt (B.17) die Starkkopplungsreihe:

o= (-2, (B.33)
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Fiir die beiden Funktionen f(o), f® (o) ist die Starkkopplungsentwicklung gegeben durch:

1 5 w?
flog) = Z(ln(g)+21n2—1+ﬁ+...>, (B.34)
@y - (¥
[ (o) §<1 \/5+...>. (B.35)

Der Beitrag des Logarithmus in (B.22) ergibt:

W

~ 2
In <gf(2)(00)> = In2- 7 +... (B.36)

Die Summe von (B.34) und (B.36) ist nach (B.22) die gesuchte Starkkopplungsreihe:

Fo(G) = %1n(§)+%(D+1)1n2—§+i<D—%>%+.... (B.37)

Dies vergleichen wir nun mit der exakten Starkkopplungsentwicklung. Hierzu wird (B.7)
wird in D-dimensionalen Kugelkoordinaten ausgewertet. Dabei ist wegen der Symmetrie
des Integranden der Winkelanteil trivial zu integrieren. In dem verbleibenden r-Integral
substituieren wir r = g~'/*z, so daf (B.7) iibergeht in:

In(g) = LDM oodxxD_leX 1 12022 — gt (B.38)
p\g - 2D/2_1F(%) 0 p 29 . .

Nun entwickeln wir den quadratischen Anteil der Exponentialfunktion und substituieren
x = z'/*. Dies iiberfiihrt (B.38) in:

—D/4 D D 1y 2
In(g) = QQD/2+1£E§; <1_F ) +> (B.39)

Die Gamma-Funktion ist an dieser Stelle mit der Stirling-Formel zu approximieren:

T(y) = 2me vy¥ 2 (1 _ L. ) . (B.40)

12y

Wir vernachléssigen in allen Quotienten der Gamma-Funktion jeweils den Bruchterm der
beiden Reihen. Fiir den ersten Quotienten ist dies ein Fehler der Ordnung O(D~!) fiir jeden
weiteren sogar nur der Ordnung O(D~?).
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Dann gilt fiir den ersten Quotienten:

r) .
= \/EeTfo, (B41)
r(%)
und fiir den Korrekturterm:
D
I (L) 2 e ' '

Aber das Produkt (1 +2/D)D/ ? nghert sich streng monoton wachsend von unten gegen
seinen Grenzwert e. Um den maximalen Fehler abschétzen zu kénnen, bendtigen wir eine
geeignete monoton fallende Folge, die von oben gegen die Eulersche Zahl konvergiert:

IS

1
= 1———+.... (B43
5+ (B.43)

VD [(L+5)
2

(&

Setzen wir die Gleichungen (B.41)-(B.43) in (B.39) ein, und nehmen dann den negativen
Logarithmus, so erhalten wir die Starkkopplungsreihe (B.37) in den Ordnungen O(D°) und
O(D").

Wollen wir weitere Ordnungen bei unserer Sattelpunktsapproximation mitnehmen, haben wir
wie im vorigen Abschnitt B.4 {iber die Schwachkopplungsreihe vorzugehen. Das heifit unsere
Sattelpunktsniherung ist in beiden Entwicklungen, der Stark- und Schwachkopplungsreihe,
giiltig. Die getrennte Behandlung resultiert allein aus der Taylor-Entwicklung der Wurzel
aus Gleichung (B.17).

Somit ist aber das Sattelpunktsresultat (ohne Wurzel-Entwicklung) nicht nur in den Limites
schwacher und starker Kopplung giiltig, sondern auch in dem dazwischen liegenden Bereich,
das bedeutet aber, daf§ die Sattelpunktsniherung ein nichtperturbatives Resultat ist.

Unsere Ergebnisse gelten also fiir alle Werte der Kopplungskonstanten g.
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