Untersuchung von Instabilititen
in Systemen mit zeitlicher Verzigerung

Diplomarbeit
vomn
Christian Simmendinger

angelertigt am
Institut fiir Theoretische Physik und Synergetik
der Universitat Stuttgart

Haupthberichter: Prof.Dr. A, Wunderhn
Mitberichter: Prof.Dr . H-R. Trebin

10.Méirz.1995



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5
1.1 Nichtlineare Systeme im Sinne der Synergetik . . .. ..o 0000 B
[.1.1 Retardierte nichtlineare Sysdeme . .« . o 0 v 0 v 0 v ol 0 0 fi

1.2 Stationfre Instabilitaten . . - - - o 20 0 i a e e s e s e w e 0 . B
1.3 Zielder Diplomarbeit . . . . - - . o oo s i e aa il T

2 Zur Floguet-Theorie zeitlich verzdgerter Systeme B
2.1 Bewegungsgleichung . . .. ... i i i s e e 8
29 Referenszustinde o . 0 0 0 0 0 e v s e e e e i e e m e e e s 10
23 Perturbative Bestimmung periodischer Referenzzustiode . . . . . .. 10
3.1 1.Fall: Nichtlinearer Oszillator mit zeitlicher Verzdgerung . . . 11

242  2.Fall: Verzogerungsinduzierter periodischer Referenzzustand . 14

24  Dynamik im unendlich dimensionalen Zustandsraum . .. ... ... 13
25 LinearfSherUmE . « o ¢ ¢ s « -5t 2 8 0 8 s 4 & a6 =« oo s b oa .- 1B
26 Fourierzerlegung. . . o o 0 o 0 v c s b e i e e e e e 15
27 DRekursionseelatlonen . o v o« v vome s = s w om o w o a b a e e e e e s . 19
3.8 Matrixwertige transzendente Kettenbriiche . . . . . .. .. .. ... . 19
2.4.1 FErste Losungsmethode . . . ... .. ..o 19

282 Zweitc Losungsmethode . . . . v 00 o v i i i e s 22

2.9 Transgendentie charakteristische Gleichung . . . . - . - . .. .. 0 .24
2,10 Floquet-Eigenldsungen . . - - -« oo v v v v v m e m i n i e .24

3 Adjungiertes Problem 26
I & ] 11T o R R S S 26
3.2 Adjungierter Operator . . - . . - f o i e s e e e e 26
3.2.1 Adjungierte Rekursionsformel . . . .. ... oL 27

3.2.2 Adjungierter Kettenbruch . - - . .. .0 00 o v i h o a e 28

23 Orthonormalititsrelationen. . . . . - . v 0 v v v - e - .M
.51 Mormalisiertmp . @ w oo b e e e e a v e .okl

4 Praojektoren und Modenamplitudengleichungen 31



Anwendung aul den PLL a3

5.1 Shohat-Entwicklumg. . . 0.0 vv o ioiennana s g &
5.2 Linearisicrung uin die oszillatorische Losung . . . . . .. .. P i
5.3 Rekurgionsrelabionen . - o - cp o i i w e s e ek e s v s s e -
5.4 Transzendenter Keltenbrueh . . . o .0 o v v v v v v i h e ha e e it
55 Floquet-Eigenlsungen . . . . . . - .o cu i n o K}
Anwendung auf den verallgemeinerten van-der-Pol Oszillator 40
6.1 Poincare-Lindtstedt Verfahren . . . . . o0 0 00 0 o oo o oo e 40
62 LineaiBIBFUOE . o« 4 % & sirieis s 60 o a0 6 8 4 & e s a s s b sinn s 43
6.3 Fournereptwicklung . . . .. .. . - . oo n e 44
64 Rekursionsrelationen . . . . . v o vcii v s u it a s v e aaa s 44
6.5 Matrixwertiger transzendenter Kettenbruch . . .. . .. .. ... ... 45
6.6 Algebraische Rechenprogramme . ., . 0 o - 0o v v 48
€.7 Poincare Lindtstedt in 4.0rdoung & . . o2 - vv o o ot sica o w . 4B
Zusammenfassung und Ausblick 50
Shohat-Entwicklung beim PLL 52
Averaging beim Van-der-Pol Osgillator mit zeitlicher Verzégerung 55
Bl Antopomeer Fall o L 0 L 0 0 o o e e e e e e e e e e e 35

B.1.1 Adjungiertes Problem und Bilinearform . . . . . .. . .. .. . 35

B.1.2 Projektoren im sutonomen Fall ., . - . . 2. 000000 2o 56

B13 Aufspalbong . . - . oo v v v e rr e s e e . 5

B.l.4 Das ungestorte Problem . . . ... ... ... o000, . 1)

B.1.5 Das gestorte Problem . . - . -« v o0 v v v v v mncw e 58

BA6 AVEraging . . - o v v v v mncs b e e e s . 99



Abbildungsverzeichnis

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

h.l
5.2
B3
R

fi.l
6.2
6.3
.4
fi.5
fi.fi
6.7

.8

Klassifizierung von Funktionaldifferentialgleichungen . . . .0 . o . .
Nichtlineares System mit zeitlicher Versdgerung . . . . o o0 00 v 0 -
Shohat-Transformation des Kleinheitsparameters - o - 0 0. 0. . . -

Umklappmechanismus . . - - . -« oo v v v v s m e e

Pentadiagonale Rekursionsformel . . . . . . .0 c0 0o v r ol
Tridiagonale Rekursionsformel . . . . . . ..o v e an -

Amplitudenvergleich mit der numerischen Simulation . .. ... ..
Freguenzvergleich mit der numerischen Simulation . . .. o .00
Phasenportrait des Grenzzyklus vor der Aufspaltung . . . . . . . .,
Aufspaltung des Grenzeyklus . - ... .o v oo oo oo ;

Amplitudenvergleich . . . . .0 oo oo i e e s e
Frequenzverpleich . - - o o0 v v v v e a v m s ee o
Amplitudenvergleich . . - . . o o000 i i e e
Frequengvergleich . . . - - . ¢ o0 v e v s e c et i 2

Analytisch gefundener kritischer Parameterwert g, 0 <7 <3 .
Numerisch gefundener kritischer Parameterwert p., 0 = 7 < 12
Bestimmung der Floquet-Exponenten ); aus der transzendenten Ei-

genwertgleichung - . . . o v 00 v v oe b i e ek

Mumerische Bestimmung der Flogquet-Exponenten A;



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Nichtlineare Systeme im Sinne der Synerge-
tik

Das interdisziplinire Forschungsgebiet Synergetik warde von Hermann Haken 1963
mit dem Anliegen gegriindet, allgemeingiiltige Prinzipien aufzuzeigen, die einer spon-
tanen Entstehung von raumlichen, zeitlichen, raum-zeitlichen oder funktionalen ma-
kroskopischen Strukturen zugrunde liegen. Besonders typische Beispiele derartiger
Selbstorganisationsprozesse sind etwa der Laser, bei dem sich lichtemittierende Ato-
me im makroskopischen MabBstab ordnen und kohirentes Licht abstrahlen, die Mu-
sterbildung bei biologischen Systemen ctwa in der Morphogencse oder auch Heakti-
onszustinde von hohem Ordnungsgrad bei autokatalytischen chemischen Prozessen.
Dierartige Systeme befinden sich fern vom thermodynamischen Gleichgewicht, die
inhiirenten Strukturen werden durch unspezifische Zufuhr von Materie und Ener
gie aufrechterhalten. Bei einer Verinderung dieser dufieren Kontrollparameter iber
cinen kritischen Punkt hinaus, verlieren diese Systeme ihre ursprimgliche Stabi-
litit und gehen in einen neuven Ordnungszustand dber. Es ladt sich zeigen, daf
das Verhalten cines derartigen Systems in der Umgebung einer Instabalitit nur von
wenigen Ordnungsparametern abhingt, Durch die systematische Bestimmung der
Bewegungsgleichungen dieser Parameter 138t sich dann das dynamische Verhalten
derartiger komplexer Systeme auf makroskopischem Mafistab vorhersagen. Eine ma-
thematische Beschreibung im Rahmen der Synergetik wurde bisher mit Hilfe von
gewshnlichen und partiellen Differentialgleichungen mit stochastischen Verallgemed-
nerungen realisiert, Das hierbei entwickelte Verfahren beruht anf einer systemati-
schen Elimination der beim Nichtgleichgewichtsphasenibergang stabil bleibenden
kollektiven Moden.,



1.1.1 Retardierte nichtlineare Systeme

Selhatorganisationsprozesse, die durch die Beriicksichtigung endlicher Laufzeiten in-
nerhalb eines Systems zustande kommen, haben in der Vergangenheil nur eine un-
tergeordnete Rolle gespielt, Dies lag zum einen daran, dali zeitliche Retardierungen
oftmals als zu klein angesehen wurden, wm eine qualitative Anderung der Systemdy-
namik bewirken gu konnen, Fudem verhinderten die mathematischen Schwierigke-
ten, die mit der korrekten Formulierung des Anfangswertproblems verbunden sind,
eine systematische Theorie. Inzwischen jedoch werden in den Natur und Ingensenrs-
wissenschaften Konzepte diskutiert, die einer derartigen Problematik RHechnung tra-
gen, So dienen etwa in optisch bistabilen oder auch neurophysiologischen Kantroll-
systermnen vergdgerungsindusicrte Instabilititen als zunehmend wichtiger werdende
Erklirungsmodelle. Das Mackey-Glass Modell [3] beispielsweise, eine skalare nicht-
lineare retardierte Differentialgleichung, wurde zur Beschreibung von beobachieten
Anomalien in der Regenaration weiler Blutkirperchen mfolge des Einflusses end-
licher Ausbreitungspeschwindigkeiten chemosensitiver Substanzen im Hlutkreislauf
anfgestellt, Besonderes physikalisches Interesse wird inzwischen zeitlich verzigerten
nichilinearen Systemen bei der Untersuchung der Struktur seltsamer Attrakioren
entgegenpgebracht. Pomean [4] stellte dabei die Vermutung aof, dab die Dimension
chaotischer Attrakioren, unabhingig von dem gewdhlien System, propertional zur
Retardierung ansteigt.

1.2 Stationire Instabilititen

Um dem Einflub endlicher Signallaufzeiten auf das dynamische Verhalten nichtli-
nearer Systeme gerecht 2u weeden, mubten die in der Synergetik entwickelten Kon-
zepte aul zeitlich retardierte Systeme erweitert werden. Durch die von K rasnovkii
[12] vorgeschlagene Transformation einer Delaydifferentialgleichung in eine Funktio-
naldifferentialgleichung gelang die Erweiterung des synergetischen Ordnungspara-
meterkonzepts mit systematischer Elimination der irrelevanten Variablen im Falle
eines stationiren Referenzzustandes. Inshesondere war es dazu nitig, das Konzep-
t der kollektiven Moden neu zu formulieren, um eine Zeitskalenhierarchie zu ent-
decken | die eine angemessene Elimination der stabilen Moden erméglicht [7] [8].
Das fundamentale Resullat war die Reduktion des urspriinglich unendlichdimen-
sionalen Modenamplitudensystems auf ein niedrigdimensionales System von Ord-
nungsparametergleichungen, die keine Gedichtnisterme mehr enthalten. Der awl-
gefundene Formalismus wurde auf eine Modellgleichung eines Phasenregelkreises
|. Ordnung mit zeitlicher Verzigerug angewandt. Lhe zugeordnete skalare nichth-
neare Delay-Differentialgleichung fihrt in der Umgebung ciner Instabilitii zu einer
Ordnungsparametergleichung, die der Normalform einer Hopibifurkation entspricht.
Die theoretischen Ergebnisse konnten ingwischen unter Anleitung von M. Olivier un-
d J.Grostambert [9] experimentell am CNRS Besancon bestitigt werden. Einziger



Kontrollparameter war hierbei die Delayzet.

1.3 Ziel der Diplomarbeit

Angestrebt wurde eine Erweiterung dieses Formalismus aufl Instabilititen bei zeit-
lich periodischen Referenzzustinden. Hierzu erforderlich war die Formulierung der
Floquetschen Theorie fir Delay-Differentialgleichungen, die den unendhchdimensio-
nalen Charakter dieser Systeme sireng beriicksichtigt , sowie die analoge Erweiterung
des Eliminationsverfahrens auf héherdimensionale Referenzzustinde.



Kapitel 2

Zur Floquet-Theorie zeitlich
verzogerter Systeme

2.1 Bewegungsgleichung

Bei der Beschreibung nichtlinearer dynamischer Systeme geht man in der Regel da-
von aus, dall die zeitliche Entwicklung nur vom momentanen Zustand des Systems
abhingt. Im vellstandigen Zustandsraum der Systeme vernachlissigt man daher Ge-
dachtniseifckie. Faft man beispielsweise im Falle endlich vieler Untersysteme deren
Variablen zu einen Fustandavekior ¥ susammen, so wird dessen geitliche Evolution
durch einen Satz gewdhnlicher Differentialgleichungen beschrieben:

2 (1) = Nof#(1). o). (2.1)

DNas nichilineare Vektorfeld Ny hingt dabei noch von einem Satz von Kontrollpara-
metern {a; ] ab, die die Offenheit des Systems gegeniiber der Umngebung guantifizie-
rem,

Betrachtet man hingepen Systeme bei denen zeitlichen Verzogerungen eine wesent-
liche Rolle spielen, so erhilt man bei deren Modellierung anstelle von gewdhnlichen
Differcatialgleichungen Funktionaldifferentialgleichungen, Je nach Art der zeitlichen
Verztgerung unterscheidet man dabei zwischen avancierten, neutralen und retar-
dierten Funktionaldifferentialgleichungen (s. Abbildung (2.1)).

Finen wichtigen Spezialfall der retardierten Funkiionaldifferentialgleichungen sted-
len Systemne dar, bei denen die zeitliche Anderung des Zustandsvektors zur Zeit |
von eingm friheren Zeitpunkt ¢ — v abhingt (s. Abbildung (2.2). In Verallgemeine-
rung von (2.1) 1aBt sich dann die Bewegungsgleichung als Delaydifferentialgleichung
formulieren:

4 5(0) = N0, £ - 7), o). (2.2)

Das um die zeitliche Verzhgerung = retardierte Argument des Zustandsvektors
macht die Medellgleichung nichtlokal in der Zeat.,

8
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung eines nichtlinearen Systems
mit zeithcher Yerzdgerung



2.2 Referenzzustinde

Systeme der Form (2.2) besitzen im allgemeinen stabile Referenzzustande, die sich
durch Attrakioren im Phasenraum charakterisieren lassen. Als typische Vetreter sei-
en hier hier Fixpunkte, sowie zeitlich periodische Grenzzyklen und guasiperiodische
Tori genannt. Verandert man die Kontrollparameter, so kinnen derartige Referens-
sustinde destabilisiert werden, Das System geht dann in einen newen Ordnungszu-
stand fiber. Durch eine weitere Anderung der Kontrollparameter kann das System so
eine ganze Hierarchie von Instabilitilen durchlaufen, bis es schlieBlich einen chaoti-
ache Attraktoren ersengt, der die Ordnungsstrukturen sumindest teilweise serstoren
wird.

Da eine globale Analyse derartiger Systeme im allgemeinen nicht méglich ist,
ist man pezwungen, sich auf die lokale Untersuchung der Umgebung von Relerenz-
sustinden zu bescheinken. Wihrend das Verhalten solcher Systeme in der Nahe von
Fixpunkten bereits eingehend untersucht wurde [3, 8], ist aber die Systemdynarmi-
k in der Nahe von periodischen Referenzzustanden nur wenig bekannt 5], Durch
die im folgenden ausgearbeitete Floquettheorie bei zeitlich versbgerten Systemen
sollen anch zeitabhingige Referenzustiinde und deren Stabilitit einer analytischen
Untersuchung suginglich gemacht werden.

2.3 Perturbative Bestimmung periodischer Re-
ferenzzustinde

Die Floguet-Theorie setzt die Existenz eines penodischen Heferenzzustandes vor-
ans. Wir nchmen im folgenden an, dafi dieser Referenzzusiand fir cinen gewissen
Kontrollparameterbereich stabil ist,

In der Regel kann der periodische Referenszustand nicht durch einen geschlos-
senen analytischen Ausdruck angegeben werden. Man ist deshalb auf perturbative
Verfahren angewicsen, die die Herechnung dieses Referenzaustandes bis xu einer end-
lichen Ordnung in einem Kleinheitsparameter p erlauben. Hierbei kinnen grundsite-
lich zwei Falle unterschieden werden: Der Kleinheitsparameter p kann zum einen
als Kontrollparameter vorgegeben sein, zum anderen kann er bei verzigerungsin-
dugierten periodischen Referenzzustanden als MaB fir den relativen Abstand vom
sinem kritischen Parameterwert 7, eingefihrt werden. 7. beschreibt hierbei die kri-
tische Verzdgerungszeit oberhalb der cine periodische Lésung der Differentialglei-
chung (2.2) existiert. Beide Falle werden im folgenden anhand exemplarischer Mo-
dellgleichungen untersucht, Hierbei werden zwei grundlegende Verfahren der Theorie
gewihnlicher Differentialgleichungen, das Poincaré-Lindstedt-Verfahren und desgen
Frweiterung in Form der Shohat-Entwicklung, aul Delaydifferentialgleichungen ver-
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allgemeinert. Ein dritles Verfahren, die Methode des "Averaging', wird imm Anhang
B beschrieben.

2.3.1 1.Fall: Nichtlinearer Oszillator mit zeitlicher Verzoge-
rung

In diesem Abschnitt pehen wir davon aus, dafl das vorliegende System auch ohne
eine zeitliche Verzigerung T einen periodischen Referenzzustand besitze, Als Beispiel
dient ein harmonischer Oszillator mit nichtlinearer zeilversigerter Storung [

(8, ) +wdz(t, p) = pfixlt, p), 2t g2t = rop, £t — o)) (2.3)

Hier bedentet der Strich * die Ableitung nach der Zeit. Durch die Nichtlinearitiit i
der Gleichung (2.3} wird sich die Frequens wip) des periodischen Referenzzustandes

il g)==x (!+-?r—,,u) [2.4)
wipe)

vem ungestorien Wert wy bei p = U unterscheiden. Um dieser Frequenzinderung
Rechnung zu tragen, fihrt man sweckmibigerweise eine Umskalierung durch

E(t)] = wlpt {2.5)
qlfipl = z(f—||-:.#). (2.6)

=0 dall die Bewegungsgleichung (23] die Form

wi(E, ) + wdql€, p) = pflg(E, n) 416 ) gl — wip)r, m) GlE = wip)r,u]). (2.7]

annimmt, Der Punkt bezeichnet hierbei die Ableitung nach der dimensionsiosen
Feitvariablen £. Die newe Funktion q£) ist dann 27-periodisch:

(£, p) = qlf + 27, p). (2.8)

Das Poincare-Lindstedt-Verfahren

Da p als kleine Grife vorausgesetzi wird, lassen sich w(p],q(£, p) in Analogie zum
Vorgehen der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen [16, 18] nach Potenzen
von p entwickeln:

gol€) + palE) + plqlE) + -+, (2.9)
g - i -+ Pa (2.10)

g€, 1)
wip)

11



Im Unterschied zum Fall gewahnlicher Differentialgleichungen hat man bei Delay-
Differentialgleichungen wie (2.7) zusiitzlich zu beachten, dal die Potenzreihenent-
wicklungen der jeweiligen zeitversigerten Terme durch (2.9), (2.10) folgendermafien
I::ﬂ.gl'll‘.gl sind:

gl —wlp)r,p) = qolf —worh+ plplf —wr) —wirgelf —wir]) + o (2.11)
lE —wiplrip) = qoff —wor)+ pldl —wur) —wimdolf —wor)) + - 42.12)

Setst man diese Entwicklungen in [2.7) ein, und wertet sie nach Polenzen von p
aus, so erhilt man in jeder Ordnung ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem
2. Ordnung, das sich dann iterativ lasen A,

dal ) + quif)
qal )+ qilf)

0, (2.13)
~2nl€) -

_u%%ﬂ'?ﬂ{ﬂ-ﬂju{ﬂ_-qniﬁ —wyT) dolf —wyt)),  [2.14)

Ful €} + qul£) Inl£)- (2.15)

Die Inhomogenitat 1,(£) ist dabei durch die vorhergehenden Ordnungen gu(£) mit
0 < m < n festgelegt. Um die Periodizititsbedingung (2.8) in jeder Ordnung des
Kleinheitsparameters g zu erfillen, muli die Losung g.(£) der n-ten Ihfferentialgle
chung (2.15) ebenfalls 2x-periodisch sein:

gal€) = gul€ + 27 ). (2.16)

Weist die Fourierentwicklung der Inhomogenitit [o(€) beziiglich § Vielfache der
1.Harmonischen sin £, cos £ auf, so treten in der Losung aperiodische Sikularterme
der Form £sin €, £ cosé anf. So ist beispielsweise einc partikulire Losung yp(£) von

)+ w(f) = Asin{f) + Beos({) (2.17)
durch
H B
) = EWH'[-'-E] + Ewﬁﬂﬂ[tﬂ = Acosi£)) (2.18)

gegeben. Um aperiodische Lisungen dieser Art zu vermeiden, mull man an die In-
homogenitit die folgenden Forderungen stellen:

J'L " L(€)sin{6)E = 0, (2.19)

JEAGESGY

. (2.20)

12



#ur Erfiillung dieser beiden Bedingungen benitigt man swei unabhangige {reic Pa-
rameler, Als eiper dieser Parameter kann die Konstante w, gewdhlt werden. Eine
zweite Konstante kann nur durch geeignete Anfangsbedingungen fir g, (£) einge-
fiihrt werden. Deshalb wihlt man beispielswasize @

Fn-tl0) = Aa-i, (2.21)
gut(0) = O (2.29)

als Anfangsbedingungen der (n-1)-ten Differentialgleichung, Mit diesen Vorgaben
hat man ein sysiematisches Naherungsverfahren aufgestellt.

Shohat-Entwicklung

Die Shohat-Entwicklung erméglichi eine approximative Bestimmung des periodi-
schen Referenzzustandes auch fir den Fall, dad der Kontrollparameter g keine klei-
ne Grobe ist, Hiersu fithrt man einen neven Kleinheitsparameter plp) ein, der den
Definitionsbereich [0, 0o} des Kontroliparamters p auf das Intervall [0, 1) abbildet.
Diese Eigenschaft wird beispielsweise durch die Vorschrft

R 9.9
plp) = It (2.23)
erfiillt, wie dies in Abb.{2.3) (lustriert ist.
1
(RN
&
P
.4
0.2
9% 3 10 15 0
1
Abbildung 2.3: Beispiel einer Shohat-Transformation des Kleinheitspa-

rimeters

Das Verfahren der Shohat-Entwicklung berubt darauf, die Bewegungsgleichung (2.7)

[



mit ¢* 2u multiplizieren und dann sowohl den periodischen Referenzzustand g(£, )
als auch das Produkt pwip) nach dem Kleinheitsparameter p zu entwickeln:

glé ) = Qol€)+plp)Qui) + plul Qalé) + -+, {2.24)
wolp) = plp)ilo + p(p)*Sh + plp) My + - (2.25)

Dabei ist durch die Entwicklung {2.25) gewihrleistet, dad dic Frequenz wip) de-
s periodischen Referenzsustandes fir eine verschwindende Storung g = 0 in die
Frequens o, des harmonischen Oszillators dbergeht. Hei der Entwicklung der um
skalierten Bewegungsgleichung (2.7) nach dem Kleinheitsparameter g sind neben
(2.24), (2.25) auch die Umkehrrelation von {2.23)

o)

= —sm— E
jt 1 — ) (2.26)
(2.27]
sowic die Entwicklungen
wo= g+plfh D)+ (la—h) 4+, {2.28)

glf —wlp)rip) = Qo€ —Mar)+
+plp) [@ilE = Shar) + (1 — o )Gl € - ﬂuf]l + (2.29)
firi (2.30)

zu beachten, Die weitere Vorgehensweise, die die Elimination der Sikularierme
berficksichtigt, entspricht dem Poincare-Lindstedt Verfahren, Ein allgemeiner Beweis
der Konvergenz des Shohatverfahrens fiir beliebige Kontrollparameterwerte u = f
konnte bisher nicht gefihrt werden. Es sind jedoch anch keine Gegenbeispiele be-
kannt, bei denen die Methode versagen wiirde.

2.3.2 2.Fall: Verzigerungsinduzierter periodischer Referenz-
zustand

Fine Klasse einfacher Modellsysteme, die einen delayinduzierten periodischen Re-
ferengzzustand besitzen kann, wird durch skalare Delay-Differentialgleichungen der
Form

z'(t) = glz(t),=(t — 7]} (2.31)

beschrichen. Beispielsweise geniigt ein elektronischer Phasenregelkreis (PLL) 1.0rd-
nung mit zeitlicher Verzdgerung, der zur Synchronisation von Frequenz und Phase
verwendet wird, einer derartigen Bewegungsgleichung [8]. In der Umgebung einer
Hopfbifurkation, die durch eine Anderung der Verzogerungszeit 7 bei einem kriti-
schen Wert 7. auftritl, kann man als natiirlichen Kleinheitsparameter g den relativen

4



Abstand der zeitlichen Versogerung v von ilrem kritischen Wert . einfuliren:

—

e Il.ll.r— T

(2.32)

Te

Das bereits vorgestellte Poincare- Lindstedt-Verfahren Lifit sich nun mit geringen Mo-
difikationen aul den vorliegenden Fall dibertragen [14, 15]. Nach einer Umskalicrung
entsprechend (2.5], (2.6) kann man mit den Entwicklungen

glé ) = qot pgl€) + pleal€) + -, (2.33)
wipg) = wy+puy + plan 4o (2.34)

das sugeordnete Gleichungssystem iterativ lsen. Daber bestimmit die niedrigste Ord-
nung den stationaren Referenzzustand go. Die erste Orednung begt nehen wy auch den
kritischen Parameterwert 7. fest {vgl|8, Anhang C]).

Die Shohat-Entwicklung kann ebenfalls aul diesen Fall iibertragen werden, Da
der Parameter p durch den Abstand vom kritischen Wert der Hopf-Bifurkation gege-
ben ist. ist die Anwendbarkeit des Poincare-Lindstedt Verfahrens nur gewahrleistet,
wenn der Abstand zur nichsthoheren Instabilitdt innerhalb des Konvergenzradius
< 1 liegt. Eine Shohat-Entwicklung wird deshalb in den meisten Fallen zwingend
erforderlich.

2.4 Dynamik im unendlich dimensionalen Zustands-
rauirn

In diesem Abschnitt sollen die vorgestellten Delay-Differentialgleichungen {2.2) al-
s Funktionaldifferentialgleichungen behandelt werden. Im Hinblick auf die auszu-
arbeitende Floguet-Theorie mull man sich dabei darauf beschrinken, die linearc
Umgebung der iterativ gewonnenen Referenzzustinde zu untersuchen. Um mégli-
che aperiodische Sikularterme #n vermeiden, skaliert man gweckmaligerweise die
Bewegungsgleichung (2.2) unter Verwendung ven (2.5, (2.6);

Fi6) = SR, - wr) o)) (235)
Hicrbei begeichnet w = wip) die Frequenz des periodischen Referenzzustandes qu(£)
= qolé, p) in Abhingigheit des Kleinheitsparameters . Um den Formalismus so
einfach wie méglich zu halten, sollen im weiteren diese p-Abhangigheiten in der
Motation zunichst weggelassen werden.

Der Grund zu Funktionaldifferentialgleichungen iiberzugehen liegt darin, dafl im Un-
terschied zu gewdhnlichen Differentialgleichungen bei Delay-Differentialgleichungen
andersartige Anfangsbedingungen gewahlt werden miissen. Statt eines Anfangs-
punktes im n-dimensionalen Zustandsraum T erfordert die vollstindige Festlegung
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eines zeitlich versigerten dynamischen Systems die Vorgabe einer Anlangsfunktion
B(#} in einem unendlich dimensionalen Funktionenrawm C {12, 26, 5] mit

qio) = hif), —wr=0<0 {2.36)

Die Bewegungsgleichung (2.35) definiert deshalb cine Abbildung des unendlich di-
mensionalen Funktionenranms C in den n-dimensionalen Raum I'. Dies ist jedoch mit
dem Verlust der Existenz einer punkiweise eindeutigen Lisung verbunden [5, 26]. Es
ist daher sinnvoll, den Fustand des System durch einen erweiterten Zustandsvektor
fe(#) in dem unendlich dimensionalen Zustandsraum C #u beschreiben, in dem die
Anfangsfunktion b defintert ist, Dver Zusammenhang des n-dimensionalen fustands-
vektors i) mit dem erweiterten Zustandsvekior go{#) wird durch die Vorschnft
[12, 5, 26

Ff)=qE+0), —wr=@<0 (2.37)

festgelegt. Demnach wird die Trajektorie qi£) im n-dimensionalen Rawm [ im Inter-
vall [€, & —wr]in ein Element des unendlich dimensionalen Zustandsraums abgebhil-
det. Dies 1Bt sich durch folgenden Umklappmechanismus schematisch illustrieren:

AT
/’-"’!:{,_"'%

Abbildung 2.4: Mustration der Vorschrift (2.37) durch einen Umklapp-

mechanisrmus

Es 1iBt sich nun fiir alle £ > 0 ein nichtlinearer Losungsoperator definieren, der die
Anfangsfunktion h auf den erweiterten Zustandsvektor gy abbildet:

gl0) = (T(EW) (), —wr <80, (2.38)
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Die Eindeutigheil dieser Abbildung folgt dann aus der Halbgruppeneigenschaft die-
se= Dperators:

TiE+n) =TET(y), &zl T} =T (2.39)

Um das Anfangswertproblem {2.35), (2.36) in dem unendlich dimensionalen Y-
standsraum O zu formulieren, differenziert man (2.37) nach der Zeit

%;‘,’Em; = (AZ)(P), -wr<h<O. (2.40)
Der infinitesimale Generator A ist hier mit {2.38) iiber
(A7) (0) = lim (T (7) (0) - G(0)] (2.41]

definiert. Bei der Anwendung des nichtlinearen Lisungsoperators T (e} ist zu beach-
ben, dall dieser auf den erweiterten Zustandsvektor gy in Abhangigheit vom Wert
£ 4 0 + ¢ verschiedenartig wirkt -

FE+8+e) E4+0+e<0,
- s pte
TRaey= { 0+ 2 [ R s - wrids €040,

Entwickelt man das nichtlineare Vektorfeld in eine Taylorreihe um eine pericdische
Referenzlésung und ersetzt die Elemente aus ' entsprechend den Vorschriften

]
e = [ dass(gie), (2.43)
qlE — wr) BB + w8, (2.44)

soergibt sich ans (2.41) der infinitesimale Generator A als Funktional der erweiterien
Zugtandsvektoren g:(#) in der Form :

(2.42)

n

)
5 — —ry 0
{Aw}[ﬂ}={ i (0) wr = (2.45)
ﬂ?[q‘.:{.n 8 =1
wikse
NG = A& (2.46)
k=]
N9 = [ i, Lote g i 4T
i gf.l:.'::l] = _wrdﬂl“ _h_rr *‘unhn..;l.,.{[ﬁl]l“ .]'IE.J:I{ l:l"qf--.l'q[ﬂi:l' {2' :I

Im Falle der hier behandelten Delay-Differentialgleichungen sind die zeitabhing-
gen matrixwertigen Dichlen !-l!ﬂ--u-{ Linearkombinationen und Produkte von 4-
Funktionen.

Durch (2.40), {2.45) wird das dynamische Verhalten des zeitverzigerten Systems
im erweiterten Fustandsraum € vollstindig beschrichen und die Eindeutigheit ga-
rantiert.
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2.5 Linearisierung

Linearisiert man daz Problem {2.40) um eine periodische Referenzidsung ¢ durch

G(0) = 00) + & (0), (2.48)
sor ergibt sich in dieser erslen Niherung
d i
F.rc{'?] = (Apged(#), (2.49)

wobei die Tilde weggelassen wurde. Ay 5l e infinitezsimaler inearer Generalor, der
im vorliegenden Fall explizit zeilabhingg fst:
d 5
e’ i) wr = #8<0,
(Ad) () = § % ) (2.50]
[ aradnge) o=

e Dichie (@) 15t durch die Funktionalableitung von A nach seinen Argumenten
festpelept:

NG )]

5l0) ]g,q-; | Bei)

02(f) = é [

2.6 Fourierzerlegung

Da die Referenzibsung 2=-periodisch ist, wird auch die zeitabhangige Dichte $2¢(8)
cine entspechende Periodizitht anfweisen, Deshalb kann eine Fourierentwicklung der
Matrix 12:(#) in folgender Form angesetzt werden:

248 = i e (0™, (2.52)

e =

In Analogie zur Theorie gewShnlicher Differentialgleichungen [6, 19], kann man an-
nehmen [20], dab sich eine Losung §i{#) von (249} darstellen 1ifie ala:

ql8) = o). (2.53)

Dabei bezeichnet A den Floguet-Exponenten und (0} eine in ¢ periodische Floquet-
Eigenlasung, deren Fourierentwicklung durch

=3 Bpent, (2.54)

TS =

gegeben ist, wobei #2{#) die jeweilige Fourierkomponente bezeichnet.
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2.7 Rekursionsrelationen

#ur Bestimmung der Fourierkomponenten J:{-!i'] setzt man den Ansatz (2.53), (2.54)
in die lineare Bewegungsgleichung {2.49) ein. Wertet man das Problem im Intervall
g7 % < 0} aus, so erhilt man zunachst

gHO) = g0l (2.55)
_: I"‘ Aaim )i ; ‘:’.-.r:l[';ll
Durch die Anschlulbedingung an der Stelle & = 0 erhilt man andererseits
o — -
3 @A 4 dom]elirimit =

ns -0

= X E JrJ ABTL, (@)l Ml LGt u) e gh (2.57)

n=—m ke

IJie Umindizierung fi{n) = n+ & und ein komponentenweiser Vergleich der jeweiligen
Fourierkomponenten ergibt mit der Definition

D =
Leg-s = ‘{Tdﬂﬂtw:lﬁﬂ.ﬂu{ﬁ-k]]ﬂ [EJ-E:I

eine (2k+1)-diagonale vektorwertige Rekursionsrelation fiir die ﬂ:f-,_,,:

i -l
0 = 3 [Lugok = Saaeld+id(f — k)T $3_y. (2.54)

]

Wir werden im folgenden die Tilde bei 7t wieder weglassen.

2.8 Matrixwertige transzendente Kettenbriiche

“ur Losung solcher Rekusionsrelationen sollen zwei Verfahren vorgestellt werden,
Da die Matrizen Ly o in signifikanter Weise vom Kleinheilsparameter j abhangen,
erweist os sich fir die Darstellung dieser Verfahren als ausreichend, die Hekursions-
relation {2.50) Fir |&] = 3 abzubrechen:

0 = L'I.n+]';:+] + L—I...'u+l';i+| + [Lon — (A4 s I +
4L n-1Pa1 + Lan-adpg: (2.60)

2.8.1 Erste Losungsmethode

Um das 1. Verfahren zur Lsung dieses Problems mittels matrixwertiger Ketten-
briiche zu beschreiben, wihlen wir als Ausgangsgleichung {2.60) und defineren Leiter-
Operatoren 87, (m = £1,22) mit der Eigenschalt:

= ps
&, = s, {2.61)
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#, = S8 (2.62)
. = S (2.63)
i3 = SR (2.64)

Diabei besteht swischen den Leiteroperatoren folgender Zusammenhang :

CHEE M
[san]”

wobei die erste Relation direkt aus der Definition folgt. Die zweile Relation folgt
mit Hille einer Umindizierung (n — n — 1)

L hgek (2.65)

s (2.66)

il i

&= [5:1] iy {2.67)
dhy = (8547 (2.68)
= S§-14% {269

Durch Anwendung der Gleichungen (2.61)-(2.64) ergibl sich ans (2.60) :
0 = |_[-I—E.r| w25 4 Loins1 S + [Lon = (A 4 2dm T[4+
+Liaa87 + LoaaS;?| 4)- (2.70)

Die Operatoren S, (m = +1,42) werden dabei in Abhingigheit der Matrizen
Ly ._i, sowie der Operatoren 87, 57y, bestimmt, Dadurch transformiert sich (2.70)
in einen zundchst im Index n konvergierenden Kettenbruch. Da die Matrizen Lia-i
hier jedoch in signifikanter Weise vom Kleinheitsparamier g abhingen, konvergiert
der Kettenbruch zusatzlich in diesem Kleinheitsparameter. Aus (2.70) Jibt sich das
Glied mit ¢!, isolieren :

0 = Leyandig + Lo — (A4 idm)l] + LogagaS)74 (2.71)
PL R T )15
Nach einer Indexverschiehung von n nach r — 1 liefert der Vergleich mit {2.62)
51— _ “r_.ﬂ.ﬂ_l — (A +i@(n — 1] + Logan S22+ (2.72)
#LiypesS3Y +Lan-s872] " Lot

Durch eine analoge Vorgehensweise lassen sich so alle 57 dber eine Rekursionsvor-
schrift beachreiben:

831 = = [[Lowsr = (A iln + 1) 4 LoaaysSi5+ (2.73)
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5 - =]
+L1 042593 + Lan- lb.¢31] L ns

5.7 = - [[Lﬂ-m—z — (A +id{n — 200 & Loy aca 855+ {2.74)
‘I'Lllﬂ—ﬁs;.l.j + L!.H—dS:E:J - L-i.nl
g = - ||l.;.,,,,= — (A icn + 200 + Loy 042800+ {2.75)

: =1
+L—|,||+;|5,._lu { L—!.q-ﬂ-lb.‘rill L'J.u-

Ida durch die Leteroperatoren 87, (m = =k} alle Terme der Rekursionsrelation
erfaiit wwd“ﬁ_l kann mman i [ﬂ_i'fl] die lteration e den Fall m = 0 starien. Man
erhilt 5o einen mehrfachen matrixwerigen Kettenbruch in folgender Form:
| — ;‘IIJ ?_ﬁ;" - L_:|I1S;J + ilq_‘._r_. — I.-!i.':lll-l-
+Ly 185" 4 LaoaSi 7] (2.76)

Die 82 sind dabei durch die Rekursionsrelationen {2.72)-(2.75) im Falle n = 0
definiert. Da dieser Kettenbruch hier iiber die Matrizen L, ._¢ in signilikanter Weise
vorm RKleinheitsparameter g abhingt, st durch die Polenzreibenentwicklung (2.9) ean
festes Abbruchkriterium gegeben,

-
=m
=

+ & & S—
=
e

o
B —
e
—

& & & E—
-

=am

-

B "
" B & i
B "
4 * . 1
w i a ¥
* ¥ . "
¥ 5 w " i
" N * = .
E L] w &

Abbildung 2.5: Schema einer Pentadiagonalen Rekursionsformel
Im der schematischen Darstellung des pentadiagonalen Kettenbruchs ist jedes Glied
durch einen Strich bezeichnet. Die Veristelung entspricht dabei der Aufspaltung
durch die Terme der LeiteroperatorenS™, (m = £1, £2) im [ndex n.
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2.8.2 Zweite Lisungsmethode

Das folgende Verfahren geht zurick auf H.Risken [19]. Man betrachiet zunachst
{2.60) fir gerade, haw. ungerade Indizes .

0 = L. 2.2'1+:ﬂ$;n+3 “ L—l.‘!1+]$';'~.,+] + (271
HLm — (4 + 1220 )083, + Ly 21921 + Lagn-a$2u_s,
0 = L-2.2n+3¢'2~"+3 + L—:.‘:n+2*§'r:.1+g + {2.78)

+“-1:|,zq+;| = ':-!'| + :':n'r::'l:z:le + ]}}Illilli}ﬂft + Ll_?h:‘iaén + L!.‘!!-:—]':.E".j_-:--]-

Konstruiert man nun news Vektoren € gemil

] ';;'x-l-l oy
Copr = 2 1 (2.7%)
W e ]
oA
¢, = (ﬁ:“ ] (2.80)
+1
Tk
b, = (‘?.‘:H) (2.81)
":"rln-rl

and definiert die Matrizen Q) dber

L. L_iin
Qonyr = ( zgﬂﬂ LW )1

L. 2,2n43

( [Lpas — (A + 2iam )] L_1ama :] )

Qun = | [Lianss — {4 + 2{2n 4 1))

Lizo-z L

s = ( u Lz au-1 ) '
so erkennt man dall sich (2.77), (2.78) susammenfalen 13t :

Qornsr ¥l + Qoalt + Quina Bh, = 0. (2,82)

Es handelt sich jetzt um eine tridiagonale vektorwertige Rekursionsformel. Um die
Gleichung zu l6sen definiert man sich wieder auf- und absteigende Leiteroperaioren
S* mit der Eigenschalt

"i'.:+1 o S:I't"# (2.83)
o= BN (2.84)

Sind diese bestimmt, erhilt man den matrixwertigen Kettenbruch. Die Umformun-
el

0 = Q—tm+15:j‘f": + [Qos— (A + '“’“}I]'ii + Ql.n—l*i'.':_.
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= [QoranaS + [Qua — (A 4 o )T]] B3 + Quaa iy,
0 = Qian®lyy + Qo — (4 + idn)0E2 + Qo 8710,
= Quian®hy + [[Qom = (A+ )T + QuaaS7'] B,

und der Vergleich mit der wrspriinglichen Definition (2.83),(2.84] liefert die Bestim
mungsgleichung der 83 -

-1
Sl =— IQ:u.n:nE: + [Quoa — (A +1im :|I|] Q31mt1- (2.85)
March einer einfachen Indexverschiebung nehmen diese dann die Form
1=1
87 =- [Qil.ua‘-zf‘:ﬂ + [Qunrr — (A +i@in F 1T Qgia (4.56)

an. Wiederum ist es fiir das weitere Vorgehen ausreichend, sich auf den Fall n = U
in [2.82) zu beschrinken

0 = [Q.1283" + Qoo — A+ QS5 | B0 (2.57)

Fiir 55 ergibt sich durch iteratives Einselzen von {2.86):

§ = - [Qu1sa5% +[Qop — (A F @] Qo
= —[{:iﬂ.'n i—Q.—l.-i.;JE:q+[q11.:|:2—”':|:2ﬁ;'}1|]_1q.n.11+

+ [Qur — (A F M Qe (2.88)

Dder matrixwertige Kettenbruch wurde dabei durch sukszessives Einsetzen der durch
{2.86) bestimmtien Leiteroperaioren ST konstruiert.

_— 1
-
L
i

Abbildung 2.6: Schema einer Tridiagonalen Rekursionsformel
Der Aufbau des Schemas entspricht dem Aufban beim pentadiagonalen Kettenbruch,
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2.9 Transzendente charakteristische Gleichung

Das durch die transzgendeten Kettenbriiche in Gleichung (2.76) definierte Eigenwert-
problem ist in manchen Fillen durch folgende Ansitze analytisch perturbativ |Gsbar.
Man wihit man hierzu die Polenzreihenentwicklung

A= Mg+ phy + g+ (2.89)
sowie doen Ansals
Re(Al =<1, ImiA)=1L [2.540)

D nir Warzeln mit kleinem Realteil fir die asymptotische Dynamik des Systems
relevant gind {vgl. die Theorie der Tragheitsmanniglaltigheiten [27]), 1481 sich das
Problem im Falle des Aufspaltens eines Grenzzyklus in zwel Grenzzyklen mit (2.80),
{290} durchgehend analytisch behandeln. Bei anderen Fiillen miizsen im allgemeinen
die Wurzeln des Quasipolynoms (2.76) numerisch bestimmt werden. e Schwierig:
keit besteht hier immer darin, die transsendente charakteristische Gleichung analy-
tisch zu behandeln,

2.10 Floquet-Eigenlésungen

Durch (2.53), (2.54) (2.61), (2.62), (2.63), (2.64) sind die Floguet-Eigenlasungen
Gi(#) in der jeweiligen Ordnung im Kleinheitsparameter bis auf den Vektor i voll-
stindig bestimmt. Zur Konstruktion bedient man sich hier wiederum der Leatero-
peratoren $%, Die Fourierkomponente ¢ 13t sich dabei im Falle RelA) = 0 folgen-
dermafen festlegen. Aus (2.49) folgt fir das hneare Problem:

RO = At (291)
dd g
— — (0, —wr = f 0,
ALgiﬁiﬂ} - ] dBdET 4 (2.92)
[ dono) o, 0=,
wished
BRI
0= — | ——— ; 2.93
I:[ : |,¢r|: "5'?'-'.[#} R [ }
Anderserseits erhilt man aus dem nichtlinearen Problem (2.45)
d d ool
FERO = g (A () (2.94)

24



o
;E{Aqf}liﬂi

d d

Dier Vergleich mit (2.92) zeigt, dal

%ﬁ*ﬁﬂﬂ]: R | R
Eﬂd’? () b=, {2.95)
1 [N &y -

_Jf;.-dﬁ'; [ Bl dmi dlf‘i'l;i{;'L # =0

wie im Falle gewdhnlicher Differentialgleichungen Lisung der Funktionaldifferential-
gleichung {2.49) ist. Der Realteil des komplexen Floguet-Exponenten A mub hierber
verschwinden. Die Fourierkomponente ¢ ist dadurch eindeutig bestimmt.



Kapitel 3

Adjungiertes Problem

3.1 Bilinearform

Ier Operator Ag wird im allgemeinen nicht selbstadjungiert sein, Es erweist sich
deshalb als notwendig, zusatzlich g dem System der Floquet-Eigenlosungen ﬁ"{ﬂ}
im erweiterten Zustandsraum O ein dazu adjungiertes System in einem erweiterien
dualen Fustandsraum ! zu konstruieren . Nach [5, 6] besteht der Ranm C° hierbei
aus n-dimensionalen vektorwertigen Funktionen t.EI::II:h,I. die aul dem Intervall [0, 7]
definiert. sind. Die Verbindung der beiden erweiterten Zustandsriume erfolgt iber
eine explizit zeitabhingige Bilinearform (. ], [5, 6]:

(Fé:), = (B0} Felo}) - i
5 E.-r 6 JII: da{h!:gl:“ - I!;II:I':ﬁn{+i—|2||:E:I:l-':l:‘-:l:.'._l-::l ;

Fiir ¥ — 0 geht diese Bilinearform in das kanonische Skalarprodukt <, > iiber. Im
auntonomen Fall ergibt sich die nicht explizit zeitabhangige Bilinearform fiir Delay-
differentialgleichungen (5. 2. B.[3, 8]).

3.2  Adjungierter Operator

Im folgenden wird die Bilinearform (3.1) dazu verwendet, eine Bewegungsgleichung
des linearen Systoms in dem dualen erweiterten Zustandsraum ' zu formulieren.
Fordert man, daf die Bilinerform zwischen dem erweiterten Zustandsveklor {(9)
und dem dualen erweiterten Zustandsvektor §f (s) zeitunabhingig ist

&t e e

0 = EI.:*I.:HI{}_E 13.2)
d i - i

= [Eﬁ'&'~ 'i‘f.) i (-'i'arqg'?-s) + (3.3)
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+ JCI.- dﬂfdﬁ (1&1[1: = ﬁ]%mu-s{ﬂ}@[#}} :

so erpibt sich fiir die Bewegungsgleichung im dualen Zustandsraum ‘ME

d

EEJ(H} = —(ALF)(s) 0=asr (4.4
Die explizite Form des adjungierten infinitesimalen Generators Al wird dabei iiber
IIA’-H-?.:,TE]‘: = {ﬂ-‘;,.-l..-,-:ﬁjt - (3.5

p il
. fwr a0 [ ds (q{‘:a — ﬂ];—EnH..pwarma:}

festelegt. Durch die explizite Zeitabhingigheit der Bilincarform ist mit {3.5) cine
Erweiterung der gewdhnlichen Definition des adjungierten Operators gegeben. Setzt
man die Definition (2.50) des infinitesimalen Operators Ap in (3.5) ein , so erhilt
m:m nach einer partiellen Integration fir den adjungierten infinitesimalen Generator
Ap

d _, .
E dsfleya(—5)d; (5) a=1
wobei nach (2.52) die Fourierentwicklung von £, [ =s) durch
o
esal—s) = 3 fhe(—s)e™H (3.7)

k=—ca

pegeben ist. Analog zu (2.54) wird fiir die Losung &":1[.5} folgender Ansatz gemacht:

glts) = eMil'a), (3.8)

Qo) = 3T FPertrrons (39)
J=—m

(3.10)

3.2.1 Adjungierte Rekursionsformel

Durch {3.7), (3.8) 1abt sich nun eine Rekursionsformel fir das adjungierte Problem
konstruieren. Da dic Rechenschritte mit denen von Kapitel 2 fibereinstimmen geben
wir eine knappe Lusammenfassung:

d Er T
I'qu_r{u] = = ¥ ﬂ"'fﬁ.-} i JeTAbEIN

I=—u
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|
[‘f]a
Hs

JIr s (—a)em PHHBU—Ee (i kb

-

,e

J:; "“rr_u-knfi[ 'sjr";“‘-'m = (a0

HFL kst (3.11)

|
Hi |I|
||: Hﬁ E H?

—

i
Der Vergleich der Fourierkomponeneten fiihrt jetet auf
D= % P, Ly — 8l d + (i + £ (3.12)
o
Wir betrachten hier wiederum einen Spezialfall, —1 =< k < L
0 = e Loy = figpa (A + 500 + B
e Loy P g — (A i) T+ B L 4o (313)

3.2.2 Adjungierter Kettenbruch

Durch die im vorigen Kapite] vorgestellte Vorgehensweise 1at sich auch hier mit
Hilfe der Leiteroperatoren ZF

b = ¢, (3.14)
i = ¥'2 (3.15]

ein maximal k-u-uw:rgil:n_-ndnl Kettenbruch konstruieren:
0 = ™ [B7 Loy + (Lo = (A THT) o] R A (3.16)
0 = PPLoag+9)" [Loj = (A + i@l 4 Z Loy (3.17)

Die Bestimmungsgleichung der Leiteroperatoren Z7 ergibi sich hier wie beim vor-
gestellten Riskenschen Verfahren durch Auflésung von (3.16) und (3.17):

1 = L (2L + (Lo — (A 4271 (3.18)
= % (3.19)

- R ,
Bt = —pLoy [E}"L1.j+|{l.g,,—[l+1u;]I] (3.20)
T (3.21)



Vergleicht man dicses Ergebnis mit der urspringlichen Definition, die dureh (3.14),(3.15)
festgelegt ist, dann ergibt sich mit Hilfe einer Indexverschicbung 3 — 7 & |

RS -1
TF = =L im [Z Lyram +{Logm — (A+10GF 11 (3.22)
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann hier wieder 3 = U gesclal werden
0= 6 [B5L-10 + (Lo — A1) + Zf L] (3.23)

Das hierdurch definierte transzendente Eigewwertproblem ist dem urapringlichen
Aquivalent. Fin Beweis lifit sich dorch explizites Binsetzen der erhaltenen Lisungen
in die Bilinearform (3.1) fihren.

2.3  Orthonormalitatsrelationen

Um die Biorthogonalitit der Eigenfunktionen Eﬁ. 1;!:;"' g1 werschiedenen Floguet-
Exponenten zu zeigen, benutst man die explizite Form der Bilinearform (3.1} mit
den Ansitzen (2.54), (3.8). Nach der Ausfihrung der Integration iber ds erhalt man
EEIE

(F%), = SR a) et

[
4

n,J
) E o Eoli-n—kl¢ {J}AEWT ;!Igﬂ*[_ﬂ:l lc1u+|¥-lrl]ﬂ LY EI.H:\I-I'J-*.'IH'i ,:j.:‘)-
o (o — A +3d(n + &k — §)

Verwendet man die Gleichungen {2.59), (3.12), so 1adt sich dieses Frgebnis fol gen-
dermalen umechreiben:

GF), = SRRy
- giilnk-ilE
& EE [ — &) +8d{n + k= )
Mit Hilfe einer Umindizierung der Summen —n — k. — 1+ k erpibt sich
(#1.8), = L)l -
- LY

gt = (= A +t(n —j — k) {1 [Lh e — Lits] #h-)

N

= (A dR) ot
i

efotn=i =B (12, (6 a8 — B)— el + 4005 + KT 95 )

(O i — L] )

nork (= A) +iio{n = 7 — &)

= [
Damit ist die Biorthogonalitit explizit nachgewiesen.
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3.3.1 Normalisierung

lm Falle gleicher Flogquet-Exponenten 16t sich wie bei gewhnlichen Diffcrential-
gleichungen eine Normierung N, einfihren, die jetat explizit von der Zeit abhangt.
Aus

(IR, = TS e

g
{ﬂn J|I:|J dﬂﬂn[ﬂjeuﬂau-ﬂw l!,:lq.'-l|E-I-r|—::II:' S l] li',l)

o=l i—n—kE
erhilt man mit den Definitionen
Pt = Nablh . @ = Nadly,, (3.24)

ine Bestimmung der Normierung Ny, eu:

e '
A . i p—r— - =, o o,
aok JUEI ; [evn-1€ — it [0 G ()l HEG-MI [plEtbaal — 1] Fin)

Die Vektoren ﬂ,."'l, u{%-i bezeichnen hierbei die normierten Eigenfunktionen, Die Bi-
arthonormalititsrelationen nehmen damit die Form

Ih B) = fua (3.23)

all.



Kapitel 4

Projektoren und
Modenamplitudengleichungen

Untersueht man das Spektrum der infinitesimalen Generatoren Ay, A, =0 sicht
man, daf unter sehr allgemeinen Bedingungen an einer Instabilitit nur endlich viele
Eigenwerte die imaginare Achse durchstolen. Der erweiterte Zustandsranm & sich
dann in die Unterrinme der instabilen und stabilen Moden aufspalten. Dieses Fiel
1abt sich mit Hille geeigneter Projektoren Ty, @, erreichen, deren Eigenschaften im
folgenden naher untersucht werden sollen. Man faft auniichst diejemigen Floguet-
Eigenlisungen, deren Floquetxponenten Ay -« A sich in unmittelbarer Nihe der
imaginiren Achse befinden, zu einer Matrix i, ()

Peul0) = (6710 82%) (4.1)
ansammer. und erhilt dadurch eine Basis des instabilen Unterraums I Genauso
lassen sich die & adjungierten Lisungen ebenfalls sur adjungierten Matrix Wl

"
Wi (s) = i (4.2)
ghy "

ordnen. Die Projektionsoperatoren, die auf die jeweiligen Unterraume projizieren,
werden explizit dber

P = d},fur_ﬂﬂ:w_fl,-}d (1.3)
@y = (T—Pu) (4.4)

definiert. Bei naherer Untersuchung zeigt sich hier , dafl die Projektoren (4.3}, {4.4)
nur niiherungeweise auf die beiden Teilriume projizieren [8]. Man kann jedoch zeigen,
daB die Niherung in der Nahe der kritischen Stelle immer besser wird. Wir zerlegen
jeizt zunachst den erweiterten Zustandsvektor des michtlinearen Problems in die
heiden Anteile

@il = De(d)+ 5(0) (4.5)



auf, (@) und 5¢(#) sind hierbei im Rahmen der Naherung Elemente der jeweiligen
Unterrdume 4 baw. §. Spaltet man weiterhin das nichtlineare Funktional Nidel.]
in seinen linearen Anteil £]g:] sowie den nichtlinearen Teil A[g(.)] gemil

Nl )] = Celgel )] +Agel.)] (4.6)

auf, so nimmt die nichtlineare Bewegungsgleichung die Form

o ;
d.—{fr:'i'!?] = Apie () + val O)Nei- ] (4.7}

an. Die matrizwertige Funktion yo{#) ist dabei durch

xall) = { I]I —Tﬂ?‘;:Eﬂ{ 0 (4.8)

gegeben, Man wendet nun die Projektoren (4.3}, (4.4) auf das nichtlineare Problem
(4.7) an und fiihrt nach [1] verallgememerte Orednungsparameter i durch

Ce(0) = (Pu,iie) (8) (4.9)
= g, (D)E(E), {4.10]
at) = (¥,.d) (4.11)
e, e stabilen Moden sind hier aber
Self) = (Quged(0) (4.12)
= Fld) (4.13)

definiert. Projiziert man die nichtlineare Bewegungsgleichung (4.7) auf die beiden
Unterciome & und &, so erhalt man ein gekoppelies System von nichtlinearen Mo
denamplitudengleichungen:

o .
Z6) = AEO+ (Weh(0), N [, (0)E) + 5:(8)]) (4.14)
FAO) = Au0) + X(0) = B, 0) (¥l 015 ) (4.15)

Die Form der Gleichungen (4.14),(4.15) wird es nun crmoglichen, eine adiabatischen
Flimination durchzufiihren, und iiber die Anwendung der Theorie der gentralen
Mannigfaltigheit den unendlichen dimensienalen Satz von Modenamplitudengles-
chungen auf einen endlich dimensionalen Satz von Ordnungsparmetergleichungen
g redugieren, die keine Gedachtnisterme mehr enthalten.



Kapitel 5
Anwendung auf den PLL

Ein zeatlich versdgerter Phasenregelkreets | Phase-Locked-Loop | ldB sich durch eine
Maodellgleichung der Form:

#t) = —ksin(x(t — 7)) (5.1)

beschreiben. Die Variablen x, & entsprechen dabei dem Phasenfehler bzw, dem so-
genannten ‘open loop gain’ des Regelkreises, Die Gleichung besitzi eine durch die
Verzigerung indugierte Hopf-Bifurkation [8, 9] bei einem kritischen Kontrollpara-
meterwerd

§

Te= o {5.2)

die Skalierung mit [E.ﬁ,?.ﬁ-] firlart aul
wil{}) = =k=in{g({ —wr]). (5.3)

Uber (2.32) 138 sich eine Grifle o als Abstand von der Hopibifurkation v — 1,
einfithren, die eien Bestimmung des oszillatorischen Referenzzustandes im neven
Kleinheitzparameter erlaubt.

5.1 Shohat-Entwicklung

Der Versuch einer Anwendung des Poincaré-Lindistedt Verfahrens scheiiert hier.
Die Ergebnis=e werden mit zunehmender Ordnug im Parameter g schlechter, das
Verfahren divergiert. Wie eine numerische Auswertung der 2, oszillatorischen Insta-
bilitit beim PLL zeigt, ist der durch den Kleinheitsparamter g beschriebene Ab-
stand von der Hopf-Bifurkation r — v, grifler als eins. Wir versuchen deshalb eine
Shohat-Entwicklung (2.23) zur Bestimmung des oszillatorischen Referenzzustandes
anzusetzen, Setzt man die Entwicklung der zeitlichen Versdgerung v in Abhingig-
keit vom Kleinheitsparameter g bei (2.32) sowic die Entwicklungen (2.24), (2.25),
{2.26], (2.29) in die Gleichung (5.3) ein und beachiet die Anfangsbedingungen [2.21),

%



(2.26), (2.29] in die Gleichung (5.3) ein und beachtet die Anfangsbedingungen (2.21],
(2.22], s0 |ait sich das entslehende Gleichungssystem iterativ nach Polenzen ded nen-
en Kleinheitsparameters p lasen, Da die Rechnung selbst sehr uniibersichtlich wird,
ist das Verfahren im Anhang ausfihelich erlantert. Man erhilt neben dem kriti-
schen Parameterwert (5.2) der Hopfbifurkation eine Gleichung fir die oszillatorische
Lisung. Dabei ergibt sich fiir die Frequenz der Qszillation

w = k= kp' —2kg" — 2kp* {5.4)

und fiir die Amplitude 4"(£) bis zur dritten Ordoung in g
g"(€) = vBsin(€)p+ vEsin(£)e® + (E-v"isin{&] - 'gx&ainwn} . 15.5)

D38 Ergebnis stimmt in niedrigsier Ordnung mit dem von W.Wischert [8, 8] gewon-
nen Resultat |8 diberein. In den Abbildungen (5.1}, (5.2) st die gute [ bereinstim
mung der niherungsweise gewonnen Losung {gestrichelte Linie) mit den numerisch
ermittelten Werten {durchgezogene Linie) erkennbar.

lI]r i A e o -—I
|
25| o
: A
A
1 ] ef"f |

&5+
-
1] ﬂ-rf"ﬂ .
[ 1] il a3 nl [ F] 2] E

Abbildung 5.1: Amplitudenvergleich mit der numerischen Simulation
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Abbildung 5.2: Frequenzvergleich mit der numerischen Simulation

Es sei hier angemerkt dab es im vorliegenden Fall ndtig isi, das Gleichungssystem
bis ur Ordnung p* auszawerten, um mit einer Elimination der Sikularterme iber
(2.19}, {2.20) eine Bestimmung der Koeffizienten A;,w; bis zor Ordnung g baw. pt
zu erhalten,

Um die expilzite Darstellung der Lésung des linearisierten Systems in der For-
m von Floguet-Eigenldsungen zu erhalten, wird nun das in Kapitel 2 entwickelie
Verfahern auf den vorliegenden Fall dbertragen.

5.2 Linearisierung um die oszillatorische Lisung

Nach einer Linearisierung der Bewegungsgleichung um die oszillatorische Lisung
g°(£) mit (2.48), fihrt die Fourierentwicklung der linearisierten Dichte mit (2.52)
aul die Fourierhomponenten

(0 = (p’+%p‘+2p’"} 50 4 wr), (5.6)
0.(0) = (84t +26) 80+ wr), (5.7)
(8] = [:—1+Ep'+2p“+p*}ﬁ(ﬂ+uﬂ. (5.8)



Interessanterweise heben sich hier die Beitrige der hiheren Harmonischen der Fou-
rierzerlegung von (:(#) gopenseitig exakt auf.

5.3 Rekursionsrelationen

[Jie Auswertung des Ansaizes (2.53), (2.54) im Intervall —wr < & < U sowie an der
Stelle @ = 0 liefert die Rekursionsrelation (2.59), wobel die Groflen Li oy wieder
fiber (2.58) definiert wurden, Es ergibt sich

3 =
Lop = {—] +A 42 Glf"i:l‘-_*'J': [5.9]
lraJ-_1.|| = I:Pi + Ef}:l -+ Iil FJZI [ ::'”'. {5. Iu]-
f-‘: bt i Liip. {5.11 }'

5.4 Transzendenter Kettenbruch

Durch die Anwendung der im vorhergehenden Kapitel 2 beschriebenen Lésungsme-
thode L8t sich ein in den Grifen o, » maximal konvergierender skalarer Kettenbruch
konstruieren. Das dadurch definierte transzendente Eigenwertproblem fir die Eigen-
werke A, besitzt die Form

0 = {-1+r'%"1[:—|4,.=“+2.w“— (5.12)

5 r—#r.ﬁ r—:;::'l.
o B 2 — . 5.1
2 (2 A4 % =i .x_-z;_r-%ﬂ))] " P

Der kritische Wert von p fiir eine reellwertige Losung ergibt sich als Losung der
gebrochen rationalen Funkiion

=14+ + =al
145 e -ml - ot (5 + )
Fine numerische Auswertung dieser Funktion ergibt an der 2. oszillatorischen Insta-
bilitdt A, = 0 Fir p. einen Wert von
g = 0.5697. {5.18)
Der relative Abstand zwischen der Hopfbifurkation und dem kritischen Parameter-
werte fir die 2.Instabilitat ist damit festgelegt. Rechnet man diesen Werte iiber die

Umnkehrrelationen von (2.23) und (2.32) zuriick, so bestimmen sich die kritischen
Kontrollparameterwerte g, Tz, 20

(5.14)

A:Ic =

st LARE (5.16)
F
Ve 3_?:‘_] (5.17)

&1



Der Wert von g, fiihrt hier zue Divergens des Poincare-Lindtstedt Verfahrens. Dhe

numerische Auswertung des Problems liefert einen kritischen Floquet-Exponenten
b

kel = 3775 +0.001, (5.18)

Der Vergleich zeigt, dab die maximale Konvergenz des Kettenbruchs zu ciner Uk
reinstimmung fihrt, die weit besser ist als die Fehlerabschatzung durch den nachsthiheren
Stérungsheitrag pf = 0,06 zunichst vermuten lafit, Der Mulldurchgang des reclien
Exponenten durch die imaginare Achse spaltet den Grenzzyklus in zwei zueinander
punktsymetrische Zyklen auf. Hei einem solchen Ubergang bleibt die Frequens des
Systems unverandert. Da in friberen Untersaochungen [&, 9] lediglich das Fourier-
spektrum der Losung untersucht wurde, blich diese Instahilitit unhbemerkt.

W — — ———— ——————

. \ G
|\ / »

Abbildung 5.3 Grenzzyklus vor der Aufspaltung, 7k = 3.6
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Abbildung 5.4; Aufspaltung des Grenzeyklus, 7k = 1.9

Fine perturbative Entwicklung in A
A=+ oAy +,I??.-!'|2+|I‘?a-!'-:l+.ﬂ4-i-1 d= v - {3.19]
fihrt zur approximativen Bestimmung von wel weileren Floguet-Exponcnten A

A = g, (5.20)
dn 5 Hm , ®i15aY 4+ L36x? + 176)

IR L - S =
i 744 P ar 44 F (w2 4 4){7" 4 Br® 4 16)

(5.21)

Da die Floquet-Exponenten aus der Linearisierung eines nichtlinearen Problems ge-
wonnen wurden, verschwindet erwartungsgemif der Realteil Floquet-Exponenten

zur Lasung g:(#) = qol€)

5.5 Floquet-Eigenlosungen

Die Floguet-EigeniGsungen lassen sich iiber (2.53), (2.54), (2.61), (2.62), (2.96) be-
stimmen. Durch die Auswertung der Leiteroperatoren S5 erhilt man im Falle A = &4
eine Hestimmungsgleichung fiir die Fourierkomponente ¢, Diese nimmt dann die
Form

B = VIp+ v+ %v’ip" (5.22)
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an. Die Floquet-Eigenlésung #u A = £i entspricht dann gerade der zeitlichen Ablei-
tung der periodischen Losung. Fine Floguet-Figenlisung zum kritischen Exponenten
A, |6t sich durch das Auswerlen der Leiteroperatoren S5 zu

240°Cp* (7 — 2)(1 +2p) ((4 — ) sin(26)+
CPpt — 40 — 40w + 402 + B( 20 + 47? — 1hr
i (gw — 2( — 2) cos(2£)) =
(rx? — 4(ir — A(x + 407 + B + 20 + 4n¥ 16’
{ = 773 (5.23)

g = -t

finden. Die fir das Langzeitverhalten relevanten Glieder der Floquet-Losung sinl
damit an der Instabilitit bis anf die Konstante ¢3° vollstindig hestimmt.
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Kapitel 6

Anwendung auf den
verallgemeinerten van-der-Pol
Oszillator

Die Modellgleichung des van-der-Pol Oszillators beschreibl einen Oszillator mit
nichtlinearer Dampfung. Die Gleichung diente urspriinglich der Beschreibung e
nes elekironischen Schaltkreizes, Der Grenzzyklus dieser Modellgleichung im nicht
retardierten Fall Gir alle Werte des Kontrollparameters p > 0 stabil.

6.1 Poincare-Lindtstedt Verfahren

Der hier beschriebene Van-der-Pol Oszillator mit zeitlicher Verzigerung im nichtli-
nearen Term geniigt Tolgender Modellgleichung :

)+ plzt — )= 1)2[t) + z(t) = 0. (6.1
Nach der Skalierung {2.5), (2.6) ergibt sich
WPl + peod(€) (g€ —wr) — 1) +gl€) = 0. (6.2)

Man entwickelt die Grafen g(€, 1) und w(p) in Ubereinstimmung mit (2.9), (2.10)
nach Potenzen von g, Die Auswertung dieser Polenzen ergibt dann das folgende
Clerchungssystem: .
gol£) + qlf) = 0, (6.3)
ale) +mlE) = —agol€) — Gl€gs(E —7)—1) (6.4)

Die Lésung der niedrigsten Ordnung bestimmt sich aus den Anfangsbedingungen
(2.21), {2.22), die garantieren, daB keine Sakularglieder aufireten zu

wi€) = Apcas(£). (6.5)
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Durch die Bedingung der Elimination der Sikularterme (2.19), (2,20} werden die
Konstanten Ag,wy durch

Ve

Ay = . .0
e 6

: y = sinl 2T ] ;
qu '1|::I - %mﬁ{?f:l} Lk

[estgelegt, Man prift leicht nach, daf beim Grenzitbergang v — 0 die periodische
Referenzlisung in den Grenzeylus des gewdhnlichen Van-der-Pol Oszillators iber-
peht:

lmd; = 2, [6.5)
=+l
lﬂa.: =L (6.49)

Die Abbildungen {6.1), (6.2], (6.3), [6.4) vergleichen die Unterschiede der numerisch
ermitielien Werte der Amplitade A und der Frequenz w gegeniiber den Werten der
niiherungsweisen analytischen Lisung in niedrigster Ordnung. Wir merken an, dafl
eine Shohat-Entwicklung in dieser Naherung keine besseren Resultate hefert.

Die folgenden Abbildungen zeigen den Vergleich der numerisch ermiltelien Werte
{durchgezogene Linie) mit dem analytisch gewonnen Resultat (gestrichelte Lanie)
fiir = 0.1, = 0.3, Gesuchl wird nun wiederum die Darstellung der Losung des
lineariserten Systems in der Form von Floguet-Eigenlosungen.

w10 15 21 25 M 35 an 45 5
T
Abbildung 6.1: Amplitudenvergleich, g = 0.1
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Abbildung 6.2: Frequenzvergleich, p = 0.1

Abbildung 6.3: Amplitudenvergleich, g = 0.3
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Abbildung 6.4: Frequenzvergleich, p = 0.3

6.2 Linearisierung

Transformiert man das Differentialgleichungssystem 2.0rdnung (6.2) durch Ein-
fithrung der neven Variablen g7'(£), g5(£)

nlg) = alé) (6.10)
q2(€) = ql€h (6.11)
dann kann man die periodische Losung folgendermafien zusammenfassen :
o - (49)
V2 ( cos(£) ]
= 13
JT= Toos(zr) \—sin(é))” s
w = 1+ pun {6.14)
ginf 27 )

| (6.15)

TR T ocos(2r)

Das Ergebnis stimmt mit dem von J.K. Hale [13] mit Hilfe des Averaging: Verfahrens
ermittelten Resultat iiberein (s.Anhang). Zur Berechnung von héheren Ordnungen
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izl das Poincaré-Lindtstedt-Verfahren jedoch vorzuzichen, da der Rechenaufwand
vergleichsweise gering ist.

Fiir die zeitabhangige matrixwertige Dichle {3:(8) erhilt man mit (2.51)

N 1
0(8) = ( 3 —5[[@%’(5—&’?5‘3—”)“["’“

w
0 0 _
; ( ~ 2 allg — wraz(é) tr)‘"‘“’*"’] (6.15)
oder nach Einsetzen der periodischen Referenzlésung (6.13), {6.15)
Blf) = : : 5(0) +
WH = cl 2y —Lp (A3 cos(26 - 27) + A - 2)

i 0

i { wAl (sin(2 — 7} +sin(7)) 0 )‘*“’ + 7). (6.17)

6.3 Fourierentwicklung

Fine Fourierentwicklung mit {2.52), die die 1,.Ordnung n g beriicksichtigt, hat die
Form

0 1
() = (—l+1u, d;_ﬂg_'_ﬂ).ﬁ{ﬂj+
i} ] X
. ( pAdsin{r) 0 )EW+ Tl {6.18)
0 0 -
() = (ﬂ i ity )a[ﬁ']+
0 0 _
oy ( _%"F‘.d.%el'lﬂ—r] 0 j]"'i[ﬂ + 1) (G.19)
fl_.() = Q3(#8). (6.20)

Der Wert der Variablen & 130t sich direkt aus (6.19) 2u & = 2 ablesen.

6.4 Rekursionsrelationen

Mit (2.58) nehmen die Matrizen Lyj4 . die Form

u 1
Loo = ( —1 + 2oy = BijAdede (emOnUT — o) LAl + )

0 0
Litn = ( :F;_i:ﬂﬁgr:—rql-.k:'-{-ih} Fiilﬂ;ﬁﬁﬂif ) (6.21)

all,
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6.5 Matrixwertiger transzendenter Kettenbruch

#ur Bestimmung der charakteristischen transzendenten Eigenwertgleichung big zur
1.0rdnung in j ist es ausreichend, die Leiteroperatoren SE! (2.72), (2.73) zu unter-
suchen, da die anderen Terme des matrixwertigen Kettenbruchs hohere Ordnungen
tragen.

[Loes — (A + 260" (6.22)

R —;;JH‘]‘:-I-;L—[..!I.TI-'}.'-} -1
- ool 2,1-:!.-;:1+%:,|h"|§|:'*’{n'q=t"”- l:"ui*'""} —(A+®H) /°

. A
D = M+4d-4+4 !+a:(.l(ff'—]) — Xy
+il AL — 2] + !-r'.-"l'au""""z" I::r.-IT - n"']) (6.23)
2 (K] 1
1] il
L—l.lﬁé = I:-I.]n - :.:.'I"]-e‘.zn — EEE_'-['“”] ( :'...TE' —r Ai) WA gy ) 1
& D E
L85 = _[-‘ 1.15:1-'; . {6.24)

Da die Determinante T bis auf den Spezialfall n = £1, A = F¢ von nullter Ordnung
in i ist, ist es also zuniichst ansreichend sich auf den Term

[Log — My =0 (6.23)

21 heschrinken. Um nichttriviale reellwertige Losungen A << | #u erhalten, fordert
man das Verschwinden der Koeffizientendeterminante und entwickelt die erhaltene
transzendente Gleichung

L A {]E.‘J.Af‘.— Qg — A — Aﬁsiu{r]:""r} =0 (6.26)

um den Wert Red = 0 nach A. Das Resultat 1afit sich in erster Naherung folgender-
mefen angeben

1 = gy — psin(t)A] : (6.27)

A=
p [:%E + rsin(7r)A] - l}

Dem Nulldurchgang des reellen Exponenten entspricht hier wie beim PLL die Auf-
spaltung des Grenzzyklus, Der kritische Wert des Kontrollparameters ¢ bestimmt
gich daraus zu

]

e G (T} .
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Durch eine perturbative Entwicklung in A
A= datdida b (6.29)

lassen sich zwei weitere Floquet-Exponenten analytisch bestimmen. Setzt man die
Entwicklung (6.29) in den Kettenbruch ein, so erhalt man

Ay = i (6,30
Mo=0,-1. (6.31)

Es it dabei zu beachten, dadl hier genau der oben beschrichene resonante Fall A = &1
auftritt. Sucht man hier rein imaginire Exponenten so [t sich durch den Anzatz

A=aw (6.32)
tatsichlich eine Lisung finden:
0 = —®+1+p(—2u — Afsin(r) cos(rs)) , (6.33)
0 = u (Al v+ Absin(r)sin(sr)) (6.34)
= (%h".ﬂé—b’-i— .-"lf;,sinl:'.l‘:l:}:in[y-r‘,l}- [fi.35])

Lést man die Gleichungen auf nach sin{pr) bew. cos{e7) so erhilt man nach dem
quadrieren und addieren der umgeformten Gleichungen eine Bestimmungsgleichung
fikr o

1 :
v=+tl+ (u!q + ﬁ\ffrﬁd{.ﬁ% — 1 +sin(7v)?) = lﬁ.-'ié:]. (6.36)
Setzt man dies in den Imaginirteil ein, so ergibt sich hieraus der kritische Wert des
Kontrollparameters ¢ in Abhingighkeit von 1.
Die folgenden beiden Abbildungen zeigen den Vergleich des analytisch gefundenen
kritischen Kontrollparameters ji, mit dem numerisch ermittelte Ergebnis im Bereich
0<r<22
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Abbildung 6.5 Analytisch gefundener kritischor Parameterwert  p.,
1.2.0rdnung in g0 < r <3
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Abbildung 6.6: Numerisch gefundener kritischer Parameterwert p., 0 <
r <12
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Die Anndherung an den tatsichlichen kritischen Parameterwert g im Bereich 0 <
r < 2 ist hier gumindest qualitativ erkennbar.

6.6 Algebraische Rechenprogramime

Mit algebraischen Hechenprogrammen liSit sich die Genauigheit des Verfahrens fast
heliehig erhGhen. Da das analytische Ergebnis beim Van-der-Pal Oszillator nur in
der Gréfenordnung g mit der numerischen Simulation dbereinstimmt, soll dies im

folgenden kurz vorgestellt werden.

6.7 Poincare Lindtstedt in 4.0rdnung

Um ein hinreichend gutes Ergebnis zur Bestimmung der Floquet- Exponenten @ er
halten, erweist s sich hier als zwingend notwendig, das Verfahren bis mindestens
gur Ordnung g durchzufiihren, Es wird der Spezialfall - = = /% betrachtet. Zusam-
mengefaBt nimmi die Lésung mit Hille des Poincare-Lindtstedt-Verfahrens folgende
Form an

qiE) = é—u‘"i_!cm[fj+;1(::—Exfﬁﬁin13ﬂ—L'-.-"EHEJJ{.E}J+ (6.37)
2 f'_Jims{:if}— L/ cos(5€) -

2502
= ﬁ”rms{ﬂ:' il (ml]]dﬁ"’%”"[?‘f]J’
+ Ea_iiﬂvﬁsingaa;] Ez_z'u_“ 3 sin(3€) 4
+ g7gg V3 cos(36) + 13:651”q5’”[351
- o Vicos(E)r)
kel %_“aa;‘n -t (241::;:2 _5;[324)' e

Die Zwischenrechnungen werden hier sehr aufwendig. Das Endergebnis jedoch |6t
sich durch die Niherungen (2.89), (2.90) betrachtlich vereinfachen. So bestimmt sich
der kritische Kontrollparameter g, als Lésung des Polynoms

4 & ., 2, T = 3 _
l—gp= gk — gt~ (s Tom 729 ) =" (6.39)

FAL

e = 0.627. {6.40)
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Vergleicht man die durch (2.89), (2.90) gewonnenen Floquet-Exponenten mit der
Numerik, so erhilt man ein Ergebnis, das bereits besser ist als das ( bei noch ver-
tretbarer Rechenseit ermitielte ) numerische Resultat,

Abbildung 6.7: Bestimmung der Floguet-Exponenten A; aus der trans
zendenten Eigenwertgleichung

FE
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ol )
5///_/—
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u
Abbildung 6.8: Numerische Bestimmung der Floquet-Exponenten A,
(Mit freundlicher Genehmigung von M.5chanz)
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der Diplomarbeit war es, den Einflufl endlicher Signallaulzeiten auf das dyna-
misehe Verhalten nichtlinearer Systeme theoretisch und numerisch zu untersuchen.
Hierbei sind vor allem verzbgerungsinduzierte Instabilititen von Bedeutung, die
selbst in einfachen Systemen eine reiche Vielfalt von verschiedenartigen Verhaltens-
weisen erzeugen kimnen. Diese umfassen sowohl geordnete und niedrig-dimensionale
chaotische Phasen als auch hochdimensionale turbulente Zustinde. LUin das dyna-
mische Verhalten in der Umgebung solcher Instabilitaten analyvtisch zu untersuchen,
bietet es sich an, den bei vielen dynamischen Systemen erfolgreichen synergetischen
Formalismus [1, 2] auch auf zeitlich verzogerte Systeme zu dbertragen. Im Falle
siner stationdren Instabilitit wurden hierzu vor kurzen ersie Erfolge erzielt [8, 9.
Deshalb bestand die Aufgabe darin, diesen Formalismus auf hdhere Instiabilitaten
anszudehnen,

Die Behandlung zeitabhangiger Referenszustinde erfordert schon im einfachsten
Fall die Entwicklung einer Floquet-Theorie fir Systeme mit zeitlicher Verzigerung,
Stokes [20] zeigte, dall eine Floguet-Darstellung der Losungen exstiert, bei der
das Langzeitverhalten wie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen durch Floguet-
Exponenten bestimmt ist. Durch Hale [3, 6] und Keolmanovskii [26] wurde eine expli-
zite Darstellung der Floquet-Eigenlésungen fir solche Falle gefunden, bel denen die
Vergogerung gerade einem ganzzahligen Vielfachen der Periodendauer entspricht.
Im Rahmen der vorliegenden Diplomarbeit wurde nun eine Floquet-Theorie fitr all-
gemeine zeitliche Versigerungen entwickelt.

Dazu mubten zunichst durch eine Verallgemeinerung der Verfahren bei gewdhnli-
chen Differentialgleichungen die Methoden zur Bestimmung periodischer Referenz-
zustinde erweitert werden |15, 17].

Die Ubertragung eines bei gewshnlichenen Differentialgleichungen verwendeten Ver-
fahrens (Risken [19]) auf den Fall retardierter Funktionaldifferentialgleichungen,
fihrie dann auf einen Formalismus, der es ermoglicht, eine explizite Darstellung
der Lasungen in Form von Floquet-Eigenlosungen anch fiir Systeme mit beliebiger
geitlicher Verzigerung anzugeben.

Es konnte weiterhin iiber die Definition einer explizit zeitabhiingigen Bilinearform
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|5, 6] ein Projektorformalismus eingefihrt werden. der eine Beschreibung dieser Sy-
steme in Form von verallgemeinerten Modenamplitudengleichungen erméglicht.
Aus Zeitmangel war es jedoch nicht méglich einen Formalismus abzuleiten, der iber
die Anwendung der Theorie der zentralen Mannigfaltigheit eine Reduktion dieser
Modenamplitudengleichungen auf einen endlich dimensionalen Satz von Ordnungs-
parametergleichunpen gestaliel.

Das entwickelte Verfahren wurde auf einen zeitlich verzigerten Phasenregelkreis
(PLL) sowie auf cinen verallgemeinerten Van-der-Pol Oszillator angewendet. Die
dabei erhaltenen Ergebnisse stimmen dabei sowohl mit friheren Verdlfentlichungen
{periodischer Orbit von PLL |8, 9] und Van-der-Pol [13]) als auch mit den nume-
risch ermittelten Resultaten {periodischer Orbit und Floquetexponeneten) sehr gut
iiberein. Neu gefunden wurde dabei aufler den Flogquet- Exponeneten bzw. Floguet-
Eigenlosungen eine bisher nichl beachtete Instabilitit beim retardierten PLL.

Das Anwendungsspekirum des Verfahrens wmfaflit Systeme mit relevanter zeitlicher
Verzgerung, die durch Delay-Differentialgleichungen modelliert werden konnen{ =.B
das Mackey-Glass Svstem ), als auch beispielsweise die Kontrolle chaotischen Yer-
haltens durch eine zeitlich riickpekoppelte Storung [21, 22, 23]. Die Stérung

S=kig(t—7)—qlt]) (7.1}

bewickt dabei sine Stabilisicrung eines instabilen periodischen Orbits im chaotischen
Attraktor. Die zeitliche Verzigerung + wird dabei gerade so gewihlt, dafl sie der
Periodendaner des zu stabilisierenden Orbits entsprichi.
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Anhang A
Shohat-Entwicklung beim PLL

Die hier durchgefithrte Nebenrechnung fithrt anl das Ergebnis (5.4). Durch die Um-
kehrrelation von (2.32) erhilt man dic Entwicklung der zeitlichen Verzigerung in
Abhingigkeit vom Kleinheitsparameter p:

J']" =
T = m]’:-l-i"r |-|J|l|:I
— r|:+|_r.ll:|2 '|'2':"|:||'|'u.'1':]'1'-':':"I Ty |."I|"‘£I

In 1.0rdnung des Kleinheitsparameters ergibt sich nun mit den Entwicklungen (A.1),
(2.24), (2.25), (2.26), (2.29):

gl €] = 0. (A.3)
Die 2.0rdnung fithrt aul eine Delaydifferentialgleichung der Form
(wofrl€) + kaff — wor)e) p* = 0, (A4}
Um die Gleichung zu losen macht man den Ansalz
mif) = Ces, (A.5)
und fordert das jeweilige Verschwinden des Real bew. Imaginarteils:

0 = p*keos{Allyr,) [ALG)
oA = 22k sin( AflgT:) (AT

Hierdurch ergeben sich folgende Bedingungen fiir die Parameter {ly, A, 7 :

foAre = (2n+1)5 (A.8)
k
A=t (A9}
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Definiert man {2, zu
iy = k {ALLD)
und wahlt als Anfangsbedingungen
g0) = gol0) + pea (0) + p*ael0), {A.11)

so ist die Lésung der Gleichung (A4} vollstindig bestimmt:

T [A.12)
™
Tg = ﬂl |:.lﬂl..].3]
qlf) = Avsn(£). (A.14)
In 3.Ordnung ergibt sich
T
o* (kial€) + kaall - 5)+ (A.15)

1 .
Ay cos(€) (R — k) - Ay sin(é) (2 - J:;j) -0,
Die Elimination der Sakularterme fiber {2.18), (2.20) liefert
§ A (A.16)

Da die Gleichung {A.15) damit die Struktur der Delaydifferentialgleichung (A.4)
hesitet, st die Lisung von (A.15) durch

l€) = A sin(€) (A17)
gegeben. Dic Auswertung der 4.0rdnung des Gleichungssystems liefert

A
o (Raalé) + ksl — 5)+ T con(€) (80 — 8k + kaT) = (A18)
~ %A.f&iﬂ{{]ﬂ, - ;?F:A? m@[iﬂﬁ]) = 0.

Fine Elimination der Sikularierme bestimmt die Graflen {12, Ap #u

ﬂi - I:II |:.I!||..IH}
A = 22 (A.20)

Mit dem Ansatz
gl €) = Assin(€) + O sinl 3E) (A.21)
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lalit sich nun Gleichung {A.18) 18sen. Nach Einsetzen in (A.18) ergibt sich als He-
dingung {ir cine Lisung

%F‘-k cos(3) (60 + V) = 0, (A.22)

C= —:Iv"i (A.23)
Die 5.0rdnung fihrt auf

o (ial€) + kaul€ = )+ 2con(€) (s + 2VE) = (A20)
~ 2 sin{E) (2k 4 ) + kAzcos(3E)) = 0.
Durch Elimination der Sakularterme erhilt man

(t, = =2k [A-25)
Az = W2 [ AL26)

Als Lasungsansatz fiir {A,24) wihlt man
gul £ = Aysin(£) + O sin{3£). (A7)
Die Konstante © bestimml sich dadurch zu

= —;uﬁ (A.28)

Die f.Ordoung des Gleichungssystems fihet anf

% (I::i:,{.i} + ksl € — %} + cos(£) (200v/2 + 55KV + 20k Aa) +
+ V2rsin(é) (10w 20 + 40y 2k ) + cos(3E) (25kv2 + 10kAy) +
+ kvZoos(5€)) = 0. (A.29)
Die Elimination der Sakularterme ergibi
£ty = —dk, (A.30)

Ay = gv’ﬁ (A.31)

Fusammengefalit ergibt sich das Ergebnis (5.4).
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Anhang B

Averaging beim Van-der-Pol
Oszillator mit zeitlicher
Verzogerung

Das hier vorgestellte Verfahren des Averaging [5, 6, 13] labi sich direkt im erweilertien
Fustandsraum beschreiben. Zur Verdeutlichung wird daher zunfichst der erweiterte
Zustandgranm im Falle autonomer Systeme betrachtet,

B.1 Autonomer Fall
Als Ausgangseleichung dient wieder die Bewegungsggleichung

d . ;
Enﬂl] = Niglt),qlt — =), {e:]) (B.1)

Der linearigierte infinitesimale Generator Ajp, ergibl sich nun als Spezialisierung des
michtauntonomen Falles gu

e i
=@l8) = (Aug)(e), (B.2)
wohel der Generators Ap die Form

~;£§,{a} —r<h<l
i

(Arg) (8] = (B.3)

f_f BBV (0) 0 =0

besitzt. Die matrixwertige Dichte 2 ist dabei nicht mehr explizit zeitabhangig.

B.1.1 Adjungiertes Problem und Bilinearform

Im autonomen Fall reduziert sich die Bilinearform (3.1) auf

(', 8) = (#'(0),4(0)) - f_“ daf:da{qj‘r{& — ), w0 ds)} - (B.4)
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e Bewegungsgleichung im dualen erweiterten Zustandsraum ergibt sich damit zu
i T %
Sills) =~ (ALgl) (s), 0<ssm (B.5)

Im Unterschied zum nichtautenomen Fall ist der duale infinitesimale Generator nun
jedoch durch

—irfr{a] —r=<a<l

(AL7) i) = [ﬁ‘* (B.6)

ds§s)qls)  a=10

gegeben. Die Normalisierungskonstante Ny kann durch

v’@,ﬁu,.-[u;., (1= 12, dofo(8)e] G (0))

fostpelest werden.

B.1.2 Projektoren im autonomen Fall

Die Projektoren auf die jeweiligen Unterraume sind wie im nichiautonomen Fall
durch {4.3) bew {4.4)gegeben,

B.1.3 Aufspaltung

[ie Methode des Averaging soll anhand des bereits behandelten eispicls des Van-
der-Pal Oazillator mit zeitlicher Verzégerung (6.1} vorgestellt werden, dessen Mo
dellgleichung die Form

#(1) + a2t — 7) — (1) 4+ wiz(t) = 0 (1.8)

hesitzt. Durch die Transformation (6,100, (6.11) erhilt man daraus das Differential-
eleichungssystemn L.Ordnung

qaft) = gat) (B.9)
dalt) = —wimlt)— play(t — 1) — Laa(t), (B.10)
Man spaltet nun das nichtlineare Funktional A[f(.})] durch
M@l )] = Llad )]+ pN g (B.11)
in den durch p gestirten Anteil A" bzw, ungestorten Anteil £ durch
cl = [ don(eyaco) (112)
. " 0 :
-""rl_":'l"-l[:ll = ( 'l';‘h[ﬂ:'{]- _'ﬁ'{_.r‘” }1 (B.11)
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anf. Die Dichte () ist dabei durch die Auswertung der Funktionalableitung von
N an der Stelle § = 0 festpelegt, Sie ergibt sich zu

n(f) = a{a}( —t;q : ) (B.14)

B.1.4 Das ungestorte Problem
Mit dem auf den autoncmen Fall spegialisierten Ansals
Fle) =0, r<o<, (13.15)

erhilt man fir den infinitesimalen Generator A im ungestérten Fall das folgende
Eigenwertproblem

(Acd")(8) = A", T<é<. (B.16)

Wertet man dieses Eigenwertproblem in dem Intervall [—r,0) aue, so ergibl sich fiir
die Eigenfunktionen ¢

#ME) =0, r<f<n (1.17)

Die Eigenwerte werden dann durch die Anschlufibedingung (B.3) an der Stelle d =0
festpelegt, die zu folgender Eigenwertgleichung fihrt

L{AJE"(0)
L{A)

1]

Ad{0), (B.18)
f" dO0 e, (B 19

Fordert man das Verschwinden der Koeffizientendeterminante so erhilt man die
nichttrivialen Losungen A;

det{ L{X) = AT} .m{ S B ) (1.20)
7 8
= AM4ud (B.21}
als Lasung der charakieristischen Gleichung su
= e (B.22)

Die zugehbrigen Eigenfunktionen ¢**(#), —7 < # < 0 bestimmen sich damit 2u

) = J"-'“(i )e"“-“, (B.23)
& (8) = NA-(iﬂ)s"”‘“'. (B.24)
¥

[

HY)



Fiir das adjungierte Eigenwertproblem

(0] (E(AL) = Aed) = 0, (B.25)
nehmen die Eigenfunktionen wit(a), 0 < s < 7 folgende Form an :

Fs) = Nall, e (1.26)

L )

n

Na_(1, =)™, (B.27)
LR
Ans den Biorthnormalititsrelationen ergibt sich mit
1]
J{' dBePa(0) = 0, (B.28)

fiir die Normierungskonstanten Ny,
Niy=1 Np-=1. (B.29)

In Matrixform nehmen die Eigenfunktionen dann die Form

> X! 1 gl 1 _—1|.|.l|-.IJ
v,(8) = (5(6),6"(0) = ( et =l it ) . (B30)
3 3
,;IT.A—{H] piuns  =ig—iugs
1*1':'5'} . (!.!-'.l"_{d]} = ( I,.:Ii--'al “:J;I.:.Iuhi ) i |:B.3-J:|
Al
B.1.5 Das gestirte Problem
Wir spalten nun den erweiterten Zustandsvektor anf in die beiden Anteile
G(#) = U4(0) + 5.8) (B-32)

wobei S,(#) von der Ordnung p sein soll. Mit obigen Gleichungen nimmt die nicht.-
lineare Gleichung im erweiterten Zustandsraum folgende Form an:

L 00) = (AcT) (0) + 1Xol0) NG, —7 <020 (B.33)

wobe

[ JE o R

R’n[ﬂjz{l: oy (B.34)



eine matrixwertipe Funktion darstellt. Die Projektion auf das ungestérie Problem
erfolgt nun iiber die Anwendung der Projektoren (4.3), (4.4):

,(0) = @ {#)ilt). (B.35)

Man erhilt so das pekoppelte System von gestirten und ungestérten Zustandsvek-
Loren

d
E"M

L5000 = (Aca)(0) + n{[Xa(0) - @u0)01(0)] VTOLLI) + EL1)

Auil) + pe (WA (0), N [®uL.Jai(E) + E()]) (1.36)

Der Formalismus entspricht durchgehend dem Verfahren in Kapitel 2. Der Unter-
schied besteht darin, dafi hier die Projektoren nicht aufl die stabilen bzw. instabilen,
sondern aul die zum gestdrten baw. ungestorten Problem gehérigen Unterraume
projigieren.

Starungsterme 1.0rdnung in Uy(#]
Mit der Beschrinkung auf die 1,0rdnung in p mimmt (B.36) folgende Form an :

-rfi-!(:'[;.!:lj) ( EEIJD —?uu ) (:t{[tr]}J ! ﬂ( : :;,,_h ) (f‘;"zlu[*-l;ﬂf'if}])’

i'ca[t]- tpii( ) + _—'u—.."fl"giu{l].,u'[!}]. (B.37)
il f Hudg

n

D gestarte Term Iadt sich in dieser ersten Niherung iiber
-I';"-:ali-] = gul0)(l = ']‘II[_"']-‘]'
o 1 g 1 B 2 )
?({u{t} = u*(t)) (l - (Ec"“""u[i}l + Er‘.""”u {1]) ) (B.38)

I

ansdriicken.

B.1.6 Averaging
Die Ausgangsgleichung des Averaging nimmt damit folgende Form an :

ium = mw+§tu{ﬂ—u‘{f}}*

(1 =~ [’Ec-f“*um 4 %e"wfu':s];] ) (B.39)



Mit dem Ansatz u() = r{t]e"*¥ ergibt sich nach der Trennung in Real -baw.
Imaginirteil

io= g (1 = cos®(wng) + r* (sin(Zeor) (sinfund) cos” {wad) - (13.40)
— sin{wog) coslwg)) + cos®{uyT) {l + Peos {ugd) — 3 cus.l[mq'r]}l +
+2 cos” [wad) — cn&"{wq&}j}

$ = 1+ ﬁm‘nmm ~ 'LE {ﬂ'lu{"-u-'lﬁ}icﬂﬁ’[wnlﬂ — cos*(wyd))=, (B.41)
— cos{ 2T ) ainfwyd) cos” [wnd] + sinfwnd] cm(wqﬁ}{{:mi{uﬁ,r} - l]} :

Durch eine Koordinatentransformation & = r+ uhir, ¢) lifit sich das 2x -periodische
Differentialgleichungssystem (7, ¢)

= pglr, g pu), ¢ =1+pi(rép (B.42)

auf ein System (¥, -ﬁ] abbilden, das in # lésbar ist. Hierzu zerlegen wir die Funktion

glr, ¢, 1) in
giF, &, 1) = §{F, p) + §F, &, p), (B.43)

wobei §{F, ), bzw. §(7, ¢, p) die Eigenschaff

(7 I T G 0 B.44

ﬂ{'l'_.,l'l} = E‘l'. fu dﬁy{f. 'i'!'1 F:ln j; .':'I'{T" i, F:I T { : :I

besitzen soll. Wahlt man ¢ = —% g erhilt man mit Hille der Koordinatentrans-
formation

r= pglr, p)- (B.45)

Angewandt auf die Ausgangsgleichung ergibt sich also ;
T S - ]
=E 1 - (1 = - cos{2ug B.
= (1~ T Jeontan)) (B.45)
Die stationfire Lasung lautet damit

) ! 2
Sl Fom e (B.A4T)

Es 1aBt sich nun iiber die zugehérige Umkehrabbildung r, = 7, — ph(f,, ¢) eine
Korrektur in g finden . Mit

Wad) = - [ an € (B.45)
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lafht sich 7, bestimmen zu

2 [
s = + *
\J | —  oos{ 2ugT) Nty [[ - %mu{?wn?:l]aﬁ
o (sinf2unr) [~1 + Zeos (o) — contlwod)] +
+ cos(2unr) [eos” (o) sinfwnd) — coslund) sinfuad)]) . (B.49)

Setzt man in der Gleichung fir die Phase ¢ = ¢g + pedy, r = 7, und integiert iiber
die jeweiligen Ordnungen so erhilt man

. _ g 810 2utg T
g (‘ ~ ol —5mcw}})”

M 5
+-|u-‘|l|:| — 1 cos{RupT)) {ma{ﬂu.-n-.-] E'I‘:md[w'nﬂ} =1 = cos* [l J] +

+ sin(ZuopT) izcms[mﬂ ginfuyt) — cos{wol) H'ln{u:ut}]} . ( B.500)

71 beachten ist hier die auftretende Frequenzrenormierung. Die Zustandsvektoren g
nehmen hier folgende Form an

alt) = quel0) (B.51)
= Pl 0)ilt) (.52}
= cos(wod{t))r.(t) (B.53)
qalt) = qul0) (B.54)
= @ (0)ix(t) (B.55)
= —uwysin{wed(t))r.i) {B.56)

Man hat nun die jeweiligen 1.0rdnungen g in & und r, zu bericksichtigen. Tragt
man weilerhin der Frequenzrenormierung tber

o pin| ZuwyT) )
‘"(' Son(l — Leos(Zrr)) /) B

Rechnung so nimmt die Lésung die Form

alf) = J T e
T 1 . - i
+ 3 n(PwyT) |cos3wet] — coa{wyt }| +
ooy [1 - %ms[?uhﬂl ; [5* = I S e }]
+ cos(2unT) [Ssin{uol) - sin{Sunf)]) (B.58)
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Starungsterme 1.0rdnung in 5(8)
Um die Stérungsterme in 5(#) zu erhalten macht man nun den Ansatz
() = K@, (1)) (B.59)

Setzt man diese Bestimmungsgleichung in in die gekoppelten Lustandsvektorglei-
chungen ein, und beschrankt sich wiederum auf die 1.Ordnung in g, so ergibt sich

DRI (i) + (9L O N + BTN = (B60)

= {Ach(.,dlt))) (6) +
(| Xal) . ()WL(0)] , AT [B L JiE(e) + R, lt) 0} (H.61)

Zur Bestimmung der Mannigfaltigkeit hi#, (1)} in 1.Ordoung ist es daber ausrei-
chend sich auf das gendherte Funkiional

NI, EL) + R, i3t == N[Bo(.JaE(1)] (B.62)
u heschriinken. Benutzt man hier die explizite Darstellung und macht den Ansatz
hil0,(€)) = Hijy, o (Plugt)uge(2), (B.63)
so ergibt sich fiir H in dieser Naherung
Hi 0 = (1Ae— (A + ..+ A5 ) T) (B.64)
o [@()TO) = Xal-)]) Ny oen
= MNiirTissel@h [B.65)

wehed diber die j; hier nicht zu summieren ist. e Kocffizienten zu
N (0yi(t)] = Nayu(t) + Noau® (1) + Nonapu'(t) +
b Nazague™ (1) + Napagu()u**{£) + N (8u(t), (B.66)

lassen sich direkt aus der Fermulierung im vorigen Abschnitt ablesen. Die Wich-
tungstensoren 7 ;. nehmen folgende Form an (s. W. Wischert [8, 9]):

6050 = [BulO[A, — ATIHON(0) — (L) = AT ] (B6T)

Beim Aunswerten obiger Gleichung hat man gegebenenfalls einen Grenziibergang
¢ — 0 fir A = Liw+ ¢ durchzufithren ,um die jeweils auftretenden Singularitaten zu
aliminieren . Bestimmt man alle Wichtungstensoren, so erhalt man nach Auswertung
obiger Helationen

B0 u(t),u™(t)) = 0. (B.68)

Durch cine weitere Koordinatentransformation [13, 25] 146t sich das Verfahren auch
firr héhere Ordnungen durchfithren. Der Rechenanfwand ist hier jedoch betrachtlich,
so daf das Verfahren in der Praxis von untergeordneter Bedeutung ist.
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