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Kapitel 1
Einleitung

Physikalische Motivation

Nach der experimentellen Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten im Jahre 1995 [1,2] hat die Theorie ul-
trakalter Atomgase in jlingerer Zeit einen enormen Interessenzuwachs zu verzeichnen. Eine Einfuhrung in das
Thema bieten die Biicher von Pitaevskii und Stringari [3] und von Pethick und Smith [4]. Einen Uberblick tber
die bisher erhaltenen Ergebnisse bieten auch Andersen [5] und Dalfovo, Giorgini, Pitaevskii und Stringari [6] in
ihren Ubersichtsartikeln.

Die bisherige experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kondensate geschah stets durch ideale Fallen, meist
Magneto-Optische Fallen, die ein ideales harmonisches Potential zur Verfugung stellten. Darauf bezog sich auch
der GroRteil der bisherigen theoretischen Arbeiten.

Durch Uberlagerung eines idealen harmonischem Fallenpotentials mit einem zufélligen “speckle”-Feld, d.h. ei-
nem Zufallspotential, kann man dieses Ideal jedoch kinstlich zerstéren [7]. Die Methode benutzt einen unge-
ordneten Streuer, z.B. einen Festkdrper, durch den ein Laserstrahl gelenkt wird. Daraus ergibt sich ein zufélliges
Interferenzmuster, welches folglich ungeordnet ist. Ein Zufallspotential fiihrt also zu Unordnung. Die Stérke des
Zufallspotentials kann im Prinzip durch die Intensitdt des gestreuten Lasers festgelegt werden. Einen typischen
Versuchsaufbau beschreiben Inguscio et al in einer Arbeit [8]. Der dort gezeigte Versuchsaufbau ist in Abbildung
1.1 wiedergegeben. Demnach befindet sich ein 8°Rb-Kondensat aus etwa N = 3 x 10°> Atomen in einer Kammer
in einer harmonischen Magnetfalle mit axialer Fallenfrequenz w, = 27 x 8,74 Hz und radialen Fallenfrequenzen
w, = 27 x 85 Hz. Sie ist also zigarrenférmig. Das Kondensat hat dann eine Ausdehnung von 11 nm in radialer
Richtung und von 110 nm in axialer Richtung. Die maximale Dichte in der Falle betrigt » = 1,2 x 10 cm™3.
Ein Laser der Wellenlange A = 822 nm wird durch eine diffusive Platte gelenkt, was zu einem zufélligen Inter-
ferenzmuster fiihrt. Dieses Muster wird mit Hilfe eines Spiegelsystems in die Kondensatkammer gelenkt. Direkt
vor der Kammer geschieht dies durch einen dichroitischen Spiegel, der Wellenlangen A > 800 nm reflektiert und
Wellenldngen A < 800 nm transmittiert. Hinter der Kammer wird das speckle”-Potential mit einer CCD-Kamera
aufgenommen. Die ndchstgelegene Spektrallinie fir Rubidium liegt bei A = 795 nm, d.h. der Laser ist stark gegen
diese Spektrallinie verstimmt. Um Aufnahmen des Kondensats zu machen, wird zundchst das gesamte Fallenpo-
tential, inklusive Zufallspotential, ausgeschaltet. Nach einer Wartezeit von 28 ms wird ein Laser der Wellenlénge
A = 795 nm durch den dichroitischen Spiegel in die Kammer gelenkt, und hinter der Kammer wird das Absorpti-
onsprofil gemessen, woraus man Rickschlisse auf die Dichteverteilung in der Falle zieht.

Das “speckle”-Potential wird hierbei jeweils adiabatisch verandert. Die Starke des Zufallspotentials wird in der
Arbeit dadurch definiert, dass sie die doppelte Standardabweichung des Potentials tiber 200 nm in axialer Rich-
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tung ausmessen. Diese Starke wird in Einheiten der Frequenz angegeben, wobei das chemische Potential 1 eine
Stérke von etwa 1 kHz hat. Abbildung 1.2 zeigt nun einige Messergebnisse. Im Teil (a) der Abbildung wird das
Dichteprofil des Kondensats fur verschiedene Stirken des Zufallspotentials gezeigt. Fiir sehr schwaches Zufalls-
potential (50 Hz) dndert sich das Dichteprofil gegeniiber dem geordneten Fall ohne Unordnung praktisch nicht.
Fur ein mittleres Zufallspotential (360 Hz) sieht man, dass verschiedene fragmentierte Kondensate entstehen, also
lokalisierte Kondensate, die untereinander keine Kohérenz mehr aufweisen. Fir sehr grofRes Zufallspotential (1200
Hz) verschwindet die Kondensatdichte, und man erhalt nur noch eine thermische Dichteverteilung.

Dass dieser Effekt tatséchlich auf die Unordnung zuriickzufiihren ist, zeigt die Gruppe mittels Teil (b) der Messer-
gebnisse in Abbildung 1.2. Das erste Bild zeigt das Dichteprofil des Kondensats, ohne dass jemals ein "speckle”-
Potential hinzugeschaltet worden ist. Das zweite Bild zeigt das Dichteprofil nach adiabatischem Anstieg des Zu-
fallspotentials. Das dritte Bild hingegen zeigt das Dichteprofil nach adiabatischem Anstieg und dann wieder adia-
batischem Absenken des Zufallspotentials. Offenbar sehen sich das erste und das letzte Bild sehr dhnlich. Damit
ist gezeigt, dass das Verschwinden des Kondensats tatsachlich auf einen Effekt der Unordnung zuriickzufiihren ist,
der die Temperatur des Systems nicht andert.

Teil (c) der Abbildung 1.2 zeigt nun die induzierten Dipolschwingungen, nachdem die Falle abrupt um 25 um be-
wegt worden ist. Falls es keine Unordnung gibt, so sind die Schwingungen auf der betrachteten Zeitskala praktisch
nicht geddmpft, wahrend es bei groRerer Unordnung zu immer starkerer Dampfung kommt. Dies geht offenbar
damit einher, dass das Kondensat nicht mehr superfluid ist.

Weitere Experimente mit ”speckles” hat auch die Gruppe um A. Aspect durchgefiihrt [9]. AuBerdem gibt es auch
Arbeiten zu Bose-Einstein-Kondensaten im Gitter, die von der Gruppe um W. Ertmer durchgefiihrt wurden [10].
Die Behandlung von Bose-Einstein-Kondensaten im Gitter wird jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Die Korrelationsldnge des entstehenden Zufallspotentials ist durch das Streumaterial festgelegt. Eine wesentliche
Limitierung der Methode besteht darin, dass es sehr schwierig ist, eine Korrelationslange kleiner als einige um zu
bekommen [11].

Die Unordnung, welche man erhélt, wenn man ein ”speckle”-Potential erzeugt, wurde kiinstlich eingefihrt: Es
wurde ein zusétzliches Potential dem idealen Fallenpotential tberlagert. Die Falle selbst wurde immer noch als
ideal angenommen. Im Rahmen erster Versuche mit magnetischen Drahtfallen, die das Grundgeriist eines so ge-
nannten Atomchips sind, wurde jedoch festgestellt, dass diese Annahme nicht mehr aufrecht erhalten werden kann
[12-14]. Statt dessen kommt es bei diesen Atomchips zu kleinen Abweichungen des physikalisch realisierten Fal-
lenpotentials von einem idealen Fallenpotential. Um dies zu verstehen, soll zundchst erldutert werden, wie diese
Drahtfallen funktionieren. Hierzu dient Abbildung 1.3, die aus einer Arbeit von Schmiedmayer et al entnommen
wurde [15]. Demnach fiihrt ein durch einen Draht flieRender Strom I, zu einem Magnetfeld. Uberlagert man dieses
Magnetfeld mit einem zusatzlich von auflen quer angelegten Magnetfeld B, so erhédlt man in einem bestimmten
Abstand vom Draht ein Minimum dieses Magnetfeldes, und damit eine magnetische Falle.

Die Gruppe um Schmiedmayer hat nun die Schwankungen des Magnetfeldes an diesem Minimum entlang des
Drahtes untersucht [14]. Sie betrachteten dazu einen Draht der Breite 100 um, und setzten fest, dass das Mini-
mum bei einem Abstand d = 10 um sein sollte. Dazu schickten sie verschieden starke Stréme durch den Draht,
und legten dazu passend verschiedene magnetische Querfelder an. Die Beobachtung war nun, dass es bei allen
Stromstérken zu Schwankungen des Magnetfeldes kam. Die Ergebnisse sind in Abbildung 1.4 zu sehen. Dabei
entspricht die gepunktete Linie einem Querfeld von 10 G (GauR, 1 G= 10~* T), die durchgezogene Linie ei-
nem Querfeld von 20 G und die gestrichelte Linie einem Querfeld von 30 G. Demnach waren die normierten
Schwankungen des Magnetfeldes AB/B bis zu 2 x 10~ groB. Sie sind also sehr klein. Dennoch kann nicht mehr
vom theoretischen Modell einer idealen Falle ausgegangen werden. Klein in der Abbildung zu sehen ist noch die
Verteilung der Schwankungen dieser Kurven. Die Breite o = 8 x 106 dieser Verteilung fir unterschiedliche
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Abbildung 1.1: Erzeugung eines typischen Zufallspotentials mittels ”speckles” und Messung von dessen Stérke.
In ist der Versuchsaufbau (a) zu sehen. Demnach wird ein Laserstrahl durch eine diffusive Platte gelenkt, was
zu einem zufélligen Interferenzmuster in der Falle fiihrt, welche sich in der Kammer hinter dem dichroitischen
Spiegel befindet. Das untere Bild (b) ist eine Messung der Stérke des Zufallspotentials. Die Grole der Schwan-
kungen ist im Vergleich zur Stérke eines typischen Fallenpotentials sehr klein. Das kleine Bild in (b) stellt die
Fouriertransformierte des Zufallspotentials dar.

Stromstérken ist etwa genau so groR wie die Schuss-zu-Schuss-Variationen verschiedener Realisierungen des Ex-
periments bei gleichen Stromstérken. Das bedeutet, dass es keine stromunabhédngigen Beitrdge zur Unordnung,
wie etwa elektrostatische Effekte, gibt.

Der Grund flr die Schwankungen des Magnetfeldes liegt in stets vorhandenen Unreinheiten und Fertigungsfeh-
lern der Dréhte. Dies fiihrt zu Variationen des Magnetfeldes, welche an einem Ort eingefroren sind. Es handelt
sich also um eine natiirliche Unordnung. Auf Atomchips ist das Zufallspotential lorentz-korreliert, im k-Raum ist
R(k) = R/(1 + £€2k?) [12]. Eine typische Korrelationslange ¢ ist hierbei beispielsweise 5 pm, wahrend die so
genannte "healing length” &, lediglich 0,1 pum groR ist [9]. Die Definition und physikalische Bedeutung der "he-
aling length” kann in dem Buch von Pitaevskii und Stringari [3, (Kapitel 5)] nachgelesen werden. Im wesentlichen
besagt sie, Uiber welche Distanzen sich Stérungen des Kondensats bemerkbar machen.

Eine theoretische Vereinfachung der Korrelationsfunktion des Zufallspotentials besteht oft darin, es als unkorre-
liert anzunehmen, was gleichbedeutend ist mit dem Verschwinden der Korrelationslange: & = 0. Der Hauptgrund
fiir diese Vereinfachung besteht darin, dass die Gleichungen damit leichter behandelbar sind. Damit das Verhaltnis
zwischen der Korrelationslange des Unordnungspotentials und der "healing length” grenzwertig dennoch nicht
vollkommen anders ist, muss die "healing length” sehr groR werden, insbesondere sehr grof3 gegen die Korrela-
tionslange des Zufallspotentials, was dquivalent ist zu sehr schwacher Wechselwirkung. Viele bisher realisierten
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Abbildung 1.2: Messungen in einer harmonischen Fallen mit iberlagertem “speckle”-Zufallspotential: (a) Dichte-
profil des Bose-Kondensats nach 28 ms Expansion mit ausgeschalteter Falle und Zufallspotential mit unterschied-
lichen Stéarken des Zufallspotentials, die im unteren Teil vermerkt sind. Um zu zeigen, dass der Transfer zum
”speckle”-Feld adiabatisch ist, zeigt (b) das Dichteprofil (i) ohne “speckle”-Potential, (ii) wenn das ”speckle”-
Potential abrupt ausgeschaltet wird, und (iii) wenn es adiabatisch heruntergefahren wird. (c) Dipolschwingungen
im kombinierten Potential flr verschiedene Stirken der Unordnung.

Zufallspotentiale lassen sich also damit nur unvollkommen modellieren.

Ein bisher noch nicht realisiertes Modell fiir Unordnung wird von Astrakharchik, Boronat, Casulleras und Giorgi-
ni vorgestellt [16]. Dabei werden einzelne Atome zuféllig in den Minima eines Potentials platziert. Diese Atome
sind dann Streuzentren. Auch dies fiihrt zu Unordnung. Die Stérke R dieser Unordnung hangt dann vor allem von
der Dichte der Streuzentren n;mp, d.h. der Atome, und deren durchschnittlichem Durchmesser a;mp ab, und zwar
mittels R o« a2, Timp.

Eine dritte Mdglichkeit, Unordnung zu erzeugen, besteht darin, ein Gitter mit einem zweiten Gitter mit stark
unterschiedlicher und unkommensurabler Wellenlénge zu tberlagern, einem System, welches als nicht kommen-
surables Gitter bekannt ist. Erste Ergebnisse liefern die Experimente aus der Gruppe von Inguscio [11]. Diese
Methode scheint vielversprechend zu sein, um groRe Unordnung realisieren zu kdnnen. Es ist allerdings nicht Klar,
ob das entstehende Potential dann als Zufallspotential beschrieben werden kann.

Theoretischer Hintergrund

Zu den noch zu betrachtenden theoretischen Problemen dieser Systeme gehdren die Auswirkungen von Unord-
nung auf deren Kondensatdichte und superfluide Dichte, insbesondere die Auswirkungen starker Unordnung. Die
Auswirkungen von Unordnung wurden zum ersten Mal bei der Beobachtung von superfluidem Helium in Vycor
beobachtet [17]. Vycor ist ein pordses Medium. Es wurde beobachtet, dass die Warmekapazitat des Systems einen
Knick machte, wenn die superfluide Dichte verschwand. Dieser Phaseniibergang wurde durch Temperaturdnderung
erzielt. Die Temperatur, bei der dies auftritt, hangt zusammen mit der Starke der Unordnung, welche wiederum
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Abbildung 1.3: Funktionsweise einer Drahtfalle. Links: Ein Strom flieRt durch einen Draht und erzeugt dadurch ein
Magnetfeld. Durch ein gleichzeitig angelegtes magnetisches Querfeld B, bekommt man ein effektives Magnetfeld.
Rechts: Das effektive Magnetfeld flihrt zu einem magnetischen Fallenpotential U, das vom radialen Abstand von
der Oberflache des Drahtes z abhangt, und in einem bestimmten Abstand ein Minimum besitzt.

mit der Pordsitat des Mediums zusammenhéngt. Die Beobachtung dieses Phaseniibergangs l6ste eine Reihe von
theoretischen Arbeiten aus, welche die Molekularfeldtheorie in Bogoliubov-Néherung auf das Problem schwacher
Unordnung erweiterten, wobei hier insbesondere die Arbeiten von Huang und Meng [18], von Giorgini, Pitaevskii
und Stringari [19] und die von Lopatin und Vinokur [20] genannt werden sollen.

Huang und Meng betrachteten dabei als erste die Effekte eines schwachen, rdumlich unkorrelierten Zufallspo-
tentials, also die Effekte schwacher Unordnung. Sie sagten voraus, dass die superfluide Dichte des Systems bei
T = 0 stets Kleiner ist als dessen Kondensatdichte. Sie stellten auBerdem fest, dass die superfluide Dichte vollig
verschwinden kann, wéhrend die Kondensatdichte fiir endliche Unordnungsstérke stets erhalten bleibt. Die Unord-
nung fihrt bei ihnen also zu einem Phasentibergang, der dadurch gekennzeichnet ist, dass die superfluide Dichte
verschwindet. Sie ist auf Grund des Verschwindens der superfluiden Dichte durch Lokalisierung gekennzeichnet.
Diese Phase kann daher als Bose-Glas interpretiert werden, analog zum Spin-Glas in der Arbeit von Edwards
und Anderson [21]. Giorgini, Pitaevskii und Stringari bestétigten dieses Ergebnis, und betrachteten zusétzlich die
Schallgeschwindigkeit. Lopatin und Vinokur schlieflich entwickelten in ihrer Arbeit eine diagrammatische Tech-
nik fur das Problem des verdiinnten wechselwirkenden Bose-Gases mit schwacher Unordnung bei endlichen Tem-
peraturen [20]. Insbesondere benutzten sie in ihrer Arbeit die Replika-Methode, um das grofRkanonische Potential
zu berechnen. Alle Arbeiten spezialisierten auferdem auf rdumlich unkorrelierte Unordnung, was zumindest fiir
bisher physikalisch realisierte Potentiale nicht zutrifft, wie sie z.B. von Inguscio et al. verwendet wurden [22]. Der
Ansatz von Lopatin und Vinokur fiihrt, neben den bekannten Resultaten aus den beiden erwahnten anderen Arbei-
ten, auerdem zur Bestimmung der Verschiebung der kritischen Temperatur durch die Unordnung in 1. Ordnung
der Unordnungsstarke. Dies wurde in der Arbeit nur fir das freie Bose-Gas gemacht. Alle drei Arbeiten konnten
aullerdem keine Aussagen flir starke Unordnungspotentiale liefern. Dies wurde aber von Hertz, Fleishman und An-
derson in ihrer Arbeit getan [23]. Sie fanden heraus, dass es fiir grole Unordnung keine stabile Phase gebrochener
Symmetrie geben kann. Dies wiirde darauf hinweisen, dass die Kondensatdichte ebenfalls fur eine kritische Starke
der Unordnung verschwindet. Dies wird im Prinzip durch die Theorie von Nozieres und Saint James gestiitzt, die
ein fragmentiertes Kondensat fiir groRe Unordnung vorhersagt, allerdings bei attraktiver Wechselwirkung [24].
Die Haupteigenschaft ist, dass es lokale Kondensate gibt, die keine Phasenkohdrenz mit Kondensaten an anderen
Orten aufweisen. Bei ihnen kann es zur Paarkondensation kommen, ohne dass es zur Ausbildung eines globalen
Teilchenkondensats kommt.
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Abbildung 1.4: Potential entlang des Drahtes bei einem konstanten Abstand d = 10 pm von der Oberflache eines
100 pm breiten Drahtes. Die verschiedenen Kurven sind fiir verschiedene Strdme gemessen worden, und sind auf
das jeweilige magnetische Querfeld normiert. Die magnetischen Querfelder (gepunktet: 10 G, durchgezogen: 20 G,
gestrichelt: 30 G) wurden so gewahlt, dass trotz verschiedener Stromstérken der Abstand des Potentialminimums
von der Drahtoberflache d konstant blieb. Der Einschub zeigt ein Histogramm der Schwankungen der Kurven.
Die Breite dieser Verteilung (¢ = 8 x 1075) fiir unterschiedliche Stromstirken ist etwa genau so groR wie die
Schuss-zu-Schuss-Variationen verschiedener Realisierungen des Experiments bei gleichen Stromstérken.

Zweck dieser Arbeit

Hiernach ist die Aufgabe, die innerhalb dieser Diplomarbeit behandelt werden soll, zweigeteilt.

Zum einen soll Uberprift werden, in wie weit sich die Ergebnisse flr die Verschiebung der kritischen Temperatur,
die durch Lopatin und Vinokur vorgestellt wurden [20], verallgemeinern lassen. Hierbei ist es insbesondere in-
teressant, endliche Korrelationslédngen zu betrachten, und auch eine magnetische Falle einzubauen. Hierbei wurde
eine anisotrope harmonische Falle angenommen. Die Ergebnisse finden sich in Kapitel 3.

Zum anderen soll untersucht werden, wie das Problem starker Unordnung im Rahmen einer Molekularfeldnéhe-
rung behandelt werden kann. Hierzu wird die Hartree-Fock-Bogoliubov-Naherung verwendet. Die Arbeit soll die
Ergebnisse der Hartree-Fock-Naherung von A. Pelster und R. Graham erweitern und verbessern, die in [25] darge-
stellt wurden. Es soll auBerdem Uberprift werden, ob sich die Voraussagen der Theorie von Huang und Meng [18]
reproduzieren lassen, oder ob sich Abweichungen ergeben. Insbesondere sollen die Kondensatdichte und die su-
perfluide Dichte bestimmt werden. Auerdem soll Gberprift werden, ob die Voraussage von Hertz, Fleishman und
Anderson [23] bestatigt werden kann, dass die Kondensatdichte verschwindet. Die Herleitung der Gleichungen
findet sich in Kapitel 4, die Auswertung folgt in Kapitel 5.

KapitelUbersicht

In Kapitel 2 wird das theoretische Modell erklart, mit dem gearbeitet wird. Insbesondere wird zur Behandlung der
Unordnung die Replika-Methode eingefiihrt und erléutert.
In Kapitel 3 wird dann eine Storungstheorie fiir die Verschiebung der kritischen Temperatur in einem ungeord-
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neten Bose-Gas hergeleitet. Es wird dabei das freie Bose-Gas und das Bose-Gas in einer Falle betrachtet, und
fir die 2-Punkt Korrelationsfunktion des Zufallspotentials werden zum einen Gaul3-Korrelation und zum anderen
Lorentz-Korrelation angenommen.

Das nachfolgende Kapitel 4 ist in dieser Arbeit vollkommen unabhédngig von Kapitel 3. Es wird eine Faktorisie-
rungsmethode, welche als Hartree-Fock-Bogoliubov-Naherung bekannt ist, auf ungeordnete Systeme angewendet.
Dabei wird auf die Behandlung einer Falle verzichtet. Die dann entstehenden Molekularfeldgleichungen fiir ein
beliebiges Zufallspotential werden in diesem Kapitel hergeleitet, und es wird auf den Spezialfall eines unkorrelier-
ten Potentials eingegangen.

SchlieBlich werden die in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungen in Kapitel 5 in verschiedenen Spezialfdllen behan-
delt. Zundchst werden verschiedene Spezialfélle betrachtet, und deren Auswirkungen auf die Molekularfeldglei-
chungen behandelt. Darauf folgend wird untersucht, ob sich bekannte Ergebnisse reproduzieren lassen, und ggf.
wo sich Abweichungen von bekannten Ergebnissen ergeben. Dies flhrt auf diverse Probleme bei der Behandlung
der Gleichungen, sodass verschiedene Naherungen vorgeschlagen werden, mit denen sich diese Probleme behan-
deln lassen. Ebenfalls wird eine Gleichung fiir die superfluide Dichte hergeleitet. SchlieRlich wird der Fall T'= 0
bei sehr schwacher Wechselwirkung behandelt, und insbesondere die Vorhersagen flir den Fall grof3er Unordnung
untersucht. Einer der Unterpunkte behandelt den Fall, dass man ein bandliickenfreies Spektrum fordert, ein anderer
den Fall, dass man fordert, dass man eine energie- und teilchenzahlerhaltende Theorie hat.

Die Arbeit schlielt mit einer Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse, und einem nachfolgenden Ausblick.
Dies geschieht in Kapitel 6.
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Kapitel 2
Modell ungeordneter Bosonen

Im Rahmen eines Uberblicks iber die verwendeten Modelle bei der Behandlung von Zufallspotentialen legt dieses
Kapitel einige wichtige Grundlagen. Zundchst ist zu beachten, dass Zufallspotentiale durch Unordnung modelliert
werden. Diese Potentiale, welche auch als Unordnungspotentiale bezeichnet werden, werden mittels Funktional-
integralmethoden behandelt. Davon handelt dieses einflihrende Kapitel.

2.1 Unordnung

Es wird ein ungeordnetes, reelles, gaulverteiltes Potential V' (x) angenommen, fiir das folgende grundlegende
Eigenschaften gultig sind:

(x) = 0, (2.1)
) = R(x-%x). (2.2)

Die Unordnungsmittelwerte sind translationsinvariant angenommen. R charakterisiert die Stdrke der Unordnung.
Folglich geschieht eine stérungstheoretische Entwicklung der Unordnung im Folgenden stets fiir kleine R. Man
beachte auflerdem, dass im Folgenden stets angenommen wird, dass die Reihenfolge der Koordinaten in der Kor-
relation egal ist, d.h.

R(x) = R(—x). (2.3)

Mit der Forderung nach raumlicher Isotropie folgt sogar
R(x) = R(|x]). (2.4)
Der einfachste Fall ist der von rdumlich unkorrelierter Unordnung,
R(x —x') = Ré(x — x). (2.5)

Man kann nun ein Funktionalintegralmall wie folgt definieren:
1
1= /DVexp{—i/de/de' R '(x —x’)V(x)V(x')}. (2.6)

Hierbei bezeichnet dPz das infinitesimale Volumenelement in D Dimensionen. Der Integralkern R~ (x —x') wird
durch die Gleichung

/dD:ch(xl —x)R(x — x9) = 0(x1 — x2) 2.7



18 KAPITEL 2. MODELL UNGEORDNETER BOSONEN

definiert und ist demnach das funktionale Inverse der Unordnungskorrelation (2.2). Im Falle eines raumlich unkor-
relierten Unordnungspotentials (2.5) erhdlt man

R7(x; —x9) = 1%5(X1 — Xg). (2.8)

Das Funktionalintegral wird hierbei als Produkt gewohnlicher Integrale verstanden:

/DV _ NE[/_Z v (%), (2.9)

wobei in diesem formalen Ausdruck die formal unendlich groRe Konstante N durch die Normierung festgelegt
wird. AuBRerdem bendtigt man noch die Definiton der Unordnungsmittelwerte, welche durch die folgende Glei-
chung geschieht:

- = /DVoexp{—%/dDJ;/de' Rl(x—x')V(x)V(x')}. (2.10)

Aus dem FunktionalintegralmaR (2.6) erhélt man nach Einfuihrung des Stromfeldes j(x) ein erzeugendes Funktio-
nal durch die Definition

1] = / DV exp {— / Pz / s [%R_l(x V)V () — () (x)8(x — x')] } R

Man sieht mit der Definition der Mittelwerte (2.10) sofort, dass sich die Korrelationen durch funktionale Ableitung
nach den Strémen ergeben:

)
X1) = — (2.12)
( 1) 5J(X1) []j(x):()
- 52
COVEe) = s e (2.13)
Mittels quadratischer Erganzung wird das Funktionalintegral (2.11) ausgefiihrt
I[j] = /’DV exp {—/dDw/de' B (R (x - x"\V(x)V(x') — 26(x — x')j(x)V (x)
oy 1 N
+ROx - X)i604() - 3 Rx - X)) | }. @14
Die Berechnung erfolgt unter Beachtung des Funktionalintegralmafes (2.6), und das Ergebnis lautet:
I[j] = exp {% / dPz / dPz' R(x — x)j(x) j(x’)}. (2.15)
Funktionale Ableitung nach den Stromen ergibt sofort die richtigen Korrelationen nach (2.1)
0 .
———T[j] =0 (2.16)
07(x1) 0=
62
— 1|5 = R(x1 —x39). 2.17
6 (x1)d5(x2) Ul §(x)=0 (s 2 (247
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2.2 Replika-Methode

Man mdochte das unordnungsgemittelte grotkanonische Potential €2 eines wechselwirkenden Bose-Gases in einer
beliebigen Falle berechnen. Dazu benétigt man den unordnungsgemittelten Logarithmus der groRkanonischen
Zustandssumme Z (vgl. [26, (1.178)]):

1
0= -3 InZ. (2.18)

Hierbei bezeichnet § = 1/kpT die inverse Temperatur, wobei kg die Boltzmann-Konstante ist und 7" die Tempe-
ratur. Die groRkanonische Zustandssumme ist bekanntlich definiert durch

Z=5p (e—ﬂ(ﬁ —ui )) , (2.19)

wobei H der Hamiltonoperator und N der Teilchenzahloperator ist [27, Kapitel 2]. Es ist aber

InZ#InZ. (2.20)

Daher berechnet man fiir kleine N
ZN —eNB2 1L NInZ+.... (2.21)

Unordnungsgemittelt folgt daraus
Q:—%}/iglo%{ﬁ—l}. (2.22)

Man fuhrt nun die bosonischen Felder 1 (x, 7) und 4*(x, 7) ein. Diese sind periodisch in der Imagindrzeit 7, also

P(x, 7+ hB) = Y(x, 7). (2.23)

Die Imaginarzeit 7 stellt hierbei die Wick-rotierte Realzeit ¢ dar, also

t = —ir. (2.24)
Die Periodizitét der bosonischen Felder soll nun kurz hergeleitet werden. Man mdchte den Erwartungswert

o(t) = %Sp (O(t)e*mff —ul >) (2.25)

eines beliebigen Heisenberg-Operators O(t) berechnen, der die Zeitentwicklung

O(t) = en H=1NtH ()= 7 (A1) (2.26)
besitzt. Damit folgt aus (2.25)
O(1) = 8p (exT#VO(O)e #U #)tg PUT-1T)) 2.27)
Dies ist aber
o) = %Sp (e—ﬂ(ﬁ—uﬁ)e%(ff—uN)(t—ihﬂ)O(O)e—%(ﬁ—uﬁ)(t—iﬁﬂ)) _ (2.28)

Wegen der zyklischen Vertauschbarkeit der Operatoren unter der Spur gilt damit

o(t) = %sp (6%(ﬁ*uN)(t*ihﬁ)O“(O)e*%(ﬁ*uﬁ)(t*ihﬁ)e*ﬁ(ﬁ*um) _ (2.29)
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Damit, und mit Hilfe der Definition des Erwartungswertes in (2.25), folgt aber
O(t) = O(t — ihp), (2.30)
und in Imaginérzeit nach Wick-Rotation (2.24)

O(r) = O(r + ). (2.31)

Da auch der Feldoperator v(x,t) die geforderte Zeitabhéngigkeit (2.26) besitzt, ist die Periodizitat der Felder
in der Imaginéarzeit bewiesen. Die Spur in (2.19) darf daher nur Uber die Bose-Felder gebildet werden, die diese
Periodizitdt besitzen.

Die Wick-Rotation ist eine Ubliche Methode, um aus Abhéngigkeiten von der Zeit (Realzeit) Abhangigkeiten
von der Temperatur (Imagindrzeit) zu erhalten, siehe dazu [28, Kapitel 3]. Die Periodizitdt der ) und ™ in der
Imagindrzeit wird bei Integrationen tiber diese Felder mit dem Symbol § angedeutet. § D1 ist also die Integration
uber alle in der Imagindrzeit periodischen Felder 4 (x, 7). Man fiihrt nun drei Potentiale ein:

e Unordnungspotential V' (x)
e Fallenpotential U (x)

e Wechselwirkungspotential Uspng(x).

Falls keine Falle betrachtet wird, so wird der Index int beim Wechselwirkungspotential spater weggelassen. Fir ul-
trakalte Atome ist die s-Wellen-Streuung die dominante Wechselwirkung [6] , flir welche sich die Wechselwirkung
durch das Pseudopotential

Ut (x — x') = g6(x — x') (2.32)
darstellen Iasst [29, Kapitel 10]. Die Kopplungskonstante g ist (in 0. N&herung der T-Matrix-Renormierungsmethode

[30]) gegeben durch

Amh?
— s, (2:33)

wobei a, die s-Wellen-Streuldnge ist. Diese Spezialisierung wird im Folgenden durchgédngig verwendet, da nicht
die genauen Auswirkungen verschiedener realer Potentiale, sondern die Auswirkungen der Unordnung untersucht
werden sollen. Mdchte man die Auswirkungen anderer Wechselwirkungspotentiale untersuchen, so dndert sich
lediglich der Wechselwirkungsbeitrag. Das Ergebnis einer solchen Verallgemeinerung findet sich in Kapitel 4.
Man definiert die quantenmechanische Zustandssumme mit Hilfe des Funktionalintegrals tiber ) und +* bekannt-
lich mittels

g:

Zau= [ Dy [ Dyred i, (234

Um die dabei auftretende Wirkung A[+*, ] herzuleiten, betrachtet man die Bewegungsgleichung fiir die klassi-
schen Felder (x, t) und dessen adjungiertem v*(x, t)

.0 0H
'Lhaip(x, t) = o (x,1), (2.35)
a9, _ 6H

H(x,t) bezeichnet hier die klassische Hamiltonfunktion. Multipliziert man nun (2.35) mit 4 *(x, ¢) und (2.36)
mit 1) (x, ¢) und addiert beide Gleichungen, so fiihrt eine Integration Uber die Raum-Zeit-Koordinaten auf

/t :b dt / g {m [&p* (x,t)%ip(x, 1) = op(x, t)%dj*(x, t)]
~[oy? (x,t)(%(x, 5+ 5¢(x,t)f5—fp](x, 1] } 0. (2.37)
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Der Term mit den Zeitableitungen wird nun durch partielle Integration umgeformt. Randterme tragen nicht bei, da
die Variationen §v(x,t) und §v¢*(x,t) an den Réndern verschwinden sollen. Es wird auRerdem die Rechenregel
benutzt, dass Variation und partielle Ableitungen vertauschen. Damit kann man obigen Ausdruck umformen zu

dt/dD { X, 1) ihes ¢(x t) — ’H(x,t)} =0. (2.38)

Dabei ist H die Hamilton-Dichte, also ist die Hamilton-Funktion H(t) = [ dPz #(x,t). Damit bekommt man
aus den klassischen Feldgleichungen (2.35) und (2.36) die Wirkung

A[p* ] = /dt/dD{ xtm zp(x t) — ’H(x,t)} (2.39)

in Realzeit. Deren Variation verschwindet also nach (2.38). Durch die Wick-Rotation (2.24) und Verwendung von
ty — t, = —1hAB bekommt man nun die Euklidische Wirkung

Aly*, ] = / dT/dD { (x, ’Th ¢(x T) + H(x, 'r)} (2.40)

Mit deren Hilfe kann man nun die grofRkanonische Zustandssumme (2.19) berechnen. Die Spurbildung geschieht,
analog zur Spurbildung bei der quantenmechanischen Zustandssumme (2.34), wiederum durch Funktionalintegra-
tion der bosonischen Felder 4 und v*,

_ 7{ Dy ?{ Dt e— AW WI/h, (2.41)

wenn man berticksichtigt, dass im grofRkanonischen Ensemble die Energie um einen Beitrag zu vermindern ist, der
den Teilchenaustausch mit der Umgebung beschreibt. Demnach ist von der Wirkung (2.40) noch das chemische
Potential multipliziert mit der Teilchenzahl des bosonischen klassischen Feldes v *(x, 7)(x, 7) abzuziehen. Man
erhdlt also die Wirkung

Al*, o) = / dT/dD { [haﬁwi(x T) — u] qp(x,f)}. (2.42)

Die Hamilton-Funktion ist bei Beachtung einer beliebigen 2-Teilchen-Wechselwirkung Uint (x) gegeben durch
ﬁ2
H(r) = /de {¢*(x, ) [_WA +V(x)+ U(x)] P(x,7)

+% /dDw' P*(x, 7)Y (X', 7) Utnt (x — x') 9(x, T)?/J(X',T)}- (2.43)

Da im Nullteilchenzustand keine Energie vorhanden sein soll, muss in Erwartungswerten die korrekte Zeitordnung
des Pfadintegrals, analog zur Operatorordnung im Operatorformalismus, berticksichtigt werden, die bisher nicht
beachtet wurde: Die Imagindrzeiten des 1*-Feldes miissen in normalgeordneten Operatoren stets infinitesimal
groRer sein als die des 1-Feldes zur gleichen Zeit. Damit definiert man

P*(x,7T) = %1{‘1(1) P*(x, 7+ 7). (2.44)
Bei Verwendung von lokaler Wechselwirkung (2.32) ist die Wirkung .A[v*, 1] daher gegeben durch
/hﬁ dT/de {1ﬁ*(x, 7) [hﬁ — h—QA p+Vx)+Ux)| b(x,7)
0 or 2M
+ S0 (x, )P (x, 2}, (2.45)
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Da die Wirkung kein Erwartungswert ist, ist dort auch keine Zeitordnung zu beriicksichtigen. Damit kann man nun
auch Z¥ hinschreiben, und gleich die Unordnungsmittelung durchfiihren:

{ﬁ fm;fwa}exp{%l/:ﬁw/d% S i) [h% L u] ¢a(x,r)}
X exp{;—gfow dT/dDa: w*(x,T)zw(x,T)z}exp{/de V(x)%l/Ohﬁ(éw;(x,ﬂq/}a(xn)}.

(2.46)

Die Wirkung besteht aus drei nachfolgend definierten Teilen. Zunéchst tritt die ungestorte Wirkung eines freien
Teilchens ohne Wechselwirkung und Unordnung in der Falle flir N Bose-Felder auf:

O 4] /hﬂ dT/hﬁ ar’ /dD /dD 'Z Z 16, 7) GO s, 7 7 (3, 7). (247)

a=1la'=1

Fur den in der vorherigen Gleichung aufgetretenen Integralkern G;é, (x,7;x',7") qilt hierbei

G(O)_I(X,T;XI,TI) = G(O)_I(X,T;Xla’f,waa'- (2.48)

aa’
Der a-unabhéngige Teil des Integralkernes schlieBlich ist definiert durch
0 h?
(0)—1 R A v~ — o
G (x,7;x',7") {FLBT 2MA+U( x) — }(5()( x)o(r —1'). (2.49)

Der wechselwirkungsabhéangige Teil der Wirkung ist

hB N
A(int) [Il/)*a Ilp] = g /0 dT / de Z ¢Z (X, T)lepa (X, 7—)2' (250)
a=1

Es bleibt der unordnungsabhangige Teil, der mittels des erzeugenden Funktionals (2.11) einfach berechenbar ist,
wenn man die folgende Substitution verwendet:

1 I
=z /0 dr;zpa(x,f)%(x,r). (2.51)
Man erhélt dann sofort mit dem Ergebnis fur das erzeugende Funktional (2.15)
B B
AW* ] = —— dT/ dr’ /dD /de’R x — x')
x Z Z Y (%, 7)a (%, 7)o (%, 7)o (3, 7). (2.52)
a=la'=1

Wie man sieht, entspricht die Unordnung einer attraktiven Wechselwirkung, die bilokal in der Imagindrzeit ist. Im
Allgemeinen ist sie auch bilokal im Ort. Zu verstehen ist die Tatsache, dass die induzierte Wechselwirkung attraktiv
ist, dadurch, dass die Atome in einem Zufallspotential stets in einer lokalen Potentiallandschaft existieren, die
lokale Minima besitzt. In diese Minima fallen die Atome, was man auch als effektive attraktive Wechselwirkung
betrachten kann.

Das Unordnungsmittel ZV ergibt sich mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen zu

{H # v § v } (O AT WAl )1, (259

Im Prinzip missten nun die Funktionalintegrale ausgefiihrt werden. Da dies nicht analytisch mdglich ist, verwendet
man verschiedene Naherungsmethoden, um analytische Voraussagen fir eine Theorie ungeordneter Bosonen zu
bekommen.
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Kapitel 3
Feynmansche Storungstheorie fur 7T,

Bei einem verdiinnten Bose-Gas tritt der Phaseniibergang in die Kondensatphase bekanntermaRen bei einer kri-
tischen Temperatur T, auf. Im folgenden wird die Verschiebung der kritischen Temperatur (7.-Shift), die bei
Berlicksichtigung eines Zufallspotentials entsteht, mit Hilfe der Feynman-Storungstheorie berechnet.

3.1 Uberblick

Nach Einflihrung einiger Definitionen wird eine Stérungsreihe fiir das grofkanonische Potential beziglich Un-
ordnung und Wechselwirkung mit Hilfe von Feynman-Diagrammen entwickelt. Diese wird dann bei Annahme
eines wechselwirkungsfreien Bose-Gases flir ein homogenes BEC und ein BEC in einer Falle bis zur ersten Ord-
nung in der Unordnung ausgewertet. Danach folgt, ebenfalls bei Annahme eines wechselwirkungsfreien Gases,
die Definition und Berechnung der Selbstenergie bis zur ersten Ordnung in der Unordnung, um damit das Kriti-
sche chemische Potential zu bestimmen. Daraus kann man die Verschiebung der kritischen Temperatur in erster
Ordnung der Unordnung berechnen. Es werden inshesondere zwei Félle untersucht, zum einen die Annahme einer
Gaulschen Korrelation des Unordnungspotentials, zum anderen die Annahme einer Lorentz-Korrelation.

3.2 Greensche Funktion des ungestorten Systems

Zur storungstheoretischen Behandlung des Systems bendtigt man die Greensche Funktion des ungestérten Sys-
tems ohne Falle. Die Definition dieser Greenschen Funktion geschieht im allgemeinen durch den zeitgeordneten
Erwartungswert der Paarkorrelation [31, (19.4)], d.h.

(0)

(T [falx, T (¢!, 7] )
_ Zio 7{ Dy f{ Dipatba(, 7Y% (3, 7')e A B1/A, (3.1)

G((loo)/ (X7 T XI, TI)

wobei das T die Zeitordnung beschreibt. Die Greensche Funktion ist hier unter Berlicksichtigung der ungestorten
Wirkung (2.47) und des ungestorten, replikasymmetrischen Integralkerns (2.48),(2.49) durch folgende Gleichung
gegeben:

hg N
/ dr” / dPz" Z G((XO())Z,TI(X, T;x", T’I)G((Jg?a, (x", 7" %' 7" = hopu 6(x — X )(7 — 7). (3.2)
0

a'=1
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Die Greensche Funktion ist also das funktionale Inverse des Integralkerns. Da der Integralkern replikasymmetrisch
ist (2.48), gilt

G(aoo)é, (x,7;x, 1) = GO, 7%, 7")00a- (3.3)

Wegen der Homogenitdt der Hamilton-Operators kann man schlieen, dass die Greensche Funktion und der Inte-
gralkern nur von der Differenz der Koordinaten abhdngen. Damit ist

G(O)il(xa 75 X,, TI) = G(O)il(x - xla T = T,)' (34)
G(O) (X; T3 X,, TI) = G(O) (X - xla T T,)' (35)

Nun definiert man die Fourier-Matsubara-Tranformierte einer Funktion F mittels

/ APk SN (1) gik(xx)
—twm (7—7") Jtk(x—x
Fx—x',7—1) hﬁ @) D e e F(k,wp) (3.6)
mit den Matsubara-Frequenzen
2
Wy = hﬂm (3.7)

(vgl. auch [31, (25.15) und (25.10)]). Mit Hilfe dieser Transformation berechnet man mittels der Definition der
Greenschen Funktion (3.2), unter Beachtung des ungestorten Integralkerns (2.49), die Greensche Funktion

1 [ dPk et 1
O(x —x!' 7+ -7 = = [ = gik(x—x) — 5w (T—T")
GV (x—-x",7t—1) 3 / (27T)D E . (3.8)

m=—00 —thwy, + (h;]\lf[z - /‘)

Mdchte man mit dieser Greenschen Funktion normalgeordnete Erwartungswerte zur Zeit 7 berechnen, so ist ge-
gebenenfalls eine infinitesimale Imaginarzeit 5 einzufiihren, gemak 7/ = 7+ = 7 + 7.

3.3 Feynman-Diagramme

Man mdchte nach Herleitung der Gleichungen fiir die Wirkung in Kapitel 2 Unordnung und auch Wechselwirkung
storungstheoretisch behandeln. Die Falle wird spéter nur im Rahmen der lokalen Dichte-Ndherung behandelt [32].
Fur dieses Kapitel bedeutet das, dass am Ende der Berechnung einer Ordnung der Stérungstheorie ohne Falle zwei
Ersetzungen durchgefiihrt werden. Zum einen wird das chemische Potential 4 durch das lokale chemische Potential
p — U(x) mit Falle ersetzt, zum anderen wird ein Volumenfaktor V" in ein Integral ber die Raumkoordinaten
umgewandelt:

. u—),u—U(X)

° V—)dex

Dies ist nur dann sinnvoll, wenn die Falle auf der Skala der Korrelationsldnge des Potentials und der Abschirmlange
des Kondensats schwach ortsabhédngig ist. Man legt nun unter Beachtung, dass die Zahlen 1 und 2 flir einen
bestimmten Raum-Zeit-Punkt und eine bestimmte Feldkomponente stehen, die folgenden Feynman-Regeln fest:

e Greensche Funktion des ungestorten Systems:

1 2 = GO, (x1,73%2,72), (3.9)
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e zweifacher u-Vertex (Unordnungs-Effekt):

1 [h8 hB b b N N
M = W/O dT1/0 dTg/d $1/d [ ) R(Xl—XQ) Z Z, (310)

a1=1asz=1

e int-Vertex (Wechselwirkung):

>< 9 (" 4 [ 2 (3.11)
= = dT/d T . 3.11
2 J, Z

Ein einzelner Vertex ist ein Punkt, an dem sich mindestens 3 Linien treffen. Die Definition des u-Vertex geschieht
durch die Definition des zweifachen u-Vertex, da sie nur so eindeutig wird. Der Grund ist, dass die Unordnung
R(x; — x2) stets zwischen zwei u-Vertizes wirkt.

Man beachte, dass ZV aus allen Feynman-Diagrammen ohne dulRere Propagatorlinien besteht, die sich mit diesen
Feynman-Regeln bilden lassen. Im Replika-Limes N — 0 tragen aber wegen der Berechnung des grofRkanonischen
Potentials mit N Replika-Feldern (2.22) nur diejenigen bei, die einen Faktor N liefern. Wegen der Feynman-
Regeln fiihrt eine Schleife mit M u-Vertizes und genau so vielen Linien, also Greenschen Funktionen, zu einem
Faktor NV, wobei M und N in keiner Beziehung zueinander stehen. Der Grund ist, dass die Greenschen Funktionen
GEBRM proportional zum Kronecker-Symbol d,,, Sind. Ein einzelner u-Vertex ist proportional zur Summe ber
das zu diesem Punkt gehdrende «:

N N N
Z Z daras0asas ** * Oap—anrOarrar = Z daran = N. (3.12)
ay=

1 a;=1

Ein nur aus int-Vertizes bestehendes Diagramm liefert aus analogen Griinden ebenfalls einen Faktor V. Nichtzu-
sammenhangende Diagramme beinhalten mindestens einen Faktor N2 und fallen daher im Limes N — 0 weg.
Bei den zusammenhédngenden Diagrammen bleiben im Limes N — 0 nur diejenigen mit maximal einer Schleife
an den u-Vertizes Ubrig:

1 . . . - . .
Q= 3 Z{alle zusammenhdngenden Vakuumdiagramme mit maximal 1 Schleife zwischen u-Vertizes}.

(3.13)
Fur die verbleibenden Vakuumdiagramme folgen daher vereinfachte Feynman-Regeln:
e Greensche Funktion des ungestorten Systems:
1 2 = G(O) (X1,7'1;X2,7'2) (3.14)

e zweifacher u-Vertex (Unordnungs-Effekt):

1 hp KB
1 2 = — dT1/ dTg/dDSIh/dDm R(x1 — x2) (3.15)
2h2 0 0
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o int-Vertex (Wechselwirkung):

= _J9 ﬁﬂd aP 3.16
>< = —%O T/ X ()

Mit Hilfe einer grafischen Rekursion, wie sie z.B. in Kleinert, Pelster und Van den Bossche [33] entwickelt wird,
ergibt sich die folgende diagrammatische Stérungsreihe:

Q=00 _ ;{zQQ+ 3 +4@+4Q@
+;[2@ +4® +m@©@+4@]+---}. (3.17)

Man sieht, dass sich die Beitrdge von Unordnung und Wechselwirkung in 1. Ordnung Stérungstheorie in R und g
gerade addieren. Unordnungs- und Wechselwirkungsbeitrag werden also als von gleicher Ordnung angenommen.
Daher betrachtet man im Folgenden g = 0, d.h. man vernachléssigt die Wechselwirkungsterme vollstandig. Die
verbleibende Reihe ist gerade die Storungsreihe fur die Unordnung, welche in 1. Ordnung in Wechselwirkung und
Unordnung unabhangig von der Wechselwirkung untersucht werden kann.

3.4 Nullte Ordnung

Es folgt die Berechnung des groRkanonischen Potentials des idealen Bose-Gases ohne Unordnung (R = 0) in einer
beliebigen Falle, das mit 2(9) bezeichnet wird.

Fir die Berechnung des groBkanonischen Potentials wird nach (2.18) die Zustandssumme benétigt. Unter Be-
nutzung der Definition der Zustandssumme mittels (2.41) und der Wirkung (2.45) fiir g = 0 erhélt man fiir die
Zustandssumme des freien Bose-Gases

1 [ o  R?
Z(O) — fplﬁ]{'piﬁ* exp {_E/(; dT/dDZL' ¢*(X, 7-) [ha _ WA — ,U:| ¢(x,7‘)} . (3.18)

Da die gauRartigen Funktionalintegrale im Prinzip wie gewohnliche GauRintegrale berechnet werden, ldsst sich

das Ergebnis sofort hinschreiben
2(0) N

- DetlhZ — 2A —p)
N st hierbei eine Normierungskonstante, die formal unendlich groR ist. Alle physikalischen GroRen enthalten
diese Konstante nicht. Diesen formalen Ausdruck schreibt man um in

0 h?

(0) — _ Z " A
Z Nexp{ Tr In [ha’r ZMA u] } . (3.20)

(3.19)

Das groRkanonische Potential ohne Unordnung ist nun nach (2.18) gegeben durch

1 0 R
00 = 2T n [pZ - LA —pl. 21
g [haT oM "} (321)
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Hinzu kommt im Prinzip eine formal unendlich grof3e additive Konstante, die hier aber vernachlassigt wurde, da sie
nicht von physikalischen Groften abhangt. Gemeint ist hier also die Spur tber den Logarithmus des Integralkerns,
der auch als TraceLog bezeichnet wird. Er ist definiert als Summe Uber die Logarithmen der Eigenwerte des
Integralkerns. Die Eigenwertgleichung liefert die Eigenwerte

Anm = —thwy, + By — p. (3.22)

E, bezeichnet hierbei die Energieeigenwerte des Systems, die gegebenenfalls auch die Anwesenheit eines Fallen-
potentials berlicksichtigen kdnnen.
Somit berechnet sich die Spur Uiber den Logarithmus des Integralkernes

0O = 3 Z Z In(—ifiwy, + En — ). (3.23)
n m=—co
Dieser Ausdruck ist noch nicht wohldefiniert, da nicht festgelegt ist, wie G(©~1(0,7 = 0) zu verstehen ist. In
Erwartungswerten sollen die gleichzeitigen Operatoren stets normalgeordnet sein, da sie aus einem normalgeord-
neten Hamilton-Operator abgeleitet werden. Daher ist nun 7 = 0 als 7 = n fir n > 0,7 — 0 zu interpretieren.
Dies fiihrt auf den Ausdruck

BZ Z In(—ihwp, + En — p)e™m, (3.24)

n m=—oo
wobei n wiederum eine infinitesimale Imaginérzeit darstellt. Auf Grund der Zeitordnung ist dieser Ausdruck wohl-
definiert. AuBerdem ist er mathematisch gesprochen im Distributionensinne zu verstehen. Wie dieser Ausdruck
behandelt wird, findet sich beispielsweise in Fetter und Walecka [31, (25.32)]. Hier wird jedoch eine andere Be-
rechnungsmethode verwendet. Mit Hilfe der Poisson-Formel (A.7) schreibt man diese Summe um in Summe und
Integral

o

=3 E E hb / dwIn[—ifiw + By — p) e 018k) (3.25)
n k=—oco
An dieser Stelle wird der sogenannte Schwinger-Trick bendtigt, d.h. die Identitét
LN / - doe %% 1 z >0, Re(a) >0 (3.26)
a*  I'(z) Jo ’ ’ . .
Zur Ersetzung des Logarithmus zieht man diese dann in folgender Weise heran:
01 0 1 ® e g1
- - = {____ o 27
In(a) %% ot % {F(x) /0 doe %o (3.27)
=0 =0
Beachtet man, dass man bei Distributionen stets Integrale vertauschen darf, folgt fiir den TraceLog
0 — 1 _h:B Z Z /~oo do o_z—le—rf(En—u) /*OO dw eiw(n—hﬂk-l—ﬁa) (3.28)
— Bac — 0 '
Das w-Integral 1&sst sich sofort ausfiihren. Hier erhdlt man die §-Distibution. Stehen bleibt
(0) — o(En—p) LA
Q MWZ Z &E{ / do o~ 27r5(h ﬁk—l—a)} 0 (3.29)
n r=

['(z) divergiert fir z N\, 0 wie 1/z [34, (8.321.1)]. Folglich bleibt tbrig

00 = ——52 Z {/ doo™! ”(E“_“)5<%—Bk+0)}. (3.30)

n k=-—o0
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Das letzte Integral lasst sich einfach ausfiihren. Auf Grund von n — 0% tragen nur Summanden mit & > 1 bei.
Das Ergebnis lautet nach Grenziibergang n — 0

0® _ __sz ¢~ B(En—p)_ (3.31)

n k=1

Dies ist die Taylor-Reihe des Logarithmus, also gilt
- %Zln [1 - e*ﬂEn—“)] . (3.32)

Semiklassisch und mit Hilfe der lokalen Dichte-Naherung wird die Summe tber die Quantenzahlen durch ein Inte-
gral Uber Impulse und Orte ersetzt, und die quantenmechanischen Energien durch die 1-Teilchen Hamiltonfunktion
H(x,p) = % + U(x) [27, Anhang B]. Das semiklassische Ergebnis fiir das grotkanonische Potential lautet also

D D 2
. / d;r i;i Pl [1 _ 65<;—M+U(x)u)] _ (3.33)

Das p-Integral lasst sich nach erneuter Entwicklung des Logarithmus ausfiihren. Hierzu definiert man die polylo-
garithmische Funktion ¢, (z)

Giz) =Y =. (3.34)

N

Hinzu kommt die Definition der thermischen de-Broglie-Wellenlédnge

2mh?
A= MhpT (3.35)
Damit erhélt man das Ergebnis
1 _ x)—
O - 53D / a°z (o (e BU() u))_ (3.36)

Dieses Ergebnis ist das bekannte Ergebnis fiir das groRkanonische Potential des idealen Bose-Gases [27, (4.1.197)]
(in der Referenz ohne Falle).

3.4.1 Freies Bose-Gas

Zur Berechnung des groBkanonischen Potentials des idealen freien Bose-Gases setze man in (3.36) U (x) = 0. Die
Integration iber den Raum liefert dann einen Volumenfaktor V.

v
Q(O) = —IB)\—DCD/2+1 (6’3“> . (337)

3.4.2 Anisotrope harmonische Falle

Fir das ideale Bose-Gas in einer anisotropen harmonischen Falle U (x) = ZzD 15 w?z? liefert das Ergebnis (3.36)

den Ausdruck
1 1

00 = oo )Dcml(ﬂ“). (3.38)

. 1/D . .
Hierbei stellt & = (Hi'; 1 wi> das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen dar.
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3.5 Erste Ordnung

Es folgt die Berechnung des grofRkanonischen Potentials in 1. Ordnung in R. Wie bereits erwahnt, kann hierbei
angenommen werden, dass es keine Wechselwirkung gibt. Eine Auswertung der Feynmanschen Stdrungsreihe
(3.17) liefert

1B 1B
0 — _2ﬂlh2/ dTl/ dTQ/dD.Tl/dD.TQR(Xl —XQ)G(O)(Xl,7'1;XQ,TQ)G(O)(XQ,TQ;Xl,Tl). (3.39)
0 0

Die Gleichung (3.8) liefert die ungestdrten Greenschen Funktionen, und man erhalt

h h dPk dPky &
o = 2B3h2/ dn/ dTQ/del/deQ/ : / 27r§7 Z R(x1 — x2)
)

mp=—o00 ma2=—00

ik (x1—x ko (x2—x
i eflebe ™ =iy [ =(ram)] g=iwmy [ —(r+0)] (3.40)

[—ihwml + (;1221\122 — ,u)] [—ihwm2 + (h”l}% - ,u)]
Die richtige Operatorordnung wird hier erneut durch die Einfiihrung infinitesimaler n erreicht. Auf Grund der
Periodizitdt der komplexen Exponentialfunktion und wegen der Definition der Matsubara-Frequenzen (3.7) ver-
schwinden bei Integration Uber eine der Imagindrzeiten = nun alle Terme mit mq1 # msy. Daher kann man die
Integration (ber die 7 explizit durchfiihren. Aulerdem kann man die ortsabhéngigen Exponentialfunktionen zu-
sammenfassen:

o) — 4P 4P de1 dPky R(
- 2,3352 z1 Z2 27T D Z Z x1 - x2

mi=—oma2=—0o0

—k2)(x1—x2)
o (] ()

Eine der m-Summen ist nun trivial durchfihrbar. Die Einflihrung von Differenzkoordinaten im Ortsraum x =
X1 — X9 erlaubt die Berechnung eines der Ortsintegrale, welches einen Volumenfaktor liefert:

dPk dPky &
D 1 2
53] = [ i [ G 2 RO

m=—0o0

B2 B 6mymp €. (3.41)

e’Lx(kl 71{2)

Fine s (58] [+ ()]

Um die Summe Uber die m berechnen zu kénnen, stellt man das Integral nun um:

dPk; [ dPk
o = / dPz / . / ;R(x)

zx(k1 ko) QZwmn S 62iwmn
R2k2  h2k2 Z . h2k? - Z . h2k2 - (343)
m=——oo —thwm, + (W - N) m——oo —thwm + ( oM M)

em. (3.42)

2M 2M

Man benutzt nun die Poisson-Formel (A.7) um die Summe {ber die m durch ein Integral ausdriicken zu kdnnen:

V kg dPk [ dPky etx(ka —ke)
1)
Q( ) 2/8 27_(_ / / / DR(X) ﬁ2k2 h2k2
2M

eiw(2n—hﬂn / 4 eiw(Qn—hﬂn)
w

LZOO/ o —thw + <h2k2 - M n=—o00 —thw + (h2k2 M)] . -

2M
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Die w-Integrale lassen sich mit Hilfe des Residuensatzes berechnen. Auf Grund des infinitesimalen 7 bleibt dann
nur die Summe dber positive n > 0 lbrig. Danach fiihrt man den Grenziibergang n — 0 durch:

v dPky [ dPk
ol = / dPz / - / f)R(x)

pix(i—ks) [i e—/a’n(h;\]f u) ~ ie—ﬂn(%—ﬂ)} , (3.45)
n=1

R2k?  R2k?

oM T oM n=1
Diesen Ausdruck kann man umschreiben, und man bekommt den Ausdruck
Pk, [ dPk eixtia k) 2 gy (el
1 _ D 1 2 oM
o) = /d / /(%)DR(X) R e ( ) (3.46)

2M o n=1
Nun soll das Integral Uber ko berechnet werden. Dazu wiirde man gerne den Nenner mittels des Schwinger-
Tricks (3.26) in den Exponenten befordern. Dies ist beim vorliegenden Integral nicht mdglich, da der Nenner kein
einheitliches Vorzeichen besitzt. Bei solchen Integralen verwendet man in der Feldtheorie daher eine Modifikation
des Schwinger-Tricks, die folgendermalien abgeleitet werden kann [35]. Bekanntlich ist

/ Tdreteior - L _ € ., a (3.47)
0 e—ia €+a®> €+a®
Der erste Summand ist hierbei firr € ™, 0 eine Darstellung der §-Funktion. Es ergibt sich daraus
[e 0]
; 1
lim [ dre (77 = 76(a) +iP-, (3.48)
eNO0 Jo a
wobei P den Hauptwert des Ausdrucks bezeichnet. Damit folgt
1 *° ;
P> = limIm / dre= (-7, (3.49)
a e\0 0

wobei Im den Imagindrteil des Ergebnisses bezeichnet. Dies benutzt man zur Berechnung des Integrals (3.46),
indem man dieses Integral als Hauptwertintegral ansieht:

1y _ — pnu [ 4D dPki [ dPhy g, " e i)
Q = VE e d"z R(x) @nP | @nP e e e
™ s

h%k? h2k2
. er 2
1{% Im/ dre " exp { ( i i ) T} . (3.50)

Wegen R(x) = R(—x) kann man e™(k1=k2) durch e™*(k2—k1) ersetzen. Durch Aufspaltung dieses Terms kann
man den Ausdruck daher umschreiben, und erhalt

V > dPk dPk
— — /Bnﬂ D 1' I —€T 1 2
5 nE e /d z R(x) Jim m/o dre /(ZW)D / ok

2k2 h2k2 h2k2
[exp { ﬁn + ix(ky — ko) +14 — 1 }

2M 2M
2k2 h2k2 h2k2
- - - 51
+exp{ Bn 511 ix(ky — ko) +1 YA —1 5 H (3.51)

Bei diesen k-Integralen handelt es sich um GaulR- und Fresnel-Integrale. Die analytische Integration liefert bei
beiden Summanden denselben Ausdruck, und das Ergebnis lautet nach Zusammenfassen der Terme

> o0 M \? 1
o — Bru / D lim | / —er
|4 321 e d"z R(x) 6{‘% m i dre 512 77 1 in)]o

M1 1 )
exp{—ﬁ [; + ,Bn—iT] x } (3.52)
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Diese Formel gilt fir allgemeines isotropes R(x), da bei ihrer Berechnung R(x) = R(—x) verwendet wurde. In
manchen Féllen ist die Korrelationsfunktion aber durch deren Fouriertransformierte R(k) gegeben,

D .
R(x) = / %R(k)e“‘x. (3.53)

Fir diesen Fall schreibt man nun die Gleichung fir die Korrektur des groRkanonischen Potentials (3.52) so um,
dass man die Fouriertransformierte einsetzen kann. Mit der Fouriertransformierten (3.53) ist dann die Formel fir
die Korrektur des groBkanonischen Potentials (3.52) gleichbedeutend mit

> o0 M \? 1
1 — Bnp : —er
Q V;e (k) Kl%lm/o dr e (2m2> T i)

M (1 1
b —— | = 2 4ikx . 54
/d xexp{ 572 [i7+ﬂn—i7]x +1 x} (3.54)
Das x-Integral ist ein einfaches GauRintegral und lasst sich berechnen. Man erhélt
fru de b7z 12
(1) — e er [ " _ 2 . 2
Q nD/Q/ hmlm/ dre (27rh2,8> exp{ 2Mﬂn(T +ifn1)k }

(3.55)

3.5.1 Gaul-Korrelation

Nun wird auf den Fall einer GauBschen Unordnungskorrelation spezialisiert:

R _ x>

R(X) = We 2¢2 . (356)

Einsetzen in die Formel fiir die Korrektur des groRkanonischen Potentials (3.52) liefert

ot — Vieﬂ”"limlm/oodTe_”( M )D/dDm I L
B —~ O Jo 27h? (2m€2)D/2 [1(1 + ifBn)]|P/2
C[BMn 1 17,
exp{ [ 2h2 12 +ifnT + 2{2] - (3:57)

Das x-Integral ist nun ebenfalls ein GauBintegral, und man erhalt

(1) o 3 M \P 00 52 D/2
Q = nu Ii | —er . |
Vnz_:le (27Ti12> 6{‘% m/o dre R[52(72+i,8n7)+§2ﬁMn:| (3.58)

Nach Grenziibergang e — 0 lasst sich dieses Integral in D = 3 Dimensionen berechnen [34, (2.264.5)]. Sorgféltige
Auswertung an den Integrationsgrenzen liefert das Ergebnis
4 21

o0 M 3
Q(l) =V eﬂn“ <—> Im RAK3 -
nz::l 2mh2 AL MBnh+ RPB2n®  (462M + h2fn)\/E2M fn

Damit ist die Korrektur zum grokanonischen Potential in erster Ordnung in R unter Verwendung der thermischen
de-Broglie-Wellenlange berechnet zu

] . (3.59)

enBu

2(2m 3/2&3 Z Va(e+ BmY

o (3.60)
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Es ist zu beachten, dass hier u < 0 gilt, was im Fall des freien Bose-Gases auch garantiert ist. Fir & — 0 ist
dieser Term divergent, aber in allen physikalischen Grof3en verschwindet diese Divergenz, was inshesondere fiir
die Teilchendichte noch gezeigt wird. Mit Falle wird dies unter Benutzung der semiklassischen Néherung

Ux)]
o _
o) — / P o 3/2&32:1[(52 wn)' (3.61)

Die n-Summe konvergiert offenbar nur fir 4 < U(x). Dies legt das maximale chemische Potential als dasjenige
fest, bei dem es das minimale Fallenpotential erreicht. Insbesondere legt dies auch die Ausdehnung der Gaswolke
fest.

In Analogie zu Abschnitt 3.4.2 ergibt sich dann fiir das ideale Bose-Gas in einer anisotropen harmonischen Falle
bei Annahme einer Gaufischen Korrelation die Korrektur des groRkanonischen Potentials in 1. Ordnung in R aus
(3.61) zu

o - _ BB 1 & eno 3.62
2(27)3/2¢ (hB@)3 Zlnz (§2+hﬂn> (3.62)

falls 1 < 0.

3.5.2 Lorentz-Korrelation

In diesem Abschnitt wird auf eine Lorentz-Unordnungskorrelation spezialisiert. Sie ist im k-Raum definiert durch

R

k) = e

(3.63)

Man setzt dies nun in die modifizierte Formel flr die Korrektur des grokanonischen Potentials (3.55) explizit ein
und erhalt

pr Qg 0 M\~ G
Q(l) € / Lim | / —er [ % o 2 . k2 )
nD/2 9m)D 1+§2k2 Hmim fdre ™\ omeg ) P\ " 2Mpn (" +ifn7)

(3.64)

Man benutzt nun den Schwinger-Trick (3.26), um den k-behafteten Nenner in den Exponenten zu befordern.

Z fru de o0 M P2
1 = € : —€T

I3
/ doe™7 exp { [2M,6 (7% +ifnT) + 052] k2} . (3.65)
Nun l&sst sich das k-Integral berechnen. AnschlieBend fasst man einige Terme zusammen.
RV °° 1
o) = oL efne lim Im/ dr T2 =) / doe™” 575~ (3.66)

72 +ifnT + 2M’3"€20)

In D = 3 Dimensionen benutzt man nun erneut [34, (2.264.5)], und berechnet so nach Grenziibergang ¢ — 0 das
T-Integral:

(3.67)

(1) RV X efrm M2 [0 1 o iBnk
(2m)3 ey 4r'B Jo {0—|—8Mﬂn .
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Offenbar ist dies

Bnu 3/2
o i Z e M . 3/ do o _1/27 e 0.
27r \/_ 4\/_h \/_§ 8M§2/Bn

(3.68)

Dieses Integral lasst sich mit Gradshteyn [34, (3.383.7)] unter Beachtung von [34, (9.254.1)] berechnen, und das

Ergebnis lautet
RV X P M2 h2Bn | h2f8n
n - _ _ Rhdlahd
Q Ok 2 2HABE exp [8 52] {1 @( SIE? . (3.69)

Dabei ist ®(z) das Wahrscheinlichkeitsintegral

B(z) = % /0 " dte . (3.70)

Damit ist die Korrektur zum groRkanonischen Potential auch fiir die Lorentz-Korrelation berechnet.
Benutzung der Gradshteyn-Formel [34, (8.254)] liefert die Erkenntnis, dass diese Summe fir endliches ¢ und
< 0 konvergiert, denn es gilt flir groRRe y die asymptotische Entwicklung

1 1 1
JTY 2T y32 +

Hierbei ist zu beachten, dass die Reihenentwicklung (3.71) keine konvergente Reihe liefert. Sie besitzt jedoch ein
endliches Restglied, dessen Maximum abgeschétzt werden kann. AufRerdem gilt auch hier, dass Divergenzen fir
& — 0 nur scheinbar auftreten. Mit Falle erhdlt man in semiklassischer Naherung

e[l —@(yy)] = (3.71)

Bnlp—U(x)] M2 73}2/3 ﬁ?ﬁ
o) _ /dD %326 . 245£2exp [SM;] {1-@(,/#)}. (3.72)

Benutzung der asymptotischen Entwicklung (3.71) liefert die Erkenntnis, dass diese Summe fiir endliches £ und
p < U(x) konvergiert.

Auch hier geht man nun analog zu Abschnitt 3.4.2 vor, und man erhélt fir das ideale Bose-Gas in einer anisotropen
harmonischen Falle bei Annahme einer Lorentz-Korrelation die Korrektur des groRkanonischen Potentials in 1.
Ordnung in R aus (3.72) zu

ePri g /M 1 h2Bn h2Bn
Qb = “@n) 3/2 Z 572 27152 (7B&)E &P [8M§2] {1 -2 (\/ W) } ' 3.73)

Diese Reihe ist konvergent fur u < 0.

3.6 Selbstenergie und renormiertes chemisches Potential

Bekanntlich tritt der Phaseniibergang von der Gasphase in die Kondensatphase an der Stelle auf, an der die Green-
sche Funktion divergiert. Die Unordnung verandert das kritische chemische Potential, fiir das diese Divergenz
auftritt. Diese Storung kann durch die Selbstenergie ausgedriickt werden. Im Folgenden wird daher (iber die Selbst-
energie das kritische chemische Potential berechnet.
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3.6.1 Definition der Selbstenergie und des renormierten chemischen Potentials

Zundchst betrachte man die Definition des Inversen der Greenschen Funktion, welches in diesem Zusammenhang
synonym auch als Integralkern bezeichnet wird.

/0 Y ar / P G (x1, 715%, 7)G(x, 7 X2, 72) = ho(x1 — x2)8(71 — 7). (3.74)
Bei Annahme eines wechselwirkungsfreien Gases (¢ = 0) ohne Unordnung (R = 0) ist dann
G (x1, 113 %2,m2) = GO (%1, T3 %0, ). (3.75)
Mit Unordnung und Wechselwirkung definiert man (vgl. [31, (9.31)])
G (x1,T15%2,72) = GO (xq, 713 %0, o) — B (x1, 715 X2, T2). (3.76)

Hierbei ist nun X die erwéhnte Selbstenergie. Im Folgenden wird erneut verwendet, dass ohne Wechselwirkung
gearbeitet wird (g = 0).
Setzt man (3.76) in (3.74) ein, so erhélt man die Dyson-Gleichung [31, (20.20)]

hB KB
G(x1,T1;%X2,T72) = G()(xl,n,xz,m / dT/ dr’ /dD /dD’

GO )(xl,ﬁ,x TS (x, 7%, 7)G(X', 7' %2, T2). (3.77)

Man mdchte nun die Stelle des Phasentibergangs bestimmen. An dieser Stelle divergiert die Korrelationsfunktion.
Insbesondere gilt also fiir das funktionale Inverse der Greenschen Funktion, den Integralkern, dass es an dieser
Stelle verschwinden muss. Kommt man von hohen Temperaturen, d.h. 4 ist stark negativ, so geschieht dies bei
Beachtung einer Falle an der Stelle, an welcher das effektive chemische Potential, in welchem sich das Teilchen
bewegt,

_Meﬂ“(xaﬂ) = Gil(k = Oa Wm = Oa X), (378)

raumlich gesehen sein Maximum hat. G~ (k, w,;x) ist hierbei der Integralkern mit der Substitution p — u —
U (x), wobei U (x) das Fallenpotential ist. Das entspricht der Behandlung der Falle in der lokalen Dichte-Naherung,
wie in Abschnitt 3.3 erwahnt. Hierbei ist zu beachten, dass sich die raumliche Fouriertransformation nur auf die
Relativkoordinate x; — x3 bezieht, und nicht auf die Schwerpunktskoordinate (x; + x2)/2. Ohne Falle wiirde das
effektive chemische Potential am Phaseniibergang lediglich verschwinden, d.h.

pef (1) = 0. (ohne Falle) (3.79)

Dies entspricht der Divergenz der Greenschen Funktion. Der Grund dafiir, dass das effektive chemische Potential
mit Falle rdumlich maximiert wird, liegt ebenfalls an der Divergenz der Greenschen Funktion an der Phasengrenze.
Insbesondere heifldt das
Opett (X, 1)
ox
Die Fourier-Matsubara-Transformierte einer Funktion ist in (3.6) definiert. Die des Integralkerns ist damit definiert
durch

=0. (mit Falle) (3.80)

o0

. D .
G (%1 — X, 71 — ToiX) = % 3 eriwmlnem) / (j )’“Dezk@crxz)(;—l(k,wm;x). (3.81)
™

m=—0oQ
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Man beachte, dass die Ortsabhéngigkeit des Potentials U (x), welche durch das letzte, durch ein Semikolon abget-
rente x, dargestellt wird, auch in G~ (p, wy,,; x) noch vorhanden ist. Diese wird also nicht mittransformiert, da sich
die Fourierttransformation nur auf die Relativkoordinate x; — xo bezieht! Die Fourier-Matsubara-Transformierte
der Selbstenergie ist analog definiert:

o0

1 : d°k
B(x1 — %2, 71 — T;X) = ] Z ew’"(n”)/(%r)[)elk(xlxZ)E(k,wm;x). (3.82)

m=—0oQ

Damit folgt fiir G (k, wy,; x) nach Definition der Selbstenergie (3.76)

21,2

—lk . — —1h -
G~ (k, wm;x) 1hwy, + i

+U(x) — u} — hX(k, wp; x). (3.83)
Hieraus folgt im Falle des homogenen, idealen Bose-Gases, da X(k, w,,;x) = 0 ist, sofort . = 0, was bekann-
termafBen den richtigen Wert des kritischen chemischen Potentials, d.h. des chemischen Potentials am Phasentber-
gang liefert.

Nach Definition der Greenschen Funktion bzw. deren Inversen (3.74) folgt damit fiir den Zusammenhang zwischen
den Fourier-Matsubara-Transformierten

h

o) = G )

(3.84)

Der Phasentibergang taucht wie erwahnt (3.78) an der Stelle auf, an der das effektive chemische Potential extremal
ist (3.80) bzw. verschwindet (3.79). Aus der Extremalbedingung (3.80) folgt ein Wert fur x, der als x ;i bezeichnet
wird, da er offenbar das raumliche Minimum der Falle bezeichnet.

Dann folgt aber fiir den Zusammenhang zwischen Selbstenergie und chemischem Potential am Phaseniibergang
aus der Bedingung des Verschwindens des transformierten Integralkerns (3.83) bei w,,, = 0, k = 0 sofort

0=pc+h3k=0,wy, =0;X =Xmnin) — U(Xmin)- (3.85)

Der Phaseniibergang geschieht also ohne Selbstenergie an der Stelle, an der das chemische Potential x4 das Mini-
mum der Falle erreicht. Wenn man ohne Falle und Unordnung rechnet, muss u bekanntlich 0 erreichen. u geht an
der Phasengrenze also gegen einen kritischen Wert

pe = —h%(k = 0,wy, = 0;X = Xmin) + U(Xmin)- (3.86)
Mit der Definition
Pr = B — fic (3.87)

fur das renormierte chemische Potential folgt sofort, dass dieses am Phaseniibergang verschwindet, d.h. der Pha-
senuibergang geschieht fir y 7 u., was analog ist zu u, 0.
Eingesetzt folgt fiir das renormierte chemische Potential:

pr = i+ hX(k = 0, wy, = 0;X = Xmin) — U (Xmin)- (3.88)

Falls man ohne Falle rechnet, so hat die transformierte Selbstenergie keine explizite Ortsabhdngigkeit. Folglich
kann dann auf das letzte Argument in der Selbstenergie im obigen Ausdruck verzichtet werden.
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3.6.2 Storungsreihe flr die Greensche Funktion

Die Greensche Funktion in einem Zufallspotential ist bei Betrachtung der Unordnung offenbar das Unordnungs-
mittel der normalen Greenschen Funktion, d.h.

G(x1,T1;X2,T2) = %%D¢f{D¢*¢(X1,Tl)¢*(x2,72)6_“4[¢*’¢]/h- (3.89)

Um diesen Mittelwert berechnen zu kdnnen, ist es sinnvoll, erneut die Replika-Methode zu verwenden. Daher wird
P(x1, 7)Y (x2, 72) Mit o (x1, 71)9} (x2, T2) identifiziert, und es werden weitere N — 1 solcher Kombinationen
von Bose-Feldern eingefiihrt, sodass der Erwartungswert lautet

11 ]4 Do f Dy, }%(xl,Tl)zpa(xQ,m)exp {—— > AW, o ]}. (3.90)

a'=1 a'=1

G(Xl,Tl,XQ,TQ) ZN {

Da die rechte Seite wie die linke Seite vom Replika-Index o unabhdngig ist, erhdlt man im Replika-Limes N — 0

N N N
: 1 1 * * 1 *
G(Xl, T1; X2, 7'2) = ]}]120 N azl ﬁ { Hl 7{ D"pa’ fD"pal } "pa(xla Tl)wa(X% 7-2) €xp {_ﬁ /Zl A[?Pa/, wa’]}
= o' = o' =
(3.92)
Die Unordnungsmittelung kann nun durchgefiihrt werden, und das Ergebnis lautet

H fDTﬁal fDQp }Qpa xl,Tl)'wa(XZ,TZ) 'lf’*ﬂ/)]/ (392)

a'=1

G(x1,T1;%2,T2) = J}IIEION Z ZN {
Hierbei stellt AN [1*, 4] die Replika-Wirkung dar, die mittels

ANp* ] = AQ [y, 9] + AT [y 4] + AW [ 4] (3.93)

definiert ist, wobei die einzelnen Teilwirkungen, (2.47), (2.50) und (2.52), schon in Kapitel 2 hergeleitet worden
sind. Um die Greensche Funktion (3.92) berechnen zu kénnen, filhrt man das erzeugende Funktional

N
a=1

ein. Jedes Bose-Feld v} (x, 7), 14 (x, 7) wird hierbei an ein zugehdriges Stromfeld j,(x, 7), 5% (x, 7) gekoppelt,
mittels der Wirkung

hg N
AN 1, %, ) = AV [ ) — /0 ar [ @3 ax alx ) + 306} (95)
a=1

Durch funktionale Ableitung nach den Stromen erhélt man so die Greensche Funktion:

N 3*(x,7)=0

h? 82 Z[5*, 4]
G » T1 s =l AT :
(Xl 13 X2 T2 nglON Z 5.70; X1,T1 (5ja(X2,T2)

(3.96)
J(xaT):O
Mdchte man die Greensche Funktion jetzt storungstheoretisch behandeln, so braucht man noch zwei weitere
Feynman-Regeln, die die Strdme beriicksichtigen:

e Konjugierter Strom:

Xx—-1 = jj;l (X1,7'1) s (3.97)



3.6. SELBSTENERGIE UND RENORMIERTES CHEMISCHES POTENTIAL 37

e Strom:

1—=Xx = Jai (Xl, 7'1) . (3.98)

Fir die in den Stromen quadratischen Beitrdge zur Zustandssumme treten neben den stromlosen Schleifen nun
auch Schleifen mit zwei Stromen auf:

19 M-—1M gl
I T San D BIP EL S S de o =N 399)
a1=1az=1

ap—1= laM 1

i

Die in den Strémen quadratischen Beitrdge zum groBkanonischen Potential liefern also ebenfalls einen Faktor N,
genau wie die Diagramme, welche eine einzelne Schleife zwischen den u-Vertizes enthalten. Daher ist es sofort
moglich zu entscheiden, welche Diagramme im Replika-Grenzfall N — 0 ubrig bleiben. Es sind dies die Dia-
gramme mit genau einer strombehafteten Schleife, und ohne weitere Schleifen. Damit folgt fur die Storungsreihe
in R fiir die Greensche Funktion, wenn man die Wechselwirkung nicht beachtet,

G=GO 42 1~ LNy (3.100)

Daraus liest man die Greensche Funktion bis zur ersten Ordnung in R ab:

1B KB
G(x1,m;%2,72) = GO(xy,71;%x2,72) + h2/ dT/ dr’ /dD /dD !
R(x —x')GO (x1, 7;x, 1) GO (x , 7;x', ) GO (X, 7'; x9,72) + -+ . (3.101)

Durch Iteration der Dyson-Gleichung (3.77), indem man immer wieder die Greensche Funktion auf der rechten
Seite von Gleichung (3.77) einsetzt, erhdlt man die Dyson-Reihe fiir die Greensche Funktion. Im Vergleich mit der
Storungstheorie 1. Ordnung in R, also mit Gleichung (3.101), sieht man, dass man auch die Selbstenergie nach R
entwickeln kann. Ein Vergleich der beiden Gleichungen liefert

1

ﬁR(Xl — XQ)G(O) (Xl, T1; X2, 7'2) + e (3102)

E(XlaTl;XZaTZ)

3.6.3 Berechnung des renormierten chemischen Potentials

Nachdem die Notwendigkeit erlautert wurde, ein renormiertes chemisches Potential einzufiihren, folgt nun dessen
Berechnung. Zunédchst wird die Fourier-Matsubara-Transformierte der Selbstenergie berechnet.

hB _ .
Yk, wy) = / dr / dPz emTe x5y (x, 7 0,0). (3.103)
0

Einsetzen des stérungstheoretischen Ergebnisses fiir die Selbstenergie (3.102) mit Benutzung der ungestorten
Greenschen Funktion (3.8) fiihrt auf die Gleichung

hp dPk oo x(k2—k1) i7(Wmy —Wmy)
Skt wm) = 5z / dPz / dr / 2 Z R(x s . (3.104)
p —zhwm2 + (2—M2 - u)

Die Integration tber 7 liefert nur einen Beitrag fir m; = mo. Damit I&sst sich auch die m-Summe durchfiihren:

D ix(ka—k1)
Sk, wm) = / dz / d 7k, ? R(x) - c e . (3.105)
—thwm,

+ (ot 1)
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Zur Berechnung des ko-Integrals verwendet man erneut den Schwinger-Trick (3.26). Dies liefert das Integral

| ks [ (s S
Sk, wm) = 7 / dPz / @nP /0 doR(x)e gx(ke—k1) (3.106)

Das Integral Uber ks ist nun ein GauBintegral. Das Ergebnis lautet

D/2 ) S 2
Sk, wpy) = 1 ( M ) /dD:v R(x)eka/ do o P2 exp {—U(—ihwm — ) x M} (3.107)
0

i \ 27h? T 20R2

Dieses Integral ist trotz des negativen Exponenten vor der Exponentialfunktion nicht divergent, da diese ein inver-
ses o im Exponenten stehen hat. Mittels Gradshteyn [34, (3.471.9)] und [34, (8.469.3)] lasst sich dieses Integral in
D = 3 Dimensionen berechnen. Die Voraussetzungen sind hier erfiillt. Das Ergebnis lautet

F 212 x|

An dieser Stelle fiihrt man nun zwei Vereinfachungen durch: Zum einen soll das Integral nur fir k = 0 und
wm = 0 berechnet werden, zum anderen sei rdumliche Isotropie angenommen. Damit ergibt sich fiir das Integral

Y(k=0w,=0 = Qh—Ag /000 dz zR(x) exp {—23“ / %(—p)} . (3.109)

Da die Selbstenergie fiir jede beliebige isotrope Korrelation des Zufallspotentials R(x) positiv ist, ist das chemische
Potential ohne Falle nach dem Ergebnis fur das kritische chemische Potential (3.86) stets negativ, da es bereits vor
dem Erreichen von p = 0 zum Phaseniibergang kommt.

S(kowy) = 1 M /d?’x Ri(x) exp {—2 %(—u — thwp)|x| — ikx} . (3.108)

3.6.4 GauR-Korrelation

Nun spezialisiert man auf den Fall einer GaulRschen Korrelation (3.56). Das entstehende Integral ist

2MR e 2 M
Nk =0,wp=0) = W/o dxmexp{—%—m/ﬁ(—u)}. (3.110)

Dieses Integral lasst sich mittels [34, (3.462.5)] ebenfalls berechnen, und das Ergebnis lautet

Y
_ _ _ 2M 1 ot e M .,
S(k =06 =0) = TR G e [1 ~ 3 (,/—ﬁug . (3.111)

®(x) ist wiederum das Wahrscheinlichkeitsintegral (3.70). Nun kann man das renormierte chemische Potential
nach dessen Definition (3.88) bei Annahme einer Gauf3schen Korrelation hinschreiben, wobei die Falle in lokaler
Dichte-Naherung berticksichtigt wird:

2M
(277)3/27125 R

pr = p—U(Xmin) +

M M M ) le? M
— ok W[U(xmin) — ] en2 [V 0tmin) =1 [1 - (\/ﬁ[U(Xmin) - M]EZ)] . (8112

Damit ist u, im Falle der GauBRschen Korrelation berechnet. Das kritische chemische Potential ist bei einer Ent-
wicklung nach R bis zur ersten Ordnung nach (3.86)

2M

WR. (3.113)

Me = U(Xmin)_
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Ohne Falle ist es offenbar negativ. Entwickelt man g mit Hilfe von Gleichung (3.112) um p., bis zur ersten Ordnung
in R, so erhélt man
2M
——s R
(27r)3/2ﬁ2§

M M _upe M
+%ﬂz—%wwnﬁwb—¢opﬁemﬂ. (3.114)

3.6.5 Lorentz-Korrelation

p = pr+U(Xmin) —

Nun wird auf den Fall einer Lorentz-Korrelation (3.63) spezialisiert. Zundchst soll die Fouriertransformierte des
Ausdrucks berechnet werden. Es ist
dPk ;
R(x) = [ ——=R(k)e™™. 3.115
() = [ Gryniloe (3.115)
Setzt man R(k) im Lorentz-Fall (3.63) dort ein, und schreibt den Ausdruck in D = 3 Dimensionen in Kugelkoor-
dinaten, so erhalt man

R oo " o 2 1 ikx cos(0)
= — i —— A1
R(x) (2#)3/0 dk/o dH/O doé k sm(0)1 +£2k26 ) (3.116)
mit k = |k| und z = |x|. Die Integrale tiber die Winkel lassen sich durch Substitution durchfiihren, und man erhalt
R(x) = S b dkL sin(kz) (3.117)
- 2n2g [, 1+ &2k ) '
Diese Integral berechnet sich nach Gradshteyn [34, (3.723.3)] zu
R 1 _=z
Diesen Ausdruck setzt man nun in den Ausdruck fiir die Selbstenergie (3.109) ein:
MR [ 1 M
Yk = =0) = —— —z| = +2/—=(— . 11
( 0, w, =0) A /0 dz exp{ T (5 + 2h2( u)) } (3.119)

Integration ergibt somit

S(k=0,w, =0) = (3.120)

MR 1
3 )
2mh §1+2€ /_%N
Das renormierte chemische Potential im Falle der Lorentz-Korrelation ist bei Behandlung der Falle in semiklassi-
scher Ndherung nach dessen Bestimmungsgleichung (3.88) damit
MR 1

+ ;
2mh2€ | | 25\/%[U(xmin) — 4]

Das kritische chemische Potential ist auch hier bei einer Entwicklung nach R bis zur ersten Ordnung durch (3.86)
berechenbar:

My = — U(Xmin) (3-121)

MR
~ 2nE
Auch hier ist es im Fall des homogenen Bose-Gases negativ. Nun entwickelt man erneut g um p,. bis zur ersten
Ordnung in R, nun mit Hilfe von Gleichung (3.121), und erhilt so

LU ) MR 1
M= My Xmin) — .
2wh2¢ M
1+28\/ =55zt

pe = U(Xmin) (3.122)

(3.123)
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3.7 \erschiebung der kritischen Temperatur

Zunachst wird die Teilchendichte benétigt. Sie ist definiert durch

1 90T,
n(T,p) = _V% . (3.124)
TV

Hierbei ist es nach dieser Rechnung sinnvoll, das chemische Potential durch das renormierte Potential zu ersetzen,

da dann die Nadherungen bei Annaherung an die Phasengrenze besser durchgefiihrt werden kdnnen.

3.7.1 Freies Bose-Gas
GauR-Korrelation

Fir das freie Bose-Gas und bei Annahme einer GauBBschen Unordnungskorrelation ergibt sich nach dem Ergebnis
fiir das ungestorte groRkanonische Potential (3.37) und dessen Korrektur bei Annahme einer GauB-Korrelation
(3.60) dessen grofRkanonisches Potential in D = 3 Dimensionen bis zur ersten Ordnung in R zu

enBu
ﬁ/\3C5/2< ") -V 2(2n 3/2&3 Z NICEREDY (3.125)
Daraus berechnet man die Teilchendichte n mittels der Ableitung (3.124):
1 RE? & Vhekdn
- B
n =330 (e u) ST 2 Z ( (3.126)

h2,3k)

Nun driickt man g durch p,. aus, gemaR (3.114), und erhalt
RpB? VkekBur

n = %Q}/Q (eﬂm) 2(n 3/25/\3 Z ( h2,6k>

1 2M M _ M M M
+33G1/2 (eﬂ“T)ﬁ{—i(%)wh%RerR oz (—Hr)er n2 (—hn)E? [1 @( 2 (—hr)€2 )]}

(3.127)

Dies stellt man um und driickt eine der polylogarithmischen Funktionen (; /, durch die definierende Reihe (3.34)
aus:

1 ) 2MpB ) Vk 1
"o FCS/? <eﬂu)+ 23(2m)3/2R2¢ Z . [<h2ﬂ52+k) \/’;]

1 M M M e M
+33%1/2 (6ﬂ’”) W—;-SR W(—ur)ehz( ) [1 - ( ﬁ(_ﬂr)£2>] : (3.128)

An der Phasengrenze geht o p. bzw. p, 7 0. Fr die polylogarithmische Funktion (o (eﬂl‘r) ist die
Robinson-Formel (B.14) zu beachten. An der Phasengrenze erhélt man

1.(3 2M =1 k 2 R3?

n=3¢ (5) —375321%2 7 f WAsﬂc-

(3.129)
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Die auftretende Summe ist hier offenbar konvergent. Fiir ¢ — 0 verschwindet dieser Term. In der Teilchendichte
gibt es also keinen divergierenden Beitrag.

Fur R = 0 folgt die kritische Temperatur des freien Bose-Gases ohne Unordnung, wenn man die Definition der
thermischen de-Broglie-Wellenldnge (3.35) beriicksichtigt. Fur die kritische Teilchendichte ergibt sich damit

3/2
1 3 M 3
O (§> B (W) C(5>' N

Daraus folgt sofort die ungestorte kritische Temperatur des freien Bose-Gases [26, (3.162)]

kT Wi?[ n ]2/3 (3.131)
Bl = —— | 3y . .
M |¢(3)

Nun setzt man in die Gleichung flir die gestorte kritische Teilchendichte (3.129) T, = TC(O) + AT, ein, und
entwickelt bis zur 1. Ordnung in R. So ergibt sich

1 3 3AT, oM ad k
”me@{” (oi}— OF - B\ -
Ae 2T Ao (2m)32R2¢ T ( @S’ + k)

TC(O) und /\ﬁo) eingesetzt erhdlt man

o - e . i - v M .(3.133)
O 50 () @mpene S VE - (smenee ()P4 k) | seic ()7 i

ZWR;@éO) 2

. (3.132)
QG

Der Grenziibergang & — 0 ist hier wohldefiniert und daher mdglich. Man erhalt offenbar

AT, M? R
0 Bamig ()7t

Dies ist das Ergebnis, welches Lopatin und Vinokur bereits berechnet haben [20]. Man mdchte nun einen dimensi-
onslosen Ausdruck fur die Verschiebung bekommen. Setzt man R = g?mpnimp und gimp = %aimp, wobei nimp
die Dichte der Streuzentren bezeichnet und aimp deren GrofRe [16], folgt daraus ein vereinfachter Ausdruck fir die
Temperaturverschiebung. Dieser Ausdruck, der die Dichte der Streuzentren und deren GréRe enthalt, ist allerdings
eine modellspezifische Interpretation. Man sieht jedoch, dass nlmpalmp die Dimension einer inversen Lange hat.
Daher wird stattdessen eine typische Lénge d definiert, und zwar mittels

2\ 2
R= (%Mh ) é. (3.135)

(3.134)

Setzt man dies in die Temperaturverschiebung (3.134) ein, so erhélt man

AT, 4 ad [ 1 Vk A7

_ 2 - . (3136
7 3vare (3)'P edn23 (= | VE (87r(§n1/3)2§(g)2/3+k>] 3¢ (3)*° an/3 (3139

Bei Annahme einer konstanten Teilchendichte n ist dieses Ergebnis in Abbildung 3.1 fir 1/dn1/3 = 0, 1 aufgetra-
gen. Die Grafik wurde mit Mathematica erstellt [36], wie auch alle anderen Grafiken in dieser Arbeit, wenn nicht
explizit etwas anderes angegeben wurde. Fir kleine Korrelationsldnge gibt es zunéchst eine deutliche negative
Verschiebung. Diese wird flr grofRe Korrelationslange immer kleiner, wechselt ihr Vorzeichen, und geht fiir grole
Korrelationslange gegen eine positive Konstante. Dies kann man auch durch analytische Rechnung bestétigen, wie
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im folgenden gezeigt wird.
Das Verhalten fir kleine Korrelationsléngen folgt einfach durch Entwicklung aus (3.136). Man erhalt
AT,  32/7¢ B v
7O 32 3¢ (%)2/3 dnl/3

(€ —0). (3.137)

Das Verhalten fiir groRe Korrelationslangen ist auf Grund der Tatsache, dass die einzelnen k-Summen in (3.136)
nicht konvergieren, sondern nur beide zusammen, schwieriger herzuleiten. Dazu schreibt man die Summe um, und
erhélt so

AT, 32/ME 1 47
= — . 3.138
7 3V (3)d Zl [«/E [8(en/3)2¢ (3)7° + k] ] 3¢ (2)° dnl/3 (3439
Mit Hilfe des Schwinger-Tricks (3.26) schreibt man dies um als
7 3\f€( f/ dr exp[ T (87r(§n ) C(Q) +k R )P (3.139)

~2/3

Als neue Integrationsvariable wihlt man nun z = 8m(¢nt/3)2¢ (3) 7" 7. AuBerdem stellt man fest, dass Sum-

mation Uber k die polylogarithmische Funktion ¢ /5 ergibt. Man erhalt so

AT, _ 41 /Oo dze™* (179 [exp (— - 2 )]
O svame (3) P eantr sm(en/2)2¢ (3)
. S
3¢ (3) an'/s

Fir grolRe Korrelationslangen kann man die polylogarithmischen Funktion mit Hilfe der Robinson-Formel (B.14)
entwickeln. Man erhdlt so

_ /2
AT, _ : ® e [ (B2 @) (3)
™ 3\/2_7r§“(%)1/3§dn2/3/0 e [ﬁ( 2 <\

47 1
" qo(=). 3.141
O (&) (3141)

Das Ergebnis erhdlt man nun durch Ausfiihrung der Integration. Es lautet

(3.140)

AT. 4 C(l) Arr
O 3vane (3)'° en?/3 3¢ (2)° dn/3

Abbildung 3.1 zeigt, dass diese Herleitungen sich an die numerischen Werte anschmiegen. Die Verschiebung be-
ginnt bei einer negativen Konstanten, steigt linear mit &, schneidet fiir £n'/3 = 0,2 den Nullpunkt, d.h. man hat
hier keine Verschiebung, und geht mit 1/£ gegen eine positive Konstante. Die beiden Konstanten fiir £ = 0 und
& = oo sind betragsmaRig gleich.

In Abbildung 3.2 ist das Ergebnis nochmals bei einer fest gewahlten Korrelationsldnge & = 10 pm Uber die
Teilchendichte aufgetragen. Dies entspricht typischen experimentell verwirklichten Korrelationslangen, siehe z.B.
Inguscio et al. [22]. In dieser Abbildung wird im Gegensatz zu Abbildung 3.1 nur die Verschiebung der kritischen
Temperatur betrachtet, die auf 1/d normiert ist. Anscheinend ist es bei den iblichen experimentell realisierten
Korrelationsldngen nur schwer maglich, die negative Verschiebung zu beobachten, es sei denn, man geht zu sehr
stark verdiinnten Gasen. Die iiblichen Experimente haben Dichten von einigen 10'* cm—3 bzw. 102 um—3, was
der gewdhlten Skala entspricht [22].

(€ = 00). (3.142)
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Abbildung 3.1: Normierte kritische Temperatur TC/TC(O) des freien Bose-Gases bei Annahme einer GauRkorrela-
tion fir 1/dn'/3 = 0,1 als Funktion der normierten Korrelationslange ¢n'/3. Die Teilchendichte ist hier festge-
halten. Gestrichelt eingezeichnet ist der Velauf fur kleine Korrelationsldnge, wo er linear in £ ist, und fur groRe
Korrelationsldnge, wo er proportional zu 1/¢ ist.

Die bei kleinen Korrelationsldangen negative Verschiebung fiir die Unordnung hat ihre Analogie in der positiven
Verschiebung fiir die repulsive Wechselwirkung, die Kleinert diskutiert [37]. In der Replika-Wirkung, mit den
Bestandteilen (2.50) und (2.52), haben repulsive Wechselwirkung und Unordnung ein gegenteiliges Vorzeichen.
Ansonsten sehen diese beiden Teile der Wirkung sehr dhnlich aus. Man kann also die Unordnung in diesem Be-
reich als effektive attraktive Wechselwirkung ansehen. Da die Verschiebung der kritischen Temperatur des freien
Bose Gases flr die repulsive Wechselwirkung positiv ist, Uberrascht es daher nicht, dass sie fur die Unordnung
negativ ist.

Schwieriger zu verstehen ist, dass die Verschiebung der kritischen Temperatur anscheinend das Vorzeichen wech-
selt. Die Reihe fiir die kritische Temperatur (3.136) ist im Prinzip eine Summation Uber beliebig groRe Wel-
lenldngen. Die infraroten Terme sind fiir die kritischen Fluktuationen verantwortlich. Es gibt daher zwei kokurrie-
rende, und sich widersprechende, Interpretationsmoglichkeiten.

Zum einen gibt es fir jede Korrelationslange immer eine Wellenlénge, die noch groRer ist, und fur die diese Kor-
relationslange noch immer Klein ist. Daher ist es moglich, dass die Unordnung das System qualitiv &@ndert, wie
es auch bei Einfilhrung einer Falle geschieht. Dass diese qualitative Anderung das Vorzeichen der Verschiebung
andert, und diesbeziiglich vom Analogon einer attraktiven Wechselwirkung zum Analogon einer repulsiven Wech-
selwirkung wechselt, kann man jedoch nicht in der Wirkung beobachten. Auch das physikalische Bild, dass die
Unordnung einer effektiven attraktiven Wechselwirkung entspricht, lieBe erwarten, dass die unordnungsinduzierte
\erschiebung stets ein anderes Vorzeichen besitzt als die Verschiebung, die durch die repulsive Wechselwirkung
induziert wird. Daher spricht mehr gegen das Argument der Anderung des qualitativen Verhaltens des Systems,
als dafr.

Inshesondere ware fiir grole Korrelationslangen zu erwarten, dass das Zufallspotential nahezu konstant ist, und
daher keinen Einfluss mehr auf die kritische Temperatur hat. Im Falle der repulsiven Wechselwirkung ist das Ergeb-
nis, dass es eine positive Verschiebung gibt, auf nichtstérungstheoretische Weise hergeleitet worden [37]. Hier sind
insbesondere Divergenzen im Infraroten, d.h. fuir groBe Wellenldngen, wichtig. Es ist daher nicht auszuschlieRRen,
dass es auch fur die attraktive Replika-Wechselwirkung weitere Terme gibt, die auf nichtstérungstheoretische Wei-
se behandelt werden miissen. Mdglicherweise korrigieren diese Terme das Ergebnis fiir groRe Korrelationsléngen.
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Abbildung 3.2: GauB-Korrelation: Normierte Verschiebung der kritische Temperatur dATc/Tc(O) des freien Bose-
Gases in um fir ¢ = 10 pum Uber die Dichte n in um~2 aufgetragen. Die Korrelationslange ist hier fest. Der
Wertebereich der z-Achse und die Korrelationsldange wurden nach Inguscio et al. festgelegt [22].

Nach der hier gegebenen physikalischen Erwartung, dass die Verschiebung fur groRe Korrelationslange verschwin-
den sollte, ist ein solcher nichtstérungstheoretischer Term sogar zu erwarten.

In dieser Arbeit werden hierzu keine weiteren Untersuchungen angestellt, sodass dies eine Aufgabe fiir weitere
Arbeiten auf diesem Gebiet bleibt.

Lorentz-Korrelation
Analog zum Fall der GauB-Korrelation geht man bei Annahme einer Lorentz-Unordnungskorrelation vor, wobei
man von dem speziellen groRkanonischen Potential ausgeht, welches durch das ungestorte groRkanonische Poten-

tial (3.37) und dessen Korrektur bei Annahme einer Lorentz-Korrelation (3.69) in D = 3 Dimensionen gegeben
ist. Man erhalt

1 0 ﬂmu /M hZIBm ﬁQﬂm
= B3 C5/2 ( ) 3/2 3 mZ: m 2h§2 exp [8M§2] 1-@ st ) (- (3.143)
Die Teilchendichte n erhalt man wiederum aus der Ableitung nach dem chemischen Potential (3.124).

1 R ™ pmpmVMB)?? 1B |h2B
n = ﬁ@/? (eﬁu) + mmz:leﬂ H ohe? exp |:8MZ;:| {1 - ( ﬁ) } ; (3.144)

Man ersetzt nun p bis zur ersten Ordnung in R durch u, gemaR dem Ausdruck fiir das renormierte chemische
Potential bei Annahme einer Lorentz-Korrelation (3.123), und bekommt so

s () 50 () i e

R 00 M 3/2 h2 72
+ G 3 e W\/2_h,(§ﬁ2) exp [MZZ] {1 —® ( 8]\522) } . (3.145)
m=1
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Den Term mit ¢, o stellt man etwas um, und schreibt eine der dann entstehenden polylogarithmischen Funktionen
wieder als Reihe. So erhélt man

M
1 B MR 28\ —apztir MRB X emBur
— ﬁlir ﬁ,ur _
no= 3302 (e ) + 336172 (e ) 2mh2E | YT 2RPEND Zl /2
\V T 2R2Hr m=
R s /M (B)3/? h?Bm h2Bm
By _
+(27r)3/2)\3 mg_le ohE? exp | e 1-@ SMeE? . (3.146)

An der Phasengrenze geht u,. * 0. Man muss hierbei die Summen {ber m als zusammengehdrig betrachten, da
sich nur so die Divergenz fiir groRe m weghebt. Unter Beachtung der Robinson-Formel (B.14) bekommt man so
die kritische Teilchendichte

1 (3 2rRBZ  RVMB, <= | VM 1 VBe 12 B.m _ r2B.m
=5 (3)+ 5 " Varhent 2o | Varh v e oo [garge | [1-2 \V5ae ) | |
(3.147)

Diese Teilchendichte ist nicht divergent, denn flir grofle y = ”;“']{;g gilt die asymptotische Entwicklung (3.71),

sodass sich die scheinbare Divergenz flir grole m weghebt. Es ist allerdings zu beachten, dass die Reihe (3.71)
nicht konvergiert. Das Restglied einer endlichen Reihe des Ausdrucks ist endlich, geht aber nicht gegen 0 [34,
(8.254)]. Zur Berechnung der Verschiebung der kritischen Temperatur geht man nun analog zum vorherigen Ab-
schnitt vor, und benutzt insbesondere den Ausdruck (3.135) flr die Unordnungsstéarke. Das Ergebnis fir die Ver-
schiebung der kritischen Temperatur lautet in diesen Einheiten

AT _ 1 < 4 1 1 m_ ((3/2)%/3 m_ ((3/2)%/3
T 6§dn2/3mzl{g(g)1/3x/ﬁn1/35eXp[167r52 n2/3 ][1(1)(\/167r£2 n2/3 )”
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Wegen der Entwicklung (3.71) ist auch hier der Grenziibergang £ — 0 mdglich, und das Ergebnis ist dasselbe wie
im Falle der GauR3-Korrelation (3.134). Auch hier kann also das Ergebnis von Lopatin und Vinokur reproduziert
werden [20]. Auf Grund der asymptotischen Entwicklung (3.71) des komplizierten Summanden in (3.148) ist es
maglich, die Verschiebung fiir kleine Korrelationsldnge anzugeben. Sie lautet
AT, _ 167§ ar
T 3d 3¢ (3)*P gnis3

Wie im Falle der Gaul3-Korrelation (3.137) dndert sich die Verschiebung fiir kleine Korrelationsléange linear. Fur
grolRe Korrelationslange ist die Angabe eines analytischen Ausdrucks nur schwer herzuleiten. Der Grenzwert fiir
¢ = oo kann allerdings ohne Verwendung von Regularisierungsmethoden bestimmt werden. Dazu ersetzt man
die Summe in der Temperaturverschiebung (3.148) durch ein Integral. Hierzu erweitert man zundchst den ersten

(3.148)

(€ = 0). (3.149)

Summanden, und erhalt so

AT, [ 4 16mE2n2/3 ((3/2)1/3
T® 6§dn2/3mz_:1 C(%)l/?’ ¢(3/2)%/3m 4y/mén1/3
1 m ((3/2)%/3 m ((3/2)2/3
_n1/3€ exp [1671.52 n2/3 ] llq) (\/16#52 n2/3 )]}
I
3¢ (%)2/3 dnl/?’.

(3.150)
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Fur grofRe Korrelationslange kann man die Summe durch ein Integral tber z = <3/2°m ersetzen. So erhdlt man

16m&2n 2/3
AT, 8 /°° { 1 4
= — [ dz{— —e"[1 - @(\/E)]} - (3.151)
T s Pl VA 3¢ (3)" dn
Das Integral ist konvergent, und das Ergebnis lautet
AT, 4
= = = (€ = o0). (3.152)
T 3¢ (3)7 dnt/3

Der Grenzwert der Verschiebung flir groe Korrelationslénge ist bei der Lorentz-Korrelation also derselbe wie bei
der GauRB-Korrelation, siehe (3.142). Die Verschiebung macht auch hier einen Vorzeichenwechsel. Die Verschie-
bung fiir ¢ = 0 und fiir ¢ = oo sind auch hier betragsméRig gleich groR.

Wie im Falle der Gaul3-Korrelation ist das Ergebnis fiir die Verschiebung auch hier nicht bedenkenlos hinnehmbar,
denn nicht storungstheoretische Effekte kdnnen auftauchen.

Der erste von der Korrelationslange ¢ abhangige Beitrag fur groRe Unordnung soll nun ebenfalls bestimmt werden.
Da der Ausdruck fiir die Temperaturverschiebung analytisch korrekt nur sehr schwer zu behandeln ist, werden hier-
bei Regularisierungsmethoden verwendet. Dies ist hier moglich, da bekannt ist, dass die Temperaturverschiebung
fur jede Korrelationsléange sinnvoll definiert ist, da die Reihe in (3.148) fiir jedes & konvergiert. Deshalb muss man
die Temperaturverschiebung durch eine analytische Funktion ausdriicken kénnen. Durch analytische Fortsetzung
fiir sich genommen divergenter Terme in den nicht divergenten Bereich wird genau dies erreicht.

Zunachst schreibt man die Funktion

Flz) = e[l — B(2)] (3.153)
mit Hilfe der Definition des Wahrscheinlichkeitsintegrales (3.70) als

flz) = % / Tt et (3.154)

Die Substitution u = #2/2% — 1 fiihrt dann auf den Ausdruck

- %/Ooo duw% e U’ (3.155)
Offenbar taucht in der Temperaturverschiebung (3.148) eine solche Funktion f(z) mit z = 16:;22 “37{22/); "2 auf.
Man schreibt die Verschiebung daher als
AT, Z 47
7%  3¢dn 2/3g @) vVm 3¢ (3)2P anis

C 1/3 0o m¢ (§)2/3
6£2dnf/ \/lefénl/?’ Z\/_exp [—mu . (3.156)

Die erste Summe ber m ist fur sich genommen divergent. Der divergente Term wird von der zweiten Summe
kompensiert, wie bereits gesehen. Diese zweite Summe wird allerdings auf eine mathematisch unzuldssige Weise
entwickelt, und Divergenzen, die nach dieser Entwicklung auftauchen, werden regularisiert. Deshalb muss man
auch die erste Summe regularisieren. Fiihrt man die Regularisierung durch, so ist die erste Summe als ¢ (%) zu
verstehen. Die Summe unter dem Integral ergibt die polylogarithmische Funktion ¢_; /o. Daher ist

AT, 2 CG) 4r
T sean23¢ (3)P0\2) 3¢ (3)2 a3

()" ()"
6§2dn\/_/ \/Fél\/_fnl/?’c 1/2 {e xp [ Wu] } (3.157)
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Abbildung 3.3: Normierte kritische Temperatur TC/T(SO) des freien Bose-Gases bei Annahme einer Lorentz-
Korrelation fiir 1/dn'/3> = 0,1 gegen die normierte Korrelationslange ¢n'/3 aufgetragen. Die Teilchendichte
ist hier festgehalten. Gestrichelt eingezeichnet ist der Velauf fiir kleine Korrelationslange, wo er linear in £ ist, und
fir groRe Korrelationslénge, wo er proportional zu 1/¢ ist.

Fir groRe Korrelationsldangen benutzt man nun die Robinson-Formel (B.14), um die polylogarithmische Funktion
nach inversen Potenzen von ¢ zu entwickeln. Vernachldssigt man alle Terme, die von hdherer Ordnung als 1/&
sind, also Terme proportional zu 1/£2 und Kleiner, so folgt

AT, 2 1 4 4 % 3/2
¢ = ¢ (—) - — / du . (3.158)
T sedn3¢ (3)°T N2 3¢ (3) P ants 3¢ (3) P ants oVt T

Dies stellt eigentlich eine mathematisch nicht zuldssige Entwicklung der polylogarithmischen Funktion dar. Man
geht davon aus, dass das Argument der Exponentialfunktion stets klein ist. Dies ist fiir grofRe u aber offensichtlich
nicht der Fall. Bei der Entwicklung ist zu beriicksichtigen, dass die Terme, die O(1/£2) und von héherer Ordnung
in der inversen Korrelationslange sind, im Prinzip divergent sind, und regularisiert werden miissen. Mittels dimen-
sionaler Regularisierung (D.5) kann man das entstandene divergente Integral behandeln. Man setzt die Funktion
also analytisch fort. Dies ist hier sinnvoll, da man weiB, dass das Ergebnis fir die Temperaturverschiebung endlich
ist. Insgesamt erhalt man

AT, 2¢ (3) 4z

R : 3.159
TC(O) 3¢ (%)1/3 fd’l’LZ/?’ + 3¢ (%)2/3 dnl/3 (f — OO) ( )

Eine numerische Auswertung der Temperaturverschiebung ist deutlich aufwéndiger als im Falle der GauRR-Korre-
lation, da die Reihe nur sehr langsam kovergiert. Die Auswertung geschieht mit Maple [38]. Das Ergebnis fiir die
kritische Temperatur fiir 1/dn'/3 = 0,1 ist in Abbildung 3.3 aufgetragen. Gleichzeitig sind auch die Asymptoten
fiir groRBe und kleine Korrelationslangen, (3.149) und (3.159), gestrichelt eingetragen.

Die analytisch hergeleiteten Resultate bestétigen sich in der Numerik. Die Verschiebung macht einen Vorzeichen-
wechsel bei ¢nl/3 =0, 2.

Dieser Vorzeichenwechsel ist, genau wie im Falle der Gaul-Korrelation, vermutlich nicht physikalisch, da nicht
stérungstheoretische Effekte nicht berlicksichtigt worden sind.
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Abbildung 3.4: Normierte kritische Temperatur TC/TC(O) des freien Bose-Gases fiir 1/dn'/3 = 0,1 gegen die
normierte Korrelationslange ¢n'/3 aufgetragen. Die durchgezogene Linie entspricht dabei der GauB-Korrelation
und die gestrichelte Linie entspricht der Lorentz-Korrelation.

Vergleich der Korrelationen

In Abbildung 3.4 sind die Verschiebungen der kritischen Temperatur des freien Bose-Gases fur die GauB-Korre-
lation und fiur die Lorentz-Korrelation gleichzeitig aufgetragen. Die Gaul3-Korrelation wird hierbei durch die
durchgezogene Linie dargestellt, und die Lorentz-Korrelation durch die gestrichelte Linie. Offenbar liegen beide
Kurven sehr nahe beieinander. Der Vorzeichenwechsel der Verschiebung bei den beiden unterschiedlichen Korre-
lationen geschieht nicht an derselben Stelle, aber die Stellen liegen sehr nahe beieinander.

3.7.2 Anisotrope harmonische Falle
Gaul3-Korrelation

Fir die harmonische Falle ergibt sich nach dem ungestorten grokanonische Potential fur die Falle (3.38) und
dessen Korrektur in R bei Annahme einer GaulR-Korrelation (3.62) das grofRkanonische Potential des Systems in
D = 3 Dimensionen zu

_ 1 Rp 1
Q= ﬁ (1B )354( ) 2(2m)3/2¢ (RBQ)3 Z ‘g2 (52 hzﬁk) (3.160)

wobei hier erneut @ = (wiwews)'/? das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen darstellt. Auch hier wird die
Teilchendichte durch Ableitung nach p bestimmt (3.124), woraus sich durch Multiplikation mit dem Volumen die
Teilchenzahl N = nV ergibt

R,BQ 1 00
~ (hBa )343 ( ) 2(2m)3/2¢ (hBw)3 21 i (52 4 hzﬁk) (3.161)
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Man driickt wie schon im Fall des freien Bose-Gases  durch u, bis zur ersten Ordnung in R aus (3.114). Dabei
beachte man, dass flr die harmonische Falle U (xmin) = 0 gilt.

_ RpB? kB
= (hB& )343 ( ) (27r 3/25 hﬁw 3 Z (52 4 hzﬂk)
1 2M M _ M
+(7iﬁ&1)3@ (eﬂ/“> ,8{ (2 )3/2525 2ﬁ2 72 ( [ —® ( 712( pr )2 )] } .

(3.162)

Wiederum geht an der Phasengrenze u 7 p. bzw. g, 0, und fir die Teilchendichte folgt nach Umschreiben
von (s in die definierende Reihe (3.34)

2M B, 2|1 1
- 3.163
7 o3608) + (2m)3/2R2¢ h’Bw3k ‘ lkz (ﬁ?g £2+k)] (3.163)

Fut & — 0 ist dieser Ausdruck wiederum wohldefiniert. Fiir R = 0 folgt wie beim freien Gas die kritische
Temperatur TC(O) in der Falle ohne Unordnung

(ﬁﬂ @)

N O\ 1/3
kgTO = (— ) ha. 3.164

e (<(3)> ? (3169
In der Gleichung fiir die kritische Teilchenzahl (3.163) setzt man nun T, = Tc(o) + AT, und entwickelt bis zur
ersten Ordnung in R. Man erhélt

o0

1 AT, oMBY R 1 1
N=——¢@3)[1+3 + - . (3.165
w0 ( T§°)) (2my 2R (np%)a)3 ; ©o ( €+ "“) o

Einsetzen der ungestorten kritischen Temperatur (3.164) liefert dann die Verschiebung der kritischen Temperatur.
Das Ergebnis lautet

o0

AT, oM 1 3 1 1

= ~ R 1.2
10 SRS OIS | B T () P e ]

(3.166)

Bei verschwindender Korrelationslange gibt es also keine Verschiebung der kritischen Temperatur, wie eine Ent-
wicklung nach £ zeigt. Nach Einflihrung dimensionsloser GréRen,

~ I Mo
_ [ Nye

é‘ h 57
. M3/2
R=——R,
Vhoh3N1/6
kann man die Verschiebung der kritischen Temperatur numerisch auswerten. Dies ist in Abbildung 3.5 geschehen.
Fiir sehr eine Korrelationslange ¢ = 0 gibt es keine Verschiebung der kritischen Temperatur. Bei kleiner Korrelati-
onsldnge wachst die Verschiebung zunéchst linear an, und erreicht einem Maximalwert der \erschiebung, der bei
€ ~ 0,5 erreicht wird. Danach wird die Verschiebung wieder kleiner, um fiir £ — oo wieder gegen die kritische
Temperatur ohne Unordnung zu streben. Dies geschieht proportional zur inversen Korrelationslange 1/5. Offen-
bar gibt es hier kein monotones Verhalten und auch keinen Vorzeichenwechsel der Verschiebung. Mathematisch

(3.167)
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Abbildung 3.5: GauB-Korrelation: Normierte kritische Temperatur TC/TC(O) des Bose-Gases in einer harmonischen
Falle fiir R = 0,1 gegen die normierte Korrelationslange Eaufgetragen. Gestrichelt eingezeichnet sind das Ver-
halten fiir kleine und groRe £. Es ist linear fiir kleine £ und proportional zu 1/¢ fiir groRe €. Anders als beim freien
Bose-Gas kommt es hier nicht zu einem monotonen Verhalten der Verschiebung, da die Falle das Verhalten des
Systems auf grofRen Langenskalen dndert. Das Maximum entsteht an der Stelle, an der die dominante Langens-
kala fiir kleine Korrelationslange (Oszillatorlange) in die fiir grofRe Korrelationslange (mittlerer Teilchenabstand)
bergeht.

gesprochen liegt der Grund darin, dass es keine Divergenz der polylogarithmischen Funktion in der Gleichung
fuir die kritische Teilchenzahl (3.163) fiir u,, — 0 gibt. Ein physikalisches Verstdndnis wird dann erreicht, wenn
man sich daran erinnert, dass eine harmonische Falle das langwellige Verhalten andert, da sie fiir groRe Distanzen
quadratisch anwdchst. Aus diesen mathematischen Griinden ist zu erwarten, dass auch die Verwendung einer nicht
harmonischen Falle nicht zu einem monotonen Verhalten fiihrt. Ebenfalls ist kein Vorzeichenwechsel zu erwarten.
Fir die anisotrope harmonische Falle erhalt man bei kleinen Korrelationslangen das asymptotische Verhalten

T, 8 ~ .

7(0) =1+ 3(2m)3/2 R¢ (€ —0), (3.168)

wahrend man bei groRen Korrelationslangen das Verhalten

T, 2¢(2) R .

=1+ = (& = ) (3.169)
T 3(2m)3/2[C(3)]%/3 ¢
erhdlt. Setzt man die dimensionslosen Einheiten (3.167) wieder hier ein, so stellt man fest, dass fiir kleine Korrelati-
onslédngen die Oszillatorlange Miw die dominierende Langenskala darstellt, wahrend fiir groRe Korrelationslange

der mittlere Teilchenabstand \/MLQN*/?’ wichtiger ist. Die beiden Langenskalen treffen sich fir £ ~ 1, wobei

dann ,/ML&]N—I/6 das geometrische Mittel der beiden Léngenskalen darstellt. In Abbildung 3.5 ist an dieser Stelle
das Maximum der Verschiebung zu beobachten.
Mdchte man die Abhangigkeit von der Teilchenzahl untersuchen, so definiert man die dimensionslosen Gréfen

- [ M@
5 = T&a
M3/2

R=-——R. (3.170)
hash3
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Abbildung 3.6: GauB-Korrelation: Normierte Verschiebung der kritischen Temperatur AT,/ (T(go) /R) des Bose-
Gases in einer anisotropen harmonischen Falle gegen die Teilchenzahl N in Einheiten von 10 Teilchen aufgetra-

gen. Angenommen ist die Verwendung von Rubidium-85 in einer Falle mit mittlerer Frequenz & ~ 250 Hz, und
die Uberlagerung eines Zufallspotentials mit einer Korrelationslange von & = 10 pm.

An dieser Stelle missen erneut Werte gewahlt werden, wobei erneut Inguscio et al. [22,8] herangezogen wird.
Demnach ist ¢ = 10 pm, man hat Rubidium-85 (M = 85 x 1,66 x 1027 kg) in der Falle, welche die drei
Frequenzen w, = 27 x 8,74 Hz und zwei Mal w; = 27 x 85 Hz aufweist. Das ergibt £ ~ 6. Die Teilchenzahl
betragt etwa N =~ 3 x 103, womit der Bereich der z-Achse festgelegt wird, der betrachtet wird. Das Ergebnis
ist in Abbildung 3.6 festgehalten. Die Verschiebung der kritischen Temperatur betrdgt bei der hier gewahlten
Normierung bei tiblichen Teilchenzahlen von einigen 10® Teilchen nur einige Zehntel eines Promille.
Es ist nun interessant zu wissen, wie groR der numerische Faktor R ist, auf den die Verschiebung normiert ist.
Alle experimentellen Arbeiten, die betrachtet wurden, machen leider keine Aussagen zur Korrelationsfunktion.
Daher wird folgende Uberlegung angestellt: Die Einheit von R ist Energie?x Lénge®. Die Korrelationsfunktion
eines Speckle-Potentials ist proportional zum Quadrat der Intensitat [39, (Kapitel 2)]. Inguscio et al geben die
Stdrke des Zufallsspotentials in Einheiten der Frequenz @ an, und nennen eine typische Langenskala [ fiir das
Zufallspotential [8]. Damit folgt fir R:

R~ B*@*13. (3.171)

Hieraus und mit der Definition von R aus (3.170) kann man eine Abschatzung fiir R schlussfolgern:

o —2 l3
R~ 25— (3.172)
w aho
Hierbei ist ap, = Miw die Oszillatorlange. Nimmt man ein schwaches Zufallspotential an, welches das Konden-

sat noch nicht stark stort, was in der Inguscio-Arbeit etwa @ =~ 27 x 50 Hz entspricht, und nimmt man zusétzlich
die typische Lé&ngenskala von etwa ! = 10 um, so folgt daraus

R~0.2x 102 (3.173)

Dies fiihrt zu Verschiebungen von einigen Prozent, bis hin zum Faktor 0, 05 bei einer Teilchenzahl von 10°. Dies
sollte experimentell beobachtbar sein. Es ist aber zu beachten, dass bei kleinerer Korrelationslange eine deutlich
starkere Verschiebung auftritt, sodass es sinnvoll ist, bei so kleiner Unordnung wie mdglich zu arbeiten.



52 KAPITEL 3. FEYNMANSCHE STORUNGSTHEORIE FUR T

Auch hier kann man Analogien zum Fall der repulsiven Wechselwirkung ziehen. Betrachtet man die Unordnung
als eine Art attraktive Wechselwirkung, so ist zu erwarten, dass die Verschiebung der kritischen Temperatur durch
diese ein umgekehrtes Vorzeichen wie die Verschiebung durch eine repulsive Wechselwirkung hat. Diese ist fiir
das Bose-Gas in einer harmonischen Falle z.B. in dem Buch von Pitaevskii und Stringari diskutiert, und ist erwar-
tungsgemaR negativ [3, (Kapitel 13)]. Das Ergebnis fiir die kritische Temperatur ist also flir die harmonische Falle
zu verstehen, wenn man sich die Verschiebung bei der repulsiven Wechselwirkung ansieht. Eine physikalische
Begrindung der Richtung der Temperaturverschiebung ist ebenfalls mdglich: In einer Falle sorgt eine repulsi-
ve Wechselwirkung dafiir, dass das System in der Fallenmitte eine geringere Dichte aufweisen. Eine attraktive
Wechselwirkung sorgt fiir eine hohere Dichte. Im Falle des freien, idealen Bose-Gases ist die kritische Temperatur
proportional zur Dichte n2/3. Da die Dichte bei attraktiver Wechselwirkung erhéht wird, ist zu erwarten, dass es
friher zur Kondensation kommt. Man bekommt also eine positive Temperaturverschiebung. Offensichtlich ist dies
fur die Unordnung der Fall, die man als attraktive Wechselwirkung verstehen kann.

Im Fall des freien Bose-Gases gibt es nach der Diskussion auf Seite 43 wahrscheinlich nicht stérungstheoretische
Terme, die das Ergebnis fiir die Verschiebung korrigieren. Dies ist fur die Falle nicht zu erwarten, da die Ergebnisse
fiir die Falle zum einen dem physikalischen Verstandnis entsprechen, und zum anderen im Fall des repulsiv wech-
selwirkenden Bose-Gases in einer Falle in erster Ordnung der Wechselwirkungsstérke nur storungstheoretische
Beitrage zur Temperaturverschiebung auftauchen [35].

Lorentz-Korrelation

Das groBkanonische Potential fiir das Bose-Gas in einer anisotropen harmonischen Falle ergibt sich nach dem Er-
gebnis fiir das ungestorte grotkanonische Potential (3.38) und dessen Korrektur in R bei Annahme einer Lorentz-
Korrelation (3.73) zu

_ 1 eBku o /M 1 hQﬂk hZ,Bk
Q=- /8( 86 )3(4( ) (27) 3/2Zk5/2 2}152 (hB&)? exp [8M§2:| {1—@( 8M£2>}.(3.174)

Wiederum erhélt man die Teilchendichte durch partielle Ableitung nach dem chemischen Potential. Es wird hier
direkt mit der Teilchenzahl N = nV gearbeitet.

Bku \/_ﬂ3/2 1 hZﬂk hQﬁk
N )3C3 (¢ ) 3/2 Z 23/2 : 2he2 (K3 ¥ [8M§2] {1 - e (\/ W) } (3173)

Man ersetzt wiederum mittels (3.123) das chemische Potential durch das renormierte chemische Potential. Erneut
gl|t U(xmin) =0.

= ﬂ,ur '6 M E 1
(R )3C3< ) (hB& )3C2( )27rh2£1+25 /7_%”?
ePkir o/ MB32 1 h2 Bk | h2Bk
27r /2 Z B2 2he2 (hpa)d P [8M§2] {1 - @ ( W) } . (3.176)

Nun betrachtet man die Stelle des Phasenilibergangs mittels u, * 0. Da keine Divergenzen auftreten, erhalt man

nach Umschreiben von {(2) in die definierende Reihe sofort
1
N = —=
ey

RVM 8, x| vM 1 B 1 12 Bk K28k
~ V2rhe (hB5)? kzl {\/ﬁhﬁ T ag e [W] [1 ¢ ( 8M§2>] } 3.477)
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Abbildung 3.7: Lorentz-Korrelation: Normierte kritische Temperatur TC/T(SO) des Bose-Gases in einer harmoni-
schen Falle fiir R = 0,1 gegen die normierte Korrelationslange £ aufgetragen. Gestrichelt eingezeichnet sind das
Verhalten fiir kleine und groRe ¢. Es ist linear fiir kleine £ und proportional zu 1/¢ fiir groBe £. Die Interpretation
ist die gleiche, die bei der GaulR-Korrelation gegeben wird, siehe Abbildung 3.5.

Analog wie im vorherigen Abschnitt entwickelt man nun nach der Verschiebung der kritischen Temperatur, be-
stimmt die ungestdrte kritische Temperatur des Systems (3.164), und setzt diese dann in die Teilchenzahlgleichung
ein. So berechnet sich die Verschiebung der kritischen Temperatur zu

AT, = RVM 1 Z
7O 3v2rh20e [((3)]23N1/3 \/27th

(378 1 RIC(3)] 3k RIC(3)]H/3k
_4\[/_5]1\71/6 w372 P [81\[/[@]\;1/352] [1 -0 ( W)] } (3.178)

Diesen Ausdruck kann man ihn mit den dimensionslosen Einheiten aus Gleichung (3.167) umschreiben, und erhélt

AT, 1  RX[1 [KE)Mym [C(3)]Y/3k [€(3)]'/3k
T§°>_6w[<(3)]2/3?z{ﬁ_ VBERS? p[ 8¢? ”1_@< T)” S

k=1

Fir kleine Korrelationsléange erhélt man mit Hilfe der Entwicklung (3.71) den Ausdruck

AT, 2 - -
7O = 3 (&—0) (3.180)
c
Fir groBe Korrelationslange hingegen erhalt man
AT, (2) R (€ — 0) (3.181)

70 ~ 6rlCB)PP €

Die normierte kritische Temperatur ist in Abbildung 3.7 aufgetragen, wobei auch hier, wie bei Annahme einer
Lorentz-Korrelation des Zufallspotentials im freien Bose-Gas, die Berechnung mit Maple erfolgte [38].

Das Verhalten des Systems in der Falle bei Annahme von Lorentz-Korrelation ist also qualitativ genau wie im Fall
der GauRB-Korrelation, siehe (3.168) und (3.169): Fir £ = 0 hat man keine Verschiebung. Bei kleiner Korrelati-
onsléange wéchst die Verschiebung dann zunéchst linear der Korrelationsldnge an, und féllt fir grolle Korrelati-
onslange wie 1/¢ auf 0 ab. Es ist also auch hier ein Maximum der Verschiebung zu vorhanden, an der Stelle, an
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Abbildung 3.8: Normierte kritische Temperatur Tc/Téo) des Bose-Gases in einer harmonischen Falle fir R = 0, 1
gegen die normierte Korrelationsléange £ aufgetragen. Die dicke durchgezogene Linie entspricht dabei der GauR-
Korrelation und die dicke gestrichelte Linie entspricht der Lorentz-Korrelation. Etwas diinner sind die jeweiligen
Asymptoten eingezeichnet.

der die dominante Langenskala fir kleine Korrelationslange (Oszillatorlédnge) in die dominante Langenskala fiir
groBRe Korrelationslange (mittlerer Teilchenabstand) libergeht.

Wie im ndchsten Abschnitt gezeigt wird, liegt die Kurve sehr nahe an derjenigen fir die Gau3-Korrelation, weshalb
zu erwarten ist, dass die Verschiebung der kritischen Temperatur experimentell beobachtbar sein sollte.

Vergleich der Korrelationen

In Abbildung 3.8 sind die Verschiebungen der kritischen Temperatur in einer harmonischen Falle fiir die Gaul-
Korrelation und fiir die Lorentz-Korrelation gleichzeitig aufgetragen. Die Gaul-Korrelation wird hierbei durch die
durchgezogene Linie dargestellt, und die Lorentz-Korrelation durch die gestrichelte Linie. Etwas dinner sind die
jeweiligen Asymptoten dargestellt. Wie im Falle des freien Bose-Gases liegen beide Kurven sehr nahe beieinander.



Kapitel 4

Herleitung der
Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen

55

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 2 formulierte Quantenfeldtheorie ungeordneter Bosonen durch eine Moleku-
larfeldtheorie approximiert werden. Dies geschieht flir ein homogenes System ohne ein Fallenpotential U (x). Da-
zu werden die Replika-Felder ¢, in eine Summe aus Mittelwert und Fluktuationen zerlegt. Erwartungswerte von
Produkten von Fluktuationen werden unter der Annahme Gauf3scher Fluktuationen gemal3 der Wickschen Regel
faktorisiert. Die hergeleiteten Gleichungen entsprechen im Falle ochne Unordnung den Hartree-Fock-Bogoliubov-
Gleichungen, wie sie von Andersen [5] bzw. Griffin [40] hergeleitet werden, erweitern diese Gleichungen aber um

die Unordnung.

4.1 Wirkung

Man geht von der unordnungsgemittelten Zustandssumme (2.53) aus,

{ %qua?{pw } — A [y* ] /h A(int)[w* ’w]/ﬁe_A(u)[w*’w]/h_
Hier ist
. 1 hpg N
A [* 4] = 5/0 dT/dD_’L‘/dDgL"az::lq/]Z(x,T)w;;(x”T)Uint(x_xl)¢a(x,T)wa(x,’T)
und
hp hB
A(u)[¢*a¢] = T 5z dT/ dr’ /dD /dD IR X X
x Z Z 2, 06, T (36, T (K 7 Y (3, 7,

a=1la'=1

wiahrend weiterhin

2
A [y ] = / dT/deZQpQXT [ﬁ%—%A—u Yo (X, T)

(4.1)

4.2)

(4.3)

(4.4)
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gilt. Hierbei wurde angenommen, dass man sich im homogenen Bose-Gas befindet, d.h. mit verschwindendem
Fallenpotential U (x). Ujnt (x — x') ist das verallgemeinerte Wechselwirkungspotential, welches in Kapitel 2 ange-
sprochen wurde. Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass fir ein Wechselwirkungspotential

Uint (x — x) = g 6(x — x') (4.5)

die bekannte Teilwirkung (2.50) herleitbar ist. Im Folgenden wird, da keine Falle vorhanden ist, der Index int
unterdriickt. AuRerdem gilt
Ux—x)=U —x). (4.6)

Zunéchst werden die Felder in Hintergrundfelder, das sind Molekularfelder, und deren Fluktuationen aufgespalten,
also

Qﬁa(X,T) = \IJQ(X,T)—F(S@[)a(X,T),
PYa(x,7) = WL(x,7) + g (x, 7). (4.7)

Der Erwartungswert der Fluktuationen 1, (x, 7) und &4}, (x, 7) soll verschwinden, also
(0%a(x,7)) = 0 = (394(x, 7)) - (4.8)
Hierbei wird die Definition des Erwartungswertes in (4.15) nachgeliefert. Die Gesamtwirkung
A[y*, 6y) = AQ[oy*, 69] + AT [5y7, 9] + AW [6y*, 9] (4.9

ist dann gegeben durch

K3 N
A0Sy 5] = /0 dr / Pz {\I;:;(X,T) [h% LN u] T (x,7)
a=1

2M
0 hz 0 h2
+U(x,7) [hg — WA — p] 0o (%, 7) + 0% (x,7T) [hE - WA —p| Ou(x,7)
0 h?
+003,7) |- = 1A = | 60t} @10

sowie
ARO[y, 6] = % /0 Y ar / dz / de'aﬁ;U(x—x')[mp’;(x,T)xI:;(x',T)q:a(x,T)xpa(x',T)
+20% (x, T) UL (X, 7)o (X, T) 0o (X', T) + 2Wh (x, 7) Uo (x,7) Uo (x, 7)00% (X, T)
+0% (x,7) U (X', )00 (X, 7)o (X', T) + Uo(x, 7)Ou (%', 7) 001 (x, 7) 007 (X!, T)
+20% (%, 7) Vo (X, 7)0U% (X', 7)o (X, 7) + 205 (%, 7)o (X', 7) 0% (X, T) 000 (X, T)
+20% (%, )05 (X', T) 0o (X, T) 00 (X', T) + 28 o (%, T) 02 (X, T) 0 (X', T) 000 (X, T)

0% (3%, 7305 ()b (%, 7) 0 ()| (4.12)
und
rB rB N N
AWGy* 5y = —= [ d dr' [ d°z [ d°2'R(x — %’
000l = g5 [ ar [T ar [ [ @R DI

(0506, 1) WL (X, ) W (%, 7) T ()

+20% (%, 7) UL, (X', 7)) U (X, 7)o (X', 7') + 205 (%, 7) U o (X, 7)o (X', 7Y% (X, T')

+0 (%, 7)UE (%!, 700 (X, T) 0oy (X, ') + W (%, 7)o (X, 7) 0% (%, 7) 0% (X, 1)

+20% (x, 7) U (x, )05 (X', 7)o (X', 7") + 2% (%, 7) O o (X', 7)0Y%, (X, 71) 60h0 (%, T)
+20% (x,7)0¢%, (X', 7' ) 0o (X, T) 0o (X, 7') 4+ 20 o (%, T) 0% (x, T) 0% (X', 7') 60 (X', 7")
+0U% (%, T)0Yk, (X', )00 (X, T) 00 (X', 7') | . (4.12)
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Man ndhert nun Produkte von Fluktuationen hoherer als 2. Ordnung mit Hilfe GaulRscher Faktorisierung durch
Glieder linear und quadratisch in den Fluktuationsfeldern an. Dabei ist zu beachten, dass sich der Erwartungswert
der so gendherten Terme nicht &ndert. Ebenfalls zu beachten ist, dass die Erwartungswerte normalgeordnet sind,
da sie aus einem normalgeordneten Hamilton-Operator abgeleitet werden. Dies fiihrt zu Einfiihrung von 7 in den
Erwartungswerten, welche nichtkommutierende Operatoren enthalten, damit zeitgeordnete in normalgeordnete
Produkte tberfuhrt werden. Damit gilt fiir den kubischen Term

S (%, T) 0% (X, T) 9o (X, 7)
~ <(5¢Z(x, T+)5¢a(x,7)> o (X', 7) + <6¢Z(x,7’+)5'¢a(x',7)> 0o (x,T)
+ (0%a (x, 7) 000 (%', 7)) 595 (%, 7), (4.13)

und entsprechend fiir den quartischen Term

Sep (x, T) S (%', 7) 6o (%, T)0p (X', 7)
(845 (%, 77)0tpa (%, 7)) 55 (X, T) 0P (X', 7) + (8905 (%, ) 9P (X', 7)) 53, (%', 7) 62ha (, 7)
+ (095 (', 7)) 6pa (%, 7)) 095, (%, )89 (X, 7) + (095 (X, 7H)09pa (X', 7)) 95 (%, T) %P (x, 7)
+ (695, (%, 7) 095 (X', 7)) 09 (%, )90 (X', 7) + (9Pa (X, T)8%a (X', 7)) 697, (x, 7) 095, (%', 7)
— (09 (', 7T dpa (X', 7)) (5 (3, 7) 0% (x, 7)) — (S9p5(x', 7)o (%, 7)) (095 (%, 7Tt (%', 7))
<6¢a(x,r )0tpa (X', 7)) (05 (x, T) 695 (X, 7)) (4.14)

Q

Analog werden die anderen Multiplikationen von drei oder vier Fluktuationen gendhert. Die Korrelationen sind
hierbei gegeben durch die Definition des Erwartungswertes

[ 7{@5%]{1%% } Al 0]/ {[ fmqpajfmip ] Aloy* 5v1/ }1, (4.15)

wobei /T[&/J*, dvp] sadmtliche Fluktuationsterme enthdlt. Auf die explizite Form der reduzierten Wirkung A wird
spater eingegangen (siehe Gleichung (4.28)). Gleichzeitig benutzt man, dass die Hintergrundfelder durch Extrema-
lisierung der Wirkung entstanden sind. Folglich verschwinden alle Terme linear in den Fluktuationen, und mit der
obigen Naherung die Terme mit drei Fluktuationen ebenfalls. Ubrig bleiben nur Terme, die von nullter Ordnung
oder quadratisch in den Fluktuationen sind, d.h. die Wirkungen

© hg . 0 K
AO 5" 5] = /0 dT/d ac;{q;a(x,f [hE—mA—u] T, (x, 7)

2
+o9ph (x,T) [h% — ;LWA u} 0o (X, T)} (4.16)
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sowie

hB N
A(lnt)[5¢*’5¢] — 1 d dD C1D/ U(X—XI) \PZ(X’ )\IJZ(XI’ )\I‘a(x, )‘Ifa(xl,)
R R

+ (¥

+( o
+2 (¥
+2 (T

VW%, 7) + (8105 (x, )65 (X', 7))) 6tba (X, 7)6tba (X', 7)
) Wa (X, 7) + (§Pa (X, T) 0 (X', 7)) 54635 (x, T)S5 (X', 7)
%, 7)Ua (%, 7) + (95 (%, 7) 090 (x, 7)) 095 (X', 7)09pa (%, 7)
x, T)Wq(x, 7) + <5¢Z X, 77) 0o (X, 7')>) St (X', T) 0o (%, T)
— (0. (x, 71)0a(x, 7)) (00 (x', 7 ) 0ha (x', 7))
— (95 (x', 7) 0o (x, 7)) (895 (3, 7T ) 0o (X, 7))
— (89, T)0Ya (', 7)) (Oa(x, T)0Ya (', 7)) | (4.17)

a(%,
(x
o
o

X

~ o

und

hg hB N
AW[sy* 6y = %/0 d'r/0 dT'/de/dDw'ZR(x—x') [\PZ(X,T)‘I/Z/(X,,TI)‘I’Q(X,T)\IJO/(XI,TI)

+ (U5 (x, )T (', ') + (095 (x, 7) 095, (X', 7)) 0% (%, ) St (%', 7')

+ (Vo (x, 7) U (X', ") 4+ (590 (x, T)00por (X', 77))) 0% (x, T) 60 (%, ')

+2 (\I!*(x T)Vo(x,T +<5¢a X, 7T) 0o (X, T >) Sl (%', ") 0o (X, T')

+2 (T4 (%, 7) T (', ') + (895 (x, 7F)0por (', 7)) S (X', ') 8P (x, 7)

— (095 (%, 778 (x, 7)) (09 (%', 7H1) 8o (%, ')

= (00 (', ) 00pa (x, 7)) (0005 (%, T 00pr (', 7))

— (596,78t (', 7)) (Bt (o, )0 (¢, 7)) | (4.18)

Man fiihrt nun die Abkirzungen

Koo (x,75%',7") = (695 (X', 7")0%a(x,7)), (4.19)
oa(x,%x,7) = Kaolx,7;x',77), (4.20)
sa(x,7) = ou(x,x%,7), (4.21)

O (%, 7;%', ') = (0%a(x,7)0%w (X', 7)), (4.22)
O (63X, 1) = (00ha (x, 7)oy (', 7)) (4.23)
£u(x,X,7) = Oual(x,7;X,7), (4.24)
Exx, 1) = 0L, (x,7;x,7) (4.25)

ein. Sie werden im Folgenden stets "Felder” genannt werden, auch wenn es an dieser Stelle genau genommen
nur Abkirzungen sind. Durch Extremalisierung des noch herzuleitenden effektiven Potentials (4.30) werden diese
Gleichungen reproduziert, d.h. diese Nebenbedingungen sind spater erfullt. Damit kann man den Wechselwirkungs-
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und Unordnungsteil der Wirkung wie folgt hinschreiben:

%e] N
A 5] = L[ ar [aPa [P S U — %) [WE 6, 7)WL (K, 7) W (3, 7) W (X,
(64", 69 2/0 o [da | ¢ Ute ) [0 (o, 7) W (0, ) W (0, 7) Wi (€, 7)

+ (U5 (x, ) TG (%', 7) + & (%, X T)) %o (%, 7)8%a (X', 7)

+ (Pa(x, ) Wa(x', 7) + Lalx, X', 7)) 397 (x, 7) 090 (%', 7)

+2 (U505, 7) Wa(x, 7) + sa(x, 7)) 095 (x', 7) 09 (x', 7)

+2 (T4 (x, 7) Vo (X', 7) + 00 (x', %, 7)) 095 (%', 7)8%ha (%, 7)
(

—5a(%,7)5a(X 7) = Ga(X, %, 7)o (%, X, 7) — Lalx, X, AKX, 7)|  (426)

sowie

(u) * - " D D,/ o

AW[sy* 6] = dr/ d’r/d /d azllex x')
[q/;;(x, TV (7)o (%, T) Wt (X, 7)
+ (06, 7) T (X, 7') + O (%, 73X, 7)) $a (x, 7) tper (X', 7')
+ (Ta(x,7) U (X', 7') + O (x, 73X, 7')) 605 (x, T) 60 (%', T")
+2(T5(x, 7)Ta(x, 7) + sa(x, 7)) 095 (x', ) 09 (x, ')
+2 (\I/Z, (X', 7NV (x,7) + Koo (x, 75X, 7 )) S (x, 7) 6t (X', 7')
—50(%,T)8ar (X, 7") — Koo (%, 73 %', ) Ko (X, 73 %, 7)

—Ouu (x, 7%, 7O, (x, 75X, ’Tl)] . (4.27)

Nun kann man die in (4.15) angesprochene Wirkung A [§4*, §4] ablesen:

A6y, 6¢] / dT/dDa:Z {&pa X, T [h% - h—2A u] §1a(x,T)

—I—% /de'U(x - x) [ (U5 (x, 7) U5 (X', 7) + E4(x, X, 7)) b (x, T) 0% (X, T)
+ (‘I‘a(x, TVWo(x,7) + €a(x, X/, 7')) Sy (x, T) 0 (', 7)

+2 (U (%, 7) Vo (%, T) + 8a(x, 7)) 6% (X, 7) 00 (X, T)
+2 (\I!Z(x, TV o(x,7) + 0o (X, x, T)) S (x!, 7) 09 (x, 7')] }

/hﬂdr/ dT/dD /dD 'ZZRX—X

a=1ao'=1

x {2 (W5 06, 7) Wa (%,7) + 50(x,7)) 0005 (%, 7)0tpr (X, 7')
+2 (T3 (x, 7)o (%, 7) + Koo (x, 7%, 7)) 097, (x, 7) 6P (', 7')
+ (U5, )T (X, 77) + 040 (%, 7%, 7)) 6o (%, T) 8% (', ')
+ <\I' (%, 7) Vo (X', 7 ) + Ogar (x, T3 X', T )) dpn (x, 7)05 (XI,TI)}.
(4.28)
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4.2 Gross-Pitaevskii-Gleichung und Teilchendichte

Man definiert nun das von den mittleren Feldern abhédngige effektive Potential

) _ _% InZN (4.29)

€

mittels des Ausdrucks fiir die Zustandssumme (2.53) und mit Hilfe der hergeleiteten Teilwirkungen (4.16), (4.26)
und (4.27) unter Beachtung der Gesamtwirkung (4.9). Das grokanonische Potential €2 ist aus Vg durch Minima-
lisierung beziiglich der mittleren Felder zu bestimmen, Q = Veg| . Damit ist dann

min

hg N 2
ya %{/0 dT/deZxI/;;(x,r [ﬁ%—%A u] o(%,7)
a=1

1 [ N
+s / dr / Pz / aPa! 37U - x) [0 (o, 1) W4 (', 7) W, 7)€, 7)
0 a=1

—Sa (X, T)Sa (xla T) — Oq (xla X, T)Ua (X, XI, T) —&a (X, xla T)fz (xl, X, T)]

Y dT/ dr’ /dD /dD ’Z ZR x — x' [\P*(x )T (x, 7)) Va(x, 7) U (X, 7')

a=1la'=1

—sa(x, T)SO/ (xla TI) - Kaa’ (X, T3 X,, T,)Ka’a(xla T,; X, T) - (-)aa’ (X, T;5 xla T,)Gza’ (X, T3 X,, TI)] }

——ln{ [H fmwafmqp } Aloy* 0]/ } (4.30)

Leitet man das so definierte effektive Potential funktional nach den Molekularfeldern ¥, (x, 7) bzw. ¥} (x, 7) ab,
so erhélt man die Gross-Pitaevskii-Gleichung. Bei funktionaler Ableitung nach den Feldern reproduziert man nun
die Feldgleichungen (4.19)-(4.25), die diesen Namen jetzt zu Recht tragen. Anders ausgedriickt muss man die
implizite Abhédngigkeit der Felder von den anderen Feldern beim Ableiten nicht mehr beachten, da die funktionale
Ableitung nach diesen diese theoretisch auftauchenden Terme verschwinden lasst. In das Ergebnis fiir die Gross-
Pitaevskii-Gleichung wird sofort eingesetzt, dass die Molekularfelder fiir das Kondensat, ¥, und ¥}, auf Grund
der fehlenden Falle nicht orts- und imagindrzeitabhdngig sein sollten, d.h.

Uu(x,7) = Ty,
T (x,7) = U, (4.31)

(67

Das Ergebnis fiir die Gross-Pitaevskii-Gleichung ist dann
[—u + /dD.’IJ,Ua(X,X,,T)U(X —-x')+ /dD.TISa(XI,T)U(X —x') + \I!;\I!a/de'U(x - x')] U,
+ [/ dPz'e,(x, %', T)U (x — x')] v?,
— h/ ar' /dD 'ZRX— )[\Ifa,\ll Uy + Koo (%, 73%, 7)) Uy

a'=1

+80/ (X, TN U 4 + Oper (%, 73X, T’)\I/Z/:|. (4.32)
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Man sucht nun eine replikasymmetrische Losung, die zudem auf Grund der Homogenitédt in Raum und Ima-
gindrzeit nur von der Differenz der Raum- und Zeitkoordinaten abhéngig ist. Fir die Felder ergibt sich dann

v, = U, (4.33)

o= U (4.34)

Koo (x, 7%, 7") = Kx—x,7— 700 +K(x — %), (4.35)
oa(x,xX',7) = o(x—x)=K(x—x,07) + r(x —x'), (4.36)
sa(x,7) = s, (4.37)

Ou (x, 7%, 7)) = O(x—x',7 — 7)0ge +0(x —X), (4.38)
Olyx, 7%, 7 = "X —x, 7" — 7)bau + 0" (X —x), (4.39)
bl X,7) = E(x—x) = O(x — x/,0) + 0(x — X)), (4.40)
Ea00x,7), = £ —x). (.41)

Die Bezeichnung 0~ bedeutet hier wiederum einen Limes kleiner n von (0 —n). Zusatzlich ist wegen U (x —x') =
U(x' —x) und R(x — x') = R(x’ — x) zu schlieRen, dass die Raumkoordinaten nicht mit inrem Vorzeichen in die
Wechselwirkung eingehen, d.h. auf der rechten Seite der obigen Identitaten darf man stets x und x’ vertauschen.
SchlieBlich identifiziert man noch den Betrag der Molekularfelder ¥ und ¥* mit der Dichte der kondensierten
Atome, d.h.

v = \/noei‘ﬁ,
T* = /nge ™. (4.42)

Die Phase ¢ ist wegen der Eichinvarianz beliebig und kdnnte im Folgenden als ¢ = 0 gewdhlt werden. Da die
Phasenabhéngigkeit bei der spateren Herleitung der superfluiden Dichte zur Wiedererkennung der Gleichungen
wichtig ist, wird dies an dieser Stelle noch nicht gemacht. Die Molekularfelder K und © werden nun mit einer
Matsubara-Zerlegung behandelt:

efiwm(ffr’)Km(x B X/)’

NE

Kx-x',7-7) =

3
I
8

Ox—-x,r—1") = emwn(mT)Q, (x — x'),

m|" %|H %|"‘
NE

O*(x' —x, 7 —71) = E —wn(T-T)Qr (% — x), (4.43)
mit 5
s
= o, 4.44
w ﬁ,@m (4.44)

Dies ist auf Grund der Periodizitat der Felder in der Imaginarzeit, - — 7+h3, moglich (2.23). Diese tranformierten
Felder kénnen nun in die Gross-Pitaevskii-Gleichung eingesetzt werden. Im Replika-Limes N — 0 fallen x, 6 und
der ¥ ,-Term auf der rechten Seite der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.32) weg. Nach Integration tber 7 fallen auch
alle Terme mit w,, # 0 weg. Man erhélt dann

[—u 4 / dPzo(x — x)U(x — x') + s / dP2'U(x — %) +no / dP2'U (x - x')] Jage?
+ [ / dPa'é (x — x)U (x — x’)] Jrge~it

= % / dPz'R(x — x') [Ko(x —x)e"® + O (x — x')ew] V/no- (4.45)
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SchlieBlich ist es interessant, die Gleichung fiir die Teilchendichte zu bestimmen. Dies geschieht mittels Ableitung
des effektiven Potentials nach dem chemischen Potential, also

_19Verr
4 au T,V =const

(4.46)

Eigentlich misste an dieser Stelle das groRkanonische Potential 2 abgeleitet werden, d.h. in die rechte Seite der
obigen Gleichung ist die Losung des Extremalproblems einzusetzen. Die partiellen Ableitungen des effektiven
Potentials nach den Feldern, ausgewertet am Minimum, verschwinden jedoch auf Grund der Extremalitétseigen-
schaft des grofRkanonischen Potentials, und man reproduziert lediglich die Feldgleichungen (4.19)—(4.25) sowie
die Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.45). Daher ist eine partielle Ableitung des effektiven Potentials nach dem che-
mischen Potential dquivalent zur Ableitung des groRkanonischen Potentials. Das Ergebnis fur die Teilchendichte
lautet

n = ng + (§* (x, 77) P (x, 7)) = ng + s. (4.47)

Man konnte das Feld s nun durch n — ng eliminieren. Trotzdem soll die Bezeichung beibehalten werden, um die
Zugehorigkeit zum Feld o zu demonstrieren. Damit wird sofort deutlich, dass es einen Hartree- und einen Fock-
Beitrag der Wechselwirkung gibt.

Der fir diese Arbeit wichtigste Spezialfall ist der einer lokalen Wechselwirkung und raumlich unkorrelierten Un-
ordnung, d.h.

Ux —x') = gd(x —x),
R(x —x') = Ré(x — x'). (4.48)
Die dann resultierenden Gleichungen sind die Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen, erweitert durch Unordnung.

Sie werden in Abschnitt 4.4 hergeleitet. Da das Argument (x — x’) der Felder dann verschwindet, wird es in der
Notation unterdrtickt, um genau zu sein gilt

o :=0(0),
¢ == £(0),
Ko := K(0),
O := 69 (0),
©p := 6;(0),
6 :=60(0),
6* :=67(0),
K := £(0),

k* = k" (0). (4.49)

Bei Wahl von ¢ = 0 erhélt man fiir die verallgemeinerte Gross-Pitaevskii-Gleichung

R
(1 90+ 95 + 96 + gna] Vi = 7t | Ko + 8 i (450)

mit
oc=8=mn—ny. (4.51)
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4.3 Korrelationen

In den Gleichungen, welche die mittleren Felder definieren, stehen die normalen und anormalen Korrelationen.
Diese miissen zunéchst berechnet werden, bevor die Gleichungen vollstandig aufgeschrieben werden kénnen. Dazu
betrachte man zunéchst die reduzierte Wirkung (4.28). Sie enthélt den Term —7" mit

/hﬂ dr /hﬂ dr’' /dD /dD 'Z Z R(x—x") (%, 7)o (%X, 7) + 8a(x,7)) 59 (X', 76t (X, T'),

a=lao'=1
(4.52)
welcher zundchst umgeschrieben werden soll. Bei Annahme von Replikasymmetrie (4.37) lasst sich dies schreiben
als

/hﬂdT/hﬂdT /dD /dD 'ZZRX x') (no + 5) 6 (', 7') 0 (%', 7). (4.53)

a=1lao' =1
Integration Uber z liefert nun die Fouriertransformierte von R an der Stelle k = 0. Integration Uber 7 bringt einen
Faktor /3. Die Summe iber « liefert einen Faktor V. Damit ist (4.53)

T = hBN/ dT/dD ’ZRk 0) (no + 8) b’ (x', 70t (%', 7). (4.54)

a'=1

Dies kann man schreiben als

hB
T = hﬂN/ dT/ dT/dD /dD’
a=1la'=1

0)5(x — x)d(1 — 7")0aar (no + 8) 6% (X', 7")dtpa(x, T). (4.55)

Zwecks Berechnung der Korrelationen schreibe man nun also die reduzierte Wirkung (4.28) unter Berticksichti-
gung der Umformung (4.55) als Integral Uber einen Integralkern:

A[6¢*, 6¢)] /hﬂd’l'/hﬁd’l' /dD /dD 'ZZ

a=1lao'=1

1 * Lix, mx!, T Ot (X', 7')
5{( SEAGT) Bpalx,7) ) Gk )( e )} (4.56)

Dies fiihrt auch auf die Matrix der Greenschen Funktion (4.79). Der Integralkern, also die Matrix der inversen
Greenschen Funktion G;é, (x, 7;x’,7"), ist hierbei definiert durch

9 h2 Al
7 _A -
G L%, 73X, 7') = Saarb(x — X)6(1 — 7) hor — oA — b ; 0
0 har' - _AI — M
—BNR(k =
+(5aa/(5(x - X,)d(’r — 7") ﬂ R( 0) (nO + S) 0
0 —BNR(k = 0)(ng +5)

+0aar0(T — ') (
-5 1 R(X_XI)K(X_XI,T _7'/) R(X—x')G(x—x’,T—T’)
h\ Rx—-x")0"(x—x,7-71") Rx-x)K*'(x—-x',7—7')

1(  Rx—x)(mo+s(x—x))  R(x—x)(nee* +0(x —x'))
h ( R(x —x')(noe %@ + 6*(x —x'))  R(x —x')(no + *(x — x')) ) ) (4.57)

Ux'—x)[2ng+ s +o(x' —x)]  U(x' —x) [noe? + ¢(x — x')] )
U(x' —x) [noe™? + £*(x' —x)] U(x—x')[2ng + s + o(x — x')]
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Man definiert die Fouriertransformierte einer Funktion durch

D ; ’
Flx - X’) _ / (;iﬂ)k[) etk(x—x )f(k)

Falls gilt:
fx-x) = f(x' —x)
dann folgt
f(k) = f(=K).
Dies gilt an dieser Stelle insbesondere fiir alle Felder.
Die Definition des Fourier-Matsubara-transformierten Integralkerns G ;;,(k, wm,) lautet wie bekannt

-1 . _ i S —twm (T—1") dPk ik(x—x') ~—1
G (X13717X21T2) - Z € —— € G (k, wm)

aa/ h,@ (27T)D aa’

m=—0Q
Dessen Struktur liest sich also wie

(k, ) :< a(k,wm)  d(k,wpn) ) %CH( by wm) el wm) )

G—l
d*(k,wm) a*(k,wn) c*(k,wm) b*(k,wn)

aa’

unter Beachtung der Transformation von K und © in (4.43) mit den Bezeichnungen

alk,wy) = —ithw,+ % —p—BNR(k =0)(ng + s) + /dDm e XU (x) [2n0 + 5 + 0(x)]
—% APz e %% R(x) K (x),

blkyom) = ~Bbmo [ AP & HFRx) (mo + (),

cllm) = Bimo [ AP e IR (0t +0(x),

dk,wp,) = /dDm e U (x) (noe? + £(x)) — % /dDa: e X R(x)O,, (x).

Man mdchte die Greensche Funktion G oo (X1, 71; X2, 72) bestimmen, deren Definition lautet:

KB N
/ dT/dD.T Z Gola(x1, 713 %, T)Gaa, (%, T3 X2, T2) = Ad(x1 — X2)8(T1 — T2)0aras-
0

a=1

Im Fourier-Matsubara-Raum liest sich das als

N
D Gtk win)Gaa, (K, wm) = fidaya,-

a=1

Die Fourier-Matsubara-Transformierte des Integralkerns schreibt man nun als

Ggllaz (k, i) = gfl(ka Wm)0aiay + 951(1{, W)

Man macht nun folgenden Ansatz fiir die Fourier-Matsubara-Transformierte der Greenschen Funktion:

Galaz (k’ wm) =0 (k, wm)5a1a2 + gZ(ka wm)-

Aus der Summe (4.68) ergeben sich dann im Replika-Limes N — 0 die Gleichungen

gfl (ka wM)gl (ka WM) =h

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)
(4.64)
(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)
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und

ggl(k, wm)gl (k, wm) + gfl(ka wm)g2 (k, wm) =0. (4-72)

Der letzte aus der Summe (4.68) theoretisch herleitbare Summand verschwindet fiir N — 0. AulRerdem beachte
man, dass der Term proportional zu N in der Abkiirzung (4.63) im Replika-Limes verschwindet. Also gilt ab jetzt
eine Neudefinition von a:

2k2

a(k, wn) = —ihw, + Wi

—p+ / dPz e U (x) [2n9 + s + o (x)] — %/de e X R(x) Ky (x). (4.73)

Die Matrizen ¢ (k, wy,,) und g2 (k, wy,, ) ergeben sich durch simple Matrixmanipulationen aus (4.71)

-1

g1(k,wn) =h [gl_l(k, wm)] (4.74)

und aus (4.72)
1
QQ(k, wm) = _ﬁgl (ka wm)ggl(ka wm)gl (ka U.)m). (475)

Die Inverse der 2 x 2-Matrix g; ! (k, wy,,) bestimmt sich zu

—1 -1 _ 1 a'*(ka wm) _d(ka wm)
b 0] = i )P~ e ) P ( —d*(, ) all,wp) ) o

und go(k, wp,) l8sst sich durch eine Matrixmultiplikation bestimmen:

h

2 a*a*b — a*ed* — a*c*d + b*dd* aa*c — a*bd — ab*d + c*dd ) (477)
(la? —d|?)

aa*c* — ab*d* — a*bd* + cd*d* aab* — ac*d — acd* + bdd*

Der groReren Ubersichtlichkeit wegen wurde hierbei auf die explizite Nennung der Abhéngigkeit der Abkiirzungen
a, b, c und d von Wellenvektor k und Matsubara-Frequenz w,, verzichtet. Sie sind aber nicht unabhéngig davon.
Die Transformierte der Greenschen Funktion im Replika-Limes ist also gegeben durch

1 a* —d
Gnntien) =t (e )
B h a*a*b — a*cd* — a*c*d + b*dd* aa*c — a*bd — ab*d + c*dd
(la|? - |d|2)2 aa*c* — ab*d* — a*bd* + cd*d* aab* — ac*d — acd* + bdd* |

(4.78)

Die Greensche Funktion ist nun bekannt. Per Definitionem ist sie die Matrix der gesuchten Erwartungswerte:

Ga1a2 (Xl,Tl;XQ,'TQ) = ( (479)

(0%ay (x1,71)0%, (x2,72)) (890, (%1, T1)6%a, (X2, T2))
(6%, (x1, 1) 895, (x2,72)) (6%, (%1, 71)0%ay (x2,72)) |

Damit sind die Korrelationen berechnet.
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4.3.1 Normale Korrelation

Die normale Korrelation <(51/Ja1 (x1, T1) 095, (xQ,72)> ergibt sich aus den beiden Ausdriicken fiir die Greensche
Funktion (4.78) und (4.79) mit Hilfe der Abkirzungen (4.73) und (4.64) bis (4.66) zu

* de G —iwm (71— ik(xy—x
Kojas (X1 — X2, 71 — T2) = (0thay (X1, T1)0%4, (X2, T2)) :/ @)D Z e ~twm (T1—72) jik(x1—%2)

m=—0o0

[ihwm + h;;f —p+ [dPz e ™ U(x)[2n0 + s+ o(x)] — 3 [d°= e_ika(x)Kfn(x)] Saqas

2
B “—ihwm + h;;f —p+ [dPx e ¥ *U(x)[2n0 + s + o(x)] — 3 [dP= e—ika(x)Km(x)‘ -

R | [ dPz e~ xU(x)(noe®? + £(x)) — # [ dPz e*ika(x)(%m(x)|2]

de ik(x1 —x3)
+ [ G

{ J dPz (e_ik"R(x)(no + n(x))) (% —u+ f dPz e_“‘xU(x) [2n0 + s + o(x)] — % f dPz e_ik"R(x)KS (x))

2
h;ﬂlff — p+ [dPz e~ xU(x) [2n0 + s + o(x)] — % [ dPx efika(x)KO(x)‘ .

2

= [dPz (e7™*R(x)(noe*? + 6(x))) (h;;ff —p+ [dPz eT™U(x) [2n0 + s + 0(x)] — 2 **R(x)K} (x)) X e
=[] Pz e P U () (m0e? + £(x)) — & J P =< R(x) Qo)
X (f dPz e ™ U(x)(noe ™ + £"(x)) — + [ d°z e ™ R(x)05(x))

— [ dPx (e R(x)(noe > +6"(x))) (%42 — p+ [ d°@ e U (x) 2o + 5+ o(x)] = -

2
h;l\}f —p+ [dPz e ¥ *U(x)[2n0 + s + o(x)] —  [dPx e—ik"R(x)Ko(x)| -

coo— 5 [dPz efika(x)K({(x)) (f dPz e ™ U (x)(2n0e”® + £(x)) — £ [dPz e "™ R(x)O0(x)) + - -
s — |f dPzx e~k xU(x)(noe?®® + £(x)) — % JdPz e*“"‘R(x)@o(x)|2
I + de:c (e_“‘xR(x)(no + K* (x))) |f dPz e~ **U(x)(noe?? + £(x)) — % dex e_“"‘R()c)Q()()c)|2 } .

(4.80)
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4.3.2 Anormale Korrelationen

Fir die anormale Korrelation (894, (X1, 71)6%q, (x2, 72)) erhédlt man auf die gleiche Weise wie bei der normalen
Korrelation

o o]

®a1a2 (X1 — X2,T1 — 7'2) = (6¢a1 (xl, 7'1)51%2 (X2’ 7-2) / D Z —zwm(n—m)eik(xl —x3)

m=—0o0

(= [ dPz e ™ U(x)(noe”™ + £(x)) + & de:c e **R(x)Om(x)) ayas

2
B U—mwm BIAE — p+ [ dPz e=exU(x) [2n0 + s + o(x)] — L [ dPx e—ik"R(x)Km(x)‘ -

— | [ dPz e~ #*xU(x)(noe?? + £(x)) — 5 [dPx e—ik"R(x)@m(x)|2]

+/ d’k ik —%2)

@mP*
[dPz (e7™ R(x)(noe®’ + 6(x))) ‘ —p+ [dPz e ™ U(x) [2n0 + s + o(x)] — dez e~ ™ R(x) Ko x)‘ —
Bk i+ [ dPx e~ #xU(x) [2n0 + s + 0(x)] — L [ dPx e~ x R(x) Ko(x) _

c = [ dPz (e M FR(x)(no + 1(x))) (B — p+ [ dPz e XU (x) 2n0 + 5+ 0(x)] — ke FR(x) K5 (x)) x -

— | [ dPz e=xU(x)(noe2i® + £(x)) — + [ dPz e~*xR(x) ®o(x)|
x ([ dPz e *U(x)(noe*® + &(x)) — 1 [ dPz e”**R(x)O0(x))

— [dPz (e ™ R(x)(no + K (x))) (h;AIfIZ —p+ [dPz e U(x) [2n0 + s+ o(x)] — L [d e’“"‘R(x)KO(x)) X -
+

x (fdPz e ™ U(x)(noe® + &(x)) — + [ dPz e R(x)O0(x)) +
— | [ APz e~ kxU(x)(noe? + £(x)) — L [ dPz e~ ikxR(x)O0(x)|”
4 de ( ”‘ka(x)(noe 2i¢ 4 g+ x))) (f dPze kaU( )(n062i¢ +&(x)) — % dex e_ik"R(x)Go(x))2 } -

2
B2 _ i+ [ dPz e < U(x) [2n0 + s + o(x)] — L [ dPz e—ika(x)Ko(x)‘ -

(4.81)

(5¢;1(x1,n)6¢;2 (x2,7'2)> ist das komplex Konjugierte des Ausdrucks (4.81). Damit die herzuleitenden Mo-
lekularfeldgleichungen analytisch I6sbar sind, missen die Felder von x unabhéngig sein, oder Wechselwirkung
bzw. Unordnungskorrelation missen verschwinden. Das Ziel der Unabhangigkeit von x kann durch nachfolgende
Spezialisierung oder durch verschiedene Naherungen erreicht werden, die spater behandelt werden.

4.4 Spezialisierung auf den Fall unkorrelierten R und lokalen U

Der interessanteste Spezialfall ist die Annahme eines unkorrelierten Zufallspotentials und lokaler Wechselwirkung,
wie sie in (4.48) definiert wurden. Zur Herleitung der Molekularfeldgleichungen in diesem Spezialfall betrachte
man dann die Korrelationen (4.80) und (4.81). Man sieht, dass man die dortigen Fouriertransformationen, bis auf
die letzte, allesamt explizit durchfiihren kann. Die Gross-Pitaevskii-Gleichung lautet, in Erinnerung an (4.50),

R
[~ + go + gs + g€ + gno] /no = = [Ko + 90} V1o, (4.82)
was man auch als R
=1+ 2+ (890%) — gna] Vs = 31 | Ko + 80 Vi (4.9

schreiben kann. Die Molekularfeldgleichungen sind, bereits unter Bericksichtigung der Zusammenhédnge zwi-
schen den Feldern, die folgenden:
Zunéchst betrachte man die Teilchendichte (4.47). Die Definitionen der Molekularfelder (4.19)-(4.21) liefern unter
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Annahme von Replikasymmetrie (4.35)—(4.37) sowie der Transformation (4.43) und der Notationsvorschrift (4.49)
den Ausdruck fir die Teilchendichte. Dabei ist zu beachten, dass wegen der Annahme von lokaler Wechselwirkung
und unkorreliertem Potentias (4.48) die schon erwahnte Identitdt (4.51) feststeht, also dass s = o = n — ng Qilt.
Die Gleichung lautet also

n—ny = OC=8=kK + — lim Z Kmelwm'ﬂ (484)

Die &-Gleichung erhdlt man unter Verwendung von der Definitionen der Molekularfelder (4.22), (4.24) sowie
Annahme von Replika-Symmetrie (4.38), (4.40), der Transformation (4.43) und unter Beachtung der Notations-
vorschrift (4.49). Sie lautet:

m——oo

Die Gleichung fir £* erhélt man durch komplexe Konjugation. Direkt hiernach folgt die Gleichung fiir 8, durch
Verwendung von der Definitionen des Molekularfelder (4.22), Repliksymmetrie (4.38), Notationsvorschrift (4.49)
und der Korrelation (4.81):

R(noe?? + 6) ‘ —p+2gn — —K()‘ — R(ng + k) (E —p+2gn — %K{;) (9(noe?™® + &) — £0y)

[l"‘z“ﬁ —u+2gn——Ko| ~ Jg(noe?i® + &) — 2oy "]’

R(n06_2i¢ + 9*) (g(noezw + 5 - ) - R(”O + KZ) (— — U + 2g7’L - —K(]) ( (’I’L()€2i¢ + 5) - %(")0)
+

(128 i+ 20 = 2"  [glrnoetis + ) — B0o[*]
(4.86)

Auch hier folgt die Gleichung fir 8* durch komplexe Konjugation. Die Gleichung fiir  lautet (mit Definition
(4.19), Replika-Symmetrie (4.35), Notationsvorschrift (4.49) und Korrelation (4.80))

i _/(;:f

R(no + k) ( — p+2gn — —KO) — R(noe?? + 6) < -+ 2gn — —KO) (9(noe=2? + ¢*) — £og)

[|h2k2 —p+2gn — —K0| — |g(noe?® + ¢) — @0| ]

—R(noe %% + 6%) <— —pu+2gn — —KO) (9(noe*™ + &) — £0q) + R(no + k) |g(noe®® + &) — %®0|2
+

h2K? R 2 2]?
(1252 — + 2gn — 2Ko|* — |g(noe®® +€) — £0o|]

(4.87)

Schliellich fehlen noch die Gleichungen fiir die Felder K, und ©,,, welche sich durch dieselben Gleichungen
wie x und @ herleiten lassen. Es folgt

Kn Ky / dPk ihwm + BE 4 2gn — BKr *.58)
Kk 2m)D | . : 2 - 27
(2) ‘—zhwm—i- R 1+ 2gn — %Km‘ — |g(noe?® + &) — £Oy,|
D _ 2ip 1 Eg
h (2m)D

] . 2
‘—zﬁwm—i— RK i+ 2gn — _Km‘ |9(ne®® 4 &) — £6,,|
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Erneut folgt die Gleichung fur ©;, durch komplexe Konjugation. Bekanntlich kann ¢ = 0 gewahlt werden. Zur
Vereinfachung wahlt man dies nun. Ab hier gilt also stets

¢=0. (4.90)
Dann folgt:
O, = 0",
0 = 6*. (4.91)

Mit Hilfe dieser zwei Gleichungen fallt auf, dass die Gleichungen (4.86) und (4.87) formgleich sind: Ersetzt man
in einer der Gleichungen alle 8 durch x und umgekehrt, so erhdlt man die jeweils andere Gleichung. Dies ist ein
Hinweis auf eine Lésung der Gleichungen mit

0 = k. (4.92)

Mit anderen Worten: Dieser direkte Unordnungsbeitrag der normalen und anormalen Korrelationen ist gleich grof3!
Dies ist aber nur in Phasen gebrochener Symmetrie die korrekte Losung. Falls die anormalen Korrelationen ver-
schwinden, wie es in der Gasphase der Fall ist, ist

0=0%x (4.93)

die korrekte Lésung. Fir R = 0 kann « jedoch ebenfalls, aber unabhédngig von 8, verschwinden. Falls § = & gilt,
so lassen sich die Gleichungen zusammenfassen, womit im Zahler wie im Nenner eine binomische Formel steht.
Man kann kirzen und erhélt die einfache Gleichung

D
_g— /dk — Ring + r) . (4.94)
’“‘ — pu+2gn — BKo + g(no + &) — £6g

Falls & = 0 gilt, was nur fiir ng = 0 der Fall sein kann, so folgt aber dieselbe Gleichung, wobei hier auch & und
Oy verschwinden, die hier im Nenner stehen. Die Losung 8 = « vereinfacht die Gleichungen flir n in (4.84) und
¢ in (4.85) ebenfalls. Die Teilchendichtegleichung lautet dann wie gehabt

o0

1
- _ — i [ K,,e™mn. 4.95
n —ng c=s8s=kK+ B nl\lf% - e (4.95)
Die £-Gleichung verdndert sich allerdings zu
=h+s Z Om (4.96)
m——oo

4.5 Probleme der Hartree-Fock-Bogoliubov Naherung
Es sollen nun kurz die bekannten Probleme der Hartree-Fock-Bogoliubov Naherung diskutiert werden.

45.1 Fehlende Bandlickenfreiheit der Dispersion

Hugenholtz und Pines haben in ihrer Arbeit gezeigt, dass die Determinante der Matrix des Integralkerns ver-
schwindet [41], und dies ein bandliickenfreies Anregungsspektrum liefert. Zur Garantie eines bandliickenfreien
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Anregungsspektrums muss daher der Nenner von (4.88) fir m = 0 und k = 0 verschwinden, was &quivalent
zum Verschwinden der Determinante des Integralkerns ist. Setzt man die Gross-Pitaevskii-Gleichung jedoch in
diesen Nenner ein, so sieht man sofort, dass bei nichtverschwindendem Kondensat das Hugenholtz-Pines Theorem
verletzt ist [41]. Das Spektrum ist also nicht bandliickenfrei, wie im Falle ohne Unordnung bereits Girardeau und
Arnowitt zeigten [42]. Grund ist nach Shi und Griffin [43] bzw. Proukakis, Burnett und Stoof [44] eine nichtkon-
sistente Mitnahme bzw. Uberzihlung bestimmter Diagramme. Mdchte man ein bandliickenfreies Spektrum haben,
so kann man g¢ — %@0 = 0 fordern, was im Falle ohne Unordnung der so genannten Popov-N&herung entspricht.
Man sollte aber darauf hinweisen, dass sie im Allgemeinen nicht fur 7" = 0 anwendbar ist, sondern nur fiir T' =~ T..
Mit Unordnung trifft dies demnach ebenfalls zu. Popov selbst hat eine Giltigkeit fiir T = 0 auch nie so vorge-
schlagen, wie ein kurzer Blick in seine Arbeiten bestatigt [45-48]. Falls man GroRen berechnet, die die anormalen
Korrelationen nicht explizit enthalten, so sieht man in niedrigster Ordnung einer Entwicklung nach R oder g keine
Effekte dieser Naherung, da sie bei diesen GroRen erst in hoheren Ordnungen relevant wird. Das bedeutet, dass die
Popov-Naherung, bzw. eine Naherung, die derselben Philosophie der Vernachlassigung anormaler Korrelationen
folgt, in niedrigster Ordnung stets vertrauenswiirdig ist.

Die T-Matrix-Renormierungsmethode nach Stoof und Bijlsma [30] benutzt allerdings eine andere Rechtfertigung
des Weglassens der anormalen Korrelationen: Sie sagt, dass die anormalen Terme bezliglich der Wechselwirkung
bereits bei der Berechnung der Kopplungskonstanten beriicksichtigt wurden, die in 0. Ordnung der in der zitierten
Arbeit verwendeten Entwicklung gleich dem hier verwendeten g ist. Folgt man dieser Begriindung, so ist es not-
wendig, die anormalen Terme immer zu vernachldssigen, und g durch die T-Matrix zu ersetzen. Es handelt sich
also nicht um eine Néherung.

Eine analoge "T-Matrix”-Beschreibung fiir die Unordnungsstdrke R existiert in der Literatur anscheinend nicht.
Es gibt aber einige Uberlegungen von P. Navez zu diesem Thema [49], die im Grenzfall eines raumlich unkorre-
lierten Unordnungspotentials dasselbe Ergebnis liefern wie dimensionale Regularisierung, die in Anhang D erklart
wird. Navez benutzt in seiner Arbeit einen Langevin-Ansatz, um aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung mit Unord-
nung Gleichungen fiir die Felder herzuleiten. Dabei geht er von einem Lorentz-korrelierten Zufallspotential aus.
Fur kleine Korrelationslangen ergeben sich in seiner Arbeit zundchst Probleme, die er durch eine Renormierung
der Unordnungsstarke behebt. Folgt man der Vorgehensweise bei der Renormierung, die fir die Renormierung
der Wechselwirkung verwendet wird, so ist es plausibel anzunehmen, dass in der Gross-Pitaevskii-Gleichung die
anormalen Korrelationen weggelassen werden missen, was Navez aber nicht macht. Das Kriterium, welche Kor-
relationen weggelassen werden missen, ist hierbei durch die Forderung nach Bandliickenfreiheit der Dispersion
gegeben.

4.5.2 Losungsvorschlage

Dieses Problem lasst eine Methode wiinschenswert erscheinen, die diese beseitigt.

Eine mdgliche Theorie waren die Ideen Yukalovs und Kleinerts [50], welche auf der Einflihrung eines zusétz-
lichen chemischen Potentials pg fiir das Kondensat beruhen. Die Gross-Pitaevskii-Gleichung wird durch Extre-
malisierung des effektiven Potentials nach der Kondensatwellenfunktion festgelegt und bestimmt so dieses neue
chemische Potential. Das physikalische chemische Potential selbst wird durch das Hugenholtz-Pines Theorem fest-
gelegt. Genaue Betrachtung der Theorie des wechselwirkenden Bose-Gases ohne Unordnung offenbart allerdings
diverse physikalische Probleme unterhalb der kritischen Temperatur. Insbesondere bei lokaler Wechselwirkung U
und zu starker Wechselwirkungsstérke g erlaubt die Theorie keinerlei konsistente Losung mehr, hat aber diesen
Anspruch. Dies und die Einflihrung zweier verschiedener chemischer Potentiale fiir Kondensat und den Rest des
Systems weckt Zweifel an der generellen Richtigkeit der Theorie.
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Ein anderer Ansatz ware der Versuch, eine Molekularfeldtheorie mittels Hubbard-Stratonovich-Transformation
herzuleiten. Dies wurde im Rahmen der Diplomarbeit versucht, fuhrte aber ebenfalls nicht zu befriedigenden
Ldsungen. Insbesondere trat eine Infrarot-Divergenz bei einem der Terme auf. AuBerdem konnten Konstanten, die
vor den einzelnen Hubbard-Stratonovich-Feldern bei der Herleitung auftauchen, nicht durch die Theorie selbst
bestimmt werden, sondern es mussten Zusatzinformationen hineingesteckt werden. Die entstehenden Gleichungen
lassen sich, sofern man bestimmte Konstanten wahlt, aus denen in diesem Kapitel ad hoc herleiten, wenn man stets
(no + &) durch —(ng + &) ersetzt, sofern diese Terme in dieser Kombination explizit auftauchen (also nur auf den
rechten Seiten der Gleichungen, und in der Gross-Pitaevskii-Gleichung).

Es konnte keine konsistente Theorie gefunden werden, die dieses Problem l6st. Daher muss bei der Ldsung der
Gleichungen stets beachtet werden, dass bei exakter Behandlung unphysikalische Effekte auftauchen. Die Glei-
chungen miissen also ggf. mittels physikalischer Begriindungen konsistent durch andere ersetzt werden, wie es die
S0 genannte Popov-Theorie macht.
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Kapitel 5

Naherungsweise Losung der
Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen

In diesem Kapitel sollen nun die Vorhersagen der in Kapitel 4 hergeleiteten Hartree-Fock-Bogoliubov-Theorie
naher untersucht werden. Hierflr wird als erstes diskutiert, wie die Gleichungen bei allgemeinem Wechselwir-
kungspotential und allgemeiner Unordnungskorrelation behandelt werden kénnen. Danach wird zuerst das groRRka-
nonische Potential berechnet. Darauf folgend wird untersucht, ob der unordnungsfreie Limes die bekannte Popov-
Theorie ergibt. AnschlieBend soll die Theorie fur die Unordnung untersucht werden. Fir schwache Unordnung
stellt sich heraus, dass das bekannte Ergebnis von Huang und Meng fiir die Kondensatdichte reproduziert werden
kann. Dieses Ergebnis kann fiir starke Unordnung erweitert werden, sofern man sehr schwache Wechselwirkung
annimmt. Auch kann eine Formel zur Berechnung der superfluiden Dichte hergeleitet werden. Auch hier wird fiir
schwache Unordnung das Huang-Meng-Ergebnis flr die superfluide Dichte reproduziert. Eine Erweiterung auch
dieses Ergebnisses flr starke Unordnung ist mdglich. Es tauchen aber sowohl bei der Kondensatdichte als auch bei
der superfluiden Dichte Probleme auf. Insbesondere sagen die Gleichungen aus, dass die Dispersion der Quasiteil-
chen nicht bandliickenfrei ist, was sie aber nach allgemeinen Uberlegungen sein miisste. Diese Probleme werden
ausfiihrlich diskutiert, wobei zwei konkurrierende Ansétze zu deren Behandlung vorgestellt werden.

5.1 R nichtlokal ortsabhangig

Man mochte bei lokalem Wechselwirkungspotential versuchen, moglichst flir beliebige Unordnungskorrelation
Aussagen zu machen. Mochte man die exakten Abhédngigkeiten der Korrelationen (4.80) und (4.81) von einer
allgemeinen (nichtlokalen) Unordnungskorrelation betrachten, so ist dies analytisch nur sehr schwer mdglich, da
sie Integrale Uber die unbekannten Felder beinhalten. Einen Ausweg bietet eine Entwicklung der Gleichungen
nach kleiner Unordnungskorrelation und Wechselwirkung. Man bekommt heraus, dass dann effektiv alle Terme
vernachlassigt werden, welche explizit ortsabhéngig sind, aber die nicht explizit ortsabhdngigen Terme bleiben
erhalten. Die zu betrachtenden Felder sind die Molekularfelder (4.19)—(4.25) unter Beachtung der Korrelationen
(4.80) und (4.81), wenn man berticksichtigt, dass man die Teilchendichte berechnen méchte. Man macht nun eine
Vereinfachung fiir das Wechselwirkungspotential mittels der Pseudopotentialmethode [29, Kapitel 10]. Explizit
setzt man

R(x) = R(—x) (5.1)
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beliebig, aber
U(x) = gé(x). (5.2)

Betrachtet man nun die einzelnen Teilwirkungen (4.16), (4.26) und (4.27) unter diesen Voraussetzungen und setzt
U ein, so féllt auf, dass die Felder &, o und s grundséatzlich lokal in der Wirkung auftauchen. Das bedeutet insbeson-
dere, dass die Fouriertransformationen in den Korrelationen (4.80) und (4.81), die diese Felder enthalten, sofort
durchfihrbar sind. Es bleibt das Problem der Ortsabhéngigkeit der K,,, ©,, sowie von « und 6. Hier wird die
Ndaherung verwendet, dass R und g klein sind. Man kann nun einen kiinstlichen Kleinheitsparameter ~y einfiihren,
der die Ordnung der Entwicklung in den Korrelationen angibt. Damit sind die Korrelationen alle von der GroRen-
ordnung ~:

5,0 = O(v)
Km, K5, Om, O5, = O(7). (5.3)
Die Gross-Pitaevskii-Gleichung wird ebenfalls bis zur ersten Ordnung in « entwickelt, aber beim Einsetzen der

Gleichung muss man den Term proportional ~ vernachléssigen, da er nur einen Beitrag in 2 liefert. Damit folgt
die Gleichung fiir die Teilchendichte mit Hilfe der normalen Korrelation (4.80):

Pr S (ihwm + % —u+ 2gn0> 0oy
S=0=mn—"ng 711\1«‘%/(2 )D WmT) 5
T
! m=—00 B [ﬁ2wr2n + (% —pt 29”0) - \9n0|2]
dPk R(k)n
+7/ D (ko 5 +0(). (5.4)
(271') h2K2
[W — B+ 3gn0]

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung ist dann nach (4.45) offenbar
dPk R(k)ng

[—u+gn0+s+0+€]\/7l_0:’7/ 5 +0(7"). (5:5)
(2m) [% —u+ 3gn0]
Dann folgt die Gleichung fiir £ aus der anormalen Korrelation (4.81)
=g = o[y ~one
(2m)P 2= BlR?w2 + (57 — 1+ 29m0)% — [gnol”]
dPk R(k)n
+7/ > (o)mo 5+ 0(). (5.6)
(2m) [ﬁ2k2
S Mt 3gn0]

Diese Gleichungen geben dann eine Integralformel an, mit der man fiir jede beliebige Unordnungsverteilung die
Entleerung des Grundzustandes berechnen kann. Offensichtlich gibt die Formel die Entleerung nur in niedrigs-
ter Ordnung in den Fluktuationen, also fiir kleine Wechselwirkung und Unordnung, an. Wie in Abschnitt 5.5
hergeleitet wird, reproduziert man fiir ein unkorreliertes Zufallspotential, d.h. R(k) = R, auf diese Weise das
Huang-Meng-Ergebnis fiir die Entleerung des Grundzustandes [18].

5.2 Schnell abfallende R und U

Eine weitere Mdglichkeit, die Molekularfeldtheorie fiir beinahe beliebige Wechselwirkung und Unordnung auch
analytisch berechnen zu kénnen, liefert die Annahme raumlich schnell abfallender, aber nicht lokaler, Wechsel-
wirkung und Unordnung: Sie sollen rdumlich viel schneller abfallen, als die Felder &, o, ©,,, K, @ und k. Ein
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Beispiel fir diesen Fall liefert bereits Abschnitt 4.4, also der Fall lokaler R und U. Die in den Korrelationen
(4.80)—(4.81) auftauchenden Fouriertransformationen kdnnen dann sehr gut durch eine Fouriertransformation der
Wechselwirkung bzw. der Unordnungskorrelation mal einer Konstante gendhert werden. Diese Konstante ist das
jeweilige Feld in der Tranformation an der Stelle x = 0, wie es in Gleichung (4.49) definiert wurde. Beispielsweise
ist dann

/de e T U(x) [2ng + s+ 0(x)] =~ /dD:v e U (x) [2n9 + s + o(x = 0)]
= U(k)[2no+ s+ o(x=0)]. (5.7)

Die Herleitung der dann entstehenden Gleichungen funktioniert vollig &quivalent zu Abschnitt 4.4, man muss nur
g durch U(k) und R durch R(k) ersetzen. Die sich ergebenden Molekularfeldgleichungen sind die Gleichungen
(4.88), (4.89) und (4.94)-(4.96), die fir lokale Wechselwirkung und unkorreliertes Zufallspotential hergeleitet
wurden, aber mit den Substitutionen

g — U(k),
R — R(k). (5.8)

Man beachte, dass dann auch flr diesen Fall gilt, dass
§=0=mn—"ng. (5.9)
Falls man sich in einer Phase gebrochener Symmetrie befindet, so gilt auch
Kk =0. (5.10)
Ansonsten ist # = 0. Die Gross-Pitaevskii-Gleichung erhadlt man durch die Substitution

g — Uk=0),
R — R(k=0) (5.11)

in der Gross-Pitaevskii-Gleichung fir lokale Wechselwirkung und unkorreliertes Zufallspotential (4.82), wie man
durch Vergleich mit (4.45) sieht. Sie lautet demnach unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen Teilendichte
und s bzw. o in (5.9):

R(k = 0)

[~ + 20 (k = 0)n + U (k = 0)¢ — Uk = 0)ng] /g = ——— [Ko + O] y/. (5.12)

Ein zundchst unauffélliges Problem ergibt sich aber bei dieser Substitution: Integrale, die im Falle eines rdumlich
unkorrelierten Zufallspotentials UV-divergent sind (in der Gross-Pitaevskii-Gleichung), sind nun nicht mehr UV-
divergent. Integriert man das entstehende Integral auf der rechten Seite in der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.12)
naiv aus, so kann man erkennen, dass ein Limes, bei dem man von allgemeinem R(k) mit endlicher Korrelati-
onslénge ¢ zu einer raumlich unkorrelierten Unordnung mit ¢ = 0 kommt, einen anderen Wert liefert, als wenn
man sofort unkorrelierte Unordnung genommen hétte, und die Divergenzen mittels dimensionaler Regularisie-
rung behandelt hétte. Der Grund ist eine nicht durchgefiihrte Renormierung der nackten Korrelation R(k), die
durchgefiihrt werden miisste, um ein korrektes Ergebnis zu liefern. Eine solche Renormierungsvorschrift ist aber
anscheinend in der Literatur nicht bekannt, auch wenn es dazu Uberlegungen von P. Navez gibt [49]. Es miisste
dasselbe wie bei dimensionaler Regularisierung (siehe D.5) als Ergebnis herauskommen, wenn man die Erfahrun-
gen Ubertragen kann, die man fiir die Wechselwirkung gemacht hat. Dimensionale Regularisierung wird in der
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Arbeit von Andersen [5] durchgangig verwendet. Wenn renormiert werden muss, wird daher im Zweifelsfall Glei-
chung (D.5) verwendet.

Auf Grund der fehlenden Renormierungsvorschrift wird die Verwendung eines allgemeinen R(k) und U (k) re-
chentechnisch nicht weiter verfolgt, aber spéter dazu benutzt, um Schreibweisen zu vereinfachen und anzudeuten,
dass eine groere Allgemeinheit im Prinzip erzielt werden kdnnte.

5.3 Effektives Potential

In diesem Abschnitt soll das effektive Potemtial berechnet werden. Dies geschieht zunédchst ohne jede N&herung
oder Spezialisierung, d.h. so allgemein wie mdglich. Um Schreibweisen zu vereinfachen, werden spater die Uber-
legungen aus Abschnitt 5.2 verwendet.

Man geht von der Replika-Wirkung (4.9) mit den Teilen (4.16), (4.26) und (4.27) aus. Das groBRBkanonische Poten-
tial 2 = ——an berechet sich daraus mittels

1
N 1
Vet = hm0 InZ (5.13)

wobei (2 das effektive Potential, ausgewertet am Minimum ist, also

Q ="V (5.14)

Min
Das effektive Potential ist hierbei beziglich aller Felder und beziglich /ng zu extremalisieren. Die Freie Energie
ist das groRRkanonische Potential mit hinzuaddiertem u(n)nV, also

F=Vig +pnV)| (5.15)

Min

welche fir festes n nun auch bezuglich p zu minimalisieren ist. Demnach ist es interessant, das grofRkanonische
Potential zu berechnen. Man erhlt zunédchst unter Beachtung von Replika-Symmetrie (4.33)-(4.41) sowie der Fou-
riertransformation (4.43) und Erinnerung an das effektive Potential (4.30) unter Beriicksichtigung der Teilwirkung
(4.28) die Gleichung

Ve = [ dD‘””'{ ~ pnod(x —x) + Ulx —x) En% - € =) = 5o = S0%(x =)
+R(x — x') [%KO(X—X')F&(X—X) 25 Z K2 (x — x')e™mn
1
ﬁ®o<x—x')e<x—x> e 2 O~ x)]}

- ]1vlin0 —In { 11 ?{ Doy, ?f Ddrhq, } Aloy™6)/h (5.16)

Das n berticksichtigt hierbei, dass im effektiven Potential die Feldoperatoren in Normalordnung auftreten miissen.
Hierbei wurde davon Gebrauch gemacht, dass fir alle Felder @

O(x —x') = d(x' —x) (5.17)
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gilt. Das effektive Potential schreibt man nun als
Verr = Vo) + Vet - (5.18)

wobei Vé(f(f)) nur die Terme enthalt, die nicht von den Fluktuationen herriihren, und Ve(f?) nur die Fluktuationsbeitrage
enthalt. Es ist also

(2) (N,2)
VY = o, eV 519

]{ Doy, 7{ Dépq ] Aloy* o)/ } (5.20)

Schreibt man nun die Wirkung A[éw*w] als Matrixmultiplikation, wie in Gleichung (4.56), so kann man sofort
berechnen, dass gilt

und fiir V%) gilt

V(NQ) ——ln{

Vi) — L et (5.21)
2p

In der 2N x 2N Matrix G ! steht dabei in jedem Eintrag (o, o') die 2 x 2-Matrix G;;,, wobei 1 < a,a’ <

N gilt. AuBBerdem ist zu beachten, dass hierbei die Normalordnung der Operatoren nicht beriicksichtigt wurde,

weshalb erneut ein Term e*“=" eingefiihrt wird. Nach einer Fourier-Matsubara-Transformation des Integralkerns

G 1 bekommt man so

A’k & 1 .
— TWm
A =5 ﬂ @7 In [DetG~" (k, wy, )] €. (5.22)
Die Matrix Gaa,(k, wm) hat die bekannte Struktur (4.62) mit den Abkiirzungen (4.64)—(4.66) sowie (4.73). Die-

se Determinante zu berechnen ist hinreichend schwierig, sodass hier ein kleiner Einschub folgen musste, der in
Anhang F ausgelagert ist. Das Ergebnis der Berechnung lautet

DetG™! = (aa* —dd*)" ! [(a + Nb) ((a*) + Nb*) — (d + Nc¢) (d* + N¢*)]. (5.23)

Damit folgt flir kleine N

N2 _ de - Giwmn . ba* + ab* — cd* — c*d 9
m — . 24
Vg =35 / Nln(aa* —dd*) + N p— + O(N®) (5.24)

Im Replika-Limes N — 0 folgt dann unter Beachtung der Definition (5.19):

de > . ba* + ab* — ed* — c*d
Vit =5 25 / {m(aa*—dd*)ezwmu - +Za*_2d* ‘ } (5.25)

In den Termen, die proportional zu b, b*, ¢, ¢* sind, ist die Zeitordnung auf Grund von deren expliziter Form (4.64)
und (4.65) nicht notwendig. Man benutzt nun die Uberlegungen in Abschnitt 5.2, um die Schreibweise deutlich
ubersichtlicher zu gestalten. Die spatere Zuriicknahme der verwendeten Abkirzungen ist zudem problemlos durch
passende Substitution maoglich.

Damit gilt mit den Bezeichnungen aus (4.49) nach (5.16)

o 1, 1 0_2]

0 1
v = v {—lmo +U(k=0) [5”(2) S SR

1

_ 1 - 2 _itwmn 1 1 > 2
+ Rk = 0) | - Ko + 2677 mzzoo Knen" 4 2000 + o ors m;oo 0%+,  (5.26)
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Setzt man nun die Abkiirzungen (4.64)—(4.66) sowie (4.73) bei Verwendung des Zusammenhangs zwischen n, s
und o in (5.9) wieder ein, so folgt aus (5.25)

o V/ﬂ i Lo irn + P s v gn - LraoK,|
of = (@m?P |~ 28 Wem T o T H "Th m
1 2l
- ‘U(k) (no +&) = 3 R(k)Om | | ™"

R(k)(no + k) [ 547 — 1+ 20 (K)n — ERK)Ko| — R(K)(no +0) [U(K)(no + &) — $ R(K)o]

RK i+ 2U(k)n — %R(k)Kg‘Q — |U(K)(no +€) — %R(k)®0|2

(5.27)
Insgesamt erhdlt man also fiir das effektive Potential
Ver = Vig + Vi

1 1 1 1
=V {—,uno +U(k =0) [§n§ - 552 - 532 — 502]

+R(k =0)

m=—0oQ m=—0oQ

DKok + s f: K2 1 Lo L i (Ck
hOOY T 2pR2 ™ DY) ™

2

dPk 21 . h?k? 1
2
- [P +6) - GRS | e

h

R()(no + 1) [ 5" — o+ 20 () — LRI Ko | — R(K) (0 + 6) [U (k) (no + &) — £ R(k)O0]

PR 9T (k) — }—iR(k)Kor U@ (o + &) — LRG|’

(5.28)

Nach Ausflihrung der Summen tber die m kann es in diesem Term allerdings bei der k-Integration zu Divergenzen
im Ultravioletten kommen. Diese missen jedoch nicht ernst genommen werden, da sie auf einem zu einfachen
Modell der Wechselwirkung und Unordnung beruhen. In physikalischen Systemen féllt die Wechselwirkung bzw.
Unordnung fur grol3e k stets auf 0 ab, was auf Grund der Annahme, dass man eine lokale Wechselwirkung und ein
unkorreliertes Zufallspotential hat, hier nicht der Fall ist. Statt dessen sind derlei divergente Terme zu renormieren
oder zu regularisieren. Die praktische Vorgehensweise der Regularisierung wird von Andersen angedeutet [5]. Eine
Fassung davon findet sich in Anhang D.

Ein prinzipielles Problem besteht zusatzlich: Um dieses Potential am Minimum berechnen zu kénnen, missen die
K., und ©,, als Losung der aus der Minimalisierungsbedingung folgenden Feldgleichungen explizit bekannt sein.
Somit wird die allgemeine Berechnung hier abgeschlossen, um einfachere Spezialfdlle zu betrachten. Es stellte
sich allerdings heraus, dass eine analytische Berechnung des gesamten effektiven Potentials nicht mdglich war, da
die K, und ©,, nicht analytisch bestimmt werden konnten.

5.4 Popov-Theorie ohne Unordnung

Es soll nun zundchst untersucht werden, ob die Popov-Theorie reproduzierbar ist. Die Popov-Theorie, wie sie
von Popov hergeleitet wurde, ist eine Theorie schwacher Wechselwirkung [45-48]. Eine andere Formulierung der
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Theorie findet sich z.B. in Andersen [5]. Hierbei werden anormale Korrelationen vernachlassigt, da sie von hoherer
Ordnung in der Wechselwirkung sind als andere mitgenommene Terme. Eine andere Rechtfertigung der Theorie
besteht darin, dass sie ein bandliickenfreies Anregungsspektrum garantiert. Man geht in der Popov-Theorie von
lokaler Wechselwirkung aus. Die allgemeinen Gleichungen ohne Unordnung lassen sich aus den Gleichungen fiir
n in (4.95) und £ in (4.96) sowie der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.82) durch Setzen von R = 0 herleiten. Die
enstehenden Gleichungen sind die fiir die Teilchendichte,

D 00 ; ﬂ _
n =ng + lim d—kD Wm ZE;:Z + pt 2gn 5 (5.29)
oS (2m)P = BlR?wz, + (%gar — 1+ 2gn)% — [g(no + &)|°]
die flir das ¢-Feld,
. / de i": —g(no +¢§) (5.30)
212 ? )
£ BlR2w2, + (B0 — p+ 2gm)? — |g(no + €)[°]

und die Gross-Pitaevskii-Gleichung,

[—1 4 2gn + g€ — gnol v/no = 0. (5.31)

Dieselben Gleichungen lassen sich herleiten, wenn man das effektive Potential (5.28) fir R = 0 minimiert. In
der Popov-Theorie geht man von schwacher Wechselwirkung g im Temperaturbereich T < T'. oder im Bereich
T > T, aus, wo sich die Popov-Theorie auf die Hartree-Fock-Theorie reduziert. Damit kdnnen die anormalen
Korrelationen vernachéssigt werden. Der entscheidende Ansatz der Popov-Néherung lautet dann fiir das ¢-Feld

¢ =0. (5.32)

Dies widerspricht im Fall gng # 0 offensichtlich (5.30), fuhrt aber dazu, dass das Spektrum keine Bandliicke
besitzt, wie in (5.46) gezeigt wird. Setzt man im effektiven Potential (5.28) sofort ¢ = 0 und minimiert dann, so
bekommt man Gleichung (5.29) mit ¢ = 0, aber auch die Gleichung

P & —
—p+ 2gn — gng — / ( Jno vno = 0. (5.33)

2m)P = Blh2w2, + (Kt 2gn)2 — |gno|?]

Aus ¢ = 0 nach Extremalisierung des Potentials folgen direkt die Gleichungen fur die Teilchendichte,

o0 . ﬁ2k2
n =mngy+ hm/ vk glomn ihom + gar — 4+ 29m (5.34)
2mP BlA2wZ, + (53¢ — p+2gn)? — g?ng]’

—0o0

und die genéherte Gross-Pitaevskii-Gleichung

[~ + 2gn — gngl /1o = 0. (5.35)

Letztere Gleichung entspricht nicht (5.33), sodass zu beachten ist, dass Extremalisierung des effektiven Potentials
und Vernachldssigen der anormalen Korrelationen nicht miteinander vertauschen. Im Limes schwacher Wechsel-

wirkung liefert die T-Matrix Theorie, dass
_ Arhla,
g = M
wobei a; die s-Wellen-Streuldange ist [30]. Mittels Poisson-Formel (A.7) und Residuensatz erhdlt man fir die
Teilchendichte

N / dPk R+ 2gn L 1
n = ny = .
(2m” NG w —ut2gn)? — g3 \2 HVURS —wt2ei—gtnd g

(5.36)

—% . (5.37)
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Man kann nun die bekannte Substitution

h2Kk?

2M

fiir die Energie durchfiihren. In D = 3 Dimensionen erhélt man dann

(5.38)

€ =

M \*?% 2 [ €— u+2gn 1 1 1
n=no+ | — — dev/e —+ ——1.
° (27rh2> VT /0 Ve [\/(e —pu+2gn)2 —g?n3 \ 2 BV(e—nt29n)’—g>nf _ 2
(5.39)
Man kann nun die Falle T' > T, und T' < T, unterscheiden. Im Falle T" > T, erhdlt man fiir die Teilchendichte-

gleichung bei verschwindender Kondensatdichte

M \%? 2 [ Ve
n = (—27”?,?) ﬁ/o de—eﬂ(C—N‘FQQn) 1 . (540)
Den Nenner entwickelt man nun in eine unendliche Reihe nach e —8(e-u+2gn)
M \*? 2 /00 o
n=|-—7 — dey/e Y e Phle—n+29n) (5.41)
(arie) Ly

Offenbar handelt es sich bei dem Integral um die um eine Konstante variierte Definition der I'-Funktion I'(3/2).
Damit folgt

8/2 S h(u—2gn)
:( M ) £ (5.42)

27‘(”:&2,3 n3/2
Im Falle T > T, erhélt man also das bekannte Hartree-Fock-Ergebnis,

1 —2gn
n= 3G (eﬂ(u 29 )) , (5.43)

wobei A die thermische de-Broglie Wellenlédnge ist,

(5.44)

Im Falle T < T, erhdlt man nach Ersetzen des chemischen Potentials mittels der Gross-Pitaevskii-Gleichung
(5.35) das Ergebnis

8 5 M \*? 2 /°° €+ gno 1
= —/ — — d . 5.45
n o + 3\/7_'( 4570 + (271',7,2) ﬁ 0 ¢ \/6 + 29710 eﬂ\/62+2gnoe -1 ( )
Die Dispersionsrelation lautet
h2k? [ h2k2
E(k) = \/2M ( YYi + 29’)’7,0). (5.46)

Sie ist demnach bandliickenfrei und von der Form, die das Goldstone-Theorem verlangt [51]. Ein Vergleich mit
Andersen [5] zeigt, dass diese Gleichungen der bekannten Popov-Naherung entsprechen. Sie gelten fir 7 < T,
und, wenn man fiir kleine Wechselwirkung die Entleerung des Grundzustandes betrachtet, flir T = 0. Man kann
also davon ausgehen, dass die Gleichungen fiir kleine Wechselwirkung eine gute N&herung an die wahren Verhalt-
nisse darstellen. Das effektive Potential ohne Unordnung ergibt sich aus dem effektiven Potential mit Unordnung
(5.28) zu

Vet (n,ng) = V {—;mo +g [%n% —(n— nO)Q] }

de 1 2 2 h2k2 2 2. 2 W
+V @D | 28 > In|Rwp, + sap A T2m) —g'ng| e (547)




5.4. POPOV-THEORIE OHNE UNORDNUNG 81

w ist durch die Extremalisierung der Freien Energie zu bestimmen. Es fallt auf, dass die Terme, die in der Nahe-
rung fir die quartischen Fluktuationen (4.13) zur Beibehaltung des Erwartungswertes hinzugefiigt wurden, in der
Literatur anscheinend oft ignoriert werden, siehe z.B. Andersen [5]. Setzt man allerdings im effektiven Potential
= gng, n = ng Wie es in der Theorie oft gemacht wird, da n — n¢ bei schwacher Wechselwirkung nur sehr Klein
ist, so erhdlt man die bereits bekannten Ergebnisse. Hier soll die etwas exaktere Theorie, welche hier hergeleitet
wurde, verwendet werden. Nun ist die Summe Uber die m auszuwerten. Dazu schreibt man den Logarithmus in
eine Summe aus zwei Logarithmen um.

2 Pr (1 & R2k> 2 :
V' = V/(27r)D {ﬁ 2 [thgn+<2M —p2gn ) —ging| et
m=—00

Pk )1 & , h2k?2 2

m=—00
h2k? ? ,
+1In | —ihwy, + ( o M + 2gn> —g?nd || e . (5.48)

Die Berechnung dieser Ausdriicke geschieht vollig analog zur Berechnung in Abschnitt 3.4, wobei hier eine Neu-
definition von 7 erfolgt: nney = 1a1¢/A- Das Ergebnis lautet

v@  _ V/ dPk 1 { 20: [ B (5mn)\/(5221\1§12u+29n)292n3]
eff T

@mP28 |~ | 71— pm"
- _L (n—pBm) (%—;H—an)Q—g?ng
+mZ:1 ,Bm—ne \/ ]} (5.49)

Der Grenziibergang n — 0 ist nun in allen Termen, aulRer dem m = 0-Term, problemlos méglich. Der m = 0-Term
wird in eine Reihe in 7 entwickelt, und alle Terme, die O(n) oder héherer Ordnung sind, werden vernachl&ssigt,
da auch hier der Grenziibergang problemlos mdglich ist. Man erhalt somit

dPr 1 > 2 —Bm ("”.271‘27”+2gn)2792n2
v - v [ LIS 2 el °
(2m)P 2 m

m=1

B h2k?2 2
o 1—7]\/(2M —p+2gn) —g%gt o - (5.50)

Offenbar ist der Term, der proportional 1/7 ist, von keiner physikalischen GrofRe abhédngig. Eine Konstante im
effektiven Potential hat aber keine physikalische Relevanz. Diese im Grenzfall n — 0 auftauchende Divergenz
ist also unphysikalisch, und muss daher abgezogen werden. Im Ubrig gebliebenen Term kann der Grenziibergang
n — 0 durchgeflhrt werden. Man erhalt also fiir das gesamte effektive Potential

[1
Ve = V{—/mo-l-g 5“8—@—”0)2]}

aPk ! \/('gﬁ — K+ 29n)2 -9’ _/3\/(&_“4_29”)2_92”2
-I-V/ @m)P $ 5 + 3 In ll —e M o %(5.51)

\

Wiéhrend der logarithmische Beitrag keinerlei Probleme bei der Berechnung bereitet, muss der nichtlogarithmische
Anteil unter dem Integral noch besonders behandelt werden, da er im Prinzip divergent ist. Das Integral wird daher
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nun, nach Substitution, mittels Regularisierung behandelt (D.5). Es ist fir D = 3 Dimensionen in der Literatur
bekannt [5], daher wird hier das Ergebnis angegeben:

1 M \*? 2 2
Ver(n,mo) =V {—uno 9 [§n§ —(n- nO)Q] - (27rh2) ﬁﬁ(29n0)5/2
1 d3k fi2k?2 2
_ - _ _ _ 4202
+/6/ (@m)D In |1 —exp ﬂ\/( oy M + Zgn) g n0> . (5.52)

Dieses Ergebnis fiir das Integral entspricht zwar nicht dem von Fetter und Walecka [31, (22.15)], da hier ein
Faktor 4 anders ist, wohl aber dem von Andersen [5, (151)] sowie Lee und Yang [52]. SchlieBlich mdchte man zu
Stabilitdatsuntersuchungen die Freie Energie F betrachten, die man mittels (5.15) erhdlt. Sie lautet

1 M \*? 2 2
F(n,no) = V {—lmo tpn+g [57% —(n —no)Q] + (W) EE(QQ’HO)B/Q
1 [ d&k h2k?2 2
—f —In|1- - —p+2 — g2n2 .
+ﬂ / @)D n exp ﬁ\/( Wi o+ gn) g ”0) , (5.53)

wobei ng aus der Teilchendichtegleichung in der Kondensatphase (5.45) zu bestimmen ist. Das chemische Potential
muss ebenfalls durch n und n( ausgedriickt werden. Eine Extremalisierung der Freien Energie nach ng misste
danach die Teilchendichtegleichung in der Kondensatphase (5.45) reproduzieren, was jedoch nicht der Fall ist, wie
man bereits auf Grund der Nichtgleichheit der Gross-Pitaevskii-Gleichungen (5.33) und (5.35) erahnen konnte. Die
Popov-Theorie verletzt offenbar die Teilchenzahlerhaltung. Eine Stabilitdtsuntersuchung kann also nicht durch die
Freie Energie erfolgen, da die in diesem Kapitel hergeleiteten Popov-Gleichungen sich nicht aus einem Potential
ergeben, dessen Extremum die Freie Energie ist.

Es ergeben sich aus der Teilchendichtegleichung in der Kondensatphase (5.45) im Prinzip zwei mégliche Lésungen
in der Kondensatphase, wobei eine durch eine Instabilitdtsbedingung wegfallen muss. Die verbliebene Ldsung ist
stabil. Wie gezeigt wird, ist das entscheidende Kriterium zur Bestimmung der Stabilitét die Kompressibilitat, die
beim instabilen Kondensatzweig negativ wird. Die Losung ny = 0 ist oberhalb einer bestimmten Temperatur
ebenfalls moglich und stabil. Der Ort des Phasentibergangs wird durch eine Maxwell-Konstruktion im n — p-
Diagramm festgelegt. Um dies zeigen zu kénnen, benutzt man g = % und es werden zunéchst dimensionslose
Grolen definiert. Es sind

~ no
no = —,
n
is = amn'/?,
M
B ganzn2t
~ MkgT

Zusétzlich werden weitere dimensionslose GroRen festgelegt, die fiir die Darstellung des chemischen Potentials
besser geeignet sind. Es sind

no= BM?
n = n/\3,
nyg = ’I’I/()A?’,
g = Bgr> (5.55)
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No.
n
0.8
0.6
0.4

0.2

0.020.040.060.08 0.1 0.12

Abbildung 5.1: Popov-Naherung: Mdgliche normierte Kondensatdichten n.q /n von 87Rb gegen die dimensionslose
Temperatur £ aufgetragen. Der untere Ast, der nur fiir 0, 1338 > ¢ > 0, 1318 existiert, ist, wie gezeigt wird, instabil.

Damit lautet die Teilchendichte in der Kondensatphase (5.45)

1 % e+ ag 1
1 =1ip + %\/dsﬁog + —653/2/ de 2 0 _ , (5.56)
e e 0 \/€ + S1ip exp [\/62-{-%7&)6 -1
und in anderen Einheiten
V8 3 2 [®°_ e+gmo 1
eme i L [ L
3\/7_1' \/7_1' 0 €+ 2g’n,0 exp [ 62 + 29706] -1
Die Teilchendichte in der Gasphase (5.43) hingegen ist
1
und in anderen Einheiten
n = (3/; [exp (1 — 2g7m)] . (5.59)
Die Gross-Pitaevskii-Gleichung schlieflich lautet in der Kondensatphase
i = 2gn — gng. (5.60)

5.4.1 Stabiler und instabiler Zweig in der Kondensatphase

Die Kondensatdichte ist durch Gleichung (5.56) bestimmt, wobei es hier fiir hohe Temperaturen zwei mdgliche
Ldsungen gibt. Damit die Abbildungen Uibersichtlicher werden, wurde ein Beispielgas gewahlt, hier Rubidium-87.
Die s-Wellen-Streuldnge betragt as = 100,44 ag, wobei ay der Bohrsche Radius ist [53]. Eine typische Dichte in
einer Falle ist 1,2 x 10'* cm~3 [22]. Damit ist d; = 0,026. Beide moglichen Lésungen der Kondensatdichte sind
in Abbildung 5.1 iiber die dimensionslose Temperatur ¢ aufgetragen.

Es ist noch zu zeigen, welcher der beiden bei hohen Temperaturen méglichen Aste instabil ist. Dies geschieht
nachfolgend durch die Bestimmung der Stelle des Phaseniibergangs und dem Instabilitatskriterium, welches aus
dem n — y-Diagramm in Abbildung 5.2 folgt.
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n3
4,
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1.2 1.4 1.6 1.8 2 BH
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Abbildung 5.2: Popov-Naherung: Teilchendichte n in Einheiten von A~3 gegen das chemische Potential y in
Einheiten von kgT bei einer Wechselwirkung g = 0, 3 aufgetragen. Die Linie, die auch fiir kleines chemisches
Potential noch existiert, entspricht dem Gaszweig. Die beiden anderen Kurven entsprechen dem instabilen Konden-
satzweig (unterer Zweig) und dem stabilen Kondensatzweig (oberer Zweig). Die eingezeichnete Maxwell-Gerade
legt die Stelle des Phaseniibergangs fest.

5.4.2 Stelle des Phaseniibergangs

Zu bestimmen ist nun das chemische Potential in der Gasphase. Man erhdlt es aus der Teilchendichtegleichung in
der Gasphase (5.59), welche man numerisch nach p aufldst. Analog verfahrt man mit dem chemischen Potential
in der Kondensatphase, welches man aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.60) bekommt. Hierbei sind der stabile
und der instabile Zweig aus Abbildung 5.1 zu betrachten, da nur beide Zweige zusammen mit dem Gaszweig ein
vollstandiges Diagramm der Teilchendichte gegen das chemische Potential liefern. Die Teilchendichte (in Einhei-
ten von A—3) ist in Abbildung 5.2 gegen das chemische Potential (in Einheiten von & gT') bei einer Wechselwirkung
g = 0, 3 aufgetragen. Der Gaszweig ist hierbei derjenige, welcher flr beliebig kleines chemisches Potential exis-
tiert. Die Kondensatzweige enden fiir kleines chemisches Potential x4 an einem bestimmten chemischen Potential
I, = 1,268. Zusammen bilden sie in der Abbildung eine nach rechts gedffnete Kurve. Der untere Kondensatzweig
mundet fur das chemische Potential ., = 1,57 in den Gaszweig ein, wonach diese beiden Zweige verschwin-
den, und nur der obere Kondensatzweig weiterhin existiert. Eine Maxwell-Konstruktion in Form einer Gerade, die
den Gaszweig mit dem oberen Kondensatzweig verbindet, legt den genauen Ort des Phasenibergangs fest. Dazu
muss die Flache zwischen den Kondensatzweigen und der Geraden genau so grof sein wie die Flache zwischen
Gaszweig, unterem Kondensatzweig und der Geraden. Dies fuhrt auf das Ergebnis z ., = 1,287. Noch zu sehen
ist, dass der untere Kondensatzweig knapp rechts von der Maxwell-Geraden eine negative Steigung hat. Dies be-
deutet, dass dieser Zweig an dieser Stelle eine negative Kompressibilitat hat, und demnach nicht stabil ist (siehe
Anhang C). Stabil ist also nach dem Phasenibergang der obere Zweig.

Die Popov-Theorie ist der Limes schwacher Wechselwirkung der in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungen, wenn
man die "Popov-Naherung” macht.

5.4.3 Superfluide Dichte

Auch die superfluide Dichte fiir die Popov-Naherung ohne Unordnung kann bestimmt werden. Da die Gleichungen
fiir die superfluide Dichte jedoch erst spater hergeleitet werden, wird die Berechnung am Ende von Abschnitt 5.8,
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auf Seite 99, nachgeholt.

5.5 Huang-Meng-Ergebnis fir die Entleerung des Grundzustandes

Es soll nun untersucht werden, ob sich das Huang-Meng-Ergebnis fiir die Entleerung des Grundzustandes durch
Unordnung durch die hier prasentierte Theorie reproduzieren ldsst. Dazu nehme man erneut lokale Wechselwir-
kung und rdumlich unkorrelierte Unordnung an. Die zu betrachtenden Gleichungen sind die Molekularfeldglei-
chungen (4.88), (4.89) und (4.94)—(4.96) sowie die Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.82). Es féllt auf, dass die Ent-
leerung des Grundzustandes durch die Unordnung im Prinzip von zwei Unordnungsbeitrdgen her kommen konnte:
Zum einen stehen in der Teilchendichte die K, und ©,, mit der Unordnungsstarke R, zum anderen gibt es noch
den zusétzlichen Beitrag von  und 6.

Um zu bestimmen, woher das Huang-Meng-Ergebnis kommen kann, berechne man zunéchst die Integrale fir K,
in (4.88) und ©,, in (4.89). Das Integral fur die K, ist im Prinzip divergent. Es muss daher mittels einer Regulari-
sierung und Renormierung behandelt werden. Dazu muss man die Konstante 1 von dem Integral abziehen, analog
zum Fall ohne Unordnung, wie es bei der Popov-Theorie in (5.39) geschah. Diese Konstante sollte durch die Sum-
mation iiber die K,, (bei Beachtung der Operatorordnung durch einen Term e*m7) wieder hinzuaddiert werden.
Alternativ und &quivalent benutzt man dimensionale Regularisierung (D.5), um diese Divergenzen zu behandeln,
wie es z.B. von Andersen gemacht wird [5]. Die Gleichung fur K, ist dann

Kn _ (M 3/2ﬁ ihwm + & (K — K7
h 27'('77,2 \/ R " 2 R 2
(ihwm + £ (Km — K1) + |g(no + &) — £04,]
—p+2 —E(K*+K ) — 4/ | ik +£(K - K3) 2+ ( +£)—§® :
pregn = op \Bm T Bm m T op \Bm T Bm gino RO

2

R , R 2 R
- —ﬂ+2gn—%(K;‘n+Km)+ zhwm+ﬁ(Km—Kﬁn) —I—g(n0+£)—ﬁ®m

R, . , R ) R_ |
- —p+2gn — %(Km + Km) — thwm, + ﬁ(Km - Ky) ) +lg(no+&) - ﬁe)m

R . R 2 R_ |
+ —M+29n—%(K;‘n+Km)+ zﬁwm+ﬁ(Km—K;“n) —I—g(no—l—é)—ﬁ@m

(5.61)
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Die Gleichung fiir die ©,,, hingegen lautet

_ (M )3/2ﬁ 9(no +€) — £Om
2
2mh \/(ihwm =+ %(Km - Kﬁz))2 + ‘9(7"0 + f) - %Gm

O
h

|2

R, . , R % R_ |
\ +2gn — o (K + Ki) — [ 1w + o (Km — K7) |+ |g(no +€) — -6
R, . , R A\ R_ |
_\ _H+2gn_ﬁ(Km+Km)+ lhwm‘l‘%(Km_Km) + |g(no +§)_E®m
(5.62)

In 1. Ordnung in R und fiir kleine Wechselwirkung sieht man, dass die Wechselwirkung in den Gleichungen stets
nur in der Ordnung O(/g) auftaucht. Das bedeutet, dass

Ko, Om = O(/3)- (5.63)

Das Huang-Meng-Resultat bréuchte jedoch O(4/1/g), die gegen (5.63) dominiert, sodass es nicht von diesen
Termen kommen kann. Man nimmt nun kleine Wechselwirkung und kleine Unordnung an, wobei die Unordnung
in einem bestimmten Verhéltnis zur Wechselwirkung stehen muss. Die genauen Bedingungen lauten:

(asn0)3/2 < n,

M2
—R < 1. (5.64)
Vagng8htm3/2

Damit die flhrenden Wechselwirkungs- und Unordnungsterme, die aus den dann entstehenden Gleichungen fol-
gen, etwa von der gleichen GréRenordnung sind, kann man zusatzlich fordern, dass

W1 / a—s = O(asno) . (565)

Forderte man dies nicht, wére ein Term also deutlich groRRer als der andere, so wéren die weiteren Ordnungen in
der unordnungsfreien Wechselwirkung oder in der Unordnung wichtiger als der jeweils andere Term, sodass man
diesen hatte vernachléssigen sollen. Damit lassen sich einige Néherungen durchfihren. Auf Grund der soeben
erhobenen Forderungen sind die Korrelationen sehr klein, Man definiert also, dass alle Korrelationen von der
Grolenordnung eines kinstlichen Kleinheitsparameters ~y sind. Damit sind dann

’iaKmagaaa ®m = 0(7) (566)

Die dann enstehende Teilchendichtegleichung lautet

D o 10 R2%2 2
n o= ng+ylim [ ok kD wm ‘ wmh:;fM pr oo 5
™o J (2m)P BlR2w?, + (57 — 1+ 2gn)? — g%ng]
dPk R
+7/ (2m)P [ p2e2 = 7t 0(72)’ (5.67)
(W — B+ 2gn + gno>

wahrend die Gross-Pitaevskii-Gleichung sich zu

[= 1+ 2gn — gno] v/no = O(v) (5.68)
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vereinfacht. Die Berechnung der Integrale ergibt nach Einsetzen der Gross-Pitaevskii-Gleichung und teilweiser

Benutzung von g = %&
8 5 M \3?% o [ RM?  [ng )

— Y/ _ - —4+0 .
" n0+73\/7_r GsTo +7 (27rh2> \/7_r/o +78FL47T3/2 V as +0(r)

(5.69)

Ein Vergleich mit Huang und Meng [18] und Setzen von y = 1 zeigt sofort, dass dieses Ergebnis mit dem dort

€+ gng 1
\/6 + 2gng 6,6\/624—297106 -1

erhaltenen Ubereinstimmt.

5.6 Erweiterung des Huang-Meng-Resultats

Dem aufmerksamen Leser mag aufgefallen sein, dass eine der Annahmen in Abschnitt 5.5 unnétig war. Man kann
namlich auf Annahme (5.65) verzichten. Ist man nun explizit an den Effekten grofRer Unordnung interessiert, so
kann man die Annahmen in (5.64) durch folgende ersetzen:

asng)3/? RM?

(57;)) <<87r3/2h4\/m<1
Die Unordnungsbeitrage sollen also auch fiir hohere Potenzen von R viel wichtiger sein als der reine Wechselwir-
kungsbeitrag. Eine Losung ist auch dann mdglich. Der Grund hierfir wird bald offensichtlich. Damit alle mitge-
nommenen Terme relevant sind, ist aulerdem zu fordern, dass die mitgenommenen Unordnungsterme mindestens
von der selben Grossenordnung sind wie der reine Wechselwirkungsterm, und zusétzlich, dass der Unordnungs-
beitrag o< R/+/a; der einzige wichtige ist. (Mit anderen Worten: Terme, die O(R) oder sogar O(R/a;) sind, sind

vernachldssigbar klein.) Dann kann man die x-Gleichung wie folgt ndhern:

(5.70)

2
o Bno+r) [(h Kt 29n) + (gno))Q] —2R(ng + 0) [( -+ 29n) (gno)]
K= / = 5 . (5.71)
(2m) 2K 2 2
( —p+ 2gn) - (9m0)
Fur @ gilt in der Kondensatphase § = «, ansonsten § = 0. Die Teilchendichtegleichung ist dann
D 00 ) h ﬁ2k2 _ 2
n = ng+ lim A7k kD tem : wmh;l;zzM proon
oS (2mP = BIRReZ, + (B — i+ 2gn)2 — gPng)]
2
k> _ 2| _
/ op, Elno+#) [( DI — i+ 20n) + (gmo) ] 2R(no +) | (54" — 1+ 2gn) (gn0)]
(2m) 2 2
[(h2k2 —p+ 2gn) - (gno)Q]
(5.72)
In Analogie zu Abschnitt 5.5 lasst sich dies fir die Kondensatphase berechnen. Das Ergebnis lautet
_ 8 4 M \%? 2 o €+ gng 1
no= ot 3\/7_'( asmo” + (27Th2) ﬁA \/6 + 2gng eﬂ\/62+2gnoe 1
RM2 (fi + ’no)
. 5.73
+87147r3/2 Vasng (5.73)
Die x-Gleichung lasst sich im Rahmen dieser Ndherung exakt l6sen. Das Ergebnis lautet
2
K= 1o rM (5.74)

RM? 4,.3/2
1 = iy 8htm?/2 /g
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Damit folgt fiir die Teilchendichte

8 3 M \%? 2 /°° ¢+ gno 1
e — ./ - - d
" o + 3\/7_'( 4570 + (27Th2) ﬁ 0 ¢ \/6 + 2gn0 6,3\/62+2gn06 -1
RM? g 1
+ (5.75)
4.-3/2 RM?
SRATH2 \fasmo 1 — g e

Mit Hilfe der Forderung (5.70), die nun einsichtig sein sollte, kann man dann die Entleerung des Grundzustandes
in eine Reihe entwickeln, um die Ordnung in R deutlich zu machen. Man erhalt
€+ gng 1 :|

8 5 M \*? 2 [
= —y/ — ) =/ a
n mo + 3\/7_1' asmo” + (27Th2> ﬁ /0 € \/6 + 2gng 8,6\/62+2gn06 -1

RM?2  n, RM? RM? 2
+ 1+ + o] (5.76)
8hin3/2 | Jazng 8hin3/2, fasng 8hAT3/2, fagng

Wie bereits bei der Diskussion in Abschnitt 5.5 zu erkennen, sind alle Terme, die von den K,, oder den ©,,
kommen konnen, von hoherer Ordnung in der Wechselwirkung. Selbst wenn die zusétzlichen Terme, um die das
Huang-Meng-Resultat hier erweitert wurde, klein sein sollten, beispielsweise kleiner als andere Wechselwirkungs-
beitrdge, so geben sie doch in jeder Ordnung der Unordnung R die jeweils niedrigste Ordnung in der Wechsel-
wirkung a; an. Inshesondere in dem Fall, dass R grof3 wird, werden aber die bisher vernachldssigten Terme der
Wechselwirkung in den Unordnungsbeitrdgen im Prinzip wichtig. Dies kann man umgehen, wenn man fordert,
dass die Wechselwirkung verschwindend klein ist. Eine Betrachtung der Auswirkungen dieser Forderung findet
sich in Abschnitt 5.10.

5.7 Notwendige Naherungen und Entwicklungen

Wie bereits in Abschnitt 4.5 erwahnt, hat die Hartree-Fock-Bogoliubov-Theorie das grundsétzliche Problem, dass
die Dispersion nicht bandliickenfrei ist. Neben dem theoretischen Widerspruch zum Hugenholtz-Pines-Theorem
[41] gibt es noch das Problem der Berechenbarkeit: Wenn das Spektrum nicht bandliickenfrei ist, ist eine Be-
rechnung der entstehenden Integrale sehr schwierig. Dieses Problem der Berechenbarkeit betrifft vor allem die
Kondensatphase. Es ist also notwendig und wiinschenswert, die Gleichungen zu néhern.

Bevor man zu anderen Uberlegungen iibergeht, ist festzustellen, welche Naherungen notwendig sind, damit man
die Summe in der Teilchendichtegleichung (4.95) ausfihren kann. Dazu betrachte man die Gleichungen fir K,
in (5.61) und ©,, in (5.62). Diese Gleichungen kdnnen analytisch anscheinend nicht so aufgeldst werden, dass
man die Ergebnisse analytisch verwenden kann. Jede Mitnahme von K,,, oder ©,, muss also storungstheoretisch
erfolgen. In einer ersten Naherung muss man diese also vernachléssigen, man kann aber auch die erste Ordnung
mitnehmen, und dann die zweite vernachléssigen, in der nur noch Terme von der Form RK,, oder R©®,, auf-
tauchen. Mdchte man diese Terme “zweiter Ordnung” mitnehmen, so beinhaltet die dann folgende Entwicklung
weitere Integrale, die ebenfalls nur schwer zu I6sen sind. Es stellt sich heraus, dass Formel (D.5) hier zu Problemen
fuhrt, weil die I'-Funktion an Argumenten auszuwerten ist, an denen sie fiir D = 3 Dimensionen nicht definiert
ist. Hier wére also eine Betrachtung der Divergenzen in D Dimensionen durchzufiihren. Zusatzlich treten Inte-
grale auf, die mit dieser Methode iiberhaupt nicht berechenbar sind, aber nach Regularisierung verlangen, da sie
formal unendlich groB sind. Die Mitnahme dieser Terme ist also mit dieser Methode nicht mdglich, weder in der
Gleichung fur die Teilchendichte in (4.95) noch in Gleichung flr & in (4.96).



5.7. NOTWENDIGE NAHERUNGEN UND ENTWICKLUNGEN 89

Zusétzlich folgt jetzt das Problem der fehlenden Bandliickenfreiheit. Dies hdngt eng zusammen mit dem grundsatz-
lichen Problem der Hartree-Fock-Bogoliubov-Naherung. Shi und Griffin begriindeten dies damit, dass Diagramme
inkonsistent mitgenommen wiirden [43]. Sie beriefen sich dabei auf die Arbeit von Proukakis, Burnett und Stoof
[44]. Demnach werden die Diagramme bereits bei der T-Matrix-Methode beruicksichtigt [30].

Mit diesen Uberlegungen im Sinn folgen im Wesentlichen drei Méglichkeiten, die Gleichungen zu nihern:

5.7.1 T-Matrix

Die sinnvoliste Mdglichkeit, die bei beliebiger Temperatur gliltig ist, und die einfach berechenbar ist, scheint zu
sein, dass man T-Matrix-Renormierung betreibt, und diese bis zur ersten Ordnung beriicksichtigt. Wegen der nicht
bekannten Renormierungsvorschrift fiir die Unordnung muss man aber die Terme K ,,, und ©,,, in zweiter Ordnung
ebenfalls vernachlassigen, also dort, wo sie nur noch in der Form RK,, und R©,,, auftauchen. Danach muss man
die anormalen Korrelationen streichen, wie von Popov zuerst vorgeschlagen. Allerdings ist zu beachten, dass die
Terme in der Teilchendichte, die temperaturunabhéngig sind, nicht gendhert werden dirfen, auch wenn sie von den
anormalen Korrelationen kommen. Der Grund liegt hier darin, dass sie genau so groR sind wie die Terme, die von
den normalen Korrelationen kommen, und nicht einsichtig ist, dass sie bereits an anderer Stelle behandelt wurden,
wie es laut Shi und Griffin bei der Wechselwirkung der Fall ist. In der T-Matrix-Theorie werden die Terme, die von
den anormalen Korrelationen kommen, bereits in der Vielteilchenstreumatrix verarbeitet. In niedrigster Ordnung
sagt diese Theorie nach Stoof und Bijlsma [30], dass

. Arhla,
g - M -

(5.77)

Im Prinzip wére es moglich, weitere Terme dieser Wechselwirkungsstarke mitzunehmen, aber es ist deutlich
aufwéndiger, weshalb dies hier unterbleibt. Die Naherung in den Feldern lautet mit diesen Uberlegungen:

R@m = 0,
RK,, =0,
£=0. (5.78)

Dies ist die in Abschnitt 5.6 verwendete Néaherung. Der Vorfaktor R erinnert daran, dass K,, und ©,, erst in
zweiter Ordnung vernachlassigt werden, wo diese Terme nur in der dort angegebenen Form auftauchen. Wenn
man zusatzlich nahert

k=0=0, (5.79)

bekommt man das Huang-Meng-Resultat, sodass diese Naherung zumindest in niedrigster Ordnung Vertrauen
verdient. Dies ist dquivalent zu sehr schwacher Wechselwirkung.

5.7.2 Hochtemperaturlimes

Wie in Anhang A erldutert, ist die Reihe, welche in der Teilchendichtegleichung (4.95) aufzusummieren ist, eine
Hochtemperaturreihe. Wenn man sich bei hohen Temperaturen befindet, dann ist derjenige Term, welcher durch
m = 0 charakterisiert ist, der dominante Term. Nimmt man also nur den Term fiir m = 0 mit, so diirfte das
Ergebnis fir einen kleinen Bereich um eine "hohe” Temperatur richtig sein. Diese "hohe” Temperatur sollte die
kritische Temperatur sein, wenn man der (blichen Philosophie hinter der Hochtemperaturentwicklung in der Bose-
Einsein-Kondensation folgt.
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Es steht zu erwarten, dass die Ndherung, dass man nur den m = 0-Term mitnimmt fiir sehr hohe Temperaturen
T = T, bessere Ergebnisse liefert als die Néherung in Abschnitt 5.7.1, aber fiir niedrigere Temperaturen kann
diese Hoffnung nicht aufrecht erhalten werden. Da man das gesamte Problem aber umgehen kann, wenn man die
Hartree-Fock-Naherung macht, ist diese Hochtemperaturnaherung nicht besonders interessant, und es wird auf
die Arbeit von Graham und Pelster verwiesen [25]. Den Tieftemperaturbereich hingegen behandelt der folgende
Abschnitt.

5.7.3 Tieftemperaturlimes

Fur niedrigere Temperaturen muss man in der Teilchendichtegleichung (4.95) die komplette Reihe mitnehmen.
Im Tieftemperaturlimes werden die Abstdnde zwischen den w,, sehr klein, da die Frequenzen proportional zur
Temperatur sind: w,, oc T. Die dominanten Beitrdge der Reihe sind wiederum die fiir kleine m, denn die Reihe
fallt quadratisch in den w,,, siehe dazu die Teilchendichtegleichung (4.95). Fir die w,, gilt bekanntermalien

. 27TkBT
A

Auf Grund der Stetigkeit in den w,,,, wie sie aus der Gleichung fir die K, (5.61) ersichtlich ist, gilt fiir sehr tiefe
Temperaturen und kleinen m

m. (5.80)

Wm

RK,, ~ RK,. (5.81)

Diese Néaherung soll also nur in zweiter Ordnung durchgefiihrt werden, was durch den scheinbar sinnlosen \or-
faktor R angedeutet wird. Man kann nun vermuten, dass die relevanten Beitrdge allesamt von diesen Termen
kommen. Mit dieser N&herung kann man die Gleichungen ebenfalls behandeln, was auch das wichtigste Argument
fir die Verwendung dieser Néherung ist. In Analogie zur Diskussion im ersten Abschnitt dieses Kapitels muss
man allerdings berticksichtigen, dass man Diagramme Uberzahlt. Dies scheint nur fiir die anormalen Korrelationen
aufzutreten, also in den Feldern £ und ©,,, sowie evtl. 8, siche dazu deren Definitionen mittels (4.22), (4.24), (4.38)
und (4.43). Man umgeht das Problem daher mit der Naherung

Om = 0. (5.82)

Diese Néherung geschieht vollig analog zur Popov-Theorie, und widerspricht demnach erwartungsgemal auch
den Gleichungen fiir £ (4.85) und ©,,, (4.89), da man diese Gleichungen zusatzlich fordert, und die urspriinglichen
Gleichungen demnach aufgegeben werden miissen. Es ist zwar richtig, dass die anormalen Korrelationen groRer
werden als die normalen Korrelationen, aber bei dieser Begriindung ist nicht berticksichtigt, dass man die anorma-
len Korrelationen iberzahlt. Um dies zu vermeiden, werden sie nicht berticksichtigt. 8 wird aus den schon zuvor
genannten Griinden nicht gendhert: Diese Terme scheinen nicht liberzahlt zu werden. Wenn man sie ebenfalls ver-
nachléssigt, kann das Huang-Meng-Ergebnis nicht mehr reproduziert werden.

Die Ndherung hat den Vorteil, dass nunmehr die Bandliickenfreiheit der Dispersion garantiert wird: Fir m = 0 und
k = 0 muss der Nenner in den Gleichungen fiir K, (4.88) und ©,, (4.89) nach Einsetzen der Gross-Pitaevskii-
Gleichung (4.82) verschwinden. Fordert man Bandliickenfreiheit, und fiir R = 0 den Ubergang zur Popov-Theorie,
so ergibt sich die Forderung

R
g€ — 700 =0. (5.83)

Auch diese Gleichung widerspricht der Gleichung fur £ (4.85) bzw. der fir ©,, (4.89), was ebenfalls wegen
dieser zuséatzlich erhobenen Forderung zu erwarten war. Mit dem Argument, dass man Terme Uberzahlt, ist die
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Forderung nach Bandliickenfreiheit demnach erfillt. Eine mathematische Beschreibung des Glltigkeitsbereiches
(sofern vorhanden) wird hier nicht angegeben. Ergebnisse, die auf der Ndherung RK,, =~ RKj beruhen, sind
jedoch mit Vorsicht zu behandeln und missen bei Interpretationen von Experimenten stets kritisch betrachtet
werden. Es ist nicht klar, ob diese Ndherung gerechtfertigt ist.

Chemisches Potential

Nimmt man diese Tieftemperaturndherung ernst, so erweist sich, dass das chemische Potential bei gegebener Teil-
chendichte dann nicht konsistent bestimmt werden kann. Sowohl die Forderung der Bandliickenfreiheit (5.83)
als auch die Vernachldssigung der anormalen Korrelationen mittels (5.82) fuihren dazu, dass die Isothermen im
Diagramm der Teilchendichte n gegen das chemische Potential p nicht mehr stetig ineinander ibergehen. Dies
geschieht trotz der physikalischen Motivation der Naherung. Es ist anscheinend nicht gestattet, die anormalen
Korrelationen fiir die Berechnung des chemischen Potentials zu vernachlassigen, was in Gleichung (5.82) gesch-
ah, bzw. Bandlickenfreiheit zu fordern (5.83). Dies ist moglicherweise dadurch zu erklédren, dass man die Teil-
chenzahlerhaltung verletzt, wenn man Bandlickenfreiheit fordert. Eine Mdglichkeit, die nicht zu Unstetigkeiten
im chemischen Potential fuhrt, ist die moglichst exakte Mitnahme der anormalen Korrelationen. Das chemische
Potential bestimmt sich damit aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung, wenn man in der Kondensatphase ist, also aus

R(k = 0)

—p+2U(k = 0)n + Uk = 0)§ —U(k = 0)ng - ——

(Ko +©0)| v/no =0, (5.84)

und aus der Teilchendichtegleichung, sofern man sich nicht im Kondensat befindet, also aus Gleichung (4.95).

5.7.4 Theorie fur T=0 und sehr schwache Wechselwirkung

Fur T = 0 kann man auf den Spezialfall sehr schwacher Wechselwirkung bei gleichzeitig starker Unordnung
spezialisieren. Dies geschieht durch Vernachlassigung der Bogoliubov-Terme in der Teilchendichtegleichung, al-
so der m-Summe in den Gleichungen fir » in (4.95) und £ in (4.85) und unter Beachtung der Substitution fur
schnell fallende Unordnungskorrelation und Wechselwirkung (5.8). Folglich miissen auch Ky und ©¢ in der Gross-
Pitaevskii-Gleichung vernachlassigt werden. Damit lautet die Teilchendichtegleichung fiir diesen Spezialfall

op | B o+ k) [("m‘; —p 4 20(0n) + (U)o + 5))2]

n = no+/(27r)D [(h2k2 }

9 2
5 — ek 200n) ~ (U)o + Y]

_gR&xm+ﬂ)K@ﬁ—u+ﬂU&M)aﬂmhm+®ﬂ

5 (5.85)
h2K? 2 2
[( D — p20(0)n) — (U(K)(no +£)) ]
Vergleicht man dies mit Gleichung fiir x in (4.94), so erkennt man, dass in dieser Beschreibung gilt
n—ny = k. (5.86)

Im Falle gebrochener Symmetrie gilt auBerdem

0 = r, (5.87)
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sonst @ = 0. Fr das Feld ¢ gilt nach (4.85)
§£=10, (5.88)

im Falle gebrochener Symmetrie also
&E=n—ny, (5.89)

und ¢ = 0 sonst. Dies ist jedoch im Widerspruch zur Forderung nach der Bandlickenfreiheit (5.83), wonach auch
im Falle gebrochener Symmetrie ¢ = 0 gilt. Man muss also entscheiden, ob die Forderung nach Bandliickenfreiheit
oder die hergeleitete Gleichung fiir £ in (4.85) wichtiger ist, um das Verhalten des Systems richtig zu beschreiben.
Fir die Kondensatdichte macht dies offenbar keinen Unterschied, aber jeweils auftretende Probleme bei der super-
fluiden Dichte und beim chemischen Potential fiihren zu Forderungen in zwei gegensatzliche Richtungen, wie in
Abschnitt 5.10 gezeigt wird. Die Teilchendichtegleichung lautet demnach

oy | R0 (5 — et 20000) + 0 + 0

n = n0+/(27r)D [<ﬁ2k2

9 2
58— e 200n) ~ (U)o + Y]

2R (mo +0) (%8 — 1+ 20 (1)) (U (o + £))]

5 5 (5.90)
h2k? 2
[( S —u o+ 20(n) — (U (no +£) ]
Die Gross-Pitaevskii-Gleichung ist dann nach Vergleich mit (5.12) :
[-p+2U(k=0)n+U(k =0)¢{ — U(k = 0)ng| /1o = 0. (5.91)

5.8 Superfluide Dichte

Es soll der Anteil der superfluiden Dichte an der Teilchendichte fiir beliebige Temperatur berechnet werden. Die
Teilchendichte bei 7" = 0 ist nicht notwendig gleich der superfluiden Dichte, wie Huang und Meng fiir schwache
Unordnung zeigen [18]. Es gibt also keinen Grund dafiir, zu vermuten, dass dies bei endlicher Temperatur anders
wdre. Die Idee hinter der hier verwendeten Methode der Berechnung der superfluiden Dichte ist wie folgt: Man
untersucht den Einfluss der Ankopplung eines &uBeren Geschwindigkeitsfeldes mit Geschwindigkeit u an das
System. Nur die normalfluiden Teilchen reagieren darauf. Mathematisch betrachtet man die Wirkung (4.9) mit
den Teilen (4.16), (4.26) und (4.27). Die Wirkung wird dann durch die Ankopplung des Systemimpulses p an die
Geschwindigkeit u modifiziert, und zwar mittels

A — A+ up. (5.92)

Der Systemimpuls p ist hierbei definiert durch den Erwartungswert des Impulsoperators,

hp
p= / dr / dPz o* (x, T)%?w(x, 7). (5.93)
0
Die Anderung des groRkanonischen Potentials wird dann durch das Differential

dQ = —SdT — pdV — Ndyu + pdu (5.94)
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beschrieben. Der letzte Term beschreibt hier die Ankopplung des duReren Geschwindigkeitsfeldes. Fir diesen gilt
offenbar

p=MVn,u+--- (5.95)

Hierbei stellt n,, die normalfluide Dichte dar. Da die Summe von superfluider Dichte n; und normalfluider Dichte
ny, die Gesamtdichte n ergibt, Iasst sich daraus die superfluide Dichte berechnen [54, Kapitel 8]:

Ng =N — Ny (5.96)

Mit Hilfe der Modifikation (5.92) und anschlieBend einem Vorgehen vollig analog zu dem in Kapitel 4 kann man
dann die neue Wirkung berechnen. Das Ergebnis im neuen Bezugssystem lautet (vgl. die Teilwirkungen (4.16),
(4.26) und (4.27))

. s SR o R h
A", 69 = /0 dT/d x;{xya(x,f {hE—mA+ R = 4| o, 7)

+9% (x,7) ﬁg—h—gA—FEuV— 0o (x,T)
o or 2M i H|o%alnT

% / P2V (x — x') W} (%, 1) W4 (K, 7) Wa (%, ) Wa (X, 7)
(U5 (x, 1) 0% (X, 7) + (%, %, 7)) pa (%, T)00a (X, T)

+ ( (x, 7)o (x',7) + €0 (x,X, T)) S (x, )67 (', 7)

+ (U (%, )V (%, T) + sa(x, 7)) 890k (X', 7)d9a (X', T)

+ ( (x',7) + sk (X, T)) 0% (x, 7)0%q (%, T)

+ ( (%', x, 7')) S (X', 7)0%a (%, T)

+ (‘I/ X', 7)Wqo(x,7) + 0ok (X, %, 7')) S (%, T)6he (X!, )

sk 7)) = 0K 1)L %, 7) — a7

_t hﬂdT/ dT/dD /dD’ZZRx—x

a=1la'=1
[\1: (x, )\I/*,(x' T')xy (x, 7) U (', 7")

+ (506 )5 (¢, 7') + O (6, 75X, 7)) Btpa(x, 7) e (', 7)
+ (Ta (%, 7) U (X', 7') + O (x, 75X, 7)) 895 (3, 7) 895y (X, 7')
+ (Vo (x, ) (X T) +5a(x,7)) S (x', 7)o (x, )

+ (\I/z, ar(x ')+ sk (X!, 7)) 0k (%, T) 6o (x, T)

+ (\Il (x T) + Koo x,T;x',T')) S (x, T) 0o (X', ')
+ (‘I’* (x, )W (%', 7') + K (%, 7%, 7)) 0p3y (', 7') 0 (x, 7)

_Sa(xa T)Sa’ (X » T ) - Kaa’ (X, T3 xla T,)K;a’ (X, T3 X,, TI)

O (%, 7%, 7') Oy (5,7, 7] (5.97)



94 KAPITEL 5. NAHERUNGSWEISE LOSUNG DER HARTREE-FOCK-BOGOLIUBOV-GLEICHUNGEN
mit
_— b 12 h
A6y, 6¢] dT d xz 5P (%, T) h———A+ ~uV -y 5o (x,T)
T

%/dDZIIIU(X x')

[ (6, 1) Wa (K, 7) + €405, X, 7)) b (%,7)60a (X', 7)
+ (\I!a(x,r (%', 7) + €a(x, X 7')) S (x, 7) 64 (', 7)
+ (Vo (x,7)¥ (X 7) + sa(X, 7)) 895, (%', )00 (x, 7)

+ (\IJZ(X 7)o (X, 7) + 85 (X, T)) 0y, (x, 7)0%q (%, T)

+ (\IJZ(X,T \Ila x',7) + oq (X', x 7')) Sk (X', 7)0va (%, T)
+(Ta(

W, 1) r)+az<x',x,7))w;:(xn)wa(xcf)]}

il hﬂdT/ dr/dD /dD’ZZRx x')

a=1la'=1

[ (%, )T (%, 7) + O (36,75 X', 7)) 54bac (X, 7) Sthey (', 7')

+ (Talx ™) + Oua (3, 753, 7') ) 0855, 7) %y (7

+(Walx, ) (X T)+sa( 7)) 69 (X, 7) 0% (X, 1)

+ (T ( o/(x ') + s (X, ))5%(x 7)0%a (%, 7)

+ (llla Vo (x,7) + Koo (%, 73%', 7)) 60 (%, ) 0 (X', 7')

(U500, 7) Uy (%, 7') + K (x,T,x, ™)) 8355 (X', 7)o (x, 7). (5.98)

Diese Wirkung A l4sst sich nun analog zu Gleichung (4.56) in eine Matrixmultiplikation umschreiben. Das Ergeb-

nis fur den dort auftauchenden Integralkern G, lautet
_ hl — A 4 By — 0
Ga;, (xaTQXIaTI) = 5aa’6(x - xI)J(T - TI) ( g 0 h— . —A' . _uvl )
n [ U =x)2nots+ox —x)] UK —x)[no +&(x —x)]
+0aa/0(T — T')
U —x)[ng+&(x' —x)] Ux—x)[2n+ 5" +0o*(x —x')]

i 1 [ Rx—-x)K(x-x,7-7) Rx-x)0(x-x,7-17)
“h\ Rx—x)0*(x—x/,7—7') Rx-x)K*(x—x',7—17)

1 ( R(x — x')[no + k(x — x)] R(x — x')[no + 0(x — x')] )

1 (5.99)
R(x — x')[ng + 0*(x — x')] R(x —x')[ng + x*(x — x')]

h

wobei der Term proportional N hier bereits vernachlassigt wurde, da er im Replika-Limes ohnehin wegfalit.
Fihrt man nun eine Fourier-Matsubara-Transformation wie in (4.61) durch, so erhédlt man die Fourier-Matsubara-
Transformierte des Integralkerns, eine 2N x 2/N-Matrix, deren Form allerdings etwas anders ist als in (4.62). Sie
lautet

_ a(k,wm) d(k,wm) b(k,wm) c(k,wm)
Gl (k,wm) = ( Hew) alke) ) S + ( i) ) . (5.100)

Q|
—~
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Die Eintréage sind also nicht mehr die komplex konjugierten voneinander. Statt dessen sind die Eintrage lediglich

recht ghnlich. Sie lauten

a(k, wn)

b(k, W)
c(k,wm)

d(k,wpn)

212
2M

1

-5 / dPz e *R(x) K, (x),

—Bm.0 / dPz e **R(x)[ng + K(x)],
Bomo / Pz e~ R(x)[ng + O(x)],

/ dP2 =T (x) g + £(x)] —

21,2

|
>t
A
=
|
=
+
—

%/dDw e~ R X R (%), (x),
d

4 hku — i+ / P ¢ I (x) [2n0 + 5 + 0(x)]

(5.101)
(5.102)
(5.103)

(5.104)

Dz e ™0 (x) [2n0 + s* 4 0% (x)]

—Bbmo / P e % R(x)[ng + K (x)],

B0 / dPz e" ™ R(x)[ng + 6" (x)],

/ Pz ¢ I (x)[ng + £ (x)] — % / Pz ¢ T R(x)0" (x).

(5.105)
(5.106)
(5.107)

(5.108)

Der Oberstrich soll daran erinnern, dass die das duere Geschwindigkeitsfeld u nun fiir jedes der Molekularfelder
wichtig ist, da es in deren Bestimmungsgleichung zumindest implizit auftaucht. Die Sterne stehen folgerichtig
auch nicht mehr flir reine komplexe Konjugation. Statt dessen ist die Abhdngigkeit von dem &uleren Geschwin-
digkeitsfeld auch hier wichtig. Da eine penible Trennung aber nur zusétzliche Notation einfiihrte, und dies spéater
ohnehin unwichtig wird, sei diese Ungenauigkeit hier gestattet. Da das effektive Potential berechnet werden muss,
geht man nun analog zu Abschnit 5.3 vor. Zur Vereinfachung der Notation wird ab jetzt wiederum angenommen,
dass das Wechselwirkungspotential und die Unordnungskorrelation sehr schnell abfallen. Das Ergebnis fir das
effektive Potential im Replika-Limes N — 0 lautet dann

mit den Bezeichnungen

1
+5R(k=0)

und

1
v = v {cuns k=0 [ g6 o]

1 1
hKoka + hK0H+
—00
v
lim ——TrinG™" = lim ——
NS0 28N nG NS0 28N
dPk
1 _
Zﬁ o) D { n(aa — dd)

Ve = Viip) +Viip

Z Kn,K* +h®00*+ @00+

(5.109)

}

Z@@

(5.110)
L) .
enD 2 In [DetG~" (k, wy,)]
m=—0oQ
— ba+ab—cd—vcd
+ — : 5.111
aa — dd } ( )
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Da hier keine Berechnung des effektiven Potentials erfolgen soll, wird die Normalordnung der Operatoren nicht
durch Mitnahme eines Zeitordnungsterms beriicksichtigt. Nach Wiedereinsetzen der Abkiirzungen erhélt man

- d°k
of 795 ) (2m)P
21,2

h’k 1
X (ihwm + — —hku—p+UKk)(2no +s*+0") — —R(k)K;*n)

= 2Kk? 1
{ > In [(-mm + ZM + hku — p + UK)(2no + s +0) — ﬁR(k)Km>

oM 4
- (U(k)[no +€ - %R(k)®m> (U(k)[”o +&l- %R(k)(a:’)]

—BR(K)[no + K] (% — hku — p+ U(K)(2no + §* + 0*) — %R(k)Kg) .

(B2 | hku — p+ U(K) (200 + 5 + 0) — LRK)Ko) (B2 — hku — p + U(K) (200 + 5* + 0*) — LR(K)KZ) - --
= BRR)[no + x*] (B + hku — i+ U(K)(2n0 + 5 + 0) — LR(K)Ko)

= (U(K)[no + €] = R(k)00) (U (k)[no + &*] — 4 R(k)O;)

BR(k)[no + 6] (U(k)[no + €] — 3 R(k)6O;) - --

(B3 | hku — g+ U(k) (200 + s + 0) — LR(K)Ko) (B — hku — pu + U(k)(2no + s* +0*) — LR(k)Kg) - -

-+ BR(K)[n0 + 6*] (U(K)[no + €] — R(K)Oo) } _ (5.112)
= (U)[no + ] = R(X)O0) (U(k)[no +&*] — 3 R(k)05)
Da man nun durch Extremalisierung nach den Feldern die Feldgleichungen erhdlt (vgl. Herleitung der Wirkung
in Abschnitt 4.1), ist nur die explizite Abhangigkeit der a, b, ¢, d, @, b, ¢, d von u fiir die Berechnung der normal-
fluiden Dichte von Interesse. Man macht nun eine Taylorentwicklung dieser Abhéngigkeit nach u bis zur zwei-
ten Ordnung. Dabei hat lediglich Ve(f?) eine explizite Abhéngigkeit von u. Da man entwickelt, verschwinden die
Abhangigkeiten der Felder von u in den einzelnen Ordnungen. Damit (und mit passender Phasenwahl) gelten die

bereits aus Kapitel 4 bekannten Zusammenhénge

+

+

K =K",

0= 6%,

Kn,=K~*,,

On =0%,,

£=¢7,

s=s"=mn—ny,
oc=0c"=n—ny. (5.113)

Die Verwendung der nachldssigen Schreibweise fur die Felder bei Beriicksichtigung des duBeren Geschwindig-
keitsfeldes u wird an dieser Stelle also nachtréglich gerechtfertigt. Im Falle gebrochener Symmetrie gilt zusétzlich

K =0. (5.114)

Die Félle k = 6 und 6 = 0 lassen sich allerdings zusammenfassen, denn wenn @ verschwindet, so verschwindet
auch &, und beide kdnnen nur fiir ng = 0 verschwinden. Die Félle unterscheiden sich dann lediglich im Nenner
der Summanden in (5.112). Die Entwicklung lautet dann formal gesehen

1
Ve =V 4V 1w v u+ SAVer + - (5.115)
u=0 u=0 u=0
Dabei dient AV,g als Ablirzung:
» 2) Uil (5.116)
e Qu;Ou; o v '
%] u=0
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Die erste Ordnung der Entwicklung liefert aus Symmetriegriinden keinen Beitrag:

vV o (5.117)

u=0

Die zweite Ordnung der Entwicklung liefert aber unter Ausnutzung der Symmetrie beziiglich der k;, also unter
Benutzung von

1
[ i) = 05 [ @@k, (5.118)
das Ergebnis
2MV , [ dPk R%k?
AVer BD / (2m)D 2M

o0

Z B 1

2
m==so | |ifiom + 5 — u+ 20 ()0 — HEK | -

U0 +6) - B,

n 2R%w?2,

2
(‘ihwm + R 2U (k) - B K| -

R(k)B[no + K]
(55— 2000n— B85, ~ U0l + 4 + 0)

[U)ino +¢] - ﬁ@mf)Q

1
2Kk2 i
(587 =+ 20 (n — Ko + U)o + €] = T 00)

X

(5.119)

Mit Hilfe der Zusammenhédnge zwischen €2, Systemimpuls p und u, gegeben durch (5.94) und (5.95), bekommt
man so die normalfluide Dichte:

APk Kk [ X
= Wm)
fin ﬁD/ZwDZM{Ze

m=—0Q

1
2 2
ifm + 567 — 20 (kn — S~ [U (0o + €] ~ 0,
2h2w2,

2
(‘zﬁwm + h2k2 —u+2U0k)n — %Kﬁl —

2R(k)B[no + K|
(%% — -+ 20(10n — B Ko — U no + €] + 26,

2
o+ - 420,")

1
(B — i+ 20 (1)n — B Ko + U (1) mo + €] - “)@)

X

(5.120)

Hier nun wurde die Normalordnung der Operatoren wieder explizit beriicksichtigt, da die normalfluide Dichte nun
berechnet werden soll.
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5.8.1 Naherung in Analogie zur T-Matrix

An dieser Stelle miissen nun Naherungen eingeflinrt werden, da die K, nicht explizit zu einem verwendbaren
Ausdruck berechenbar sind. Es wird hier die noch recht etablierte Naherung in Analogie zur T-Matrix (Abschnitt
5.7.1) gemacht, die in niedrigster Ordnung das Huang-Meng-Resultat reproduziert. Zur Vereinfachung nimmt man
gleichzeitig an, dass man lokale Wechselwirkung und ein unkorreliertes Zufallspotential hat. Man erhélt dann

de h2k2 g 1
5D A2K? 2 2
m=—00 R2w2, + ‘W —p+2gn| — [gnol
2R%w2,

2Kk2 2 2
(h2w,2n + ‘% -+ 2gn‘ - |gn0|2>

2Rp[no + K]

5.121)
) p (
(ﬁk u+29n—gn0) (%—u—l—Zgn—ano)

Mittels (A.7) behandelt man die mm-Summe. Zusatzlich folgt die Substitution (5.38).

2 [ M \P? D
- /2 w(n—nhp)
in 3D (27rh2) D/2 / dee 27r s / dw ¢

1 2h2w?
2 9 2 2 2
h2w? + |e — p+ 2gn|” — |gno| (hgwg +le— p+2gn) — \gn0|2>

2RpB[ng + K] }
(e — pu+2gn — gno) (€ — p+ 2gn + gng)* )~

(5.122)

—+

Der Residuensatz erlaubt die Berechnung des w-Integrals. Man erhalt

2 M D/2 1 o0 D eﬂ, /(€_u+29n)2_92ng
= = /2
i (27rh2> D/2 / dee™™N P (

2
(e—pt+2gn)*—g°n§ _ 1)

(5.123)

N 2R[ng + K] }
(€ — p + 2gn — gno) (e — i+ 2gn + gno)® )

Mdchte man statt dieser Naherung die in Abschnitt 5.7.3 genannte Nédherung fiir tiefe Temperaturen machen, so
flihrt die Substitution

f— o+ %KO (5.124)

zum richtigen Ergebnis fur diese Tieftemperaturndherung. In beiden Féllen besteht die normalfluide Dichte dann
in der Kondensatphase aus einem unordnungsunabhangigen Term und einem unordnungsabhéngigen Term. Be-
nutzung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.82), sowohl in der Naherung in Analogie zur T-Matrix aus Abschnitt
5.7.1 als auch in der Tieftemperaturndherung aus Abschnitt 5.7.3, liefert das Ergebnis

D/2 o0 B/ €2+2gnpe
nnzz( M ) (1 / de eP/? ﬁ( c 4 2Blro + 1] (5.125)

2mh? I'(D/2) Jo BV e +2gnoe _ 1)2 €(e+ 29”0)2
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Ein wenig kann diese Gleichung noch vereinfacht werden, indem man das Integral ausfiihrt, so weit es mdglich
ist. In D = 3 Dimensionen folgt:

. 2 < M )3/2 1 /oo 4 3/2/6 6,3\/52+29n06 N 4 RM2 [no + KZ]

n = — € € — .
3\ 27h? I'(3/2) (eﬂ [ 2gmoc 1)2 3 8KAw3/2 \Jagng

Eine weitere analytische Behandlung dieses Integrals kann nur in einem Grenzfall erfolgen. Der Fall T' = 0 bei

sehr kleiner Wechselwirkung soll in Abschnitt 5.10 behandelt werden. Trotzdem kann man erkennen, dass der
unordnungsabhéngige Term den bekannten Faktor 4/3 mal der Entleerung des Grundzustandes liefert [18], also

(5.126)

4
ng =n — Ang — gAno , (5.127)
R=0 Unordnung
mit der Entleerung des Grundzustandes
RM?
Ang = i3 [no + ] (5.128)
Unordnung T 4570

Fur « = 0 erhédlt man das Huang-Meng-Ergebnis (5.69), fiir ein nicht gendhertes « sogar ein erweitertes Ergebnis,
dessen Analogon fiir die Entleerung der Kondensatdichte in Abschnitt 5.6 als Erweiterung des Huang-Meng-
Resultats vorgestellt wurde. In beiden Féllen hat man bei der Entleerung der superfluiden Dichte also einen zusétz-
lichen Faktor vor der Entleerung des Grundzustandes, welcher gleich ist. Es ist also in Analogie zum Resultat von
Huang und Meng auch hier méglich, dass die superfluide Dichte verschwindet, wahrend die Kondensatdichte noch
von Null verschieden ist. Die Interpretation bleibt dieselbe: Es entstehen lokale Kondensate, die aber durch die
Unordnung nicht zur superfluiden Dichte beitragen. Man kann von Lokalisierung sprechen.

5.8.2 Superfluide Dichte in Popov-Néaherung ohne Unordnung

Da die Gleichungen fiir die superfluide Dichte nun hergeleitet wurden, kann man die Popov-Naherung ohne Un-
ordnung auf sie anwenden, welche in Abschnitt 5.4 behandelt wurde. Dazu startet man mit der allgemeinen Glei-
chung fiir die normalfluide Dichte (5.120), setzt aber R = 0 und wendet die Popov-Ndaherung £ = 0 an. Aullerdem
wird erneut von lokaler Wechselwirkung ausgegangen, sodass U (k) = g angenommen wird. Die Berechnung
der m-Summe geschieht dann vollig analog zu der Berechnung in Abschnitt 5.8.1, was zu erwarten war, da diese
Néaherung eine Erweiterung der Popov-Theorie fir Unordnung darstellt. Das Ergebnis fiir die superfluide Dichte
lautet daher in D = 3 Dimensionen

9 M 3/2 1 o0 B/ €2+2gnge
ng=n-— = ( 2) / de ¥/28—° . (5.129)
3 \27h I'(3/2) Jo (eﬁ\/e2—|—2gn06 _ 1)

Die Substitution € = fe bei anschlieender Verwendung der dimensionslosen Einheiten, die in der Popov-Néhe-
rung verwendet wurden (5.54), fiihrt auf die Gleichung

/2+asn
Ms _ _ﬁﬂﬂ/ de 3/ ‘

5 -
2 asno
( €“+ € 1)

Berlicksichtigt man die Stabilitatsdiskussion aus Abschnitt 5.4.2, so ist eindeutig, welcher Wert fiir die dimensi-
onslose Kondensatdichte 77 einzusetzen ist. Nimmt man nun als Beispielgas Rubidium-87, wie in Abschnitt 5.4.1,
so folgt wiederum as = 0,026. Die superfluide Dichte ist, zusammen mit der zu ihr gehdrigen Kondensatdichte,
in Abbildung 5.3 tiber der dimensionslosen Temperatur # aufgetragen. Man sieht, dass die superfluide Dichte in
dieser Naherung fiir jede beliebige Temperatur grofer ist als die zugehdrige Kondensatdichte.

(5.130)
mn
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n
—ObZVV. >
n n

1
0. 8
0.6}
0.4

0.2

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Abbildung 5.3: Popov-Néherung: Normierte superfluide Dichte ns/n (durchgezogene Linie) und normierte Kon-
densatdichte ng/n (gestrichelte Linie) von 87Rb iiber der dimensionslosen Temperatur # aufgetragen. Die super-
fluide Dichte ist stets groRer als die Kondensatdichte.

5.9 Gasphase und Unordnungsphase

Nach Behandlung von Kondensatphase und superfluider Dichte ist es interessant zu wissen, welche Eigenschaften
die Gasphase und eine durch die Unordnung geprégte Phase haben. Beide Phasen sind durch noy = 0 festgelegt.
Die Gasphase hat im Fall ohne Unordnung die Eigenschaft, dass die anormalen Korrelationen verschwinden, da
sie keine gebrochene Symmetrie aufweist. Bei der Unordnungsphase ist bisher nicht eindeutig, ob die anormalen
Korrelationen verschwinden. Ein Argument gegen das Verschwinden liefern Nozieres und Saint James mit der
Paarkondensation bei geniigend attraktiver Wechselwirkung [24]. Wie ein Vergleich der Wirkungen (4.26) und
(4.27) zeigt, kann man die Unordnung im Prinzip als effektive attraktive Wechselwirkung auffassen. Bei gentigend
starker Unordnung kann es also zu Paarkondensation kommen, womit die anormalen Korrelationen nicht ver-
schwinden. Eine Behandlung des Falles, wo man auf alle anormalen Korrelationen von vorneherein verzichtet,
findet sich in [25]. Man beachte, dass dort in der Kondensatphase fiir 7" = 0 Probleme auftauchen, da die Annah-
me des Verschwindens der anormalen Korrelationen dort nicht haltbar ist.

Hier soll nun angenommen werden, dass die anormalen Korrelationen verschwinden, man sich also nicht in einer
Phase gebrochener Symmetrie befindet. Es folgt damit

f = 0,
0, = 0. (5.131)

Damit bleiben als Gleichungen fiir die Nicht-Kondensatphasen bei Annahme des Verschwindens anormaler Kor-
relationen die Teilchenzahlgleichung, die sich aus (4.95) ableiten lasst,

n = lim / ﬂ S eiwmn 1
n\O (27T)D m=—0o0 ﬂ[—z’wm + % —H + 2U(k)n - @Km]
D
k
+/ (d i Rk~ (5.132)

D 2
2m) (5 — e+ 2000 — MKy )
die Gleichung fir die K,,, die man aus (4.88) ableitet
Km / dPk 1

Cm)P i, + B 4 2U (k)n — @Km’

(5.133)

h k2
2M
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sowie die Gleichung fir x, die man aus (4.94) erhélt,

D
"= / (gﬂ)kD 232 Rl R(k 2 (5.134)
(% — i+ 2U(K)n — %KO)

Im Falle lokaler Wechselwirkung und rdaumlich unkorrelierter Unordnung kann man die Integrale ausfiihren Man
erhdlt in D = 3 Dimensionen fiir die K,,, nach (D.5)

Km

M \*? R

Die Ldsung dieser quadratischen Gleichung lautet

M \3 M \3/2 M \3
— _ - _ - 3 _ 2
K,, = —27hR (27rh2> 2/Th (27rh2) thwpy — p + 2gn + R?w (27rh2> . (5.136)
Sie ist eindeutig. Fir « folgt
M \*? 1

\/ZQn —u— %Ko

Es ergeben sich also dieselben Gleichungen wie in der Arbeit von Robert Graham und Axel Pelster [25]. Die wei-
tere Diskussion ist dieser Arbeit zu entnehmen. Es soll eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse
geliefert werden: Es existieren eine Gasphase, und es existiert eine neue Phase, die Glasphase. Die Gasphase ist
definiert durch x = 0, in der Glasphase verschwindet dieser Parameter, der nach Addition von ng neu eingefiihrte
Ordnungsparameter fiir das Bose-Glas, nicht. Betrachtet man die Abhangigkeit der Teilchendichte vom chemi-
schen Potential, so befindet man sich fiir feste Temperatur unterhalb eines kritischen chemischen Potentials stets
in der Gasphase. Oberhalb dieses Potentials befindet man sich entweder in der Kondensatphase, oder in der Glas-
phase. In welche Phase das System bergeht, hangt hierbei von der Stérke der Unordnung ab.

Hierbei ist zu beachten, dass nicht klar ist, ob die Annahme, dass die anormalen Korrelationen verschwinden, in
der Glasphase berechtigt ist.

5.10 Theorie fur T=0 bei sehr schwacher Wechselwirkung

Zuletzt soll der Spezialfall 7" = 0 bei sehr schwacher Wechselwirkung betrachtet werden. Hirzu geht man von den
in Abschnitt 5.7.4 hergeleiteten Gleichungen aus. Mit derselben Philosophie in der N&dherung kann man nun auch
die superfluide Dichte berechnen. Hierzu beachte man insbesondere die Gleichung fiir die normalfluide Dichte
(5.120), erinnere sich aber daran, das der Term, in dem die Temperatur explizit auftaucht, vernachldssigt werden
muss, um konsistent zu den Gleichungen in Abschnitt 5.7.4 zu sein. Das Ergebnis lautet in D = 3 Dimensionen

4 M\*? 1 ©
= n—- /2
fe T RT3 (27rh2) T'(3/2) /0 dee

o R(k)n
(€= p+2U(k)n — U(k)[ng + £]) (e — p + 2U (k)n + U (k) [no +€])*’
wobei insbesondere benutzt wurde, dass hier K = n — ng gilt. Man nimmt an, dass Wechselwirkung und Unord-
nungskorrelation lokal sind. Damit gilt wie gehabt

(5.138)

Arh2a
U(k) E g = M S’

R. (5.139)

=
%
I
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Es fallt auf, dass die entstehenden Gleichungen nicht mit denen der Langevin-Theorie, welche von Patrick Na-
vez entwickelt wurde, Ubereinstimmen [49]. Vom Standpunkt der in dieser Arbeit entwickelten Theorie aus sind
seine Gleichungen inkonsistent, da er in der Gross-Pitaevskii-Gleichung Terme proportional R mitnimmt, aber in
den Nennern der Teilchendichtegleichung nicht. Auch das Problem des Uberzahlens wird in seiner Arbeit nicht
beriicksichtigt.

Mittels Substitution (5.38) und dimensionaler Regularisierung (D.5) wird das aus der Teilchendichtegleichung
(5.90) entstehende Integral dann geldst, wobei man die Félle § = x und @ = 0 sofort zusammenfassen kann. Fir
die Teilchendichte ergibt sich

M %2 Rn
n=ny+ | — T . 5.140
’ (27T712> \/_\/2gn—u+g[no +¢] (5149

Wenn diese Gleichung zur Bestimmung der Kondensatdichte dient, wird sofort die Gross-Pitaevskii-Gleichung
(5.91) verwendet. Damit folgt

3/2 Rn
= — . 5.141
m=rot (27l'ﬁ2> \/7?\/2gn0 ( )

Dies ist unabhéngig davon, ob die anormalen Korrelationen mitgenommen werden, wie es Gleichung (4.96) ver-
muten lieRe, oder ob das physikalische Argument eines bandltickenfreien Spektrums verwendet wird (5.83), und
damit ¢ vernachléssigt. Um zu bestimmen, welche der entstehenden Losungen dieser Gleichung stabil und welche
instabil sind, ist noch die Freie Energie zu betrachten. Sie ergibt sich aus dem effektiven Potential mit (5.15) und
(5.28) bei Beriicksichtigung der Tatsache, dass auf Grund der hier gemachten N&herungen die m-Summe wegfallt.
Man erhdlt damit

Fn) =V {N(” —mno) +g [%"3 - %52 —(n - no)Q]

Dy Rn |BX 4 2gn| — R(ng + 0)g(no + £)
_/ dPk [QM ] ’ (5.142)

21\ D 2
(2m) %—M?gn‘ — lg(no + &)1

wobei zu berticksichtigen ist, dass alle Felder sowie das chemische Potential durch die Teilchendichte n ausge-
driickt werden mussen, da dies die natiirliche Variable der Freien Energie ist. Daher sind die jeweiligen Gleichun-
gen fir &, ng, @ und p zu losen, und diese Losung muss in den obigen Ausdruck eingesetzt werden, damit man die
Freie Energie erhdlt. In einer Phase gebrochener Symmetrie, insbesondere also in der Kondensatphase, ist 8 = x,
sonst ist & = 0, und die anormalen Korrelationen verschwinden. Diese beiden Félle kann man zusammenfassen,
und erhdlt nach Substitution (5.38) in D = 3 Dimensionen somit die Gleichung

F(n) =V {u(n —no) +g [%ng - %52 —(n— no)Z]
M \*? 2 e Rn
- (W> ﬁ/o deﬁ(e—u+2gn+g(no +¢)) } (5.143)

Dieses Integral ist eigentlich divergent. Unter dem Integral ist allerdings ein konstanter Term 1/+/€ abzuziehen, der
die Divergenz weghebt, und, da er konstant ist, nicht in physikalischen Grofien wie zum Beispiel der Teilchendichte
auftaucht. Dies entspricht einer Verschiebung des Energienullpunktes. Macht man dies, so kann man das Integral
berechnen, und das Ergebnis lautet

M
2mh?

3/2
F(m) =V {mn “n0) 4 [y = 5 o]+ (g ) 2VARRYZgn it gl T 5)} .

(5.144)
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Im Folgenden muss man aber die Fallunterscheidung treffen, welche der Forderungen (Bandliickenfreiheit oder
hergeleitete Gleichungen) als die physikalische angenommen wird. Vorher werden fiir beide Félle aber gemeinsa-
me Einheiten gewahlt:

M2

R = Q32 fAnl/3 R,
i M
po= 8mwh2n2/3 K
as = a5n1/3,
~ M
F = ———
8mh2Vnb/3
- no
no = —,
n
Wy = 22, (5.145)
n
sowie
_ M?
R = Q3/2pA R,
M
o = —yp. 5.146
0 sz ( )

Die Einheiten in (5.145) sind dimensionslos, die in (5.146) sind es nicht, lassen aber zu, dass man explizite
Abhéngigkeiten von der Teilchendichte erkennen kann. Mit Hilfe dieser Einheiten kann man nun die normierte
Kondensatdichte und die normierte superfluide Dichte (jeweils mit (5.145)) und die Teilchendichte in Abhéngig-
keit vom chemischen Potential (mittels (5.146)) berechnen.

5.10.1 Bandluckenfreies Spektrum

In diesem Abschnitt wird angenommen, dass die hergeleitete Gleichung fiir £ in (4.96) auf Grund des Widerspruchs
zur Forderung nach einem bandliickenfreien Spektrum (5.83) ignoriert werden muss. Statt dessen gilt in diesem
Abschnitt

&=0. (5.147)

Damit tauchen keine anormalen Korrelationen auf, wenn die Kondensatdichte verschwindet. Die superfluide Dich-
te (5.138) braucht nur in der Kondensatphase berechnet werden. Das Ergebnis lautet unter Benutzung von der

Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.91)

4 RM? n
" 38a321 \Jagng
Zur Bestimmung des chemischen Potentials benutzt man zum einen die Gross-Pitaevskii-Gleichung, die in der
Kondensatphase mit den hier verwendeten Annahmen lautet

[~ + 2gn — gnoly/no = 0. (5.149)

Diese legt das chemische Potential in der Kondensatphase fest. Die Unordnung taucht hier nur implizit in der
Kondensatdichte auf. Man bendétigt man noch eine weitere Gleichung zur Bestimmung des chemischen Potentials
in der Nichtkondensatphase, die man durch Integration der Teilchendichtegleichung (5.85) bei Beachtung der
verwendeten Naherungen erhélt. Insbesondere verschwinden die anormalen Korrelationen in dieser Phase, d.h.
¢ =0, 8 = 0. Die Gleichung lautet

(5.148)

ng =

M \3? Rn
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Kondensatphase

Die normierte Kondensatdichte ist nach (5.141)

(5.151)

s’tQ

Wie man sieht, gibt es flir die Kondensatdichte im Prinzip 3 Losungen. Um zu entscheiden, welcher der stabile
Zweig ist, Uberlegt man sich zunéchst, dass die normierte Kondensatdichte nicht groRer als 1 werden kann. Damit
entféllt bereits eine der Losungen. Um die Stabilitét fir die beiden anderen Falle unterscheiden zu kénnen, be-
trachtet man die Freie Energie (5.144). In normierten Einheiten, und mit den hier verwendeten Annahmen, lautet
sie in der Kondensatphase

F 1 11 R

— = (1-Znp) (1 -1 ~ | np? — (1 —mig)?| + 2 . 5.152

z ( 2“0) ( no) +3 [2% (1 —1ip)°| + Ja Vo ( )
Hier ist zu beriicksichtigen, dass ng durch die Extremalisierung der Freien Energie bestimmt werden muss, was
aquivalent zur Gleichung fiir die Kondensatdichte (5.151) sein sollte. Extremalisierung der Freien Energie beziiglich
der Kondensatdichte fiihrt aber auf die Gleichung

R
Dass diese Gleichung fiir die Kondensatdichte nicht Gleichung (5.151) entspricht, ist allerdings keine Uberra-
schung, da man die hergeleitete Gleichung fur £ in (4.96) vernachléssigt hat, und die Erhaltung der Teilchendichte
damit nicht mehr gewahrleistet ist. Es ist daher nicht klar, wie die korrekte Freie Energie aussieht. Insbesondere
flihrt dies dazu, dass keine belastbaren Stabilitdtsaussagen gemacht werden kdnnen.

Man kann aber die plausible Annahme machen, dass der physikalische Zweig derjenige ist, welcher fir R — 0 den
Grenzwert ng — n ergibt, und gleichzeitig die normierte Kondensatdichte nicht gréfRer als 1 werden l&sst. Damit
ist die Losung eindeutig. Das Ergebnis fiir die Kondensatdichte ist in Grafik 5.4 aufgetragen, und ist nicht davon
abhdngig, ob man die Annahme der Bandliickenfreiheit macht oder nicht, wohl aber die Stelle des Phasentber-
gangs. Der Huang-Meng-Fall ist gestrichelt eingetragen. Die anderen Kondensatzweige sind unphysikalisch oder
instabil, und nicht eingezeichnet. Die Kondensatdichte geht bei einem Wert von R/\/Z = 0, 385 in eine Senkrech-
te Uber, die gestrichelt angedeutet ist. Offenbar wird das Ergebnis von Huang und Meng fiir kleine R reproduziert.

ng=1-2

(5.153)

Fur die normierte superfluide Dichte erhalt man nach (5.148)

ne=1— (5.154)

sT

[SUN
Tml

Sie ist in Grafik 5.5 aufgetragen. Die superfluide Dichte verschwindet spatestens bei einem Wert von R/ as =
0,36, welcher gestrichelt eingezeichnet ist, und moglicherweise vorher, falls es vorher zum Phaseniibergangs
kommt. Gestrichelt eingezeichnet ist das Ergebnis von Huang und Meng, welches fiir kleine R offenbar repro-
duziert wird.

Tragt man beide Dichten zusammen auf, so ergibt sich Grafik 5.6. Die superfluide Dichte liegt in der Zeichnung
stets unterhalb der Kondensatdichte.

Dass die superfluide Dichte stets kleiner ist als die Kondensatdichte, kann als ein Merkmal der Unordnung auf-
gefasst werden, wonach das Unordnungspotential dafir sorgt, dass lokale Kondensate entstehen, die nichts mehr
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Abbildung 5.4: Normierte Kondensatdichte no/n gegen die dimensionslose Unordnung R/\/aTS aufgetragen. Die
Kondensatdichte geht bei einem Wert von R/\/aTS = 0, 385 in eine Senkrechte Uber, die gestrichelt angedeutet ist.
Es kommt zu einem Phasenibergang 1. Ordnung. Die genaue Stelle des Phaseniibergangs ist bei Annahme von
Bandliickenfreiheit auf Grund der fehlenden Freien Energie nicht bestimmbar. Ebenfalls gestrichelt und oberhalb
der Kondensatkurve ist das Ergebnis von Huang und Meng eingetragen. Die Kurve fiir die Kondensatdichte ist
unabhéngig von den Annahmen (ber die anormalen Korrelationen, nicht aber die Stelle des Phaseniibergangs.

zur superfluiden Dichte beitragen. Dies ist ein Lokalisierungsphanomen. Fiir das chemische Potential folgt aus der
Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.149)

Bl (5.155)
as 2

Letztere Gleichung gilt nur in der Kondensatphase.

Glasphase

Die Nichtkondensatphase, die auf Grund der Unordnung entsteht, wird Glasphase genannt, analog zur Theorie der
Spingléser [55,56]. Sie ist gekennzeichnet durch ny = 0. Die superfluide Dichte verschwindet in der Glasphase
ebenfalls, wie aus Abbildung 5.5 zu sehen ist. Die Teilchendichtegleichung legt dann den Zusammenhang zwischen
der Teilchendichte und dem chemischen Potential fest. Sie lautet nach (5.150)

1= Lﬁ (5.156)
Vasyn— &
Die Losung dieser Gleichung ist eindeutig. Sie lautet
— -2
E_,_ (5.157)
g Qg

Die Teilchendichte ist in Grafik 5.7 fur den Wert \/% = 0,13 m—3/2 gegen das chemische Potential aufgetragen.
Offenbar haben unterer Kondensat- und Glasast nicht fiir grofles chemisches Potential denselben Grenzwert. Dies
kann man bestétigen, wenn man die Gleichung fiir die Kondensatdichte (5.151) nach n( auflést und dann den

Grenzfall groBer Teilchendichten n betrachtet. Es folgt, dass fiir den unteren Kondensatast gilt

yoa yoa 7\
no=— |1+2 +7( >+ . (5.158)

Qs asn asn

Damit haben die Gleichungen fiir das chemische Potential, (5.155) und (5.157), nicht denselben Grenzwert fiir
groRe n.
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Abbildung 5.5: Normierte superfluide Dichte n;/n gegen die dimensionslose Unordnung R/\/aTS bei Annah-
me von Bandliickenfreiheit aufgetragen. Die superfluide Dichte verschwindet spatestens bei einem Wert von
R/+/G; = 0,36, der gestrichelt markiert ist. Gestrichelt und oberhalb der hier berechneten superfluiden Dichte
ist das Ergebnis von Huang und Meng eingetragen.
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Abbildung 5.6: Normierte Kondensatdichte nq/n und normierte superfluide Dichte n/n gegen die dimensionslose
Unordnung R/\/@ bei Annahme von Bandliickenfreiheit aufgetragen. Die superfluide Dichte liegt stets unterhalb
der Kondensatdichte.

Eine physikalische Interpretation fiir das Auftreten einer Glasphase kann gegeben werden: Ein Zufallspotential
fihrt zu einer ungeordneten Potentiallandschaft mit lokalen Minima. In diese fallen die Gasatome, was auch der
Grund fiir die effektive attraktive Wechselwirkung ist. Bei groler Unordnung werden die Potentialbarrieren zwi-
schen den lokalen Potentialminima sehr grofR. Damit wird Tunneln zwischen benachbarten Minima unterdriickt.
Auf einer globalen Skala kénnen die Atome damit nicht mehr kohérent sein. Unklar ist aber zunéchst, ob es in den
lokalen Minima zu lokalen Kondensaten kommt, die aus vielen Atomen bestehen, und die lediglich inkohérent zu
benachbarten Kondensaten sind, oder ob die Glasphase durch eine Anzahl einzelner Atome bestimmt ist, die sich
nicht in lokalen Kondensaten aufhalten.

5.10.2 Konservierender Fall: Erhaltung von Teilchenzahl, Impuls und Energie

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass die hergeleitete Gleichung fiir £ in (4.96) fur die anormale
Korrelation den Vorrang vor der Annahme von Bandliickenfreiheit (5.83) hat. Damit folgt automatisch Erhaltung
von Teilchenzahl, Impuls und Energie, d.h. man hat eine konservierende Theorie. AuRerdem folgt fiir Kondensat-
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Abbildung 5.7: Teilchendichte n in m—3 gegen chemisches Potential 7z/as in m=3 fiir eine Unordnung von
ﬁ/\/@ =0,13 m—3/2 bei Annahme von Bandliickenfreiheit. Zu sehen sind zwei Kondensatiste, welche in einem
Punkt beginnen und sich dann zusammen genommen nach rechts 6ffnen, und der Glasast, der eine durchgezo-
gene Linie bildet. Fur groRe z/as liegt der untere Kondensatast unterhalb des Glasastes. Dieser Kondensatast ist
instabil.

und Nichtkondensatphasen
E=60=mn—ny. (5.159)

Man hat also stets nichtverschwindende anormale Korrelationen. Falls ng verschwindet, wird daher unter Beru-
fung auf Nozieres und Saint James von Paarkondensation gesprochen [24]. Fordert man also eine konservierende
Theorie, so folgt bei Verschwinden der globalen Kondensatdichte automatisch Paarkondensation. Das bemerkens-
werteste Phanomen dieser paarkondensierten Phase ist, dass es keinerlei Phasenkohdrenz gibt, wie sie zeigen.
Global gesehen zeigt sich dies durch das Verschwinden der globalen Kondensatdichte n..

Gleichung (5.159) flihrt zundchst auf die Gross-Pitaevskii-Gleichung

[—p + 3gn — 2gngly/ng = 0. (5.160)

Die superfluide Dichte ist dann nach (5.138) bestimmt durch

40 M\ 1 o0
ng = N — - ( 2) / de €%/2 Fin 5- (5.161)
3 \ 27l I'(3/2) Jo (e — p+gn) (e — p+3gn)

Kondensatphase

Das Ergebnis fiir die Teilchendichte hangt nicht davon ab, welche Annahmen man Uber die zu beachtenden Glei-
chungen macht, und ist daher gegeben durch

=

Mo =1- (5.162)

1}
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Abbildung 5.8: Konservierende Theorie: Dimensionsloses Potential iber der dimensionslosen Wechselwirkung
F /ds gegen die normierte Kondensatdichte 77y, aufgetragen flir drei verschiedene Werte der dimensionslosen Un-
ordnung R/\/aTs. Die Extrema entsprechen hierbei der Freien Energie der Losungen von (5.162). Die untere Kurve
ist fiir R/+/d, = 0,05, die mittlere fiir R/+/a, = 0,272 und die obere fiir R/+/d, = 0, 384 gezeichnet.

Hier soll eine Stabilitatsdiskussion durchgefiihrt werden. Man erhélt zunédchst fiir die Freie Energie (5.144) unter
Benutzung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.160) die dimensionslose Freie Energie unter den hier gemachten
Annahmen:

a@s = (g - ﬁo) (1 - ﬁo) + % BﬁoQ - 2(1 — 1) | + 2\/]2_5 13- (5.163)
Dabei ist ng aus Extremalisierung der Freien Energie zu bestimmen, was dquivalent zur Gleichung fiir die Konden-
satdichte (5.162) ist. Extremalisiert man den Ausdruck (5.163) nicht, kann man ihn auch als Potential auffassen,
welches von der normierten Kondensatdichte abhdngig ist. Dies soll hier geschehen, wobei dieses Potential der
Einfachheit halber denselben Namen F bekommt. Dieses dimensionslose Potential tiber der Wechselwirkung,
F /d, ist in Abbildung 5.8 fiir drei verschiedene Werte der dimensionslosen Unordnung R/+/d;, dargestellt. Die
Extrema entsprechen hierbei Losungen der Gleichung fiir die Kondensatdichte (5.162), und sind die tatséchliche
Freie Energie dieser Ldsungen. Die oberste Kurve in Abbildung 5.8 ist hierbei fur R/\/aTS = 0,384 aufgetra-
gen, die mittlere fiir R/\/aTs = 0,272, und die untere fiir R/\/aTs = 0, 05. Offenbar ist nur der Kondensatzweig,
der dem rechten Minimum entspricht, und der in Abbildung 5.4 dargestellt wurde, stabil, und nicht der andere
Kondensatzweig, der dem lokalen Maximum entspricht. Der Phaseniibergang findet, wie noch gezeigt wird, bei
R/\/Z = 0, 354 statt (siehe (5.169)), da an dieser Stelle die Freie Energie des stabilen Kondensatzweigs gleich
der des Nichtkondensatzweigs ist.

Das chemische Potential ist in der Kondensatphase bekanntlich durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.160) fest-
gelegt. Setzt man dies in die Gleichung fir die superfluide Dichte (5.161) ein, so erhédlt man

4 M\ 1
ng = n— - < 2) / de /2 Fn 5- (5.164)
3 \2mh I'(3/2) Jo (e — 2gm + 2gng) (e + 2gno)

Offenbar integriert man hier tber einen Pol. Obschon dies auf den ersten Blick unphysikalisch erscheint, so ergibt
eine Renormierung der Unordnungsstérke, die P. Navez vorschlug [49], dennoch einen endlichen Beitrag. Fir den
Fall rdumlich unkorrelierter Unordnung gibt seine Methode dieselben Ergebnisse wie eine modifizierte Version
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Abbildung 5.9: Konservierender Fall: Normierte superfluide Dichte ns/n gegen die dimensionslose Unordnung
R/\/Z aufgetragen. Gleichzeitig existiert eine nichtverschwindende Kondensatdichte. Das chemische Potential
wird daher durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung festgelegt. Gestrichelt eingezeichnet ist die Stelle, bei der es zum
Phaseniibergang kommt. Diese liegt bei R/+/@, = 0, 354. Oberhalb der hier berechneten Kurve ist gestrichelt das
Ergebnis von Huang und Meng eingetragen.

der dimensionalen Regularisierung, deren Berechnung in Anhang E zu finden ist. Das Ergebnis fir die superfluide
Dichte lautet demnach

gy = 1-— 2\/% [gm - ﬁ03/2] : (5.165)
Dieses Ergebnis ist nur in der Kondensatphase giltig. Superfluiditdt kann jedoch auch ohne Kondensation auf-
treten, was im ndchsten Abschnitt besprochen wird. Die superfluide Dichte im Kondensat ist in Abbildung 5.9
dargestellt. Sie macht kurz vor Erreichen der Linie, an der die Gleichung keine Ldsung mehr liefert, eine Abbie-
gung nach oben. Dieser letzte Schlenker ist nicht ernst zu nehmen, da es vorher zum Phaseniibergang kommt, der
durch die gestrichelte Linie bei R/\/aTs = 0, 354 angedeutet ist. Das Ergebnis von Huang und Meng, das ebenfalls
gestrichelt eingezeichnet ist, wird fur kleine R reproduziert.

Kondensatdichte und superfluide Dichte zusammen sind in Abbildung 5.10 dargestellt. Sie laufen zuerst bis zu
einem Wert R/+/d, = 0,325 auseinander, um danach allmahlich wieder zusammen zu laufen. Quantifiziert ist
dies

R R
Y =0,325| —n; | ——==0,325] =0,178
n()(\/aTS ) > ns('\/d_s ) ) ’ J
R R
Y =0,34| —ns; | —= =0,354 | =0,166. 5.166
nO(\/aTS ’ ) ns(\/a?s ’ ) ) ( )

Ein solches Verhalten erscheint unphysikalisch, ist aber angesichts der nur marginalen Unterschiede und dem nahe
liegenden Phaseniibergang nicht signifikant genug, um die Bewertung des Ergebnisses so stark zu stéren, dass es
automatisch als unphysikalisch gelten muss.

Fir das chemische Potential folgt aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.160) die Gleichung

= gn — nyg, (5.167)

&=

was wiederum nur in der Kondensatphase Giiltigkeit besitzt.
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Abbildung 5.10: Konservierender Fall: Normierte Kondensatdichte ny/» und normierte superfluide Dichte n,/n
gegen die dimensionslose Unordnung R/\/@ aufgetragen. Die superfluide Dichte ist stets kleiner als die Konden-
satdichte. Gestrichelt eingezeichnet ist R/\/aTS = 0, 354, wo es zum Phaseniibergang in die Nichtkondensatphase
kommt.

Paarkondensatphase
Die Definition der paarkondensierten Phase geschieht durch Annahme des Verschwindens der Kondensatdichte,
also ng = 0. Die Bezeichnung “paarkondensiert” ist hierbei im Sinne von Nozieres und Saint James [24] zu

verstehen. Bei Annahme des Verschwindens der Kondensatdichte kann man aus (5.140) das chemische Potential
bestimmen. Das Ergebnis lautet

g, (5.168)

Ein Vergleich mit (5.167) unter Beachtung der Entwicklung der Kondensatdichte (5.158) liefert dann, dass der
Grenzwert flr grol3e » in beiden Féllen gleich ist. Die Freie Energie dieser Phase ist dann

=+

S 4y,
SR

(5.169)
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Man kann leicht nachrechnen, dass sie fiir R/\/oTs = 0,272 gleich derjenigen des instabilen Kondensatzweigs ist.
Ein weiteres Ergebnis ist, dass sie fir R/+/d; = 0,354 gleich derjenigen des stabilen Kondensatzweigs ist. An
dieser Stelle geschieht also der Phaseniibergang. Die Teilchendichte ist in Abbildung 5.11 gegen das chemische
Potential fir \/l;_s = 0,3 m~3/2 aufgetragen. Man sieht zwei Kondensataste, die in einem Punkt beginnen, und
einen Ast der paarkondensierten Phase, der eine durchgezogene Linie bildet. Es handelt sich um ein typisches Bild
fur einen Phasenubergang 1. Ordnung. Der untere Kondensatast ist instabil. Die Kondensatdste haben in ihrem
Ursprung einen Knick, der durch die senkrechte Tangente in der Kondensatdichte in Abbildung 5.4 zu erkléren ist.
Sie bilden also eine Spitze.

Nimmt man nun an, dass man sich in der paarkondensierten Phase befindet, so ist durch (5.168) das chemische
Potential bestimmt. Daraus folgt allerdings ebenfalls eine superfluide Dichte. Setzt man das chemische Potential
(5.168) in die Gleichung fir die superfluide Dichte (5.138) unter Beachtung der hier gemachten N&herungen ein,
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Abbildung 5.11: Konservierender Fall: Teilchendichte n gegen chemisches Potential zi/a flr eine Unordnung
von E/\/a_s = 0,3 m~3/2, Zu sehen sind zwei Kondensataste, welche in einem Punkt beginnen und sich dann
nach rechts ¢ffnen, und der Ast fiir die paarkondensierte Phase, der eine durchgezogene Linie bildet. Der untere
Kondensatast trifft im Unendlichen auf den Ast der paarkondensierten Phase.

so folgt
4 M\ o1 o0 R
ns = n—g (2 ﬁ2> (3/2) / de €3/2 _2n —3- (5.170)
T /2) Jo (6—2gn+2gf—s) (6+2g§—s>
Diese Gleichung muss erneut wie in Anhang E erldutert berechnet werden. Das Ergebnis lautet
2 D2
ns = 1—§RT §—RT (5.171)
3a, |2 ag

Es ist in Abbildung 5.12 gleichzeitig mit der superfluiden Dichte aufgetragen, die sich ergibt, wenn man das
chemische Potential durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung festlegt, wie es in (5.165) geschah. Zumindest fiir kleine
R/\/Z ist die untere Kurve richtig, da noch ein Kondensat existiert, vgl. Huang und Meng [18], und nach den
Ergebnissen in dieser Arbeit bleibt das Kondensat bis R/+/d; = 0,354 erhalten. Nimmt man die Kurven ernst,
so musste die superfluide Dichte daher an der Stelle des Phaseniibergangs einen Sprung machen. Die superfluide
Dichte wiirde also an der Stelle des Phaseniibergang zunehmen. Eine physikalische Erklarung kann hierfur nicht
gegeben werden. Folglich verschwindet die superfluide Dichte in der paarkondensierten Phase: ny = 0, falls
ng = 0. Nicht eingezeichnet ist das Ergebnis von Huang und Meng, dessen Verlauf man aber in Abbildung
5.9 erkennt. Die theoretische superfluide Dichte der paarkondensierten Phase weicht offenbar davon ab, was ein
weiterer Hinweis darauf ist, dass sie unphysikalisch ist.

Auch die paarkondensierte Phase kann verstanden werden. Dazu bedient man sich des schon verwendeten Bildes
der lokalen Potentiallandschaft des Zufallspotentials, in der die Atome in lokalen Minima fallen. Die Minima sind
bei groBer Unordnung so tief, und damit die Barrieren zwischen den einzelnen Minima so hoch, dass es nicht mehr
zu Tunneleffekten kommt. Damit verlieren die benachbarten Minima die globale Phasenkohdrenz. Im Fall der
konservierenden Theorie verschwinden nun die anormalen Korrelationen nicht. Dies wird im Sinne von Nozieres
und Saint James interpretiert [24]. Demnach bekommt man lokale Kondensate. Damit sind in den lokalen Minima
nicht einzelne Atome zu finden, sondern jeweils ein groRerer Verbund von Atomen, die lokalen Kondensate.
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Abbildung 5.12: Konservierender Fall. Obere Kurve: Theoretisch zu erwartende normierte superfluide Dichte n 5 /n
der paarkondensierten Phase gegen die Unordnung R/\/aTs aufgetragen. Das chemische Potential ist bei der obe-
ren Kurve durch (5.168) festgelegt, da angenommen wird, dass ein Kondensat nicht gleichzeitig existiert. Untere
Kurve: Superfluide Dichte der Kondensatphase. Das chemische Potential ist durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung
festgelegt, da hier angenommen wird, dass gleichzeitig ein Kondensat vorhanden ist. An der gestrichelten Linie
kommt es zum Phaseniibergang. Vorher ist die untere Kurve physikalisch realisiert.

5.10.3 Interpretation

Die hergeleitete Molekularfeldtheorie sagt, analog zur Hartree-Fock-Theorie in der Arbeit von Robert Graham und
Axel Pelster [25], einen Phaseniibergang 1. Ordnung zwischen Nichtkondensat- und Kondensatphase voraus. Die
\oraussage ist, dass die Kondensatdichte fiir einen bestimmten Unordnungswert, der von den Annahmen (ber die
anormalen Korrelationen abhéngt, springt, was ein typisches Merkmal fiir einen Phaseniibergang 1. Ordnung ist.
Zusétzlich enthdlt diese Theorie den korrekten Wert fiir die Entleerung des Grundzustandes und der superfluiden
Dichte nach Huang und Meng [18] fur kleine Unordnung.

Wenn man das Problem ernst nimmt, dass sich superfluide Dichte und Kondensatdichte bei Annahme der konser-
vierenden Theorie wieder anndhern, so legen die Ergebnisse fiir die superfluide Dichte und das chemische Potential
zwei unterschiedliche Forderungen nahe. Fir die Berechnung der superfluiden Dichte scheint es dann sinnvoll zu
sein, von einem bandliickenfreien Spektrum auszugehen, wie es in Abschnitt 5.10.1 geschah. Dort gibt es ein
Verhalten, welches physikalisch glaubwiirdig erscheint. Berechnet man jedoch das chemische Potential mit An-
nahme von Bandliickenfreiheit, so flihrt dies zu einem Fehlverhalten desselben. Dies ist vermutlich darauf zuriick-
zuflihren, dass man die Teilchenzahlerhaltung verletzt, wenn man die Forderung nach einem bandliickenfreien
Anregungsspektrum erhebt. Fordert man das bandliickenfreie Spektrum nicht, wie in Abschnitt 5.10.2 geschehen,
so erhélt man ein glaubwiirdiges Diagramm fiir das chemische Potential. Jedoch verhilt sich die superfluide Dichte
unphysikalisch, und die fehlende Bandliickenfreiheit in der Kondensatphase widerspricht dem Hugenholtz-Pines-
Theorem [41].

Beide Annahmen flhren also im Prinzip zu unphysikalischem Verhalten in manchen Bereichen, aber zu verninf-
tigem Verhalten in anderen. Eine Analogie findet sich bereits im grundsatzlichen Problem der Hartree-Fock-
Bogoliubov-Naherung ohne Unordnung. Auch dort ist die Forderung nach Bandliickenfreiheit verletzt. Die Nahe-
rung, die dies repariert, ist im Falle ohne Unordnung die Popov-Naherung. Deren Analogon fiir die Unordnung
ist hier in Abschnitt 5.10.1, wo die Annahme eines bandliickenfreien Spektrums gemacht wurde, durchgefiihrt
worden. Zuféllig gibt es bei der Berechnung des chemischen Potentials bei der Popov-Naherung keine Probleme.
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Trotzdem verliert man die Freie Energie als thermodynamisches Potential, aus dem man die Gleichungen dieser
Né&herung herleiten kann. Mit Unordnung hat man zusétzliche Probleme mit dem chemischen Potential.

Ein Vorschlag ware es nun, Bandliickenfreiheit dort zu fordern, wo es im Falle des Nichtforderns zu Problemen
kommt, und demnach eine problembezogene Naherung zu machen. Dies ist nicht konsistent. Friihere Naherungen
widersprechen jedoch ebenfalls physikalischen Prinzipien. Falls man die Probleme dieser friiheren Naherungen als
gravierender betrachtet als die Nichtkonsistenz, so kann man diese Nichtkonsistenz rechtfertigen. Verwendet man
die Forderung nach Bandliickenfreiheit nur dort, wo es auf die Berechnung von Teilchendichten und Anregungs-
spektren ankommt, aber ldsst sie weg, wenn es um die Berechnung von Energien geht, so lasst sich eine Theorie
formulieren, die glaubwirdige physikalische Ergebnisse liefert. Es wére allerdings wiinschenswert, konkurrierende
theoretische Ansétze zu vergleichen, um zu sehen, welche Probleme spezifisch von der Hartree-Fock-Bogoliubov-
N&herung her kommen, und welche allgemeinerer Natur sind. Experimentelle Daten fiir groe Unordnung in einer
harmonischen Falle, die man mit den Ergebnissen einer solchen Hybridtheorie vergleichen kann, waéren ebenfalls
wiinschenswert. Sollten diese Daten die Ergebnisse einer solchen Theorie bestatigen, ware es u.U. sinnvoll, diese
weiter zu entwickeln.

Mdoglich ware auch, dass beide Abschnitte die Realitdt in unterschiedlichen Regimes jeweils besser beschrei-
ben. Hierbei sind unterschiedliche Teilchendichten, Wechselwirkungen und Unordnungsstarken vorstellbar, die
das Verhalten des Systems beeinflussen kénnen. Auch die Korrelationsldnge des Zufallspotentials, die hier als 0
angenommen wurde, kénnte das Verhalten des Systems signifikant beeinflussen. Dies ist aber nicht mehr als Spe-
kulation.

Der abnehmende Unterschied zwischen Kondensatdichte und superfluider Dichte in Abschnitt 5.10.2, also im kon-
servierenden Fall, ist sehr klein. Hier muss man berticksichtigen, dass man bereits bei der Herleitung der Moleku-
larfeldgleichungen gendhert hat: Man hat Fluktuationen hoherer als zweiter Ordnung durch Fluktuationen zweiter
Ordnung ausgedriickt. Da eine nur minimal verbesserte Naherung dieses Verhalten wieder korrigieren konnte,
kann dieses problematische Verhalten nicht dazu herangezogen werden, das Ergebnis fiir die superfluide Dichte in
Abschnitt 5.10.2 als gravierendes Kennzeichen fir die Falschheit der in diesem Abschnitt vorgestellten Theorie zu
nehmen.

Unphysikalisch bleibt das nicht bandliickenfreie Spektrum in der Kondensatphase, weshalb auch Abschnitt 5.10.1
seine Existenzberechtigung hat. Allerdings ist das Ergebnis fiir das chemische Potential in diesem Abschnitt sehr
problematisch, sodass dieser Abschnitt vermutlich mit groRerer Vorsicht zu behandeln ist als Abschnitt 5.10.2.
Eine abschlieBende Bewertung soll daher nicht gegeben werden, und bleibt kiinftigen Arbeiten liberlassen.

Bei Forderung eines bandliickenfreien Spektrums ergeben sich bei schwacher Wechselwirkung und 7' = 0 folgen-
de Aussagen:

e Es gibt fiir starke Unordnung eine Glasphase, bei der die Kondensatdichte verschwindet.
e Diese Phase ist nicht superfluid und demnach eine lokalisierte Phase.

e Der Phaseniibergang ist von erster Ordnung. Dies kann jedoch angezweifelt werden, wobei die Grinde
dieselben sind, die z.B. auch bei der Hartree-Fock-Theorie an der theoretisch vorhergesagten Ordnung des
Phasentibergangs zweifeln lassen.

e Madglicherweise existiert eine nicht superfluide Phase, in der ein globales Kondensat existiert.
o Falls diese Phase existiert, so ist deren Spektrum bandliickenfrei.

e Die Stelle des Phaseniibergangs kann nicht bestimmt werden.
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e Belastbare Stabilitdtsuntersuchungen sind mit dieser Annahme nicht durchfiihrbar, und mussen durch Ver-
gleiche mit Ergebnissen anderer Ansatze ersetzt werden.

e Die Atome sind in den Glasphasen in lokalen Potentialminima zu finden. Atome in unterschiedlichen Mi-
nima sind nicht koharent. Es ist nicht klar, ob sich in den Minima einzelne Atome oder lokale Kondensate
befinden.

Bei Annahme, dass die hergeleiteten Gleichungen, und damit die Konservierung, den Vorrang vor der Forderung
nach einem bandliickenfreien Spektrum haben, gilt hingegen:

e Esgibt fur starke Unordnung eine paarkorrelierte Phase, in der die anormalen Korrelationen nicht verschwin-
den.

e Diese Phase ist ebenfalls nicht superfluid und demnach eine lokalisierte Phase.
e Das Spektrum dieser Phase besitzt eine Bandliicke.

e Der Phaseniibergang ist wiederum von erster Ordnung. Dies kann jedoch aus genannten Griinden ebenfalls
angezweifelt werden.

o Der Phaseniibergang geschieht fiir R/+/d; = 0, 354.

e Fir R/\/GTS > 0,325 ndhern sich superfluide und Kondensatdichte wieder aneinander an, die hier présen-
tierte Theorie bricht allméhlich zusammen.

e Die Atome sind in der paarkondensierten Phase in lokalen Potentialminima zu finden. Da die anormalen
Korrelationen in dieser Phase nicht verschwinden, missen in diesen Minima lokale Kondensate zu finden
sein.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Bei Verwendung des Replika-Tricks in Kapitel 2 kann gezeigt werden, dass sich die Unordnung durch eine effekti-
ve attraktive Wechselwirkung beschreiben ldsst (2.52). Dies kann verstanden werden, da sich die Atome in lokalen
Potentialen mit lokalen Minima befinden. Da die Atome in diese Minima hineinfallen, sieht es von aufRerhalb des
Systems so aus, als wenn sie attraktiv miteinander wechselwirkten.

Die Verschiebung der kritischen Temperatur konnte berechnet werden. Es konnten Gleichungen hergeleitet wer-
den, die es im Prinzip erlauben, bei Annahme eines beliebigen Zufallspotentials mit isotroper 2-Punkt Korrelati-
onsfunktion die Verschiebung der kritischen Temperatur numerisch zu berechnen (3.52), (3.109).

In einzelnen Féllen funktioniert dies auch analytisch. Es wurden hier zwei Formen der 2-Punkt Korrelations-
funktion des Zufallspotentials betrachtet, zum einen eine Gauf-Korrelation (3.56) und zum anderen eine Lorentz-
Korrelation (3.63).

Die Einbeziehung der Falle wurde im Rahmen dieser Diplomarbeit durch eine semiklassische Verallgemeinerung
der Berechnung der Verschiebung der kritischen Temperatur des freien Bose-Gases erreicht, die als lokale-Dichte
Né&herung bekannt ist [32].

Fir beide Formen der Korrelationsfunktion lassen sich analytische Ausdriicke herleiten, die allerdings durch kon-
vergente unendliche Summen gegeben sind (3.136), (3.148), (3.166), (3.178).

Das Ergebnis von Lopatin und Vinokur fur das freie Bose-Gas [20] lieR sich im Grenzfall, dass die Korrelati-
onslédnge verschwindet, in beiden Fallen reproduzieren. Eine numerische Auswertung der hergeleiteten Ausdriicke
fir die Verschiebung der kritischen Temperatur war sowohl fiir das freie Bose-Gas als auch fiir das Bose-Gas in
einem harmonischen Fallenpotential moglich. Eine Abschdtzung des Kurvenverlaufs ist mit analytischen Mitteln
jeweils moglich. Im Fall des freien Bose-Gases bei Annahme einer Lorentz-Korrelation mussten aber Regularisie-
rungsmethoden verwendet werden. Bei beiden Korrelationen verhélt sich die Verschiebung der kritischen Tempe-
ratur, sowohl im freien Bose-Gas als auch bei Betrachtung einer harmonischen Falle, demnach qualitativ gleich.
Im Falle des freien Bose-Gases fangt die Verschiebung der kritischen Temperatur negativ an, steigt dann linear,
andert ihr Vorzeichen, und geht dann fiir grole Korrelationsldangen gegen einen konstanten positiven Wert, der bei
GauRB- und Lorentz-Korrelation gleich ist, und betragsméRig dem Anfangswert der Verschiebung fir verschwin-
dende Korrelationsldnge entspricht. Es lieB sich zeigen, dass sich die Verschiebung bei groRer Korrelationslénge
reziprok zu dieser an den Wert fiir unendliche Korrelationsldnge annahert. Die kritische Temperatur des freien
Bose-Gases in einem Zufallspotential ist in den Abbildungen 3.1 (GauR) und 3.3 (Lorentz) aufgetragen.

Die negative Verschiebung bei kleiner Korrelationslange entspricht dem umgekehrten Verhalten wie bei der \Ver-
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schiebung der kritischen Temperatur des freien Bose-Gases mit repulsiver Wechselwirkung. Da die Unordnung als
effektive attraktive Wechselwirkung zu beschreiben ist, ist dieses Verhalten verstdndlich. Der Vorzeichenwechsel
bei der Verschiebung muss angezweifelt werden, weil nicht klar ist, ob es, wie im Fall der repulsiven Wechsel-
wirkung, auch nicht stérungstheoretische Beitrdge zur Verschiebung gibt, die dieses Ergebnis dndern kdnnen. Die
physikalische Vorstellung eines effektiv attraktiv wechselwirkenden Gases widerspricht dem Vorzeichenwechsel.

Bei der Falle gibt es bei verschwindender Korrelationslange keine Verschiebung, danach steigt sie linear, und es ist
ein Maximum der Verschiebung zu beobachten. Fiir grole Korrelationslangen verschwindet diese Verschiebung
wieder, proportional zur inversen Korrelationsléange. Die kritische Temperatur des Bose-Gases in einer harmoni-
schen Falle ist in den Abbildungen 3.5 (GauR) und 3.7 (Lorentz) aufgetragen.

Auch hier gibt es die Analogie zum Fall der repulsiven Wechselwirkung, bei dem die Verschiebung der kritischen
Temperatur in der Falle negativ ist. Das Maximum der Verschiebung entsteht an der Stelle, an der die dominante
Langenskala fiir kleine Korrelationslange, die Oszillatorlange, in die fiir groBe Korrelationslange, gegeben durch
den mittleren Teilchenabstand, Ubergeht. Setzt man typische Werte experimentell realisierter Parameter ein, so
kann man zeigen, dass die Verschiebung bei geniigend groRer Unordnung beobachtbar sein sollte.

Bei der Behandlung der Molekularfeldtheorie kam es zunéchst zu Problemen dadurch, dass im Prinzip Gleichun-
gen analytisch aufgeldst werden missten, die nur sehr schwer zu behandeln sind. Eine Auflésung ist zwar im
Prinzip mdoglich, aber die dann entstehenden Ausdriicke sind so kompliziert, dass an eine weitere analytische Be-
handlung praktisch nicht zu denken ist. Dies kann umgangen werden, indem man sich auf den interessantesten
Spezialfall beschréankt, den groRer Unordung bei verschwindend kleiner Wechselwirkung.

Die Behandlung der Molekularfeldtheorie fiihrte auerdem zu Problemen bei der Bandliickenfreiheit. Nimmt man
die Gleichungen so, wie sie hergeleitet werden, so bekommt man eine Bandliicke in der Kondensatphase. Dies
ist bereits im Fall ohne Unordnung ein Problem [42], denn es widerspricht dem Hugenholtz-Pines Theorem [41].
Im folgenden wird dann versucht, eine Theorie zu entwickeln, die analog zur Popov-Theorie Bandliickenfreiheit
fordert [45-48]. Zur Begriindung wird dabei das Argument verwendet, dass bestimmte Diagramme Uberzéhlt sind,
wie Shi und Griffin [43] sowie Proukakis, Burnett und Stoof [44] argumentieren.

Die Kurven fir die superfluide Dichte und die Kondensatdichte, die dann entstehen, ergeben fir kleine Unordnung
das Resultat von Huang und Meng [18] (Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6). Fiir groRe Unordnung taucht mdglicher-
weise zunachst eine Phase mit globalem Kondensat, aber ohne superfluide Dichte auf, was aber unsicher ist, da
nicht bestimmt werden konnte, wo der Phaseniibergang stattfindet. Falls diese Phase existiert, so hat man eine
lokalisierte Phase mit einem bandliickenfreien Spektrum und mit globalem Kondensat. Diese Phase kdnnte man
als Glasphase bezeichnen.

Auf jeden Fall verschwindet bei einer bestimmten Unordnung, die moglicherweise groRer ist, als die zum Ver-
schwinden der superfluiden Dichte benétigte, das globale Kondensat. Diese Phase ist ebenfalls lokalisiert, ist also
(ebenfalls) eine Glasphase “zweiter Art”, aber das Spektrum hat hier eine Bandliicke. Dies stellt hier jedoch kein
Problem dar, da Kondensatdichte und Paarkorrelation dann verschwinden. Das Problem bei der Ndherung, dass
man Bandllckenfreiheit fordert, ist, dass dann die Isothermen von Kondensat und Glas im Diagramm der Teil-
chendichte gegen das chemische Potential nicht mehr ineinander tibergehen (Abbildung 5.7).

Mdchte man dies erreichen, so darf die anormale Korrelation in der Glasphase nicht verschwinden, was insbe-
sondere der Forderung nach Bandlickenfreiheit in der Kondensatphase widerspricht. Auf die Kondensatdichte hat
das Nichtverschwinden der anormalen Korrelationen keinen Einfluss, und die Isothermen im n — y-Diagramm ge-
hen ineinander iber (Abbildung 5.11). Die superfluide Dichte bekommt dann aber kurz vor dem Phaseniibergang,
dessen Stelle in diesem Fall bestimmt werden kann, ein Verhalten, das nur schwer interpretiert werden kann, und
vermutlich unphysikalisch ist, da sich Kondensatdichte und superfluide Dichte wieder aneinander anndhern (Ab-
bildung 5.10). Falls die Ergebnisse aber die physikalische Wirklichkeit widerspiegeln, so erhdlt man jenseits einer
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kritischen Unordnung eine paarkondensierte lokalisierte Phase ohne globale Phasenkohérenz, genau wie sie von
Nozieres und Saint James vorhergesagt wird [24]. Diese Phase miisste aber eine Bandliicke im Anregungsspektrum
der 1-Teilchen-Anregungen beinhalten. Dies ist nicht Besorgnis erregend, da diese Bandliicke die Bindungsenergie
der 2-Teilchen-Anregungen ist.

6.2 Ausblick

In Kapitel 3 wurde die Verschiebung der kritischen Temperatur in 1. Ordnung der Unordnungsstérke R hergelei-
tet. Fir zwei spezielle Formen der 2-Punkt Korrelationsfunktion wurden analytische und numerische Ergebnisse
prasentiert. Dabei fiel auf, dass die Form der Kurve nicht stark von der Korrelationsfunktion abhangt. Hier ware es
interessant, universelle Eigenschaften zu untersuchen.

Direkt aber kénnten auch andere Formen der 2-Punkt Korrelationsfunktion fiir das Zufallspotential auf ihre Aus-
wirkung auf die kritische Temperatur untersucht werden. Rechenformeln hierfiir existieren. Es ist aber nicht zu
erwarten, dass sich entscheidende qualitative Unterschiede ergeben.

Zur kritischen Temperatur kénnten auch Experimente durchgefiihrt werden, oder ggf. zunédchst experimentelle
Techniken entwickelt werden. Es ware interessant zu beobachten, ob die theoretischen Kurven reproduziert wer-
den konnen, insbesondere falls es mdglich ist, dass man mit unterschiedlichen Korrelationsldngen des Zufalls-
potentials arbeitet. Hierbei wére es auch wiinschenswert, wenn experimentelle Arbeiten die Korrelationsfunktion
des verwendeten Zufallspotentials in Zukunft angeben, damit ein schneller Vergleich zu theoretischen Resultaten
maoglich ist.

Ein noch zu untersuchender theoretischer Aspekt existiert fur das freie Bose-Gas. So ist nicht klar, ob der be-
rechnete stfungstheoretische Beitrag fir die Temperaturverschiebung der einzige Beitrag ist. Da es im Falle des
repulsiv wechselwirkenden freien Bose-Gases auch nicht storungstheoretische Beitrdge zur Temperaturverschie-
bung gibt, ist dies im Prinzip auch fiir den Fall der replika-induzierten attraktiven Wechselwirkung zu erwarten.
Diese Beitrdge sind zu berechnen, oder sich anderweitig zu beschaffen, z.B. durch Monte-Carlo Simulationen.
Die Molekularfeldtheorie, die in Kapitel 4 hergeleitet und in Kapitel 5 besprochen wurde, besitzt noch viele Punk-
te, an denen sie weiter untersucht und ausgebaut werden kann. Ein erster Schritt ware es, eine Renormierungs-
vorschrift fur die Unordnung zu entwickeln, die analog zur T-Matrix-Methode funktioniert [30]. Statt Wechsel-
wirkungskonstante g und Unordnungsstérke R wére eine Behandlung mittels T-Matrix und dem Aquivalent dazu
fur die Unordnung wiinschenswert. Dies kann evtl. auch kldren, welche der beiden in Abschnitt 5.10 vorgestellten
theoretischen Maglichkeiten die bessere Beschreibung der Wirklichkeit liefert. Die fehlende Stabilitédtsdiskussion
in Abschnitt 5.10.1 muss hierbei nachgeholt werden, sobald Kklar ist, wie diese durchgefiihrt werden muss. Zufall-
spotentiale mit endlichen Korrelationsléangen sollten untersucht werden.

Alle diese Untersuchungen kdnnen auch durch weitere theoretische Arbeiten geschehen, die auf anderen Methoden
basieren. Falls eine Molekularfeldtheorie entwickelt werden kann, die ohne Naherung bandliickenfrei und konser-
vierend ist, so ware sie ein guter Kandidat dafir, dieses Problem abschliefend zu behandeln.

Dabei kann untersucht werden, ob sich die paarkondensierte Phase und die vorgeschlagene Glasphase unterschei-
den. Diese Arbeit scheint darauf hinzudeuten, dass das Spektrum der paarkondensierten Phase eine Bandliicke
aufweist, wahrend die echte Glasphase keine Bandliicke hat. Mdglicherweise kann dies auch experimentell be-
obachtet werden. Experimentelle Realisierung und Messung der hier theoretisch behandelten GréRen ware ein
wiinschenswerter nachster Schritt.

Eine weitere theoretische Herausforderung besteht darin, auch die bisher quasi vernachlassigten RK,,, und RO,
zu beriicksichtigen. Dies erscheint insbesondere interessant fir groBe R. Unter Umstdnden kdnnte das Problem
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des seltsamen Verhaltens der superfluiden Dichte in Abschnitt 5.10.2 durch die Berticksichtigung dieser Terme
korrigiert werden. Falls das mdglich ist, ist zu vermuten, dass dieser Abschnitt, und nicht die Forderung nach ei-
nem bandliickenfreien Spektrum, die physikalische Wirklichkeit besser widerspiegelt.

Inshesondere experimentelle Arbeiten auf dem Gebiet der Zufallspotentiale ohne Gitter wéren also in Zukunft sehr
willkommen.
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Anhang A

Poisson-Formel

In diesem Teil des Anhangs wird die Poisson-Formel hergeleitet, welche zur Auswertung von Matsubara-Reihen
in der Vielteilchentheorie angewandt wird. Ausgangspunkt hierzu ist die sogenannte Kammdistribution

Z 0(x —m). (A1)
Da sie periodisch ist, d.h.
K(z+ z) = K(z); z € 7, (A.2)

I&sst sie sich im Distributionensinn in eine Fourierreihe zerlegen

m .
> Kpe e, (A3)

n=-—oo

Die Fourier-Koeffizienten K, ergeben sich dabei durch Integration tber eine Periode:

1/2 )
K, = / o dzK (z)e™"e, (A.4)

Setzt man (A.1) in (A.4) ein, so erhdlt man K,, = 1. Daraus folgt die Distributionenidentitat

Z 0(z —n) Z g 2mine (A.5)

m=—0o0 n—=——oo

Multipliziert man (A.5) mit einer Funktion f(x) und integriert dann Gber die gesamte reelle Achse, so folgt hieraus

die Poisson-Formel o
Z f( Z/ d:L‘f e 2minT (A6)

m=—0o0 n=-—oo
Spezialisiert man auf eine Funktion f(m) = F(w,), wobei w,, = hﬂm die Matsubara-Frequenzen bezeichnen,
so geht (A.6) Uber in

o0

Y Flwm) = hﬁ Z / dwpn F(wpy ) e MBwm (A7)

m=—o00 n=—oo
Diese Formel hat eine grundlegende physikalische Bedeutung: Wahrend auf der linken Seite der Formel (A.7) der
Fall m = 0 bzw. w,,, = 0 dem Hochtemperaturlimes 7" — oo entspricht, entspricht auf der rechten Seite der Fall
n = 0 dem Tieftemperaturlimes T' — 0. Die Formel dient also dazu, Hoch- und Tieftemperaturreihen ineinander
umzuwandeln.






123

Anhang B

Robinson-Formel

Beim Phaseniibergang zwischen Gas und BEC-Phase tauchen in der Regel polylogarithmische Funktionen auf,
welche als Argument eine Exponentialfunktion aufweisen. Daher wird in diesem Abschnitt das Verhalten der
polylogarithmischen Funktion mit der Fugazitit z = e®# untersucht, also das Verhalten von

m=1

m

N

(B.1)

St

fur negatives chemisches Potential x im Grenzfall . 7 0.
Hierzu wird die Distributionenidentitét (A.5) mit einer Funktion f(z) multipliziert und Gber das Intervall (e, co)
im Limes e N\, 0 integriert. Daraus folgt eine gegeniiber (A.6) modifizierte Poisson-Formel:

o0

> fim) = /O +2Z / dz f(z) cos(2mn). (B.2)

m=1

(B.2) wird nun fiir f(z) = z~"eP#* ausgewertet. Es treten die beiden folgenden zwei Integrale auf:

/ Teetn < D)) (B.3)
0

/00 z7VePH cos(2mnz) = Re {T(1 - v)(—Bu — 2min)" 1} . (B.4)
0

Demnach geht (B.2) tber in

© eﬂum i v-1
> (1 —v)(— ﬁu)“_l—kﬂ‘(l—z/)ZRe{( 2min)¥ ! (1+ bu ) } (B.5)

mY 2min

Im Grenziibergang i 0 erhdlt man aus (B.5) zunéchst
21 W e— 1
Z W:F(I—V)QU v 1sm( 5 )an,,,- (B.6)
m=1 n=1

Benutzt man die Identitat [34, (8.334.3)] der Gamma-Funktion [57]

™

D(z)I(1—z) = (B.7)

sin(mz)’

so vereinfacht sich (B.6) zu
Qr— 1 v

Z m’ v) cos(mv/2) 2:1 nl-v’ (B.8)

=1
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(B.8) stellt eine Identitdt der Riemannschen Zeta-Funktion,

o0

1
(W)=, — (B.9)
m=1 m
dar [58], ndmlich
(1 vy = "D ) (B.10)

Sie dient zur analytischen Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion.

Nach Kldrung dieses Sachverhalts betrachte man erneut (B.5). Die linke Seite ist nach Definition die polyloga-
rithmische Funktion ¢, (eﬁ“). Auf der rechten Seite kann man eine Taylor-Entwicklung nach Potenzen von Su
durchfihren. Mit Beachtung der Definition der Riemannschen Zeta-Funktion (B.9) fiihrt dies auf

G (™) = T -v)(=pw

> T(v)(2m)r 1k T
+2r(1—1v) Y % cos [—(u —1- k)] Bu)Fc(l—v+k).  (BA1)

2
k=0
Unter Verwendung der Identitaten (B.7) und (B.10) fiihrt dies auf

¢y (eﬂ“) =T —-v)(=Bp)”  + f: ljs(,‘i)k cos [g(l/ -1- k)] cos [g(u - k)] C(v —k). (B.12)
k=0

in(7v)
SchlieBlich benutzt man das trigonometrische Additionstheorem

2 cos [g(u —-1- k)] cos [g(u - k)] = cos [2(21/ — 1)] + cos [g(% — 1)] . (B.13)

Sezt man diese Summe in (B.12) ein, so féallt der zweite Summand auf Grund der Nullstellen des Cosinus weg,
wahrend der Cosinus im ersten Summanden ein verschobener Sinus ist, der sich mit dem verbliebenen Sinus im
Nenner kurzt.

Als Ergebnis erhélt man die Robinson-Formel [59]:

Bl

6 () =ra - (s~ + 3 P2 ) (B.14)

Der erste Summand T'(1 — v)(—Bu)?~! wird als singuldrer Anteil bezeichnet, der andere als reguldrer Anteil.
Physikalisch wichtig wird diese Betrachtung an der Phasengrenze zwischen Gas und BEC. Diese entspricht einer
grenzwertigen Betrachtung p 0. Offensichtlich ist bei dieser Formel, dass im Falle » < 1 der singulére Anteil
eine bedeutende Rolle spielt, wobei im Falle geradzahliger » < 1 auf Grund der Singularitdten der Gamma-
Funktion gesonderte Betrachtungen anzustellen sind, die an dieser Stelle aber nicht durchgefiihrt werden sollen.
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Anhang C

Isotherme Kompressibilitat

In der Thermodynamik ist die isotherme Kompressibilitdt definiert durch die negative Ableitung des Volumens
eines physikalischen Systems nach dem Druck [26, (4.235)]:

1 /0V
=—— (= . 1
T V(ap)T,N ©n

V' bezeichnet hierbei das Volumen, p den Druck, T die Temperatur und N die Teilchenzahl. Das totale Differential
der grolRkanonischen freien Energie dF' lautet [27, Tabelle 3.1]:

dF = —SdT — pdV + pu dN. (C.2)

S ist hierbei die Entropie und u das chemische Potential. Aus (C.2) folgen unmittelbar die Zusammenhdnge

(), = ©
und
Da dF das totale Differential einer mindestens zweifach stetig differenzierbaren Funktion ist, folgt daraus direkt
eine Maxwell-ldentitat, namlich 5 o
aw) = (). ©
Man bendtigt auBerdem noch die Gibbs-Duhem Relation [27, (3.1.24")]
SdT'—Vdp+ N du=0. (C.6)
Daraus folgen die beiden Identitdten
v(o),, = 7)., ©

und

ap ou
— = N|-— . C.8
V(BV)T,N <3V>T,N €9
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Mttels (C.7) und (C.5) bekommt man

ou B Ou
V(o) = () 2
Mit (C.8) folgt dann
ou B V2 [ 0p
(o) = 7w () (10
Dies ist nach Definition (C.1) gleichbedeutend mit
ou V1
N(2) - YL 11

Dies kann man unter Verwendung der Definition der Teilchendichte n = N/V umstellen und bekommt folgenden
Ausdruck fir die isotherme Kompressibilitat:

1 (0n
R = ﬁ (@)T,V. (012)

Die isotherme Kompressibilitdt ist nun in einem stabilen System stets positiv, da eine Volumenverkleinerung an-
sonsten energetisch stets vorteilhaft ist: Das System wiirde kollabieren. Fiir das Bose-Kondensat ist diese Uberle-
gung demnach wichtig, um einfach Stabilitdtsaussagen machen zu kénnen: Man betrachtet ein Diagramm, das alle
moglichen Losungen fur Teilchendichte gegen das chemische Potential enthélt. Falls man negative Steigung hat,
so ist das System in diesem Bereich instabil.
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Anhang D

Dimensionale Regularisierung

Bei der theoretischen Behandlung des Kondensats tauchen an vielen Stellen Integrale des Typs

I,,,u(a) == /O de ﬁ (Dl)

auf. In den Parametern » und g ist hierbei i.d.R. die Anzahl der Dimensionen D versteckt, wéhrend das Inte-
gral einem Integral iiber die Energie ¢ = h2k2/2M entspricht. Man stellt fest, dass sie oftmals in D = 3 Di-
mensionen nicht konvergent sind. Theoretisch muss man nun eine Renormierung geeigneter MessgréRen wie der
Wechselwirkungskonstante oder der Unordnungsstarke durchfiihren. Dies ist mit groBem mathematischen Auf-
wand verbunden, und in der Literatur fur die Wechselwirkung bereits geschehen. Fir die Unordnung fehlt eine
solche Renormierungsvorschrift noch. Die Herleitung einer solchen geht allerdings iber den Rahmen dieser Di-
plomarbeit hinaus. Praktischer und einfacher ist es, die Integrale dimensional zu regularisieren, da das Integral fiir
D # 3 Dimensionen durchaus konvergent sein kann. Die Ergebnisse der korrekten Renormierungsmethode und
dieser Regularisierungsmethode stimmen allerdings in allen betrachteten Féllen stets Uberein, und diese Methode
wird weithin verwendet [5]. Diese Arten von Integralen missen daher allgemein berechnet werden. Dazu schreibt
man den Nenner unter Verwendung des Schwinger-Tricks

1 . 1 /-ood rx—1_—art (D 2)
o = P(.’L‘) . TT e .
in ein Integral um, und erhalt:
I,,.(a :/ de €” / drrH e 7T, D.3
;M( ) 0 P(M) 0 ( )

Das Integral iiber e l&sst sich ausfiihren, und man erhalt
Fv+1) [ —v-2 -
I,,,“(a) = W/O drrt™ vV ce " (D4)

Somit lasst sich auch das verbliebene Integral ausfiihren, sodass man schlielich auf die allgemeine Formel

Loala) = ?(1;1)35—:—”1 — (D.5)

kommt. Dieses letzte Ergebnis kann man fir alle »~ und g, an denen die Gamma-Funktion sinnvoll definiert ist, als
dimensional regularisiertes Ergebnis definieren, d.h. man setzt das Integral, welches fiir die betrachteten Parameter
v und p moglicherweise nicht konvergent ist, analytisch auf die soeben angegebene Weise fort, hat also ein ”"Re-
zept” fir die analytische Fortsetzung gefunden. Hierbei muss man jedoch Vorsicht walten lassen: Ist das Integral
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deshalb nicht konvergent, weil der Integrand bei 0 nicht schnell genug abfallt, dann spricht man von Infrarot- (IR-)
Divergenz. Diese beschreibt reale physikalische Effekte auf langen Skalen, was man daran sieht, dass die Energie
€ proportional zum Quadrat der inversen Wellenlénge ist. In diesem Falle darf man nicht ohne weiteres regulari-
sieren, sondern muss die IR-Divergenzen einer gesonderten Betrachtung unterziehen. Im Falle von Ultraviolett-
(UV-) Divergenzen sieht dies anders aus, da diese im Rahmen dieser Diplomarbeit durch ein zu einfaches Modell
auf kurzen Langenskalen hervorgerufen werden, wobei insbesondere stark lokalisierte Wechselwirkung (d.h. pro-
portional zur Delta-Distribution) oder rdumlich unkorrelierte Zufallspotentiale zu nennen sind.

Falls das Integral nicht divergiert, so ist (D.5) das das exakte Ergebnis der Berechnung des Integrals, also nicht die
analytische Fortsetzung desselben.



Anhang E

Modifizierte Version der dimensionalen
Regularisierung

In Abschnitt 5.10.2 tauchen bei der Berechnung der superfluiden Dichte Integrale des Typs

00 v
auf, wobei gilt
a,b> 0. (E.2)

Die Integration fiihrt also tiber den Pol z = a. Dieses Integral macht nur dann Sinn, wenn man es als Hauptwert-
integral auffasst. In einer etwas umformulierten Weise ist dieses Integral

b) E.3
(a, b / (z —a)(z+b) E3)
Das Integral kann noch in zwei Integrale aufgespalten werden:
v 1
b) d - . E.4
(a, Bb/ x[:c—a (x+b)]a+b E4)

Der zweite Summand kann mittels dimensionaler Regularisierung (D.5) behandelt werden. Der erste dndert jedoch
sein Vorzeichen. Daher kann Formel (D.5) nicht auf ihn angewendet werden. Der Grund liegt darin, dass man den
Schwinger-Trick (D.2) nicht anwenden darf, da der Nenner kein einheitliches Vorzeichen besitzt. In der Feldtheorie
verwendet man daher den folgenden modifizierten Schwinger-Trick [35]:

1 i )
P= =limIm / dre=(e-i)7, (E.5)
a e\0 0
Die Herleitung findet sich auf Seite 30. Verwendet man diese Vorschrift fur den ersten Summanden, so folgt
o
/ dz = hmlm/ d:c/ dr z¥e (@), (E.6)
0 (:v —a) O
Das Integral Uber z l8sst sich nun ausfiihren.
o v o
/ dz—2— — lim Im / dfwf—@“)e—(e“a)t (E.7)
0 (r—a) e\ 0 (—i)(v+1)
Auch dieses Integral ldsst sich nun berechnen. Man erhilt erneut eine T'-Funktion.
o v T 1) T'(—
/ da:(xi ~Jimimi Y _TEv) (E.8)
0

z—a) 0 (—i)tD) (e +ia)7V
129
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Der Grenziibergang e “\, 0 lasst sich nun durchfiihren, und man erhalt

° T+ 1)T'(-v)
/0 dz (= —a) = Im(_i)(uﬂ) (i) (E.9)
Der Imaginérteil ist nun
/0 dx(:z;xfa) =T(v + 1)I'(—v)a” sin (g(QV + 1)) . (E.10)
Damit folgt
0 v [T s 01
L(a,b) = = [D(v + 1)T(~v)a” sin (5(21/ +1)) = T(v + DT (-0t — (E.11)
Die Berechnung der Ableitung ist nun trivial:
I(a,b) = T(v + 1)T(-v) A (f(zu + 1)) LA (E.12)
D= at+b ' (a+b2 \2 (a+b)2]" '

Der Ausdruck ist als Hauptwertintegral zu verstehen. Fur den Spezialfall v = 3/2, der konkret auftritt, bedeutet

dies inshesondere
5 3 3pl/2 b3/2
13/2((1, b) = P (5) F <—§)

2(a+0b) (a+b)

. (E.13)
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Anhang F

Berechnung der Determinanten einer grofden
Matrix

Es soll die Determinante einer 2N x 2N -Matrix berechnet werden, die folgende Struktur hat:

a + c c
d+c a+b ¢ b c b
b +b d+ '

(F.1)

b c
C b
c c at+b d+c
T b ¢t b d+c a+bd

Dabei sind die genauen Eintrége a, b, ¢, d, @, b, d irrelevant, und sollen beliebig sein. Man kann erkennen, dass die
Matrix eine N x N-Matrix mit Eintrdgen aus 2 x 2-Matrizen ist. Sukzessive wird nun die (7 — 1)-te Doppelspalte
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von der ¢-ten abgezogen. Dabei lauft  von N bis 1, also riickwarts. Die sich dann ergebende Matrix lautet

[a+b d+c —a —d 0 0 o o o o 00
d+¢c a+b —d —a 0 0 P (] 0
b c a d —a —d : :
c b d a -d -a

0 0 a d —a —d
0 0 d a@ —-d —a (F2)
0 0
0 0
—a —d
: Do -d -a
¢ b 0 0 B R () d @

Nun wird sukzessive die i-te Doppelzeile zu der (i + 1) -ten hinzuaddiert. Man erhalt die Matrix
a+b dtc —a —d 0 0 - o o o 00
d+c a+b —d —-a 0 0 - - - - 0 0
a+20 d+2¢c 0 0 —a —d : :
d+2 a+2 0 0 —d -a

: 0 0
0 0 (F3)
0 0
0 0
—a —d

: : L . —d -a
a+Nb d+Nc 0 0 -+ v oo .o 0 0 0
d+Nc a+Nb 0 O R R R I | 0 0 0

Die Matrix ist nun nur noch diinn besetzt. Diese Matrixoperationen haben aber die Determinante der Matrix un-
verandert gelassen. Diese ldsst sich nun einfach berechnen. Man erhalt

DetG ' = (a@—dd)" ' [(a+ Nb) (@+ Nb) — (d+ Nc) (d + Ne)]. (F4)
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