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Vorwort

Am Fachbereich Physik der RPTU Kaiserslautern-Landau behandelt die erstsemestrige Lehr-
veranstaltung Mathematische Grundlagen der Physik die Newtonsche Mechanik sowie die
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Semester die grundlegenden theoretischen Prinzipien der klassischen Mechanik im Rahmen der
zweistiindigen Lehrveranstaltung Theoretische Grundlagen der klassischen Mechanik
herausarbeitet. Gegeniiber der Newton-Mechnik wird damit zwar keine neue Physik behandelt,
es werden aber die hoheren Formulierungen der klassischen Mechanik entwickelt, die untrennbar
mit den Namen von Lagrange, Hamilton und Hamilton-Jacobi verbunden sind. Diese sind me-
thodisch eleganter und legen die Grundlagen fiir weitere Lehrveranstaltungen der Theoretischen
Physik wie der Quantenmechanik oder der statistischen Physik.
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Kapitel 1
Lagrangesche Mechanik

Im letzten Semester wurden die Gesetzméfligkeiten der Bewegung von Massenpunkten vom
Standpunkt der Newtonschen Mechanik aus behandelt. Es wurden die zugrunde liegenden
Newtonschen Axiome formuliert und deren Konsequenzen, wie z.B. die Kepler-Gesetze der Pla-
netenbewegung, anhand wichtiger mechanischer Systeme diskutiert. In diesem Semester wird
die Beschreibung mechanischer Systeme auf formaler Ebene weiterentwickelt. Dabei werden
andere Formulierungen untersucht, die zwar zur Newtonschen Mechanik dquivalent sind, die
aber eine tiefere Einsicht in die analytische Struktur der Mechanik eréffnen. Diese anderen For-
mulierungen der Mechanik sind zur Beschreibung und zur Losung vieler mechanischer Systeme
niitzlich. Thre eigentliche Bedeutung besteht aber darin, dass sie eine wesentliche formale Vor-
aussetzung fiir die Entwicklung anderer Bereiche der Theoretischen Physik darstellen. Dies gilt
insbesondere fiir die Hydrodynamik, die Kontinuumsmechanik, die Statistische Mechanik und
die Quantenmechanik. Im ersten Kapitel untersuchen wir die Lagrange Mechanik, mit deren

Hilfe sich mechanische Systeme mit Zwangbedingungen effizient beschreiben lassen.

1.1 Probleme der Newtonschen Mechanik

Die Newtonsche Mechanik erweist sich in zweierlei Hinsicht als problematisch in der Praxis. Zum
einen ist die Formulierung der Newtonschen Gleichungen von der Koordinatenwahl abhéngig.
Zum anderen erweist sich die Behandlung von mechanischen Systemen mit Zwangsbedingungen

als unhandlich.

1.1.1 Koordinatenabhingigkeit der Newton-Gleichung
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir eine Punktmasse m, auf die eine Kraft F wirkt, lautet

mi=F. (1.1)
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Abbildung 1.1: Basisvektoren ([1.4)) der ebenen Polarkoordinaten (1.3]).

Sie nimmt in kartesischen Koordinaten r = (z,y, z) die folgende einfache Form an:

mx = F,,
my = F,,
mzi = F,. (1.2)

In anderen Koordinatensystemen sieht die Newton-Gleichung dagegen komplizierter aus. Bei-

spielsweise verwendet man in einem Zentralkraftfeld ebene Polarkoordinaten:

r:<x>:(mw>. (13
y psin g

Die zugrunde liegenden Basisvektoren lauten

Ao Ccos o —sinp
ep=8—§=< . ) e, = 3—‘P=( ) (1.4)
oar sin or cos
dp Op
und sind in Abb. graphisch dargestellt. Sie besitzen zum einen die Eigenschaft, dass sie die

Orthonormalitésrelationen erfiillen:

e,-e, =1, e, e, =0, e, e,=1. (1.5)
Zum anderen fithrt die zeitliche Ableitung der Basisvektoren auf
€, =pe,, €, = —pe,. (1.6)
Damit lassen sich Orts-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor wie folgt darstellen:

r = pep, (17)
r = pe,+ppe,, (1.8)
i o= (p—pp®) e, + (200 + pp)e,. (1.9)
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Zerlegt man auch die Kraft F entsprechend nach diesen Basisvektoren

F=F,e,+ Fe,; F,=e,-F, F,=e, F, (1.10)
so lautet die Newton-Gleichung (1.1]):

m (§ — pp°) e, +m (2pp + pp) e, = Fpe, + Fe, . (1.11)

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren e, und e, erhalten wir daher fiir die

Newton-Gleichungen in ebenen Polarkoordinaten

m(p—pi?) = F,,
m (25 +pF) = Fp. (112)

Sie sind offenbar viel komplizierter als diejenigen in kartesischen Koordinaten in (1.2]).

Es wire natiirlich bequemer, wenn wir die Bewegungsgleichungen der Mechanik so formulieren
konnten, dass sie von der Wahl des speziellen Koordinatensystems unabhéngig wiren. Wir su-
chen also eine Methode, die Bewegungsgleichungen fiir N Punktteilchen direkt in beliebigen,
verallgemeinerten Koordinaten ¢q, qs, ..., q3n aufzustellen, ohne den Umweg iiber die kartesi-

schen Koordinaten

r = rl(QlJQ27"'7Q3N7t)7

ro = I'2(Q1aQ27--->CI3N>t) )

ry = rn(q1,q2,...,q3n,t), (1.13)

nehmen zu miissen.

1.1.2 Systeme mit Zwangsbedingungen

Bisher konnte der Eindruck entstanden sein, dass die Mechanik darin besteht, die bestehenden
Kréfte in die Newton-Gleichung (1.1)) einzusetzen und diese dann zu 16sen. In der Tat geht man
so bei vielen Beispielen vor. So fiihrt beim harmonischen Oszillator das Hooksche Gesetz auf

die Newton-Gleichung
mi = —Dux, (1.14)

wobei m die Masse und D die Federkonstante darstellt, siche Abb. ) Und die Bewegung
eines Planeten mit Masse m um die Sonne mit Masse M, siehe Abb. [1.2p), beruht auf dem

Gravitationsgesetz, das auf die folgende Bewegungsgleichung fiihrt:

mM
r3

mi = -G r. (1.15)
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—v
v 2"

a) b RN 44" b) A

Abbildung 1.2: a) Harmonischer Oszillator mit Masse m, Federkonstante D und Bewegungs-
gleichung (|1.14). b) Newtonsche Gravitation zwischen Massen M und m fiithrt auf Newton-

Gleichung ((1.15]).

Hierbei bezeichnet M die Masse der Sonne und G die Newtonsche Gravitationskonstante. Dies
ist aber eine iiberméflige Vereinfachung der Realitdt, da in vielen Féllen mechanische Syste-
me auch sogenannten Zwangsbedingungen unterliegen. Diese haben wiederum Zwangskrifte
zur Folge, die in der Regel nicht von vorneherein bekannt sind. Hierfiir haben Sie bereits ein
wichtiges Beispiel in Form des Pendels kennengelernt, siehe Abb. [1.3] Dort besteht die Zwangs-

bedingung in Form der fest vorgegebenen Pendellénge [:
o2+ 22 =1, (1.16)

Die Masse m, deren Bewegung wir beschreiben wollen, unterliegt daher nicht nur der Gewichts-
kraft Fg sondern auch der Fadenkraft Fg. Letzere sorgt dafiir, dass die Masse m zu jedem
Zeitpunkt t die Zwangsbedingung erfiillt. Die Fadenkraft Fg ist damit eine zunéchst
unbekannte Zwangskraft, die wir erst im Laufe der Losung des Problems berechnen kénnen.
Um dies zu illustrieren, sehen wir uns die Bewegungsgleichung des Pendels noch etwas genauer

an. Ausgangspunkt ist die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir das Pendel
mir =Fqg+ Fp. (1.17)

Identifiziert man die Koordinate z mit y, so bietet es sich an, dieses Problem in ebenen Polar-
koordinaten zu l6sen. Zum einen nimmt dann die Zwangsbedingung (|1.16)) die einfach Form

p=1 (1.18)
an. Da dies fiir alle Zeiten t gelten muss, folgt zwangsldufig
p=p=0. (1.19)
Zum anderen zeigt die Fadenkraft offenbar entgegen der radialen Richtung:
Fp=—Ive,. (1.20)
Entsprechend gilt fiir die Gewichtskraft die Zerlegung

Fg =mgcospe, —mgsinpe,. (1.21)
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Abbildung 1.3: Das Pendel unterliegt der Zwangsbedingung (|1.16)). Daher bringt der Faden die
Zwangskraft (1.20) mit ((1.24]) auf.

Einsetzen von f in die Newton-Gleichungen fiir ebene Polarkoordinaten ergibt
—mlp* = mgcosp — Fp, (1.22)
mlp = —mgsiny. (1.23)

Aus lasst sich demnach die Fadenkraft unmittelbar ablesen:
Fr = mgcos o + milp?. (1.24)

Sie besteht aus dem radialen Anteil der Gewichtskraft und der Zentripetalkraft. Und aus (|1.23)
folgt die uns schon bekannte Pendelgleichung

¢+% sing =0, (1.25)

mit der sich die Zeitabhéngigkeit des Winkels ¢ = ¢(t) berechnen lésst.

Das Beispiel des Pendels offenbart, dass das Auffinden von Zwangskréften im Allgemeinen nicht
einfach ist. Dies gilt insbesondere dann, wenn es keine Koordinaten gibt, die der Symmetrie
des Problems angepasst sind. Versuchen Sie z.B. die Newtonsche Bewegungsgleichungen fiir
das mechanische System von Abb. aufzustellen. Ein Klotz bewegt sich reibungsfrei auf ei-
nem Keil, der sich wiederum reibungsfrei auf einer Unterlage bewegen kann. In einer spiteren
Ubungsaufgabe werden wir sehen, dass dieses Problem sogar ohne Aufstellen der Bewegungs-
gleichungen leicht 16sbar ist. Hier geht es nur darum, dass es aufgrund von Zwangsbedingungen

héufig recht kompliziert ist, die Newtonschen Bewegungsgleichungen aufzustellen.

Am Beispiel des Pendels wird aber auch die technische Bedeutung von Zwangskraften deutlich.
Maschinen miissen so ausgelegt werden, dass sie die Belastung durch Zwangskréfte aushalten.
So darf beim Pendel die Fadenkraft nicht dazu fiihren, dass der Faden reifit.

1.2 Ableitung der Lagrange-(Gleichungen

Es stellt sich heraus, dass sich beide Unhandlichkeiten der Newtonschen Mechanik auf einen

Schlag durch die Einfithrung der Lagrange-Gleichungen 16sen lassen. Wir wollen diese zunéchst
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Abbildung 1.4: Klotz bewegt sich reibungsfrei auf einem Keil, der sich wiederum reibungsfrei

auf einer Unterlage bewegt.

fiir Probleme ohne Zwangsbedingungen ableiten. Systeme mit gewissen Arten von Zwangsbe-
dingungen werden dann anschlieBend behandelt.

1.2.1 Systeme ohne Zwangsbedingungen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sind die Newton-Gleichungen fiir N Teilchen im dreidi-

mensionalen Raum:

mit; = Fy,
moty = Fo,
mNi;N = FN 5 (126)

wobeil F,; die auf das ite Teilchen wirkende Kraft darstellt. Wir fithren nun eine virtuelle
Verriickung dr; der Koordinaten des iten Teilchens ein, bei denen sich die Kréfte, denen das
System unterliegt, nicht &ndern, siehe Abb. Solche virtuellen Verriickungen ér; bewirken
demnach, dass eine kinematisch moégliche Bahn in eine andere iiberfiihrt wird. Fiir beliebige
virtuelle Verriickungen dr; folgt offenbar aus :

> (F; —mif;) - or; =0, (1.27)

=1

Im statischen Fall reduziert sich ([1.27)) auf

N
> Fy-or =0, (1.28)
=1

Dies besagt, dass die d&uleren Krifte im statischen Gleichgewicht bei virtuellen Verriickungen
keine Arbeit verrichten. Man bezeichnet auch als das d’Alembertsche Prinzip der vir-
tuellen Arbeit. Demgegeniiber besagt , dass im dynamischen Gleichgewicht die Summe
aus den duBeren Kriften F; und den Tragheitskriaften —m;¥; bei virtuellen Verriickungen keine
Arbeit verrichtet.
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Abbildung 1.5: Zwei Bahnen des iten Teilchen mit virtueller Verriickung dr;.

Umgekehrt ldsst sich aber auch aus der Gleichung ((1.27)) die Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen aller Massenpunkte wieder zuriickgewinnen. Da die virtuellen Verriickungen dr; beliebig und

unabhéngig voneinander sind, kénnen wir z.B. dr; # 0 wéahlen mit or; = 0 fiir ¢t = 2,3, ..., V.
Dann folgt aus ((1.27) zunéchst

(F1 - mlf'l) . 51‘1 =0. (129)

Da aber die virtuelle Verriickung dr; immer noch beliebig gew#hlt werden kann, muss der
Ausdruck in der Klammer verschwinden, so dass sich so die Newtonsche Bewegungsgleichung

fiir das Teilchen ¢ = 1 ergibt. Fiir die anderen Teilchen geht man analog vor.

Im néachsten Schritt wollen wir nun die Ortsvektoren der Teilchen nicht durch ihre kartesischen
Koordinaten x, xs, ..., x3y ausdriicken sondern durch beliebige verallgemeinerte Koordinaten

1,92, - --,q3n. Dabei konnen die kartesischen Koordinaten als Funktion der verallgemeinerten
Koordinaten aufschreiben, was auf ((1.13)) bzw.

ri:ri(q15q2a--'7Q3N7t); izlaza"'vN (130)

fithrt. Bespielsweise ldsst sich der Ortsvektor eines Teilchens in einer Ebene geméf (1.3)) in
ebene Polarkoordinaten darstellen.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen durch die verallgemeinerten Koordinaten ausdriicken.
Dazu untersuchen wir, wie sich das d’Alembertsche Prinzip der virtuellen Verriickungen (|1.27)
durch den Ubergang auf die generalisierten Koordinaten verindert. Offenbar transformieren

sich dabei die virtuellen Verriickungen aufgrund der Kettenregel geméaf3

3N

or; = Za—(ééqj. (1.31)

or=—0p+ o, (1.32)
¥
was sich mit Hilfe von ((1.3) und (1.4) reduziert auf

or =0dpe, + pipe,. (1.33)
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Aus ([1.27) und (1.31)) erhalten wir dann zunéchst

3N N

Z Z — m;i;) g—;; 0¢; =0. (1.34)

7j=1 =1

Da auch die virtuellen Verriickungen der verallgemeinerten Koordinaten dg; beliebig sind, folgt
aus ([1.34]) die gesuchte Bewegungsgleichung in den verallgemeinerten Koordinaten:

N or;
SO -mi)- ot =0;  j=1...3N. (1.35)

Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung der jten verallgemeinerten Koordinate g; dadurch,
dass die Newtonschen Bewegungsgleichungen aller N Massenpunkte ([1.26]) auf diese verallge-
meinerte Koordinate ¢; zu projizieren sind. Dabei bewerkstelligt das Skalarprodukt mit dr;/dg;

gerade diese Projektion fiir den ¢ten Massenpunkt.

Im Folgenden zeigen wir, dass sich die Bewegungsgleichungen ([1.35]) in eine koordinatenun-
abhéngige Form iiberfithren lassen. Dazu betrachten wir zunéchst den zweiten Term und erhal-

ten mit der Produktregel

N N

(()ri d . 8ri . d E)ri
E _:E — T —— | — e — —— | . 1.
i=1 e dq; i=1 [dt <mlrl aqj’) ek dt aq]} (1.56)

Dabei haben wir vorausgesetzt, dass die Massen m; nicht zeitabhéngig sind. Um hier weiter
zu kommen, betrachten wir eine reale Verriickung, also das totale Differential von (|1.30]). Die

Anwendung der Kettenregel ergibt zunéchst

Z oty a” Lt (1.37)

Dividieren wir ([1.37) durch dt, erhalten wir fiir die Geschwindigkeiten der Teilchen

— Z arz ' 8’“ (1.38)

Hieraus folgt durch Differentiation zunéchst

. 3N
or; J’r; . 9%r;

— = qr + . 1.39
0g; = 0q;0q, " Oq;0t (139)

Gilt der Satz von Schwarz, so sind die gemischten zweiten partiellen Ableitungen vertauschbar:

2. 2. 25 25
o0°r; _ 0“r; | o0°r; _ o0°r; (1.40)
0¢;0q,  0q,0q, 0q;0t  0tdg;
und ([1.39)) reduziert sich auf
or; N 0%r; 9%r;
— = Ik + . 1.41
dq; ; 0gr0q; ™ dtog; (141
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Andererseits folgt aus der Kettenregel analog zu (|1.38|)
d aI‘i N 821'2' . 821‘1'
dor; _ i+ , (1.42)
dt 0q; p 0q0q; 0tog;
Der Vergleich von ([1.41]) und (1.42)) fithrt auf die Identitét
d Or;  Or;
&9 _ i (1.43)
dt 8q] aq]

Sie besagt, dass die totale Ableitung nach der Zeit ¢ und die partielle Ableitung nach der
verallgemeinerten Koordinate ¢; vertauschbar ist. Damit erhalten wir aus (1.36])

N N .
.. 8ri d . Gri . 81}
i:E 1 m;r; - a—qj = i:E 1 [a (miri . —> — mu;r; - :| .

= 1.44
94, 90, (1.44)

Es zeigt sich nun, dass beide Terme auf der rechten Seite von ([1.44)) mit der kinetischen Energie
des Systems

(1.45)

in Verbindung gebracht werden kénnen. Differenzieren wir (|1.45)) nach der generalisierten Ko-
ordinate g;, so fiihrt dies auf den zweiten Term auf der rechten Seite von (|1.44])

T . Oy

-_— = m;r; -
(9qj

. 1.46
i=1 04 140

Entsprechend fiihrt eine Differentiation von ([1.45) nach der verallgemeinerten Geschwindigkeit
¢; zunéchst auf

oT N or;

Andererseits lesen wir aus ([1.30) und (1.38]) ab, dass die kartesische Geschwindigkeit r; nur
linear von der verallgemeinerten Geschwindigkeit ¢; abhéngt, so dass gilt
or;  Or;
h_ 9hi (1.48)
an 8qj
Demnach reduziert sich (1.47)) auf einen Ausdruck, der im ersten Term auf der rechten Seite

von (|1.44) auftritt:

T <~ . Or
24, = ;mi r;- dg; (1.49)

Deshalb ergibt sich aus ([1.44]), (1.47) und ([1.49)) insgesamt

N
— dq;  dtdq; g (:50)



10 KAPITEL 1. LAGRANGESCHE MECHANIK

Wir fithren nun noch die verallgemeinerten Kréfte

Q._ip.% (1.51)
’ i=1 " Og

ein. Demnach ergibt sich die verallgemeinerte Kraft (); in Richtung der verallgemeinerten Ko-
ordinate ¢;, in dem die Kréfte aller N Massenpunkte auf diese verallgemeinerte Koordinate g;
projiziert werden. Auch hier wieder bewerkstelligt das Skalarprodukt mit Or;/Jq; gerade diese
Projektion fiir den iten Massenpunkt. Mit Hilfe von nimmt dann die Bewegungsgleichung
in den verallgemeinerten Koordinaten die Form

dor or
B j=1,...,3N 1.52

an. Man bezeichnet (1.52)) als Lagrange-Gleichungen.
Als Beispiel betrachten wir wieder die ebenen Polarkoordinaten eines Teilchens. Die kinetische
Energie

T = %1‘3 (1.53)

lasst sich mit Hilfe von (1.5 und (1.8]) wie folgt durch ebene Polarkoordinaten ausdriicken:
m
2

Daher erhalten wir fiir die entsprechenden ersten partiellen Ableitungen nach den verallgemei-

T=— (p*+p°¢%) . (1.54)

nerten Koordinaten p, ¢ und deren Geschwindigkeiten p, ¢

oT ) oT :

oT oT .

7 = 0, 95 mp’p . (1.56)

Fiir die entsprechenden verallgemeinerten Kréfte ((1.51)) gilt dann nach (1.3]), (1.4) und ((1.10))

or

G = Fgy=Fre=h (157
or

Q, = F-%:pF-ewzpFw. (1.58)

Damit ist (), die Radialkomponente der Kraft und @), ist das Drehmoment, das auf das Teilchen

wirkt und senkrecht zur Bewegungsebene hin zeigt. Spezialisiert man ((1.52)) mit Hilfe von
(1.55)—(|1.58)), so lauten die entsprechenden Lagrange-Gleichungen

mp —mpp® = F,, (1.59)
d .
E(mp%p) = pF,. (1.60)

Dabei stellt L, = mp*¢ gerade den Drehmimpuls des Teilchens dar. Offenbar sind (1.59)), ([1.60))
mit ((1.12)) identisch.
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Die Lagrange-Gleichungen (|1.52)) nehmen eine besonders einfache Form an, wenn die duleren

Kréfte konservativ sind, d.h. wenn gilt
Fi = —VZV (I‘l,...7I'N,t) . (].61)

Aufgrund von ((1.30) kénnen wir das Potential natiirlich auch als Funktion der generalisierten

Koordinaten angeben:

V(ql,...,q:gN,t) :V(I'l (ql,...,Q3N,t),...,I‘N(ql,...,Q3N,t),t) . (162)

Dann lassen sich die verallgemeinerten Krifte (1.51]) mit Hilfe von ((1.61)), (1.62) und der Ket-
tenregel schreiben als

N N
or; or; Vg, @8, 1)

SR STV (e ) R . 1.63

Q] Z 3(]]- ; (1‘1 'y ) (96]]' aqj ( )

i=1

Daher reduzieren sich die Lagrange-Gleichungen ((1.52)) auf

— - — ; j=1,...,3N. 1.64
dtdq;  dq; gy 60
Aus ([1.62)) lesen wir ferner die Identitét

ov

— =90 1.65

o (1.65)
ab, so dass sich die Lagrange-Funktion

L=T-V (1.66)

einfithren lésst. Damit folgt aus (1.64]) die Standardform der Lagrange-Gleichungen

ddL OL

—— — —=0; ) =1,...,3N. 1.67

Dies sind die gesuchten Grundgleichungen der Lagrangeschen Mechanik. Man beachte, dass
wir in der Lagrange-Funktion (1.66) sowohl die verallgemeinerten Koordinaten ¢; als auch
die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; mit den kollektiven Bezeichnungen ¢ und ¢ als

unabhéngige Variablen auffassen:

L:L(9177Q3N7Q17;Q3N7t> :L(Q7q7t) (168)

Um also die Bewegungsgleichungen in beliebigen, verallgemeinerten Koordinaten aufzustellen,
bestimmen wir zunéchst die Lagrange-Funktion gemaf in diesen Koordinaten und
erhalten daraus die gesuchten Bewegungsgleichungen in Form der Lagrange-Gleichungen .
Hierbei stellt f die gesuchte koordinatenunabdngige Formulierung der Bewegungs-
gleichungen eines mechanischen Systems dar, sofern keine Zwangsbedingungen vorliegen.
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Als erstes Beispiel betrachten wir die Bewegungsgleichungen von N Teilchen der Massen m; in

kartesischen Koordinaten. Die zugrunde liegende Lagrange-Funktion lautet dann

N
L(r1, .. TN, F1,. .. BN, E) :Z%ff—V(rl,...,rN,t) . (1.69)
i=1

Die entsprechenden partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion ergeben sich zu

oL oL oV
arz = Mati, 8ri N 8rz~ N

—V,V. (1.70)
Daher reduzieren sich die Lagrange-Gleichungen ((1.67) auf die Newton-Gleichungen

Als zweites Beispiel diskutieren wir noch die Bewegungsgleichungen einer Punktmasse m in

Zylinderkoordinaten. Hier ist die entsprechende Lagrange-Funktion gegeben durch

S m . . m .
L(pip, 2,04, 20) = 5 (07 +p°°) + 522 =V (p,0,2) - (1.72)
Deren partiellen Ableitungen lauten
oL oL 9 oL
oL ov oL ov oL ov
a3 mp'2__7 a .- T 45 > a. — 4 (174)
dp dp Op Op 0z 0z
so dass sich die Lagrange-Gleichungen ([1.67]) ergeben zu
d , OV
— (mp) = T — — 1.75
d : ov
at (mPQSO) = —% , (1.76)
d _ ov

1.2.2 Zwangsbedingungen und verallgemeinerte Koordinaten

Wir wollen nun auf das Thema Zwangsbedingungen zuriickkommen und zunéchst eine Reihe

von Beispielen angeben.

Beispiel 1: Die Bewegung eines Teilchens sei auf eine Fliche im dreidimensionalen Raum
eingeschriinkt, siche Abb. [1.6] In diesem Fall besteht zwischen den kartesischen Koordinaten

der Zusammenhang
z=z(z,y,t) = z—z(z,y,t) =0, (1.78)

der auch explizit zeitabhéngig sein kann.
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Abbildung 1.6: Bewegt sich ein Teilchen auf einer Fliche, so sind dessen kartesische Koordinaten
durch die Bedingung ((1.78)) eingeschrénkt.

Beispiel 2: Die Bewegung eines Teilchens ist auf eine Kurve eingeschrankt. Dann gilt

r =r(s) = r—r(s)=0, (1.79)
wobei s die Bogenlidnge entlang der Kurve bezeichnet. Diese Situation liegt beispielsweise bei
einer Achterbahn vor.

Beispiel 3: Betrachten Sie sich eine Scheibe, die ohne Schlupf auf der horizontalen zy-Ebene
rollt und deren Bewegung so eingeschrénkt ist, dass die Ebene der Scheibe immer senkrecht
ist, siche Abb. [I.7 Eine solche Bewegung wird beschrieben durch die zy-Koordinaten des
Aufpunktes, den Winkel © zwischen Scheibenachse und z-Achse sowie dem Winkel ¢ um die
Radachse. Die Abrollbedingung verkniipft den Betrag des Geschwindigkeitsvektors v = |v|, der
die translatorische Schwerpunktsbewegung der Scheibe beschreibt, mit dem Winkel ¢, mit dem
sich die Scheibe um die Radachse dreht, geméf

v =Ry, (1.80)

wobei R den Radius der Scheibe bezeichnet. Dementsprechend gelten fiir die einzelnen Kom-

ponenten des Geschwindigkeitsvektors v = (&, ) die Bezichungen
T = ’UCOS(@—%):’USin@:RSiH@gb,
y = wsin <@— g) =—vcos© =—-RcosO¢p. (1.81)

Die Zwangsbedingung stellt damit Differentialgleichungen fiir die Koordinaten dar. In einem

Zeitintervall dt lauten diese Zwangsbedingungen

dr — Rsin®dp =0,

dy+ Rcos®©dp =0. (1.82)
Sie sind demnach nur fiir die totalen Differentiale der Koordinaten formulierbar.

Beispiel 4: Es gibt schliellich auch Zwangsbedingungen, die sich als Ungleichungen schreiben
lassen. Dies liegt z.B. fiir die Bewegung eines Teilchens vor, das auf die Oberfldche einer Kugel

gesetzt wird und sich von der Kugeloberfliche entfernen kann:

Pyt 22> R (1.83)
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Abbildung 1.7: Das Abrollen einer vertikal ausgerichteten Scheibe in der xy-Ebene wird durch
die Differentialgleichungen ((1.82)) beschrieben.

Wir kommen nun zur allgemeinen Klassifikation von Zwangsbedingungen. Eine Zwangsbedin-

gung heifit holonom, wenn sie durch einen Satz von Gleichungen
fj(rl,...,rNj):O; ]:1,,K (184)

dargestellt werden kann. Demnach liegen bei Beispiel 1 und 2 sowie dem Pendel von Seite
holonome Zwangsbedingungen vor. In einem solchen Fall haben wir statt der urspriinglichen 3NV
Koordinaten effektiv nur f = 3N — K unabhéngige Koordinaten. Diese Zahl bezeichnet man
auch als die Zahl der Freiheitsgrade, die ein mechanisches System besitzt. Daher konnen wir die
urspriinglichen 3NV kartesischen Koordinaten mit Hilfe der K Zwangsbedingungen eliminieren
und das System durch f = 3N — K verallgemeinerte Koordinaten ¢i, ..., gy beschreiben. Es

gibt dann die Zusammenhénge
r, =1 (q1,...,q5,1); 1=1,2,...,N, (1.85)

so dass die Koordinaten ry,...,ry nur noch solche Werte annehmen, die mit den Zwangsbe-
dingungen ((1.84)) vertréglich sind. Setzt man als (1.85]) in (1.84]) ein, so entsteht eine Identét,
die fiir alle generalisierten Koordinaten ¢y, ..., ¢ erfiillt sein muss:

fi(ei(q, - qet), o orn (@, - -5 g, 1), 1) =0 j=1,....K. (1.86)
Beim Pendel von Seite [f ist beispielsweise der Winkel ¢ die verallgemeinerte Koordinate und
r=Ilsingp, z=—lcosgp (1.87)

erfiillt offenbar automatisch die holonome Zwangsbedingung ((1.16)).

Alle anderen Zwangsbedingungen werden als nichtholonom bezeichnet. Liegt eine Zwangsbe-
dingung in einer differentiellen Form vor, so miissen wir zwei Félle unterscheiden. Als Beispiel

betrachten wir hierzu einen einzelnen Massenpunkt mit der Zwangsbedingung

Gz (z,y,2)dz + g, (x,y,2)dy + g. (x,y,2)dz = 0. (1.88)
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Wenn die linke Seite von ([1.88)) das totale Differential einer Funktion G = G(z,y, z) darstellt,
dann kénnen wir (1.88)) sofort integrieren und erhalten eine Gleichung von der Form

G(r,y,2)—C=0. (1.89)

In diesem Fall ist die Zwangsbedingung (|1.88)) holonom. Ist aber die linke Seite von ((1.88)) kein
vollsténdiges Differential, so kann sie erst integriert werden, wenn das Problem schon gel6st ist.

Die Zwangsbedingung ([1.88]) ist dann nichtholonom. Aus der Forderung, dass die linke Seite
von ([1.88)) ein vollstdndiges Differential sein soll, konnen wir ein Kriterium fiir die Holonomitét
der Zwangsbedingung (|1.88)) angeben. Es muss nédmlich gelten

dG = gydx + g,dy + g.dz , (1.90)

d.h. die Funktionen g¢,, g,, g. stimmen mit den partiellen Ableitungen von G nach z, y, z iberein:

e e e

_ _ - 1.91
9= 5 9=, 9: = 5 (1.91)

Nach dem Satz von Schwarz sind bei einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion G die

gemischten zweiten partiellen Ableitungen vertauschbar:

PG G PG PG PG G

= = = . 1.92
oxdy  Oyox’ oydz  0z0y’ 020x  0x0z (1.92)
Setzt man ((1.91)) in ((1.92)) ein, so folgt
99y _ 99a dg. _ Oy, 99. _ 9g;
oxr Oy’ oy 0z’ 0z  Ox (1.93)

Demnach ist die Zwangsbedingung ([1.88)) holonom, wenn die Integrabilitédtsbedingungen (|{1.93))

erfiillt sind, andernfalls ist sie nichtholonom. Beispielsweise enthilt Beispiel 3 nichtholonome

Zwangsbedingungen (|1.81)), da gilt

g0 =0, gy =—Rsin® = %(—Rsin@)#%o,
0 0
gy =0, Gzp = Rcos© — 6 (Rcos©) # % 0. (1.94)

Solche nichtholonomen Zwangsbedingungen lassen sich mit Hilfe von Lagrangeschen Multipli-
katoren behandeln, die wir noch kennenlernen werden. Schwierige Félle wie in Beispiel 4 miissen

individuell behandelt werden.

Eine weitere Unterscheidung der Zwangsbedingungen wird nach ihrer Zeitabéngigkeit vorge-
nommen. Ist die Zwangsbedingung eine explizite Funktion der Zeit, so heifit sie rheonom, tritt
die Zeit nicht explizit auf, nennen wir die Zwangsbedingung skleronom. Beispielsweise handelt
es sich bei um eine skleronome, holonome Zwangsbedingung, wihrend ein mathemati-
sche Pendel mit periodisch verdnderter Fadenlénge eine rheonome, holonome Zwangsbedingung
darstellt.
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Abbildung 1.8: Ebenes Doppelpendel mit den Zwangsbedingungen (|1.96
1.2.3 D’Alembert-Prinzip mit Zwangsbedingungen

Die Ableitung der Lagrange-Gleichungen ({1.52]) beruhte auf dem d’Alembert-Prinzip (1.27)) fir
beliebige virtuelle Verriickungen. Unterliegt das mechanische System aber noch Zwangsbedin-

gungen, so gibt es zweierlei Verdnderungen:

e Die virtuellen Verriickungen or; sind nicht mehr beliebig. Es diirfen nur noch solche

virtuellen Verriickungen dr; zugelassen werden, die die Zwangsbedingungen erfiillen.

e Aufgrund der Zwangsbedingungen treten auch Zwangskrifte auf, die a priori unbekannt
sind. Man kann nun zeigen, dass Zwangskrifte unter virtuellen Verriickungen keine Arbeit

verrichten.

Anstelle eines allgemeinen Beweises wollen wir die letztere Aussage durch Beispiele illustrieren.
Im Beispiel 1 von Seite [12] steht die Zwangskraft Fy senkrecht zur Fliche, wihrend die virtuelle
Verriickung dr parallel zur Fliache gerichtet ist. Daher gilt offenbar

Wy =Ty -0r=0. (1.95)

Dies gilt auch fiir eine zeitabhéngige Fliache, da die virtuelle Verriickung dr instantan in der
Zeit ist.

Ein komplizierteres Beispiel ist das ebene Doppelpendel mit den Zwangsbedingungen
=1, (m-n)t =10 (1.96)

das in Abb. skizziert ist. Die Massenpunkte erfahren Zwangskrifte Fz; und Fz,, die in der
Abbildung eingezeichnet sind. Verriicken wir virtuell die Massenpunkte 1 und 2 um dr; und

0rs, so erhalten wir fiir die virtuelle Arbeit
5WZ = (FZ1 — FZQ) . 51‘1 + FZ2 . 51‘2 = FZl . (51‘1 + FZ2 . (51‘2 — 51‘1) . (197)
Diese virtuelle Arbeit verschwindet, da offenbar

FZl ~T, FZQ ~ T — I (198)
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gilt, andererseits folgt aber aus ((1.96))
ry- 61‘1 = 0, (I’l - I'Q) . (5[‘1 - 5[‘2) =0. (199)

An diesem Beispiel sehen wir also, dass die Zwangskréfte zwar an jedem Massenpunkt einzeln

eine virtuelle Arbeit verrichten, dass aber die Summe all dieser virtuellen Arbeiten verschwindet.

1.2.4 Lagrange-Gleichungen mit Zwangsbedingungen

Wir wollen nun die Lagrange-Gleichungen auch fiir Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen
(1.84) ableiten. Dazu gehen wir von den zugrunde liegenden Newtonschen Bewegungsgleichun-

gen aus, die auch die Zwangskrifte explizit enthalten miissen:

Hierbei bezeichnet F; auch weiterhin die duflere Kraft und Fy; die Zwangskraft, die auf den
1ten Massenpunkt einwirkt. Durch Multiplikation von mit den virtuellen Verriickungen
or;, die mit den holonomen Zwangsbedingungen kompatibel sind, und durch Summation
iiber alle Massenpunkte folgt dann
N
> (mif; — F; — Fyy) - o1, =0, (1.101)

=1

Da nun die Zwangskrifte insgesamt keine virtuelle Arbeit leisten, also

N
oWz =Y Fyp-or; =0 (1.102)

i=1
gilt, reduziert sich ((1.101]) auf die Gleichung

N

> (miF; — Fy) - 0r; = 0. (1.103)

i=1
Hier miissen wir nun aber beachten, dass die virtuellen Verriickungen dr; nicht beliebig sind,
sondern durch die holonomen Zwangsbedingungen (|1.84)) miteinander verkniipft sind. Aus
(1.84) erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel K Kompatibilitdtsbedingungen fiir die virtuel-
len Verriickungen or;:

N
of;

o1, =0 j=1,... . K. (1.104)
8ri

=1

Nur diejenigen dr;, die dieses homogene lineare Gleichungssystem erfiillen, diirfen in ((1.103)
verwendet werden. Demnach gibt es von den NV abhéngigen virtuellen Verriickungen dr; nur f =
3N — K unabhéngige Freiheitsgrade. Um diese explizit herauszuarbeiten, gehen wir geméasf ((1.85))

von den kartesischen Koordinaten ry, ..., ry zu den generalisierten Koordinaten ¢, .. ., ¢ iiber.
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Analog zu (|1.104]) erhalten wir fiir deren virtuelle Verriickungen dg; aus ({1.86)) mit Hilfe der
Kettenregel die Bedingungen

of; Or; o .
Z(lzarl- q)aqko, j=1,...,K. (1.105)

k

Andererseits folgt aber durch Differentiation von ((1.86)) nach g

Ofi Ori _ . _ . _
Zarz'aqk_ ) j_la-"7K7 k_177f (1106)

Demnach ist also ([1.105]) fiir alle moglichen virtuellen Verriickungen gy identisch erfiillt, Dies
bedeutet, dass die dg; gerade f unabhéngige virtuelle Verriickungen darstellen. Man kann also
mit ihnen so verfahren, wie wir das im Falle ohne Zwangsbedingungen gewohnt sind. Aus den

Transformationsformeln (1.85)) folgern wir zunéchst

or; .
a0 i=1,....N. 1.107
3oy 109

Damit stellt einen wichtigen Zusammenhang zwischen den f unabhéngigen virtuellen
Verriickungen der generalisierten Koordinaten dg; und den /N abhéngigen virtuellen Verriickun-
gen der kartesischen Koordinaten dr; her. Der einzige Unterschied zwischen der fritheren Glei-
chung und besteht damit in der Anzahl der Summanden. Damit geht

iber in

F or;
— mut;) - —6q; = 0. 1.108
D23 (= mi) 5t (1.10)

=1 i=1

Auch hier besteht der Unterschied zu ([1.34) einzig und allein in der Zahl der Summanden bei
der j-Summe. Da nun aber die virtuellen Verriickungen der verallgemeinerten Koordinaten dg;

wie gezeigt unabhéngig voneinander sind, reduziert sich (1.108)) auf

M 2
§
:“
QJ
:‘
(@)
<
I
\.P—‘
.

(1.109)

=1

Demnach lassen sich die Lagrange-Gleichungen analog zur fritheren Uberlegung ableiten und
wir erhalten statt ((1.52))

dor or

dt@qj aq] Q]v J ) 7f ( 0)

Als Beispiel betrachten wir das Pendel, auf das die duflere Kraft

F = —mge, (1.111)
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wirkt. Die verallgemeinerte Koordinate ¢ ist durch (1.87)) definiert. Damit erhalten wir aufgrund
von ([1.51)) fiir die entsprechende verallgemeinerte Kraft

or 0 0 [sin )
@ Oy ( —mg ) oy ( —lcos > mgTEY ( )

Fiir die kinetische Energie

T= %mﬂ (1.113)
ergeben sich die partiellen Ableitungen zu
g—g =ml*p, g—i =0. (1.114)
Daher ergibt sich aus f die Bewegungsgleichung
ml*p +mglsing =0, (1.115)

die mit der Pendelgleichung ([1.25)) {ibereinstimmt.

1.3 Verallgemeinertes Potential

Wir kehren nun wieder zu den Bewegungsgleichungen der Form ({1.110]) zuriick und untersuchen,

ob es geschwindigkeitsabhéngige verallgemeinerte Potentiale U(q, ¢,t) geben kann, so dass

doUu oU
= 1.116
gilt. Dann folgt aus (1.110)) und (1.116)), dass die Lagrange-Funktion
auf die Lagrange-Gleichungen
d 0L 0L
—— — — =0; =1,... 1.118

fithrt. Andererseits ergibt die Anwendung der Kettenregel in ([1.116])

f
O2U 02U PU U
_ et i |+~ 1.119
@i ; (aqkaqj ® T ik, q’“) otdg;  0q; (1.119)

Da die dufleren Kréfte F; nicht von den Beschleunigungen r; abhéngen, konnen die verallgemei-
nerten Kréfte nicht von den verallgemeinerten Beschleunigungen ¢, abhéngen. Deshalb
folgt aus , dass das verallgemeinerte Potential hochstens linear von den verallgemeinerten
Geschwindigkeiten abhéngen darf:
Uy
94, 0q;

(1.120)
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Daher muss U von folgender Form sein:

f

U(q,G:t) =V (g 8) + Y M (q,1) G (1.121)

Einsetzen von (1.121]) in (1.116]) fithrt dann auf die verallgemeinerte Kraft

!
ov oM, oM, M\ |
= E — . 1.122

k=1

Es gibt nun eine ganz konkrete physikalische Situation, wo solche geschwindigkeitsabhéngigen
Krifte bei einer einzelnen Punktmasse auftreten, wo keine Zwangsbedingungen vorliegen. Daher
stimmen dann die verallgemeinerten mit den kartesischen Koordinaten iiberein. Dann gehen

die verallgemeinerten Kréfte (1.122) in die dueren Kraft

F =

i (1.123)

J

OV OM;  ~ (OM; DM,
8;@ ot 1 81’]' 8@

{iber. Sie zeigen in einer spiteren Ubungsaufgabe, dass (1.123) gerade mit einer geladenen
Punktmasse in einem elektromagnetischen Feld auftritt. Dabei werden Sie sehen, dass [1.123|)

mit der Lorentz-Kraft
F=QE+Qr xB (1.124)

iibereinstimmt. Dabei werden die elektromagnetischen Felder E und B durch das skalare Po-

tential ® und das Vektorpotential A ausgedriickt:

Al(r. t
B(r,t) =V x A(r,t), E(r,t)=-Vo&(r,t)— # (1.125)
Dann erhalten Sie namlich die Identifikation
V(I‘,t) = Q(I) (I‘,t) 9 M(I‘,t) = _QA (I',t) (1126)

und die Lagrange-Funktion eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld lautet:

L(r,it) = %1’"2—@@) (r.t) + QA (r,1) - T (1.127)

1.4 Eichtransformation

Wir zeigen nun, dass es verschiedene Lagrange-Funktionen geben kann, die zu denselben Be-

wegungsgleichungen fiithren. Hierzu untersuchen wir die Transformation

. . d
L'g,d:t) = L(g,d:t) + 2 F (g,1) (1.128)
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wobei F'(q,t) eine beliebige Funktion darstellt. Nach der Kettenregel folgt aus ((1.128))

: J0F(q,t) . 6F Jt
L'(q,4,t) = L(q,4,t +Z a{i gj ) (1.129)

Die ersten partiellen Ableitungen von ({1.129)) nach den verallgemeinerten Koordinaten

f
oL’ oL | OF
§ : ; 1.130
dq;  Oq; 3% an 3% ot ( )

und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten

oL 0L OF

L _ oL oF 1.131
dq;  0q;  Og; ( )
fithrt schlief§lich zu
f f
d oL’ oL d 0L 0*F 0*F oL 0*F 0*F
- - WLy A S . (1.132)
dt 0q;  Oq;  dt Oq; 9qx0q; Otdg;  dg; = 0q;0qs dq;0t

Die L-Terme entfallen wegen der Lagrange-Gleichungen . Auch die restlichen Terme
kompensieren sich gegenseitig aufgrund des Satzes von Schwarz, da die gemischten partiellen
Ableitungen bei zweimal stetig differenzierbaren Funktionen vertauschen:
PF O°F OP’F  O*F
Oqr0q;  0qj0q’ Otdq;  Oq;0t
Daher folgt schliellich aus , dass auch die Lagrange-Funktion L’ die Lagrange-Gleichungen
erfiillt:

(1.133)

doL" oL 1
dt@qj (9qj7 , I
Man kann also die Lagrange-Funktion der mechanischen Eichtransformation ((1.128|) unterzie-

hen, ohne dass sich die Bewegungsgleichungen dndern. Demnach sind alle Lagrange-Funktionen,

Lt (1.134)

die durch ([1.128) miteinander verbunden sind, physikalisch gleichwertig. In einer spiteren
Ubungsaufgabe werden wir sehen, dass diese mechanische Eichtransformation mit einer elek-
trodynamischen Eichtransformation eng verkniipft ist, die die Potentiale ®, A &ndert, aber die

elektrodynamischen Felder E, B unverédndert lésst.

1.5 Punkttransformation

Die Lagrange-Gleichungen (|1.118]) besitzen neben der Eichtransformation ({1.128)) noch eine wei-
tere Symmetrie. Hierzu untersuchen wir eine allgemeine Transformation der verallgemeinerten
Koordinaten ¢ = (qi,...,qs) zu neuen verallgemeinerten Koordinaten @ = (Qy,...,Qy), die

auch als Punkttransformation bezeichnet wird:

g = q; (Q,t) . (1.135)
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Die verallgemeinerten Geschwindigkeiten transformieren sich dann geméaf3

T 0g,(Q.t) -~ 0q;(Q,
=) % Qi+ % . (1.136)

=1

Eine Punkttransformation induziert demnach die folgende Transformation der Lagrange-Funktion:

I (Q,Q,t) —L (q (@), aqgg; Do aqg’t),t> . (1.137)

=1

Die ersten partiellen Ableitungen der transformierten Lagrange-Funktion ({1.137]) nach den ver-

allgemeinerten Koordinaten
f l
§ : E —~ 1.138
0Q; g 3@ 1 A ( (%2]8@1 8Qj8t ( )

und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten

/
oL’ 0L Oqy
=y (1.139)
0Q; = 04 9Q;

fithren schlieBlich zu

d oL oL d 0L dq OL < . 02qk
dtoQ;  0Q; Z dt 9y, 0Q; z:: A4y, (Z aQ] 8758@]
f
OL gy oL o A
—_— - —_— 1.140
Z 9000, 2= 9 (Z 50,00 % agr | - (M1O
Aufgrund des Satzes von Schwarz und der Lagrange-Gleichungen ((1.118)) erhalten wir schliellich

;
d oL oL’ d OL 0L\ Oq
4oL o Qo8 98 9% _ g, 1.141
dtoQ; 0Q; ; (dt Idi 8%) 9Q; D

Demnach sind die Lagrange-Gleichungen ({1.118]) auch unter einer Punkttransformation ([1.135)

forminvariant.



Kapitel 2
Hamiltonsches Prinzip

In diesem Kapitel behandeln wir die elegante Formulierung der Lagrangeschen Mechanik im
Rahmen eines Variationsprinzips. Daher wollen wir zunéchst einmal die Grundideen der Varia-

tionsrechnung an einem einfachen Beispiel kennenlernen.

2.1 Variationsrechnung: Ein Beispiel

Die Variationsrechnung ist eine Verallgemeinerung der Bestimmung von Extremalpunkten,
d.h. von Maxima und Minima, fiir Funktionen. Das folgende Problem ist charakteristisch
fiir die Variationsrechnung: Welche Kurve ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punk-
ten ry = (x1,71) und ro = (x2,y2)? Die Antwort ist in diesem Falle natiirlich offensichtlich —
eine Gerade — aber die formale Ableitung ist trotzdem instruktiv. Wir wollen also diejenige

Kurve y(z) durch die Punkte (x1,y;) und (z3,ys) finden, die die Lénge

L:/ ds 2.1)

minimiert. Dabei ist das Differential der Bogenldnge s nach Abb. ) gegeben durch

ds = \/dz? + dy? = \/1 +y/(x)? dz . (2.2)
Aus (2.1]) und (2.2)) erhalten wir dann insgesamt

Liy(z)] = / Vit y@rde. (2.3)

Die Linge L ist also ein Funktional der Kurve y(z), da sie der Funktion y(x) eine Zahl L
zuordnet, siche Abb. 2.1p). Um Funktionale von Funktionen zu unterscheiden, schlieBen wir

deren Argumente mit eckigen statt mit runden Klammern ein.

Wir wollen nun diejenige Kurve y(z) finden, fiir die die Lange (2.3) minimal wird. Hierzu neh-
men wir an, dass y(z) die gesuchte Kurve sei. Dann muss die Lénge (2.3) fiir alle benachbarten

Kurven y(z) + 0y(x) grofer werden, wobei alle zugelassenen benachbarten Kurven y(z) + dy(z)
23
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a) c)

Abbildung 2.1: Illustrationen zur Variationsrechnung: a) Die Lénge einer Kurve ist nach ({2.3))
ein Funktional der Funktion y = y(x). b) Das Differential der Bogenldnge (2.2)) folgt aus dem
Satz des Pythagoras. ¢) Extremalkurve y(z) und benachbarte Kurve y(z) + dy(z) mit der

Bedingung (2.4)).

ebenfalls durch die Punkte (z1,y:1) und (z2,y2) gehen sollen, siehe Abb. 2.1k). Daher gilt fiir
die Auslenkungen dy(x) die Dirichletsche Bedingung

0y(z1) = dy(z2) = 0. (2.4)

In Analogie zum Verhalten von Funktionen in der Ndhe von Minima bzw. allgemeiner von

Extrema ist klar, dass gelten muss
0L = Ly(x) + dy(x)] — L [y(x)] = O (3y") . (2.5)

Berechnen wir als bis zur linearen Ordnung in dy(x), so miissen wir fiir beliebige Aus-
lenkungen dy(z), die der Dirichletschen Bedingung ({2.4)) geniigen, Null herausbekommen. Wir
werden diese Strategie nun verwenden, um eine Differentialgleichung fiir die gesuchte Extre-
malkurve abzuleiten. Zunéchst erhalten wir durch Einsetzen von in :

€2
1

SL = / {\/1 + [y (x) + 0y (2)]* — m} dz . (2.6)

Dann entwickeln wir den Radikanten bis zur ersten Ordnung in dy(z)

= | VTP @i @) - V1T @ . (2.7)

klammern den fithrenden Term im Integranden aus

5L:/m\/1+y'(x)2{\/1—l—w—l}dx, (2.8)

1+y'(z)?

und entwickeln die Wurzel bis zur ersten Ordnung nach Taylor

(x)dx. (2.9)

T2 /
5L — / Y@
o /1+y(2)?
Eine partielle Integration fithrt nun auf

T2

y(@ " d  y(z)
m 53/(@] . - /JE1 dy(x) %\/TW dx . (2.10)

0L =
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Dabei verschwinden die Randterme, da die Auslenkungen dy(x) der Dirichletschen Bedingung
(2.4) unterworfen sind. Andererseits muss (2.10) aufgrund von (2.5)) verschwinden:

/m sy(e) LY@ g (2.11)

Da dy(x) fiir x; < x < x5 eine beliebige Auslenkung ist, folgern wir aus (2.11)

d y(v)

& Ty P

Dies ist eine Differentialgleichung, die die Extremalkurve y(z) festlegt. Zunéchst folgt aus ([2.12))

durch Integration

=0. (2.12)

y' ()

T+y(x)? ¢ — yw)=A. (213)

Eine weitere Integration fithrt schliefflich auf
y(x) =Ax + B, (2.14)
wobei die beiden Integrationskonstanten A und B durch die Randbedingungen
y(@1) =1, y(@2) = y2 (2.15)
festgelegt sind. Das inhomogene lineare Gleichungsgleichungssystem

Ary+ B = 1y,

1 1 A . n
() ()-(2)

AN 1 Y1 — Y2
(B ) w1 ( $1y2—l‘2y1> . (2.18)

Damit erhalten wir fiir die gesuchte Losung des Variationsproblems

lautet in Matrix-Form

und besitzt die Losung

Y1 — Yo T1Y2 — T2Y1
xr) = x + .
T1 — T2 1 — T2

(2.19)

Damit haben wir tatsédchlich bewiesen, dass die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten ist.
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Abbildung 2.2: Ilustration des Hamiltonschen Prinzips der Lagrangeschen Mechanik: Die phy-
sikalisch realisierte Trajektorie ¢;(t) wird durch Extremalisierung der Wirkung ([2.20]) bestimmt.

Hierzu werden alle mathematisch moglichen Pfade ¢;(t) + 0¢;(t) zugelassen.

2.2 Hamiltonsches Prinzip und Lagrange-(Gleichungen

Wir konnen nun die Lagrangesche Mechanik durch ein Variationsprinzip formulieren. Diese
Formulierung beruht auf dem Hamiltonschen Prinzip. Die Wirkung
to
t1

nimmt fiir die tatsidchliche Trajektorie bei fest vorgegebenen Anfangs- und Endpunkten g;(t;)
und ¢;(t2) ein Extremum an. Hierzu ist zu zeigen, dass dieses Variationsprinzip auf die Lagrange-
Gleichungen fiihrt. Dazu betrachten wir die tatséchliche Trajektorie ¢;(t) sowie eine infinitesimal
benachbarte Trajektorie ¢;(t) 4+ d¢;(t), siehe Fig. 2.2l Da wir laut Hamiltonschem Prinzip nur
solche Trajektorien mit festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt betrachten, gilt offenbar fiir
die Auslenkung d¢;(t) die Dirichletsche Bedingung

Die Variation der Wirkung (2.20)) lautet nun

5A = Alg(t) + dg(t)] — Alg(t)] = / {L(a) +0a(t), 4(t) + 8(t),t) = L(g,4.0)  dt . (2.22)

t1
Wir setzen voraus, dass die Auslenkungen d¢;(¢) infinitesimal klein sind. Daher kénnen wir

(2.22)) bis zur ersten Ordnung in den Auslenkungen d¢;(t) entwickeln:

6A = /t2 Z {aql ) + % 5@(1&)} dt . (2.23)

Da Variation und totale Zeitableitung vertauschbar sind

d d

6= ai(t) = = dai(t). (2.24)

lasst sich der zweite Term in (2.23) wie folgt umformen:

(oL d [ 0L d 0L
A= |3 Lo 0+ 5 (g 0) -0z - €
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Eine partielle Integration des zweiten Terms fiithrt auf

0A = Z { 5.0 gt } / ’ Z { 0 % GZI(;%) } 5qi(t) dt . (2.26)

Dabei verschwinden die Randterme aufgrund der Dirichletschen Bedingung (2.21) an den zu-

gelassenen Auslenkungen und wir erhalten

SA = / QZ{ azL % azl(;t)}éqi(t) it (2.27)

Die Trajektorie ¢;(t) stellt ein Extremum dar, wenn (2.27)) verschwindet. Da aber die Auslen-

kung d¢;(t) fiir jeden Zeitpunkt ¢ mit ¢; < ¢t < t5 beliebig ist, folgt hieraus

oL _ i oL

Dies sind gerade die Lagrange-Gleichungen. Man bezeichnet sie im Zusammenhang mit dem

=0; i=1,...,f. (2.28)

Hamiltonschen Prinzip auch als Euler-Lagrange-Gleichungen.

FEine interessante Konsequenz des Hamiltonschen Prinzips ist die Tatsache, dass die zu einer
Bewegungsgleichung gehorende Lagrange-Funktion nicht eindeutig ist. In der Tat kénnen wir,
wie schon in Abschnitt diskutiert, zu L die zeitliche Ableitung einer Funktion F(q,t) hin-

zuaddieren

d
L—L =L+ EF(Q, t), (2.29)
ohne die Bewegungsgleichungen zu verédndern. Es gilt ndmlich
to d
SA = 6A+ 5/ ZF (q(t),) dt = 04 + 5{F (qts),ts) — F (q(t1), 1) } , (2.30)
t1

so dass aus der Dirichletschen Bedingung ([2.21)) unmittelbar folgt:

SA =6A. (2.31)

2.3 Fata Morgana

Als erste praktische Anwendung behandeln wir nun das Problem, welchen Weg das Licht in
einem inhomogenen Medium mit variablem Brechungsindex n(r) nimmt. Die Antwort hierauf
liefert das Fermatsche Prinzip. Es besagt, dass das Licht denjenigen Weg zwischen zwei Punkten
r; und ry nimmt, fiir den es die kiirzeste Zeit benotigt. Dies wollen wir nun mathematisch prézise
formulieren. Im Vakuum breitet sich das Licht mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ aus. In einem

Medium mit Brechungsindex n(r) > 1 reduziert sich aber die Ausbreitungsgeschwindigkeit zu

o) = . (2.32)
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b)

Abbildung 2.3: a) Parametrisierung des Lichtweges y = y(z), wobei y die Hohe oberhalb der
Position x auf dem Boden bezeichnet. b) Zur Vereinfachung nehmen wir in (2.46) eine lineare
Abhéngigkeit des Brechungsindex n von der Hohe y an.

Genauso wie der Brechungsindex n(r) ist auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht in
einem Medium geméf (2.32)) ortsabhéngig. Um die Strecke ds zuriickzulegen, benotigt das Licht
daher die Zeit

dt= 5 = ). (2.33)

Die Laufzeit des Lichtes zwischen zwei Punkten r; und ry betragt dann
1 [
T = —/ n(r)ds. (2.34)
r

Das Fermatsche Prinzip behautet nun, dass (2.34) fiir den tatséchlichen Weg des Lichtes ein
Minimum annimmt. Der Vergleich von (2.1)) und (2.34) zeigt, dass sich die hier behandelte
Anwendung im Spezialfall des Vakuums, also n(r) = 1, auf das in Abschnitt diskutierte

Beispiel reduziert.

Um die Extremalisierung explizit durchfithren zu kénnen, miissen wir den Weg des Lichtes
geeignet parametrisieren. Hierzu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass sich das Licht in
einer Ebene, sagen wir der zy-Ebene, ausbreitet und dass der Brechungsindex n(r) nur von der
Hohe y oberhalb des Bodens abhéngt:

n(r) =n(y). (2.35)

Dann kénnen wir den Weg des Lichtes in der Form y = y(z) parametrisieren, siche Abb. 2.3p)
und erhalten fiir das totale Differential die Bogenldnge ({2.2]). Dadurch reduziert sich die Laufzeit
des Lichtes (2.34]) zu einem Funktional des Lichtweges y(z):

Tly()) = / Y @)V Ty @) de. (2.36)

CJax

Die Extremalisierung der Lichtlaufzeit (2.36]) erfolgt dann analog zur Extremalisierung der
Wirkung (2.20) im letzten Abschnitt. Diese Analogie wird in Abb. weiter ausgearbeitet, in

dem das Hamiltonsche Prinzip mit dem Fermatschen Prinzip verglichen wird. Demnach wird
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Hamiltonsches Prinzip | Fermatsches Prinzip

t x
q(t) y(x)
q(t) y'(x)

Alq(t)] Tly()]

L(q(t),4(1)) n(y(x))/1+y'(x)?/c

Abbildung 2.4: Vergleich zwischen dem Hamiltonschen Prinzip von Abschnitt und dem
Fermatschen Prinzip von Abschnitt 2.3

der Lichtweg y(x) durch eine Euler-Lagrange-Gleichung beschrieben, die sich unmittelbar aus

(2.28) ergibt:
d 0 n(y(x)) 5 0 n(y(r)) a2 L
05 9y (0) { . 1+ y'(z) (@) . 14y (x)? p =0. (2.37)
Die Ausfiihrung der beiden partiellen Ableitungen ergibt
d y'(z) L T
dm{mmw> 1_H/,(x)g} W) VTF PR =0, (23%)

Nun ist noch die totale Differentiation zu berechnen:

Y@y (@) + @)y @) n@@ @Y @) s AT 0. (230)

1+ y'(x) [+ /()"

Dies lasst sich zur folgenden Differentialgleichung fiir den Lichtweg y(z) zusammenfassen:

y'(@)n (y(x)) = [1+y'(2)*] 0’ (y(2)) = 0. (2.40)

Im Spezialfall des Vakuums, also n(y) = 1, besitzt (2.40)) tatsichlich die Gerade (2.14) als
Losung. Im allgemeinen Fall eines vorgegebenen Brechungsindex n(y) ldsst sich (2.40)) wie folgt
integrieren. Zunéchst folgt aus (2.40))

V@) ly()y @) ..
1+y'(x) n(y(z))
so dass linke und rechte Seite jeweils als totales Differential einer Funktion geschrieben werden
kénnen:
d 1 9 d

s In[1+y/(2)?] = I Inn(y(z)). (2.42)
Die Integration von (2.42)) fithrt auf

1

—~In[1+¢(2)’] =lnn(y(z)) +1nc, (2.43)

2
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wobei In ¢y eine erste Integrationskonstante darstellt. Aus (2.43) erhalten wir dann

dz(j) = \/c% n(y(z)” —1. (2.44)

Durch eine Separation der Variablen ergibt sich

/y(x) dy
Vedn(y)?—1

wobei ¢y eine zweite Integrationskonstante darstellt. Léasst sich das unbestimmte Integral auf

=r+co. (2.45)

der linken Seite fiir einen bestimmten Brechungsindex n(y) 16sen, so ist (2.45) noch explizit

nach y(z) aufzulosen.

Wir betrachten nun eine flimmernde Strale im Sommer. Durch die Reflektion des Sonnenlichtes
am Asphalt wird die Luft oberhalb des Bodens so stark aufgeheizt, dass sie nach oben steigt.
Der Brechungsindex der Luft wéchst mit der Dichte an, d.h. er nimmt zum Boden hin ab.
Als vereinfachte Annahme setzen wir voraus, dass die Hohenabhéngigkeit des Brechungsindex

linear ist, siehe Abb. 2.3p), also
n(y) = ay +b; a>0. (2.46)

Einsetzen von ([2.46) in (2.45)) fithrt auf das Integral

/y(:r \/ =z+c. (2.47)

i (ay + b
Durch die geschickte Substitution

cosh z(y) = ¢1(ay + b) dzsinh z(y) = ciady (2.48)

geht (2.47)) iiber in

1 @) g
— R P (2.49)

cia Veosh? 2z — 1

Aufgrund des hyperbolischen Pythagoras

cosh? z — sinh® z = 1 (2.50)
vereinfacht sich (2.49) zu
2W@) s, (2.51)
c1a

Aus (2.48) und (2.51)) folgt dann die gesuchte Losung zu

cosh (ciazx + ci1c0a) = cray(x) + ¢1b, (2.52)
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Abbildung 2.5: Aufgrund der linearen Abhéngigkeit des Brechungsindex ([2.46)) ist der Lichtweg
laut (2.53)) durch einen Kosinus hyperbolicus gegeben. Dabei hiangt der minimale Abstand vom
Boden ymin geméaf (2.64]) von der Hohe der Augen yo und dem Beobachterwinkel o ab.

was sich wie folgt zusammenfassen lésst:

y(x) = Acosh (% + C’) - g . (2.53)

Damit wird der Lichtweg durch einen Kosinus hyperbolicus beschrieben, siehe Abb. Hierbei
wurden die beiden Konstanten c¢;, ¢y ersetzt durch

A=—, C=cca. (2.54)

Da die zugrunde liegende gewdchnliche Differentialgleichung (|2.40)) von zweiter Ordnung ist,
treten in der Losung (2.53) noch die beiden Parameter A und C' auf. Sie lassen sich wie folgt

physikalisch interpretieren.

Zunéchst einmal kann man den Ursprung auf der x-Achse frei wihlen. Wir legen den Parameter
C so fest, dass der Abstand des Lichtweges bei z = 0

y(0) = AcoshC — b (2.55)

a

minimal wird. Nach (2.55)) impliziert dies die Wahl C' = 0. Dadurch reduziert sich der Lichtweg
(2.53) auf
(2) = Acosh () ’ (2.56)
x)=Acosh(—) — — :
4 A a

und der minimale Abstand ergibt sich zu

b

Nun fithren wir noch den Winkel « ein, unter dem der Beobachter an der Stelle z = L auf den
Asphalt sieht, siche Abb. Unter Beriicksichtigung von ([2.56|) erhalten wir

tana = y/(L) = sinh (g) . (2.58)
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a) b) :

Abbildung 2.6: a) Fiir grole Blickwinkel a sieht der Beobachter den schwarzen Asphalt, da
Ymin < 0 aus (2.64)) folgt. b) Dagegen sieht der Beobachter im Falle eines kleinen Blickwinkels

o wegen Ymin > 0 eine Fata Morgana.

Die Hohe der Augen iiber dem Asphalt yy, siche Abb. ergeben sich mit Hilfe von ([2.50)

und ([2.56) zu
L L
Yo = y(L) = Acosh (Z) — Q = A\/l + sinh? (Z) — é . (2.59)

a a
Hieraus ergibt sich mit (2.58])

Yo = AV 1+ tan?a — g . (2.60)

Eine niitzliche trigonometrische Umformung unter Verwendung des trigonometrischen Pytha-

goras lautet

sinae 1 —cos?2a

tan o = = , (2.61)
Ccos & COS o
so dass wir daraus ablesen
1
cosq = ——, 2.62
V1 +tan? o ( )
Aus (2.61) und (2.62)) folgt damit
A b b
Yo = —— - A= (yo + —> cos . (2.63)
cosa  a a

Damit ist der Parameter A durch die Augenhche 3, und den Blickwinkel o ausgedriickt. Aus
(2.57) und (2.63)) ergibt sich der minimale Abstand y,, siehe Abb. schlieflich zu

Ymin = <yo + g) cos v — b . (2.64)

a

Fiir groBle Blickwinkel « gilt nach offenbar yni, < 0. Blickt man also auf die Strafle in
unmittelbarer Néhe, so sieht der Autofahrer den schwarzen Asphalt, sieche Abb. a). Fir
kleine Blickwinkel « folgt aus aber ymin > 0. Blickt also der Autofahrer in die Ferne,
so sieht er auf dem Asphalt effektiv eine Spiegelung des Himmels. Dieses Phidnomen fiihrt in
der Wiiste zur Fata Morgana, siehe Abb. b). Der kritische Winkel oy, ab dem eine Fata
Morgana méglich ist, folgt also aus der Bedingung ymin = 0. Aus ergibt sich hierfiir

b/a

v (2.65)

COS Qlerit —
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~ Xo/f /il

Abbildung 2.7: Kette im Schwerefeld der Erde mit festen Aufhédngepunkten ([2.66]).

2.4 Kettenlinie

Héufig miissen Variationsprobleme mit gewissen Nebenbedingungen gelost werden. In diesem
Abschnitt wollen wir das Vorgehen anhand eines Beispiels diskutieren. Hierzu betrachten wir
das Problem, dass eine Kette der Lange L und der konstanten Massendichte p an ihren beiden
Endpunkten aufgehangen wird, sieche Abb. Gesucht ist die Form y(x) der Kette, die sich im
Schwerefeld der Erde einstellt. Die Kette wird versuchen, ihre potentielle Energie im Schwerefeld
zu minimieren. Es handelt sich um ein Variationsproblem fiir die gesuchte Funktion y(z). Dabei
ist dieses Variationsproblem unter der Nebenbedingung zu losen, dass die Lénge der Kette fest

vorgegeben ist.

Hierzu parametrisieren wir die Kettenlinie y = y(z) so, dass die Dirichletschen Randbedingun-

gen
y(+x0) =0 (2.66)

gelten. Dann ist die potentielle Energie gegeben durch

Epot = / ygdm, (2.67)

wobei das Massenelement dm vom totalen Differential der Bogenlédnge ds abhéngt:

_dm
- ds

Aus (2.2) und ([2.66)—(2.68|) folgt damit
)
Boor [y(@)] = 19 / y(2) VIt g (@2 dr. (2.69)

—x0

L dm = pds. (2.68)

Man koénnte nun meinen, dass die Extremalisierung von (2.69)) direkt durch die entsprechenden
Euler-Lagrange-Gleichungen gegeben ist. Das ist jedoch falsch, da bei der Herleitung der Euler-
Lagrange-Gleichungen davon ausgegangen wird, dass alle moglichen Variationen dy(x) erlaubt

sind, die den Dirichletschen Randbedingungen

0y(£m9) =0 (2.70)
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geniigen. Stattdessen diirfen nur solche Variationen dy(z) zugelassen werden, die die Lange der
Kette konstant lassen. Analog zu (12.3) ist die Lange ein Funktional der Kettenlinie y(z) geméaf

Liy(x)] = /_ VIt y@)rde. (2.71)

Es sollen nur diejenigen Kettenlinien y(z) zugelassen werden, die eine fest vorgegebene Lange

L besitzen:
Ly(x)]=L. (2.72)
Fiir die erlaubten Variationen dy(z) erhalten wir dann wie in (2.5) und (2.10))

Py AR L O S A ) B (2.73)
—z0 dx 1+ y’(x)z

Die Randterme treten wegen der Randbedingung (2.70) nicht auf. Damit stellt (2.73]) die ge-
suchte Nebenbedingung fiir die Variation dy(z) dar. Andererseits erhalten wir durch Variation
der potentiellen Energie (2.69) auf der iiblichen Weise die Forderung

0= 5 = | 5u() { et di%()} ko T g @R y() o (2.74)

woraus folgt

19 /_Z { L+y(2)? = %%} Sy(x)dz = 0. (2.75)

Dabei gilt (2.75) aber nur fiir die Variationen dy(z), die die Nebenbedingung (2.73) erfiillen.
Aus (2.73) und (2.75) folgt dann offenbar die Identitét

Mg/m{ v iwﬂiﬂ}ay(@m:o (2.76)

Cdr Ty de /Ty

fiir eine beliebige Konstante \. Die Einfiihrung dieses Lagrange-Parameters A erlaubt es uns

nun, das vorliegende Problem in den beiden folgenden Schritten zu losen:

e 1. Schritt: Leite aus der Bedingung (2.76)) eine Differentialgleichung fiir y(x) ab, indem

die Variationen dy(z) jetzt als unabhéngig betrachtet werden:

4 y@ye) Ay

& Try@p " de T yp

e 2. Schritt: Bestimme die allgemeine Losung von (2.77)). Da sie eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung darstellt, hat ihre allgemeine Losung zwei freie Konstanten, die an die
Randbedingungen ([2.66|) angepafit werden kénnen. Die resultierende Losung héngt aber

noch vom freien Parameter A ab. Der kann dazu verwendet werden, die Lénge der Kette

gemdB (2.71)), (2.72)) auf L zu fixieren. Ohne diesen Parameter A in (2.77) wére es nicht

moglich, sowohl die Randbedingungen ([2.66|) als auch die Lange (2.71), (2.72) anzupassen.
Letztendlich benétigen wir also genau so viele Parameter, wie es Bedingungen gibt.

1+ y(x)? - =0. (2.77)
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Wir begriinden nun dieses Vorgehen wie folgt. Wir betrachten die Hilfsgréfie

Ey(@)] () = By [y(@)] + oA {L = Lly()] }, (2.78)

die ein Funktional der Kettenlinie y(x) und eine Funktion des Lagrange-Parameters A\ darstellt.
Wir suchen das Extremum von (2.78]) beziiglich all seiner Freiheitsgrade, d.h. wir extremalisieren

sowohl beziiglich y(x) als auch beziiglich \. Eine Extremalisierung beziiglich A gemés
OE [y(x)] (V)

O\
fithrt offenbar auf die Nebenbedingung (2.72)). Wertet man nun (2.78)) fiir alle Kettenlinien y(z)

aus, bei denen erfiillt ist, reduziert sich offenbar auf die potentielle Energie .
Da durch den Lagrange-Parameter A in die Nebenbedingung beriicksichtigt ist,
kann die Extremalisierung der Hilfsgrofle beziiglich aller moglichen Variationen dy(z)
erfolgen. Dies fithrt auf die Euler-Lagrange-Gleichung

=0 (2.79)

die offenbar mit (2.77)) identisch ist.
AnschlieBend wollen wir die gewohnliche Differentialgleichung (2.77) 16sen. Hierzu beobachten

wir, dass sie aufgrund von

b AL - 281

1+ 9/ (x)
genau von der Form mit der Identifikation
n(y) =y —A (2.82)
ist. Offenbar ist mit fiir
a=1, b=—\ (2.83)

identisch. Daher kénnen wir die Losung der Differentialgleichung (2.81)) direkt aus dem vorher-
gehenden Abschnitt iibernehmen. Aus (2.53)) und ([2.83)) folgt zunéchst

y(x) = Acosh (% +C) 4, (2.84)
Die Einarbeitung der beiden Randbedingungen ergibt
y(rg) = A [costhosh (%) + sinh C'sinh (%)] +A=0, (2.85)
y(—zg) = A [coshC’cosh (%) — sinh C'sinh (%)} +A=0. (2.86)
Die Differenz von und fithrt auf
2 Asinh C'sinh (%) -0 =  C=0. (2.87)
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Aus (2.85) und (2.87) folgt ferner

A cosh (@> +A=0 == A = —Acosh (ﬁ) . (2.88)

A A

Damit ist der Lagrange-Parameter \ festgelegt. Nach (2.84)), (2.87)), und ([2.88|) lautet die Form
der Kettenlinie

Zo

y(r) =A [cosh (%) — cosh (Zﬂ . (2.89)
Schliefllich miissen wir die Konstante A noch so anpassen, dass die Lénge der Kette gleich L
ist. Aus (2.89) folgt
y'(x) = Asinh <%) : (2.90)
so dass Einsetzen in (2.71)), (2.72) zusammen mit (2.50]) auf folgendes Integral fithrt:

L= /_xo cosh <%> dx . (2.91)

zo

Die Auswertung des Integrals fithrt auf
L = 2Asinh (%) . (2.92)

Diese Gleichung lésst sich zwar nicht explizit nach A auflésen, sie legt aber A durch zy und L

implizit fest. Damit ist die Form der Kettenlinie ([2.89)) vollstéandig bestimmt.

2.5 Lagrange-Multiplikatoren und Zwangskréfte

Der Lagrange-Formalismus ist insofern sehr elegant und effizient, als er die Zwangskrifte
génzlich aus dem Problem eliminiert. Andererseits kann man sich Situationen vorstellen, in
denen es interessant wére, die Zwangskrifte zu kennen. In diesem Fall kann man die Methode

der Lagrange-Multiplikatoren verwenden, die wir im folgenden diskutieren werden.

Wir betrachten ein System, das wir durch einen Satz von N Koordinaten ¢, . . ., ¢x beschreiben.

diese Koordinaten sollen iiber K rhenome holonome Zwangsbedingungen

filai(t),...,qn(2),t) = 0; j=1... K (2.93)

miteinander zusammenhéngen. Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt weiterhin, dass ([2.27))

verschwinden muss:

P~ 0L d 0L
/t1 ZZ_; {8%(15) - d_taqz(t) } dq;(t)dt =0. (2.94)

Bis zu diesem Punkt haben wir ndmlich nicht von der Unabhéngigkeit der Variationen §g;(t)
Gebrauch gemacht. Die Variationen d¢;(t) hdngen aufgrund der holonomen Zwangsbedingungen

(2.93) tiber

N

O _ 4. - _
; 900 5qi(t) =0, j=1,...,K (2.95)
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zusammen. Daher konnen wir in (2.94)) nicht schliefen, dass die Ausdriicke in den geschweiften
Klammern verschwinden. Wir kénnten dieses Problem dadurch l6sen, dass wir wieder neue
N — K unabhingige verallgemeinerte Koordinaten einfiihren. Stattdessen wihlen wir einen

anderen Weg, der es uns erlaubt, die wirkenden Zwangskréfte zu berechnen.

Offenbar folgt aus (2.94) und ([2.95))

K

e[ 0L d oL of,
/tl Zl {3(]i(t) dt9g(t) * Z )\j(t)aqit) } 0qi(t) dt = 0. (2.96)

Jj=1

wobei die Lagrange-Multiplikatoren A (%), ..., Ak (t) beliebige Funktionen darstellen. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit wahlen wir die Variationen 0q (%), ..., dqy_k(t) als unabhéngig.
Die restlichen Variationen dqy_g11(t), . .., dqn(t) sind dann gemif voneinander abhingig.
Nun haben wir aber noch die Frelhelt, die Lagrange-Multiplikatoren A;(t), ..., Ak (t) geeignet
festzulegen. Wir wéhlen sie so, dass die geschweiften Klammern in firi = N —- K+

1,..., N verschwinden:

K

oL  d OL ZMt)afj

Dann reduziert sich die Variationsbedingung (2.96|) auf

d oL K of;
—— + ) N =23 q(t)dt=0. 2.98
/ Z {3(1@ dtaql(t) ; J( )8ql(t)} ( ) ( )
Da aber die Variationen d¢;(t) fiir ¢ = 1,..., N — K als unabhéngig angesehen werden kénnen,

miissen die geschweiften Klammern in (2.98)) einzeln verschwinden:

K

oL d OL of;
> () /i

_e 9 —0; i=1,....N—K. 2.99

Die Gleichungen (2.97) und ([2.99)) lassen sich zusammenfassen zu

oL  d 0L &
>

ot =1,...,N. 2.1
Oq;(t)  dt 0¢;(t) v=1... (2.100)

Zusammen mit den K Nebenbedingungen ([2.93) sind dies insgesamt N + K Gleichungen fiir
die N 4+ K unbekannten Funktionen ¢ (t),...,qn(t), A\1(t), ..., Ag(t).

Nun wollen wir noch einen Zusammenhang mit den Zwangskréaften herstellen. Beriicksichtigen
wir die Definition der Lagrange-Funktion (|1.66)), so geht (2.99) zunéchst iiber in

= i=1,...,N. (2.101)

dt d¢;(t) B q;(t) (9qz T

d oT  OT Z a fJ

=1
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Abbildung 2.8: Pendel mit Nullniveau im Aufhdngepunkt.

Dies entspricht der Form der Lagrange-Gleichungen ((1.52)), wo die rechte Seite verallgemeinerte
Krifte darstellt. Im Falle von kartesischen Koordinaten reduziert sich (2.101)) iibrigens auf

v & of;
pxr)::._arxt)4-;§;Aju)arj§); i=1,....N. (2.102)

Gleichungen ([2.101)) und (2.102)) legen nahe, die Ausdriicke

K
Qz; = Z/\j(t)aiﬁ) =0; i=1,...,N. (2.103)

Jj=1

als Zwangskrifte zu interpretieren. Demnach tragen zur iten Richtung der Zwangskraft im
allgemeinen alle Lagrange-Multiplikatoren Ay, ..., A\g bei. Durch diese Zwangskréfte sorgen die
Lagrange-Multiplikatoren dafiir, dass die Dynamik im Einklang mit den Zwangsbedingungen
ablauft.

Als Beispiel betrachten wir nochmals das Pendel, sieche Abb. Die Lagrange-Funktion (|1.66))
setzt sich aus der kinetischen Energie (1.54) und der entsprechenden potentiellen Energie zu-
sammen, wobei wir das Nullniveau geméf8 Abb. [2.§] festlegen:

L= g (P + p*$*) + mgpcos . (2.104)

Auflerdem haben wir die skleronome holonome Zwangsbedingung

flpsp)=p—1=0 (2.105)

zu beachten. Die Bewegungsgleichungen (|2.100)) ergeben sich daher zu

OL dOL of . 2

p Aty + A 90 0 = p—mpp~ —mgecosp +A=0, (2.106)
oL d oL of d 9. .

9o diog +A E 0 = o (mp®@) + mgpsinp =0 (2.107)

Aus (2.105)) folgt durch zeitliche Differentiation

p=p=0, (2.108)
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so dass sich aus ([2.106) mit (2.105)) der Lagrange-Multiplikator bestimmt zu
A =mlp* + mgcos . (2.109)

Daraus ergeben sich dann mit (2.103]) und (2.109) die Komponenten der Zwangskraft zu

Qz, = gf—)\ mlp® 4+ mgcos @, (2.110)
p
\ of

Qz, = 390 =0, (2.111)

was mit dem fritheren Ergebnis ([1.24]) {ibereinstimmt.

Wir schlieflen den Abschnitt mit einer Reihe niitzlicher Bemerkungen ab:

e Die Extremalisierung der Wirkung ([2.20)) unter Beriicksichtigung der holonomen Neben-
bedingungen ergibt sich auch durch folgende Uberlegung. Wir betrachten die Hilfsgrofe

At 701 = [ 1 (a0.00:70. 7)) a 2112

mit dem Integranden
L (a(t), a(0: M0, M2)st) = La(0),4(0:8) + D A0, (a(t).0) (2.113)

als Funktional der verallgemeinerten Koordinaten ¢ (t), ..., gy (t) und der Lagrange-Mul-
tiplikatoren A;(t),..., Ag(t). Eine Extremalisierung beziiglich ¢;(t) mit ¢;(t) mit i =
1,..., N fiihrt auf die Euler-Lagrange-Gleichungen (2.100)), wihrend eine Extremalisie-
rung beziiglich \;(¢) mit j = 1,..., K auf die holonomen Nebenbedingungen fiihrt.

e Wir kénnen den Formalismus der Lagrange-Multiplikatoren verwenden, um a posteriori
das d’Alembertsche Prinzip zu beweisen, dass alle Zwangskrifte zusammen keine virtu-
elle Arbeit verrichten, siehe Abschnitt [1.2.3] Fiir die von Zwangskriften bei virtuellen

Verriickungen verrichtete Arbeit erhalten wir ndmlich mit Hilfe von (2.103))

N oF,
ZQz@-(Sql Z)\ (Z 50 04 ) (2.114)

was sich mit Hilfe von (2.95) reduziert auf

N
ZQZi5Qi =0. (2.115)
i=1

e Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren lésst sich ohne weiteres von holonomen Zwangs-

bedingungen auch auf nichtholonome Zwangsbedingungen vom Typ

N

i=1
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erweitern. Damit (2.116|) wirklich nichtholonom ist, muss eine der Beziehungen
Oayj; . Oy, day; _ 9p;

gy dq; ' ot g

(2.117)

nicht gelten. Die Variationen d¢;(t) erfiillen dann statt (2.95)) die instantanen Bedingungen
N
> ajidgi(t) =0; j=1,...,K (2.118)
i=1

und wir erhalten analog zur obigen Ableitung statt (2.100) die Bewegungsgleichungen

K

OL d OL .
Agi(t)  dt dgi(t) + ;)‘j(’f)% =0; i=1,...,N. (2.119)



Kapitel 3
Symmetrien und Erhaltungssatze

In diesem Kapitel untersuchen wir auf der Grundlage des Hamiltonschen Prinzips den Zusam-
menhang zwischen Symmetrien und Erhaltungssétzen in vollster Allgemeinheit. Wir werden
zeigen, dass jede einparametrige Schar von Transformationen der generalisierten Koordinaten
und der Zeit, unter der das Hamiltonsche Prinzip invariant ist, zu einer Erhaltungsgrofie fiihrt.
Dieser Zusammenhang wurde von der Mathematikerin Emmy Noether zu Beginn des 20. Jahr-

hunderts abgeleitet und tréagt daher ihren Namen.

3.1 Zyklische Koordinaten

Zunichst lesen wir aus den Euler-Lagrange-Gleichungen (12.28) eine wichtige Folgerung ab.
Héngt die Lagrange-Funktion L nicht explizit von einer generalisierten Koordinate ¢; ab

L=L(q,- - i-1,Gi+1,--- 43415 -5 G5 t) (3.1)
gilt also
oL
=0 3.2

so bezeichnet man sie als zyklisch. Fiir eine solche zyklische generalisierte Koordinate folgt aus
(2.28]) unmittelbar

d OL
fal - 3.3
dt 0q; (33)
Das bedeutet, dass die Grofie
oL
P = A 3.4
=g (3.4)

die man auch als den zu ¢; kanonisch konjugierten Impuls bezeichnet, eine Erhaltungsgrofie

darstellt. Ursache fiir die Existenz dieser Erhaltungsgréfie ist die kontinuierliche Symmetrie,

41
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dass die Lagrange-Funktion L unter einer Translation dieser zyklischen Koordinate ¢; invariant
ist. In der Tat &ndert sich (3.1]) nicht unter der Symmetrietransformation ¢; — ¢; + ¢;, wobei ¢;
eine beliebige Translation der generalisierten Koordinate ¢; beschreibt. Diesen Zusammenhang

zwischen Symmetrien und Erhaltungssétze wollen wir an zwei Beispielen illustrieren.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Bewegung einer Punktemasse in drei Dimensionen in
einem eindimensionalen Potential. Die zugrunde liegende Lagrange-Funktion

m

L
2

(22 + 9>+ 2*) = V(x) (3.5)

héngt offenbar nicht von den Koordinaten y und z ab, so dass diese zyklisch sind. Deshalb folgt
aus (3.3) und (3.4]), dass die dazu kanonische konjugierten Impulse

oL . _OL

pyza—y—my, pz—g—mz (3.6)

Konstanten der Bewegung sind.
Im zweiten Beispiel betrachten wir eine ebene Bewegung in einem Zentralpotential, fiir das die
Lagrange-Funktion lautet

L= (747" = V(). (3.7)

Hieraus lesen wir ab, dass der Winkel ¢ eine zyklische Koordinate ist. Demnach ist der dazu
kanonisch konjugierte Impuls, der aus (3.4) und (3.7) folgt, also

Py = g_ng =mp*p, (3.8)
eine Erhaltungsgrofie. Es handelt sich offenbar gerade um den Drehimpuls. Im ersten Beispiel
fithrt die Translationsinvarianz in y- und z-Richtung zur Impulserhaltung. Im zweiten Beispiel
liegt ein Zusammenhang von Rotationsinvarianz und Drehimpulserhaltung vor. Im Folgenden
wollen wir diesen tiefliegenden Zusammenhang zwischen kontinuierlichen Symmetrien und Er-

haltungsséitzen allgemein fassen.

3.2 Einparametrige Schar von Transformationen

Wir betrachten nun Transformationen der generalisierten Koordinaten und der Zeit, die von

einem kontinuierlichen Parameter ¢ abhéngen:

q; = qz/‘(ﬂhw~->CIf;C]1,--->Qf§ta5)7 (39)
t = t'(q,- qr5G1, - i tye) (3.10)
Fiir die Herleitung des Noether-Theorems wird es ausreichen, die Transformationen ([3.9) und

(3.10) fiir infinitesimal kleine Scharparameter € zu betrachten. Wir entwickeln daher (3.9)) und
(3.10) in eine Taylor-Reihe beziiglich des Scharparameters €. Dabei soll der Parameter € = 0
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der identischen Transformation entsprechen, wahrend der erste Term in ¢ eine infinitesimale

Transformation darstellt:

aq.

/ ]

¢ = ¢+e——| +..., (3.11)
O |._,
ot’

t = t+e—| +.... (3.12)
e e=0

Im Folgenden wird sich zeigen, dass die Noetherschen Erhaltungsgroflen von dieser infinitesi-
malen Transformation (3.11)), (3.12)) abhéngen wird.
3.3 Invarianzbedingung

Wir vergleichen nun die Wirkung einer Bahn ¢(t) = (¢1(¢), ..., qs(t)) zwischen den Zeiten t;

und t9
Alg(t)] = /t "I (q(t), dzl—it)t) it (3.13)

mit der Wirkung der entsprechend transformierten Bahn ¢/(') = (¢} (¥'), ... N )) zwischen

den Zeiten ) und t},

Ald ()] = /t L (q’(t’), dqcllgl>,t’) dt’ . (3.14)

Die Transformation (3.9) und (3.10) stellt eine Symmetrietransformation dar, wenn sie die
Bewegungsgleichungen und damit das Hamiltonsche Prinzip nicht &ndert. Das ist in jedem Fall

gegeben, wenn beide Wirkungen iibereinstimmen:
Alq(t)] = Ald ()] - (3.15)

Aus (3.13)—(3.15)) folgt dann die Identitat

b2 dq'(t') ) dt’ b2 dq(t)
L{d®), N —dt:/ L(qt,—,t)dt. 3.16
/,51 ( (t) dt’ dt t (t) dt ( )

Dabei ist auf der linken Seite die Transformation (3.9) und (3.10)) einzusetzen. Wir untersuchen
nun die Konsequenzen, wenn man die Transformation (3.9) und (3.10) auf die infinitesimale
Transformation (3.11]) und (3.12)) einschrénkt. Entwickelt man die linke Seite von (3.16)) bis zur

ersten Ordnung in €, so erhalten wir die Invarianzbedingung

9 I, dq,<t,) / dt’
&{L(q@), ! ,t) dt]

=0. (3.17)

e=0
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3.4 Erhaltungssitze

Bis zur ersten Ordnung in ¢ folgt aus (3.12))

de _,_dor

dt dt Oe | (8.18)

=0

und damit fiir die transformierten generalisierten Geschwindigkeiten unter Beriicksichtigung

von (3-1T) und (3.I8)

dg _dgidt _dg _(d Oq
dt’ dt dt’  dt dt Os

T (3.19)
o dt dt Oe 60)

Wir setzen nun (3.11)), (3.12)), (3.18]) und (3.19) in die Invarianzbedingung (3.17)) ein:

O (g2l . da, (do7) _dgdor IO SCL I
oe |\ 0e |, T dr T \at o= |, dt dt 0e |, o= |_,
d ot
1 - — e 3.20
( e dt Oe e=0 " >:| e=0 ( )
Die Auswertung von (3.20)) bis zur ersten Ordnung in ¢ fithrt auf
f f
aq OL (d 0q, _dg; d ot’ oL ot’
’ — = — L =0.(3.21
2; . +;aqi (dt el atat o) \ar @) e T 0B

Andererseits wissen wir von der Bahn ¢(t) = (¢i(%),...,¢s(t)), dass sie der Euler-Lagrange-
Gleichung ([2.28) geniigt. Deshalb folgt mit Hilfe der Kettenregel

7 f
d oL oL oL d 0L oL

. _ ) 22
y [ 4,4, E : ] Zl (_8% @i+ 5 qz> + = El (dt&q’i Gt 5 q@) , (3.22)

i=

was sich aufgrund von ([2.28)) reduziert auf

d oL oL
L — | = = 2
Mit Hilfe von (2.28) und (3.23) geht (3.21)) tiber in
f
d (OL\ 8¢, oL d 9q.
— L L 3.24
;dt (8q',-) Oe |, lZ:aqZ dt Oe|__, (3:24)
d ot 8L 815’
- - =0. 2
Dies lasst sich zusammenfassen zu
f
0L 0q, oL ot’
dt[ % Be €o+< 2_; T qz> o 80] 0 (3.26)
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Hieraus lesen wir das Noether-Theorem ab. Ist die Wirkung unter der einparametrigen Schar
von Transformationen (3.9)) und (3.10) invariant, so folgt daraus die Erhaltungsgrofie

!
oL ot’
L= @]
e=0 ( =1 8% q) ag

Es handelt sich dabei um eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Bahn-
kurve, die ein erstes Integral der Euler-Lagrange-Gleichungen darstellt. Wir zeigen nun,
dass sich die bekannten Erhaltungssiatze von Impuls, Drehimpuls und Energie als Spezialfille
des Noether-Theorems ergeben.

' 0L g,
8qz Oe

= konst. . (3.27)

e=0

=1

3.5 Zyklische Koordinaten

Liegt eine zyklische Koordinate ¢; vor, so ist die Lagrange-Funktion ({3.1)) unter einer Translation

dieser zyklischen Koordinate

I
~

q; = gj + 8(5@' s t/ (328)

invariant. Es gilt daher

dq; ot

A T =o 3.29
e e=0 ’ e e=0 ( )
und die Erhaltungsgrofe (3.27) reduziert sich auf den zur zyklischen Koordinate ¢; kanonisch

konjugierten Impuls (3.4).

3.6 Impulserhaltung

Aus der Homogenitédt des Raumes folgt, dass sich die Eigenschaften eines abgeschlossenen
mechanischen Vielteilchensystems nicht &ndern, wenn man es als Ganzes verschiebt. Wir kénnen

also fordern, dass sich die Lagrange-Funktion bei einer solchen Verschiebung nicht &ndert:
r,=r;+ep, t'=t. (3.30)

Dabei erfahren also alle Massenpunkte ¢ = 1,..., N dieselbe Verschiebung p. Einsetzen von

(3.30) in (3.27) fithrt zunéchst auf

N
oL

p- Z 5 = konst. . (3.31)
i=1 "

Da aber die Verschiebung p beliebig ist, folgt aus der Homogenitéit des Raumes, dass der

Gesamtdrehimpuls des Systems

N
P=> pi (3.32)
i=1
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also die Summe iiber die Impulse

oL
- Ory

Di (3.33)

aller Teilchen, eine Erhaltungsgrofie darstellt.

3.7 Drehimpulserhaltung

Aus der Isotropie des Raumes folgt entsprechend, dass sich die Eigenschaften eines abge-
schlossenen mechanischen Vielteilchensystems nicht dndern, wenn man es als Ganzes im Raum
dreht. Fiir das Noether-Theorem ist es ausreichend, sich auf eine infinitesimale Drehung zu

beschrianken:
r'=ri+epXxXri+..., t'=t. (3.34)

Hierbei beschreibt (3.34) eine infinitesimale Rotation um die Achse /|| mit dem Winkel ¢|¢p.
Beispielsweise fiihrt eine Rotation um die z-Achse mit dem infinitesimal kleinen Winkel ¢ auf

x cose —sine 0 x x —y
" | = sine cose 0 y | =y | +el| = ) (3.35)
2! 0 0 1 z z 0

was flir ¢ = ce, mit (3.34]) ibereinstimmt. Einsetzen von (3.34) in (3.27) ergibt dann

N N
oL oL
;:1 3 (px1) =" ( E r; X Gl'“i> = konst. . (3.36)

i=1

Da dies aber fiir einen beliebigen Vektor ¢ gilt, folgt aus der Isotropie des Raumes, dass der

Gesamtdrehimpus des Systems

L=) L, (3.37)

also geméf (3.33) die Summe iiber die Drehimpulse

oL

o (3.38)

Li:rixpi:rix

aller Teilchen, eine Erhaltungsgréfie darstellt.

3.8 Energieerhaltung

Héngt die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab

L:L(q177Qf,q1,;Qf), (339)
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so lasst die Translation in der Zeit
q=q, t'=t+e (3.40)

die Wirkung invariant. Es gilt dann

g

Je |._g ’ Oe ’ (341)
so dass sich aus (3.38]) die folgende Erhaltungsgrofie ergibt:
f
oL .
L— 21: . ¢; = konst. . (3.42)

Um die physikalische Bedeutung dieser Erhaltungsgréfie zu untersuchen, betrachten wir ein ab-
geschlossenes konservatives System mit skleronomen holonomen Zwangsbedingungen. In diesem

Fall lautet der Zusammenhang zwischen kartesischen und generalisierten Koordinaten
rz:rz(q177Qf)7 Zzl,,N (343)

Dann gilt fiir die Geschwindigkeiten aufgrund der Kettenregel

und die kinetische Energie
N
T= ;:1 71 i (3.45)

reduziert sich auf die Form
1 f o f
T=5 >0 gin@)dsdn (3.46)
mit der Metrik

81‘,‘ 8ri .
9ir(q) = Zmi a—qj : a—qk = gk;(q) - (3.47)

i=1

Man kann sie als koordinatenabhéngige effektive Masse interpretieren. Da das System abge-
schlossen und konservativ ist, gibt es ein Potential V'(¢), das nicht explizit von der Zeit abhéngt

und die Lagrange-Funktion lautet

o f
=52 g @)dsin = V(a). (3.48)

ij=1 k=1

[\DI»—
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Fiir den kanonische konjugierten Impuls erhalten wir mit (3.4) und (3.47))

/
oL .
P e = > 9i5(0)d; (3.49)

J=1

so dass es sich bei der Erhaltungsgrofie (3.42) gerade um die Gesamtenergie des Systems handelt:

f
oL | 1 .
> 57 i L= Z Z; 9ik(0)d5Gc + V() = T+ V = konst. . (3.50)

f
=1 ]:1 k=

Fiihren wir die Hamilton-Funktion
f
H=> pig—L (3.51)
i=1

ein, so erhalten wir aus der Invarianz unter Zeittranslationen die Aussage

dH
— =0 3.52
=0, (352

d.h. H ist eine Konstante der Bewegung. Im Falle eines abgeschlossenen konservativen Systems
stimmt H gemé&B (3.50) und (3.51)) sogar mit der Gesamtenergie des Systems iiberein.

3.9 Zusammenfassung

Ist die Wirkung geméf unter einer kontinuierlichen Symmetrietransformation ((3.9)),
(3.10)) invariant, dann besagt das Noether-Theorem, dass es die Erhaltungsgrofie (3.27)) gibt. Sie
héngt zum einen von der infinitesimalen Transformation , und zum anderen sowohl
von den kanonisch konjugierten Impulsen als auch von der Hamilton-Funktion ab:
' o o'

;pi R

_g
Oe

e=0

= konst. . (3.53)

e=0




Kapitel 4

Hamiltonsche Mechanik

In der Lagrangeschen Mechanik werden die f generalisierten Koordinaten als unabhéngige Va-
riablen angesehen und deren Bewegungsgleichungen, die Euler-Lagrange-Gleichungen, stellen
f gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung dar. Wir gehen nun zur Hamiltonschen
Mechanik iiber, bei der sowohl die f generalisierten Koordinaten ¢; als auch die f dazu kano-
nisch konjugierten Impulse p; aus als unabhéngige Variablen angesehen werden. Die dazu-
gehorigen Bewegungsgleichungen, die Hamilton-Gleichungen, stellen 2 f gewohnliche Differenti-
algleichungen erster Ordnung dar. Fiir die praktische Losung mechanischer Probleme bietet der
Hamilton-Formalismus im Allgemeinen keine Vorteile gegeniiber dem Lagrange-Formalismus.
Die Hamiltonsche Mechanik ist aber von besonderem theoretischen Interesse, da sie der Aus-
gangspunkt fiir den Ubergang zur Quantenmechanik darstellt und auch eine wichtige Grundlage
der statistischen Mechanik darstellt.

4.1 Motivation

Wir betrachten zuéchst ein Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimension unter dem
Einflul des Potentials V' (z) bewegt. Die zugrunde liegende Bewegungsgleichung, die mit der

Newton-Gleichung {ibereinstimmt, lautet

oV (x)

= — 4.1
mi e (4.1)
Nun fithren wir den Impuls des Teilchens
p=mi (4.2)
als unabhéngige Variable ein und erhalten fiir die zeitliche Verdnderung von z und p
. p
= = 4.3
i = 2 (13)
: oV (x)
= — . 4.4
p e (4.4)

49
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Dies sind zwei Differentialgleichungen erster Ordnung, die zur urspriinglichen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung (4.1]) dquivalent sind. In der Tat fiithrt das Einsetzen von (4.3)) in (4.4])
offenbar wieder auf (4.1)). Mit Hilfe der Hamilton-Funktion

H(z,p) = > + V(z) (4.5)

2m

die als Summe von kinetischer und potentieller Energie gerade die Gesamtenergie des Systems
darstellt, konnen wir (4.3)), (4.4) auch schreiben als

oH

. oH

Im Folgenden werden wir sehen, dass sich diese Form der Bewegungsgleichungen ganz allgemein
aus den Euler-Lagrange-Gleichungen ableiten lédsst. Hierzu muss man die Lagrange-Funktion

mit Hilfe einer Legendre-Transformation in die Hamilton-Funktion umwandeln.

4.2 Legendre-Transformation

Eine Funktion f = f(z) ordnet jedem z-Wert den Funktionswert f(x) zu und besitzt das totale
Differential

df = f'(z)dz . (4.8)
Die Funktion

p(x) = f'(z) (4.9)

gibt dagegen zu jedem z-Wert die Steigung der Kurve f = f(x) an. Wir fithren nun eine
Legendre-Transformation zu einer Funktion g = ¢(p) mit der neuen Variablen durch,
die zur urspriinglichen Funktion f = f(x) dquivalent ist und damit die gleiche Information
enthélt. Hiefiir ist erforderlich, dass sich ¢ = g(p) eindeutig aus f = f(x) berechnen ldsst und
umgekehrt. Wir betrachten hierzu die Tangente im Punkt (xg, f(z0)) an die Kurve f = f(x),
siche Abb. [4.1

T(x) = f(x0) + f'(z0)(z — 20) - (4.10)
Der Achsenabschnitt der Tangente (4.10)) fithrt dann auf
9(zo) = T(0) = f(20) — f'(wo)wo (4.11)

und héngt natiirlich vom betrachteten Punkt x5 ab. Wir bezeichnen die Funktion g(x) fiir eine

beliebige Stelle x als die Legendre-Transformation von f(z) und erhalten mit Hilfe von (4.9)):

g9(x) = f(z) —plz)z. (4.12)
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Abbildung 4.1: Eine Funktion lédsst sich dadurch charakterisieren, dass einem Wert z, der
Funktionswert f(xg) zugeordnet wird, oder dadurch, dass der Steigung p der Achsenabschnitt
g(p) zugeordnet wird.

Wir zeigen nun, dass g nur von der Steigung p abhéngt. Dazu bilden wir das totale Differential

von . Dabei lésst sich
dg = df — xzdp — pdx (4.13)
aufgrund von und reduzieren auf
dg = —xdp. (4.14)

Da eine Anderung von ¢ nur durch eine Anderung von p hervorgerufen wird, muss es sich bei
g um eine Funktion g(p) handeln. Um diese Funktion g = g(p) explizit angeben zu kénnen,

miissen wir in (4.12)) die Variable z mit Hilfe von (4.9) eliminieren. Das geht aber nur dann,
wenn sich (4.9) eindeutig nach x auflésen ldsst, wenn also zu f’ eine Umkehrfunktion f/~*

existiert. Dann kann man

z(p) = f"(p) (4.15)

in (4.12)) einsetzen und erhélt explizit

gp) = f(f () —pf ' (p). (4.16)

Wir zeigen nun, dass die Legendre-Transformation involutorisch ist, dass also eine zweimalige
Anwendung der Legendre-Transformation wieder auf die urspriingliche Funktion fithrt. Die
Steigung der Legendre-Transformierte g = g(p) lautet aufgrund von (4.14))

—z=g(p), (4.17)
so dass sich die Legendre-Transformation von g = g(p) analog zu ergibt als
g—(—a)p=f. (4.18)
Als Beispiel fiithren wir die Legendre-Transformation fiir die Funktion

f(z) =2? (4.19)
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durch. Der Zusammenhang zwischen alter und neuer Variable lautet dann aufgrund von (4.9))

und (1)

p =2z, (4.20)

so dass aus (4.15]) folgt
p
==. 4.21
o= (1.21)

Damit ergibt sich die Legendre-Transformierte (4.16)) zu

9(p) = ——. (4.22)

In einer spéteren Vorlesung werden Sie sehen, dass die durch (4.9)) und (4.16)) definierte Legendre-
Transformation auch in der Thermodynamik verwendet wird, um Umrechnungen zwischen den
thermodynamischen Potentialen wie der inneren Energie U, der freien Energie F', der Enthalpie

H und der freien Enthalpie G vorzunehmen.

4.3 Hamilton-Funktion

Wir betrachten nun eine Lagrange-Funktion L(g, ¢,t) mit den generalisierten Koordinaten g =
(q1,.-.,qf) und den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ = (¢i,...,¢y). Bei einer Legendre-
Transformation beziiglich der generalisierten Geschwindigkeiten definiert man die partiellen
Ableitungen der Lagrange-Funktion L nach ¢; als neue Variablen

. 0L(q,q,1)
Pi = pilg,q,t) = —F——
( ) 20,

; i=1,...,f. (4.23)
Man bezeichnet p; als den zur generalisierten Koordinate ¢; kanonisch konjugierten generali-

sierten Impuls. Wir nehmen an, dass sich die Beziehung (4.23|) zwischen den generalisierten

Geschwindigkeiten und den Impulsen invertieren lasst

mit p = p(p1,...,ps). Die Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion L(g, ¢,t) ist dann
nicht durch (4.16|) sondern durch derem Negativen definiert und fithrt auf die Hamilton-Funktion

/
H(g,p,t) =Y dilg,p,)pi — L (¢,d4(g,p, 1), 1) - (4.25)

=1

Entscheidend ist dabei, dass die Hamilton-Funktion (4.25) aufgrund von (4.24) von den ge-
neralisierten Koordinaten ¢ = (¢i,...,¢s) und den dazu kanonisch konjugierten Impulsen

p = (p1,...,ps) und nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ = (¢1, ..., ¢r) abhéngt.



4.4. HAMILTON-GLEICHUNGEN 23

4.4 Hamilton-Gleichungen

Wir berechnen nun die partielle Ableitungen der Hamilton-Funktion (4.25)) unter Verwendung
der Euler-Lagrange-Gleichungen ([2.28)):

e Die partielle Ableitung nach einer generalisierten Koordinate g; fithrt zunéchst auf
8q] oL 8(]]
; (4.26)
8qz jz 9g; " JZ 94; Oq; -

Dies reduziert sich dann mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen (2.28)) und (4.23)
schlieflich auf

OH
0g; B

—pi;  i=1....f. (4.27)

e Entsprechend ergibt die partielle Ableitung nach einem kanonisch konjugierten Impuls p;

aH 4, oL
= P — = 4.2
qﬁzapl(] ) (4.25)

was sich aufgrund von (4.23)) vereinfachen lésst zu

OH
Opi

=g i=1,....f. (4.29)

e Und dann ist noch die partielle Ableitung nach der Zeit ¢ auszuwerten:

oH (9qZ 8L oL aqz
_ 4.30
ot 815 Z dg; ot (4.30)
so dass sich wegen (4.23) am Ende das folgende Resultat ergibt
oH oL
— = 4.31
ot ot (431)

Die Gleichungen , sind die sogenannten Hamilton-Gleichungen. Es handelt sich
dabei um 2 f gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, die die Euler-Lagrange-Glei-
chungen als f gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung ersetzen. Daher sind
die Euler-Lagrange- und die Hamilton-Gleichungen alternative Formulierungen der Bewegungs-

gleichungen mechanischer Systeme.

4.5 Mathematisches Pendel

Als eindimensionales Beispiel betrachten wir erneut das mathematische Pendel, siehe Abb. 2.8

Die kinetische Energie lautet

1
T=3 mi*p? (4.32)
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und die potentielle Energie ergibt sich zu
V = —mgl cos g, (4.33)

wenn man das Nullniveau in den Aufhéngepunkt verlegt. Aufgrund von (4.32) und (4.33) ist
die Lagrange-Funktion ((1.66)) dieses Systems gegeben durch

1
L= 3 ml*p* +mgl cos . (4.34)

Der kanonisch konjugierte Impuls (4.23) lautet in diesem Fall
p=ml*p. (4.35)

Die Invertierung von (4.35)) fithrt dann auf

. p
= = 4.36
14 mil? ( )
Damit nimmt die Hamilton-Funktion (4.25) mit Hilfe von (4.34)), (4.35) schlieBlich die folgende

Form an

p2

H(p.p) =5 5

Sie stellt unter Beriicksichtigung von (4.36|) gerade die Summe von kinetischer Energie (4.32))
und potentieller Energie (4.33) dar. Spezialisieren wir damit die Hamilton-Gleichungen (|4.27))

und (4.29)), so erhalten wir

—mglcos p. (4.37)

. oH P
H
p = _?37—@ = —mglsinp. (4.39)

Dabei stimmt (4.38]) mit (4.36)) iiberein. Und setzen wir (4.38)) in (4.39) ein, so erhalten wir die
bekannte Pendelgleichung ((1.25)).

4.6 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Die Lagrange-Funktion eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld in SI-Einheiten
ist durch ((1.127)) gegeben. Der entsprechende generalisierte Impuls (4.23)) folgt hieraus zu

p= g—f =mr+ QA(r,t). (4.40)

Er unterscheidet sich vom kinetischen Impuls mr durch einen zusédtzlichen Anteil, der vom
elektromagnetischen Feld herrithrt. Die Beziehung (4.40) zwischen generalisiertem Impuls p

und generalisierter Geschwindigkeit 1 lasst sich unmittelbar invertieren:

=2 A, (4.41)
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Die Legendre-Transformation (4.25) der Lagrange-Funktion ([1.127)) fithrt demnach auf die

Hamilton-Funktion

H= [R YN t)} o [R NS t)} L Qd(r,t) — QA(r, t) [R NG t)} (4.42)
Pl —m 2 m m ’ lm o oms |
was sich vereinfachen lasst zu
H= % [p — QA(r, t)} S QO(rt). (4.43)

Hieraus ergeben sich die entsprechenden Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29):

oH
=g :%[pi—QAi(r,t)], (4.44)
) Q< DA (r,1)

po= 5= an EZ[ — QA rt)}—at . (4.45)

Damit ist (4.44]) mit (4.41)) identisch. Eliminert man den Impuls in (4.45)) mit Hilfe von (4.41]),

so ergeben sich die Newton-Gleichungen

; 0P(r,t) (r.1)  O0Ai(r,t)] .

miv = =0, Q™ QZ { or, or; | (4.46)
Unter Beriicksichtigung der Umrechnung (|1.125]) zwischen den Potentialen ®(r,¢) und A(r, )
sowie den Felder E(r,t) und B(r, t) folgt aus (4.46)), dass auf das geladene Teilchen im elektro-
magnetischen Feld gerade die Lorentz-Kraft (1.124)) wirkt.

4.7 Hamilton-Prinzip

Wir zeigen nun, dass sich die Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29) auch aus dem Hamiltonschen
Prinzip ableiten lassen. Hierzu 16sen wir die Legendre-Transformation (4.25)) nach der Lagrange-
Funktion L auf, so dass die Wirkung ([2.20) iibergeht in

to f
Alq(t), p(t)] :/t {Zqi(t)pi(t) - H(Q(t),p(t))} dt . (4.47)

Demnach wird die Wirkung nun als Funktional aller generalisierten Koordinaten ¢ = (¢, . . ., ¢5)
und Impulse p = (p1,...,ps) angesehen. Nach dem Hamiltonschen Prinzip ergeben sich die
Bewegungsgleichungen durch Extremalisierung der Wirkung . In der Hamiltonschen Me-
chanik sind dabei die generalisierten Koordinaten ¢ = (g1, ..., ¢r) und Impulse p = (p1, ..., py)

als unabhéingig voneinander zu variieren. Dies fiihrt auf die folgende Variation der Wirkung

te [
5 Alg(t), p(t)] = / Z{pxt)aqi(t)+q‘i<t>5pi<t>—g—gaqxt)—g—gapm}dt. (4.48)



56 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE MECHANIK

Da die Operationen Zeitableitung und Variation geméf (2.24) miteinander vertauschen, kann
man im ersten Term von (4.48) eine partielle Integration vornehmen und erhalt

f

6 A[q(t), p(t)] = Z {pi(t2)5%(t2) - pi(t1)5Qi(t1)}

i=1

A i {aor = 5] amtor + |0 - G| st par. a0

1=

Wie in der Variationsrechnung iiblich, verlangen wir geméf , dass die Variation der ge-
neralisierten Koordinaten am Anfangs- und Endpunkt verschwinden, so dass die Randterme in
der ersten Zeile von (4.49)) entfallen. Demgegeniiber wird an den Variationen der generalisier-
ten Impulse am Anfangs- und Endpunkt keine Anforderung gestellt, d.h. dp;(t1), op;(t2) sind
beliebig fiir i = 1, ..., f. Damit reduziert sich auf

sAl0.0)] [ i {ator =5 anto + |-o0 - 5o oo far. a0

Da die Variationen der generalisierten Koordinaten d¢;(¢) und Impulse dp;(t) vollkommen be-
liebig sind, folgt aus dem Hamiltonschen Prinzip, dass die Variation der Wirkung (4.50) ver-
schwindet und wir erhalten die Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29).

4.8 Erhaltungsgrofien und Poisson-Klammern

Wir werden nun untersuchen, welche formalen Eigenschaften Erhaltungsgrofien in der Hamil-

tonschen Mechanik besitzen.

4.8.1 Zyklische Koordinaten

Im Rahmen der Lagrangeschen Mechanik hatten wir gesehen, dass die Existenz einer zykli-
schen Koordinate ¢; zur Folge hat, dass der dazugehorige kanonisch konjugierte Impuls p;
eine Konstante der Bewegung ist. Genauso kénnen wir aus den Hamilton-Gleichungen (4.27)
schliefen, dass p; eine Konstante der Bewegung ist, wenn die Hamilton-Funktion nicht ex-
plizit von ¢; abhéngt. Es ist leicht einzusehen, dass H nicht von ¢; abhéngt, wenn auch L
nicht von ¢; abhéngt. Dazu bemerken wir, dass die Hamilton-Funktion aufgrund der Legendre-
Transformation (4.25) nur dann von einer in L zyklischen Koordinate ¢; abhéngen kann, wenn
die generalisierte Geschwindigkeit explizit von ¢; abhéngt. Den Zusammenhang
erhédlt man aber durch Invertierung der Relation . Wenn L aber eine generalisierte Koor-
dinate ¢; nicht enthélt, dann kann auch und damit auch diese Koordinate ¢; nicht

enthalten.
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4.8.2 Definition der Poisson-Klammer

Wir betrachten nun eine Observable O, die eine beliebige Funktion O(q, p, t) der generalisierten
Koordinaten ¢ = (q1,...,¢qr) und der dazu kanonisch konjugierten Impulse p = (p1,...,py)
ist. Im Folgenden untersuchen wir, wann diese eine Konstante der Bewegung ist. Entlang einer

Bahn andert sie sich zeitlich gemafl der Kettenregel wie folgt

d ! { 00 90 } 00 (451)

EO(Q(t),p(t)at)zizl MQi(t)—F@pi(t)pi(t) "‘E-

Wenn diese Bahn eine Losung der Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29)) darstellt, reduziert sich
[5T) auf

f
do H H
:Z{ 00 0 00 0 } 00 (4.52)

dat 90:(0) (D) Opu(t) Dau(t) | T Bt

i=1

Dieses Ergebnis legt es nahe, als neues Symbol die Poisson-Klammer zwischen zwei Funktionen

A(gq,p,t) und B(q,p,t) einzufithren:

f
0A 0B 0A 0B
(08}, =2 (G o o 3 459)

Damit nimmt (4.53)) die folgende Form an:

dO 90
== {O,H}q’p + 5 (4.54)

4.8.3 Eigenschaften der Poisson-Klammer

Die Poisson-Klammer (4.53) erfiillt einige allgemeine Relationen, die das Rechnen mit ihnen

erleichtert. Zunéchst stellen wir die Antisymmetrie fest:

{A, B}qp __ {B,A}qp. (4.55)

Ferner ist die Poisson-Klammer (4.53) in beiden Argumenten linear:

{Al + A, B}qvp - {Al, B}qm n {Ag, B}qvp, (4.56)

{A, B + BQ} - {A, Bl} + {A, Bg} . (4.57)
a,p a.p a,p
Aufgrund der Produktregel der Differentiation gilt ferner:

{AIAQ, B}q’p — {Al,B}W Ag + Ay {A2, B} , (4.58)

q,p

{A,BIBQ}W - {A, Bl}q’p B, + B, {A, BQ} . (4.59)

q,p
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Auflerdem geniigt die Poisson-Klammer der sogenannten Jacobi-Identitit:

{A,{B,C}q’p} +{B,{C,A}q,p} +{O,{A,B}q’p} —0, (4.60)

a.p a.p
wie man durch Verwendung von (4.53) explizit nachrechnen kann.

In der Hamiltonschen Mechanik werden die generalisierten Koordinaten ¢; und die dazu kano-

nisch konjugierten Impulse p; als unabhéngige Variablen aufgefaft:

Jq; Jq;  Op; Op;
e L e A Y I A (4.61)
an 8pj 8qj 8pj
Deshalb ergeben sich aus (4.53) und (4.61)) die fundamentalen Poisson-Klammern:
/
9g; 9q; g 8qj)
iy 45 = — | =0, 4.62
{q K }q,p ; (an Ope  Opr Igi 462
f
9g; Op;  9g; 8pj)
iy Dj = — = — = | =0ij, 4.63
{q pj}q,p ,; (0% Opr Opr Oa, ! (4.6
/
Op; Op;  Op; apj)
iy Dj = — 5+ | =0. 4.64
{p pj}qup ; (a% Opk  Opx, Ogy (464

4.8.4 Hamilton-Gleichungen

Wir kommen nun wieder auf die allgemeinen Bewegungsgleichungen (|4.54)) zuriick. Spezialisiert

man sie auf Oy(q,p,t) = ¢q bzw. Os(q,p,t) = p, so folgen aus (4.53)), (4.54) und (4.61)) die
Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29):

f
dg; (8% OH g, 8H) OH
S amy =S (PRS- TR =0 4.65
dt {‘-’ }q,p <= \q; Op;  Ip; 94;) ~ Op: (4.65)
f
= dpoH} = (TS T = O 4.66
dt {p }q,p =1 aqj Gp] 8p] 8qj an ( )

4.8.5 FErhaltungsgrofien

Verschwindet die Poisson-Klammer zwischen zwei Groflen A und B, gilt also

{A, B}qyp —0, (4.67)

so sagt man, dass diese beiden Groflen miteinander vertauschbar sind. Diese Begriffsbildung ist
fiir Erhaltungsgrofien niitzlich. Es sei O(q, p) eine Observable, die nicht explizit von der Zeit ¢
abhéngt

20

5 = 0 (4.68)
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und die mit der Hamilton-Funktion H vertauscht:

{O, H}M ~0. (4.69)

Dann folgt offenbar aus (4.54), dass es sich um eine Erhaltungsgrofie handelt. Insbesondere

kommt es héufig vor, dass die Hamilton-Funktion selbst zeitunabhéngig ist:
H=H(q,p). (4.70)
Da die Hamilton-Funktion aufgrund der Antisymmetrie (4.55)) mit sich selbst vertauscht, ist

dann die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofie entlang der klassischen Bahn.

Abschlielend beweisen wir noch den Poissonschen Satz, wonach die Poisson-Klammer zweier
Integrale der Bewegung selbst wieder ein Integral der Bewegung ist. Es seien A und B zwei

Integrale der Bewegung, d.h. es gelte

A H =<B H =0 4.71
{any ={pu} (1.71)
und ferner

0A 0B

2T ). 4.72

ot ot 0 (4.72)

Dann ist auch die Poisson-Klammer von A und B zeitunabhéngig

% {A, B}qﬁp —0 (4.73)

und aus der Jacobi-Identitat (4.60) folgt
{{A, B} ,H} ~0. (4.74)
q,p q.p

Damit ist auch die Poisson-Klammer {A, B }qp ein Integral der Bewegung.

4.8.6 Phasenraum

In der Hamiltonschen Mechanik werden die generalisierten Koordinaten ¢i,...,qs und die
dazu kanonisch konjugierten Impulse pq,...,ps als unabhingige Variablen aufgefafit. Faft
man diese 2f unabhéngigen Variablen zusammen, so entsteht ein 2f-dimensionaler Phasen-
raum ['. Der Zustand eines mechanischen Systems zur Zeit ¢ wird dann durch den Punkt
(@1(t), ..., qr(t), pr(t),...ps(t)) im Phasenraum T’ charakterisiert, siche Abb. [4.2h).

Wir betrachten als erstes Beispiel den eindimensionalen harmonischen Oszillator, dessen Lagrange-
Funktion durch

) m. .
L(g.4) = - ¢* — 5 w’q (4.75)
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a)

Abbildung 4.2: a) Der Zustand eines mechanischen Systems zur Zeit ¢ wird durch einen Punkt
(q(t), p(t)) im Phasenraum I' charakterisiert. b) Die Trajektorie eines harmonischen Oszillators
durchlauft im Laufe der Zeit eine Ellipse mit den Halbachsen (4.79)).

gegeben ist. Der entsprechende kanonisch konjugierte Impuls (4.23)) lautet dann

oL P
— — md — ;= 4.76
P aq md = m (4.76)
Durch die Legendre-Transformation (4.25]) erhalten wir dann die Hamilton-Funktion
2
P m 5 .
H =— 4+ — . 4.77
(@,p) =5+ 5w (4.77)

Da sie nicht explizit von der Zeit abhéngt, stellt sie eine Erhaltungsgréfie in Form der Energie

FE dar. Fiir die Trajektorie im Phasenraum I' bedeutet dies, dass sie eine Ellipse

2 2

D q
1= 4.
2mE i 2F /mw? (4.78)

mit den Halbachsen
2F

a, = V2mkE, g =\ (4.79)
darstellt, sieche Abb. ) Je grofer die Energie E ist, um so grofier sind die Halbachsen.
Als zweites Beispiel betrachten wir erneut das Pendel mit der Hamilton-Funktion (4.37)). Auch
hier héngt sie nicht explizit von der Zeit ab, so dass sie die Erhaltungsgrofie Energie E darstellt.
Dann lésst sich aus (4.37) der generalisierte Impuls berechnen, der dem Drehimpuls des Pendels
entspricht:

p=/2mi%(E +mglcos ). (4.80)
Damit dieser generalisierte Impuls reell ist, muss der Radikant positiv sein
E
> ——. 4.81
cosp >~ (4.81)

Es gibt demnach zwei Fille:

e F < mgl: Es handelt sich um eine Libration, da eine Auslenkung nur im begrenzten
Winkelbereich [—g, +¢o] mit ¢y = arccos(—E/mgl) moglich ist.

e [/ > mgl: Hier liegt eine Rotation vor, da alle Winkel ¢ mdoglich sind und das Pendel sich
iiberschlégt.
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Abbildung 4.3: Die Trajektorie des Pendels im Phasenraum I' stellt abhéngig von der vorgege-

benen Energie eine Libration oder eine Rotation dar, die durch eine Separatrix getrennt sind.

Diese beiden Falle lassen sich im Phasenraum I' unterscheiden. Dabeil werden Libration und
Rotation durch eine Separatrix getrennt, siche Abb.

4.9 Liouvillscher Satz

Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Fall zuriick und betrachten ein hochdimensionales
mechanisches System, wie beispielsweise ein ideales Gas, bestehend aus 10?3 Teilchen, das in
einem Volumen eingeschlossen ist. Obwohl in der klassischen Mechanik die genaue Bewegung
des Systems vollstéandig durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist, ist es fiir solch komplizier-
te Systeme unmoglich, die Losungen der Bewegungsgleichungen zu berechnen. Hinzu kommt,
dass die Anfangsbedingungen oft nur unvollstindig bekannt sind. Wir kénnen zwar festlegen,
dass zur Anfangszeit ¢y eine gegebene Masse eines Gases eine bestimmte Energie hat, aber wir
konnen nicht die Anfangskoordinaten und -geschwindigkeiten jedes Molekiils bestimmen. Die
statistische Mechanik, die sich mit solchen Systemen beschéftigt, die sehr viele Teilchen ent-
halten, versucht daher nicht, eine vollstandige Losung zu gewinnen. Thr Ziel besteht vielmehr
darin, Voraussagen iiber mittlere Eigenschaften zu machen, indem die Bewegung einer grofien
Zahl identischer Systeme untersucht wird. Wir betrachten demnach ein Ensemble von vielen
mechanischen Systemen mit derselben Hamilton-Funktion H(qi,...,qf,p1,...,ps,t), die sich
nur durch ihre Anfangsbedingungen voneinander unterscheiden. Da jedes System durch einen
einzelnen Punkt im Phasenraum I' dargestellt wird, entspricht dem Ensemble von Systemen ein
Punktschwarm im Phasenraum I'. Zur Anfangszeit t, fithren wir deshalb eine Punktschwarm-
dichte p(¢?, ..., q?,p(f, . ,p(}, tg) ein, wobei p(q?, ..., qg’c,p(l), . ,pgc, to)dq? . . .dq?dp? .. .dp?c die
Wahrscheinlichkeit darstellt, dass im Ensemble die Anfangsbedingung (¢?, ..., q?, ... p?)
vorliegt. Da mit der Wahrscheinlichkeit 1 irgendeine Anfangsbedingung realisiert ist, lautet die

Normierung der Punktschwarmdichte

/p(q‘f, gD P te)day - dgydpy - dpy =1, (4.82)
T
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Die Punktschwarmdichte p entwickelt sich mit der Zeit von p(q},..., ¢}, p%, ..., p} to) zu
p(qis -5 45 PL, - -, D}, t) und es stellt sich die Frage, welcher Bewegungsgleichung die Punkt-
schwarmdichte p(qi, ..., q%,pi,. .., P}, t) geniigt. Hierzu betrachten wir ein beliebiges Gebiet
M? im Phasenraum I'. Die Wahrscheinlichkeit, dass im Ensemble Anfangsbedingungen in M°

vorliegen, ist gegeben durch

W(MO)Z/OP(Q?,--.,q?c,p?,...,p?,to)dcﬁ)---dqg)cdp?---dp?f. (4.83)
M

Die Trajektorien jedes einzelnen Systems geniigen den Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29)) mit
den Anfangsbedingungen

¢ =d, P = i=1..f. (4.84)

t=to t=to

Durch die zeitliche Entwicklung haben die einzelnen Punkte (¢?, ... ,q?, .., p?) in MY neue
Stellen (qf,...,q}, pi,...,p}) im Phasenraum I' erreicht. Insgesamt gesehen wird dadurch M°
zur Zeit ty in eine neue Untermenge M zur Zeit ¢ iibergefiihrt. Die Wahrscheinlichkeit, dass

im Ensemble zur Zeit ¢t der Punktschwarm in M? liegt, lautet
W(Mt):/]V[tp(qi,--.,qﬁc,pﬁ,---,p?,t)dqi---dQ§edp§---dp§c- (4.85)

Der Liouvillsche Satz besagt nun, dass die beiden Wahrscheinlichkeiten (4.83)) und (4.85) gleich

sind, da keine Schwarmpunkte im Phasenraum I' erzeugt oder vernichtet werden kénnen:

/Mop(q?,---,q?,p?,-.-,p?c,to)dQ?---dq?dpﬁ---dp?c

:/Mtp(Qi,.--,q},pi,---,p’},t)dﬁ--.dQ}dpi---dpﬁc. (4.86)

Um hieraus eine Differentialgleichung fiir die Punktschwarmdichte p(qi,...,q%,pl, ..., p},t)
gewinnen zu konnen, muss man auf der rechten Seite von (4.86)) eine Koordinatentransforma-
tion durchfithren und die neuen Koordinaten (qi, ..., ¢}, pi,...,p}) in die alten Koordinaten

(g7, ,qjoc,p?, e ,p?c) umrechnen:

/Op(Q?,..-,q?f,p?,---,p?,to)d(ﬁ.-.dQ?«dp?...dp?c
M
:/]\w0p<Q§(q(1)7"'7q?7p?7"'7p?7t)7""q;(q??'"7q‘?‘7p(1)""7p?7t)’

p’i(q(l),...,q?c,p(l),...,p(},t),...,p?(q(l),...,q?,p?,...,p‘},t),t)

gty 45 Dhs -5 DY)

) y 1 fs Pl s f 0 070 0

X dq, ...dqdp; .. .dp;. (4.87)
6(q?7"'7q?7p(1)7"‘7p?) ! f ' f
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Dabei transformiert sich ein infinitesimales Volumenelement im Phasenraum mit der Jacobi-

Determinante
O Oy o O
g e I’
Oqi . Ogp op Oy
oat, - apphs---0h) | Oqf Ody  Odp i (4.88)
oat,---.dpolo 0y | 0gi - Ogp Opi - Opf
opY opy  opt op}
Oqi  Ogp op Oy
0 0 0 0

Fiihrt man zwei Koordinatentransformationen hintereinander aus

@' =g (&, dp P t), vt =YD t) s i =1 f, (4.89)
QEQ = QEQ (Q?w"7Q§f17p§17"'7pt17t1)7 p? :pEQ(Q?M"7Q§”17p§17"'7pt17t1); 1= 177f7(490)

so gilt mit Hilfe der Kettenregel

8(q11:27""q;27p§27'"7ptf2) a(Q§27"'7q;2’p§27"'7ptf2) a(q11:17"‘7q§“17pt11""7ptfl)

_ . (4.91)
oGy, vapr}s - 0h)  Algrts Pt pF) OB PY)
Setzen wir to = t1 + €, so ergibt die Taylor-Entwicklung von (4.90)) im Limes ¢ — 0:
¢ =g +dltet ..., Pt =plt pite+ . i=1,...,f (4.92)
und die erste Jacobi-Determinante auf der rechten Seite von (4.91)) lautet
a(qil+67 s 7q;"1+67pil+67 s 7p1}1+6>
8(q§17'"7q.§'17p§1""7p‘tfl)
a -ty 8qt1 a -t aptl
1+e q11+... € {1+... € pzl+... € tfl+..
o4y oq, dq, dqy
a -t aq-tl 8 -t aptl
€ q11_|_... oo 14e€ {1+... € ptll_|_... € 514_..
_ dq dq dq; dqy
a -t 3qt1 a -t aph
€ q11_|_... € {1_|_... 14¢€ pi1_|_... € {14_..
opy opy op} opy
ogh Hat opit Ot
€ q11_|_... € q{1_|_... € p;‘*‘"' R pfl_}_..
op; op Op; Op;
/ - -t
aq;r  op;t
= 1+€Z<aq§1+@)+”" (4.93)

i=1
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Damit kann die Zeitableitung der Jacobi-Determinante (4.88]) als Differenzenquotient

ia(qi7"‘7q;7p§7"'7p§)
dto(qy, . .-, q3, 0%, -, 0})

i L o™, qy P ) Oldh, - qh 1 - 1) (4.94)
e R TP S 0 NN ) R SNSRI IOy
unter Beriicksichtigung von (4.91)) und (4.93) berechnet werden
d Ot a5y PY) Zf: (aq;?l ap?) ANgis -5 g5 ph, - DY) (4.95)
dta(q?7"'7q‘(;‘7p?7"'7p%> i=1 8qfl ap;‘ll 8(q?7""q‘(;7p?7"'7p9)
Mit Hilfe der Hamilton-Gleichungen (4.27)), (4.29)) folgt dann schliefSlich
dod,....¢4 k...,
(1 4y, D1 pf) —0, (4.96)

dto(qy,....q5,0%, .. .,p})

da wir annehmen wollen, dass die Hamilton-Funktion dem Satz von Schwarz geniigt, also ge-

mischte zweite partielle Ableitungen vertauschen:

O’H  0°H (4.97)
dgiropl  ophrogt '
Zusammen mit der Anfangsbedingung
8(qi7""q;"7pti7"'7p;) :1 (4‘98)
a(q??""q?”p?""?p?) t:to
fithrt die Integration von (4.96) auf
8(qi7""qt’p§""7pt)
! Si—1. (4.99)

8(Q?7 e 7qgap?a e 7pf)
Einsetzen von (4.99) in (4.87)) ergibt
/ 0 {p((J?, o d DY P te) = p(dhs Dt ,pﬁf,t)}dQ? - dgydpt .. dp =0 (4.100)
M
fiir alle Gebiete M?, so dass die Punktschwarmdichte an einer mit dem Hamilton-Strom mit-

schwimmenden Stelle zeitlich konstant bleibt:

p(ql, - a5, 01, P te) = p(dls - b ot D t) (4.101)

Setzen wir beispielsweise

Po; (qga7Q9fap(1)>ap(}) € M°

(4.102)
O; (q?7"‘?q‘?7pg_)7"'7p?)¢M07

p(Q?v'"7q5)‘7p(1)7"'7p9‘7t0) = {
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so lesen wir aus (4.101)) ab

po; (i, .-, q5 0%, ph) € M!
0; (g1, -, q55 - 0%) & M.

Dann besagt (4.100]), dass das Volumen des Gebietes M° mit dem des Gebietes M iibereinstimmt:

p(qs, - dp, 0 D t) :{ (4.103)

V(M°) =V (M. (4.104)

Hieraus ergibt sich die Aussage des Liouvillschen Satzes, wonach das Volumen eines beliebigen
Gebietes im Phasenraum erhalten bleibt, wenn sich die Punkte seiner Begrenzung entsprechend
durch den Hamilton-Gleichungen bewegen. Der Flul im Phasenraum entspricht also demnach
dem einer inkompressiblen Fliissigkeit. Differenzieren wir (4.101f) nach der Zeit ¢, so folgt
4 Lopt ft) =0 4.105
dtp(qlv"'7Qf7p1>"'7pfvt)_ : ( ' )
Demnach ergibt sich aus (4.54]) und (4.105)) die Liouville-Gleichung fiir die Punktschwarmdichte

im Phasenraum:

% — H}q,p' (4.106)






Kapitel 5
Kanonische Transformationen

In diesem Kapitel untersuchen wir die grundlegende Eigenschaft des Hamilton-Formalismus,
inwieweit sich die generalisierten Koordinaten und Impulse so transformieren lassen, dass sich
die Struktur der Hamilton-Gleichungen nicht &ndert. Wir werden sehen, dass sich solche kano-
nischen Transformationen aus einer einzigen skalaren Funktion ergeben, die deshalb auch als

Erzeugende bezeichnet wird.

5.1 Transformation von Koordinaten und Impulsen

Zunéchst erinnern wir daran, dass bei der Formulierung der Newtonschen Mechanik die karte-
sischen Koordinaten ausgezeichnet sind. Demgegeniiber gelang die Formulierung der Lagran-
geschen Mechanik in beliebigen generalisierten Koordinaten. Deshalb konnten wir in Abschnitt

zeigen, dass man in der Lagrangschen Mechanik von den urspriinglichen generalisierten

Koordinaten ¢; mit 2 = 1, ..., f durch eine Punkttransformation im Konfigurationsraum
zu neuen generalisierten Koordinaten @)q,...,Qy mit ¢ = 1,..., f {ibergehen kann, ohne dass

sich die Form der Euler-Lagrange-Gleichungen édndert:

OL d OL

- — = 0; =1,... 2

(3 Punkttransformation (5.1)

oL d oL

Hierzu muss man lediglich die Transformation der generalisierten Koordinaten und die daraus

folgende Transformation der generalisierten Geschwindigkeiten in die urspriingliche Lagrange-

67
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Funktion L(q, q,t) einsetzen, um die neue Lagrange-Funktion L'(Q, Q,t) gemiB

I (Q,Q,t) ~L <q @.0.,% aqég; Do+ 8q(§’t),t) . (5.4)

zu erhalten. Durch Verwendung einer geeigneten Punkttransformation (5.1) kann man hoffen,

ein gegebenes mechanisches Problem zu vereinfachen und gegebenenfalls zu l6sen.

Nun untersuchen wir in der Hamiltonschen Mechanik Transformationen der 2 f unabhéngigen

Variablen, d.h. wir betrachten Transformationen der generalisierten Koordinaten ¢; mit ¢ =

1,..., f und der dazu kanonisch konjugierten Impulse p; mit ¢ = 1,..., f in neue Koordinaten
Q; mit © =1,..., f und Impulse P, mit z = 1,..., f im Phasenraum:

Bei diesem Ansatz handelt es sich um eine grofiere Klasse von Transformationen als die in Ab-
schnitt untersuchten Punkttransformationen . Eine solche Transformation heif3t
kanonisch, wenn sie die Form der Hamilton-Gleichungen erhélt. Dies bedeutet, dass die von
der urspriinglichen Hamilton-Funktion H(q, p,t) abgeleiteten Hamilton-Gleichungen durch den
Ansatz so transformiert werden, dass es eine neue Hamilton-Funktion H'(Q, P, t) gibt, die
auf die neuen Hamilton-Gleichungen fiihren:

OH 0H
.i: y ‘i:_ ) ':1,..., 56
6= p 90 i f (5.6)
I Kanonische Transformation (/5.5]
. OH : OH'
i = A5 P=——; =1,...,f. 5.7
@ =55 . 6.7

Dabei stellt sich die Frage, wie im Falle einer solchen kanonischen Transformation die neue
Hamilton-Funktion H'(Q, P,t) aus der alten Hamilton-Funktion H(q,p,t) hervorgeht. Zur Be-
antwortung dieser Frage erinnern wir daran, dass sich die urspiinglichen Hamilton-Gleichungen
geméfl Abschnitt aus dem Hamiltonschen Prinzip

Lo f
5/t {Z ¢ (t)pi(t) — H (q(t), p(t), t)} dt =0 (5.8)

ableiten lassen. Ganz entsprechend ergeben sich die neuen Hamilton-Gleichungen ([5.7)) aus dem
Hamiltonschen Prinzip

to (S
5/t {ZQi(t)Pi(t)—H’(Q(t%P(t),t)}dt:O- (5.9)

Aus der Identitdt von (5.8)) und (5.9)) folgt jedoch nicht notwendiger Weise, dass die beiden
Integranden gleich sein miissen. Es ist aber hinreichend, dass sie sich um die totale Ableitung
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Q P
q Fl(q7Qvt) FQ(CLP?t)
p F3(p7Q7t) F4(p,P,t>

Abbildung 5.1: Ubersicht iiber die vier generischen Erzeugenden kanonischer Transformationen.

einer beliebigen Funktion F' = F(q,p, @, P,t) nach der Zeit unterscheiden:

f f
> domit) — H (a(0), o) — - QuOP(0) + B (Q(0), P(0)
= 5 F (a(0), (0, Q(0), P(0) 1) (5.10)

Beim Hamiltonschen Prinzip fithrt ndmlich ein solcher Zusatzterm zu Variationen am Anfangs-

und Endpunkt ¢; und t,, die nach den Regeln der Variationsrechnung verschwinden:

to

d t2
5 / SF (a(t), (1), Q). P(6), 1) dt = 8] F (a(t), (1), Q(1), P(0),0)] “=0. (5.11)
1
t1
Wie wir gleich sehen werden, bestimmt die Funktion F' die Transformationsgleichungen (5.5)).
Man bezeichnet sie deshalb als die Erzeugende oder die erzeugende Funktion der kanonischen

Transformation.

Bei einer kanonischen Transformation kann man von den insgesamt 4f Variablen lediglich 2 f
als unabhéngig ansehen. Deshalb kann man davon ausgehen, dass die Erzeugende eine Funktion
dieser 2 f unabhéngigen Variablen ist. In der Regel wihlt man diese 2 f unabhéngigen Variablen
so aus, dass f Variablen den alten Koordinaten bzw. Impulsen und f weitere Variablen den
neuen Koordinaten bzw. Impulsen entsprechen. Aus historischer Sicht sind dabei die folgenden
vier Fille von Erzeugenden bedeutsam, siehe Abb.

Fy = Fi(q,Q,1), F, = Fy(q, P t), F3 = F3(p, Q,t), Fy=Fy(p,Pt). (5.12)

Wir untersuchen zuerst den Fall der Erzeugenden F} und zeigen dann, wie sich daraus die
anderen Fille ergeben.

5.2 Erste Erzeugende

Wir betrachten (5.10) fiir die erste Erzeugende:

f !
) d
i=1 i=1
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Da die erste Erzeugende von den alten und den neuen Koordinaten ¢; und Q; mit i =1,..., f

abhéngt, lautet deren totale Zeitableitung

f
(@- OF, ) 28 (5.14)

d
EFM%QJ):Z 94, QMLa—QiQi o0

=1

Einsetzen von ((5.14)) in (5.13]) fithrt dann auf

/ f
. 8F1 . aFl . - 8F1
;% (pz‘— 8qz~> _;Qi (B‘FT@) + H' (Q,P,t)— H (q,p,t) = vl (5.15)

Da die generalisierten Koordinaten ¢; und ); mit ¢ = 1,..., f als unabhéngig anzusehen sind,

miissen die Koeffizienten vor den entsprechenden generalisierten Geschwindigkeiten ¢; und Q;

mit ¢ = 1,..., f einzeln verschwinden. Dadurch erhalten wir die folgenden Transformationsglei-
chungen:
0F,
i g ’ ) = ]_7 ey 3 516
p 90 i f (5.16)
oF,
]Di = —— ':1’..., s 5.17
oF

Die f Gleichungen ({5.16]) enthalten nur die Groflen ¢;, p;, Q;,t. Sie konnen daher nach den f
neuen generalisierten Koordinaten @); als Funktion der ¢;, p; und ¢ aufgelost werden:

Q; = Qi(q,p,t); i=1,...,f. (5.19)

Setzt man diese Beziehung in (5.17)) ein, so ergeben sich auch die neuen generalisierten Impulse
P; als Funktion der ¢;, p;, t

Durch Invertieren des Zusammenhang zwischen alten und neuen Variablen gehen (5.19)) und
(5.20) in (5.5)) tiber. Die neue Hamilton-Funktion ergibt sich damit gemé&f zu

Q. P.t) = H(a(Q. PA).p(Q. P.0).1) + S U@ R0, (5.21)

5.3 Harmonischer Oszillator

Wir untersuchen, wie sich die Erzeugende

Fi(q,Q) = %qz cot Q (5.22)
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auf den harmonischen Oszillator auswirkt, dessen Hamilton-Funktion schon in (4.77)) bestimmt
wurde. Zunéchst erhalten wir fiir die Transformationsgleichungen (5.16)), (5.17) mit (5.22)):

= —aFlg(]]’ @) = mwqcot @, (5.23)
OF(¢,Q) mw ¢
P o0 2 a0 (5.24)

Hierbei lédsst sich ([5.24])) unmittelbar nach ¢ auflosen:

0Q.P) =/ 2 sinQ. (525)

so dass auch p(Q, P) mit Hilfe von (5.23)) und ([5.25]) berechnet werden kann:

p(Q, P) = mwq(Q, P)cot Q = vV2mwP cos Q . (5.26)
Aufgrund von , konnen wir die neue Hamilton-Funktion wie folgt berechnen
H'(Q, P) = H (¢(Q, P),p(Q, P)) , (5.27)
was schliellich mit , und auf das Ergebnis
H'(Q,P) =wP (5.28)

fithrt. Die Erzeugende bewirkt demnach eine kanonische Transformation, bei der der
neue Impuls P mit der neuen Hamilton-Funktion H’ identifiziert werden kann. Der Vergleich
von mit zeigt, dass die durchgefiihrte kanonische Transformation die Hamilton-
Funktion insofern vereinfacht hat, als die neue generalisierte Koordinate () zyklisch ist. Damit
ist der neue generalisierte Impuls P erhalten und kann wegen mit der Energie identifiziert
werden. Die neuen Hamilton-Gleichungen lauten mit

. OH' : oH'
und fithren auf die Losung
Qt) = wt+ Qo P(t) = % = g = konst. . (5.30)

Einsetzen von (5.30) in ((5.25) und (5.26|) ergibt die bekannte Losung des harmonischen Oszil-
lators fiir die urspriinglichen Koordinaten und Impulse:

q(t) =4/ 7252 sin (wt + Qo) , p(t) = V2mE cos (wt + Q) . (5.31)

Das hier behandelte Beispiel des harmonischen Oszillators lasst die Frage offen, wie man eine

geeignete Erzeugende findet, so dass sich die Hamilton-Funktion und damit die Hamilton-
Gleichungen vereinfachen. Ein Standardverfahren zur Bestimmung einer geeigneten Erzeugen-
den wird erst im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie im n&chsten Kapitel diskutiert. Das
hier behandelte Beispiel illustriert aber, dass jede Erzeugende zu einer bestimmten kanoni-
schen Transformation fithrt und damit das vorgegebene mechanische System transformiert. In

der Regel wird dies aber nicht zu einer Vereinfachung der Hamilton-Funktion fiihren.
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5.4 Zweite Erzeugende

Um von der ersten Erzeugenden Fi(q, @, t) zu der zweiten Erzeugenden Fy(q, P,t) zu gelangen,
muss man die neuen generalisierten Koordinaten ¢); mit ¢ = 1,..., f durch die neuen genera-
lisierten Impulse P; mit i = 1,..., f austauschen, siehe Abb. 5.1} Da sich die neuen Impulse
P; gemaf durch eine partielle Ableitung der ersten Erzeugenden Fj(q,@,t) nach den
neuen Koordinaten ); ergeben, liegt es nahe, F5(q, P,t) durch eine Legendre-Transformaton
aus Fi(q,Q,t) zu gewinnen. Aufgrund von erhalten wir zunéchst

/
0F (g, Q1
FQ(Q:-P?t):FI(QJQ7t)_Z%QZ7 (532)
i=1 ¢
was sich mit Hilfe von (5.17) reduziert auf
Fy(q, P,t) = Fi(q,Q,1) Z PQ; . (5.33)

Zur Kontrolle bilden wir das totale Differential von (|5.33))

/

OF: OF; 8F

dF; = E (8—(]1 dq; + 6_621 sz‘) L dt + E (dep + Psz) 5 (5.34)
i=1 ! !

was sich aufgrund von (5.17)) reduziert auf

dFy = Z (gjl dg; + Q,dp) + % dt . (5.35)
i=1 v

Offenbar ist die Erzeugende F, tatséchlich eine Funktion von ¢;, P, mit ¢ = 1,..., f und ¢, so
dass Fy = Fy(q, P,t) gilt. Lost man ([5.33]) nach der ersten Erzeugenden F; auf und setzt sie in

(5.13]) ein, so erhalt man

f f
. . d
> dwi—Hg.pt) = =D Qb= H'(Q.Pt) + - Fy (0. P.1) . (5.36)
i=1 i=1
Mit der totalen Zeitableitung von F5
f
d 8F2 . 6F2 . aF12
— Fy(q, Pt — ¢+ == P — 5.37
9 Py Pt) = ;(8%%83 )+at (5.37)

geht ([5.36]) iiber in

Xf:( )quZ ( : aFQ)=H(q,p,t)—H’(Q,P,t)+%. (5.38)

i=1
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Da die alten generalisierten Koordinaten ¢; mit ¢ = 1,..., f und die neuen generalisierten
Impulse P, mit ¢ = 1,..., f als unabhéngig angesehen werden, ergibt der Koeffizientenvergleich
in ((5.38) die Transformationsgleichungen

OF, .
= - —1,... ,
p’L 8qz i (2 7 7f7 (5 39)
—_ aFZ . y —
Qi = b, i=1,...,f, (5.40)
OF.
H'(Q.Pt) = Hlg.p.t)+ 7 (5.41)

Die f Gleichungen ([5.39)) lassen sich nach den neuen Impulsen P, mit i = 1, ..., f auflésen und
fithren deshalb auf ((5.20]). Setzt man ((5.20) dann in ([5.40)) ein, so erhdlt man auch noch (5.19)).
Invertiert man dann ([5.19) und (5.20)), so ergibt sich die neue Hamilton-Funktion dann gemés

0F, (q(Q, P,t), P, t)
ot ‘

H'(Q,P.t) = H(a(Q P,t),p(Q P,t),t) + (5.42)

Als Beispiel betrachten wir die Erzeugende

f
Fy(q, P,t) =) a:Ps. (5.43)

i=1

Die Transformationsgleichungen ([5.39))—(5.41)) zeigen, dass es sich bei (5.43|) um die identische
Transformation handelt:

oF;

;= =D i=1,...,f, 5.44
P 94, i f (5.44)
OF, .
Ql 8_Pz ql7 Z 17 7f7 (5 5)
F.
H = H+%:H. (5.46)

5.5 Dritte und vierte Erzeugende

Der Vollstandigkeit halber diskutieren wir noch die letzten beiden Erzeugenden in ([5.12)). Die
dritte Erzeugende F3(p,Q,t) geht aus der ersten Erzeugenden Fi(q,@,t) durch Vertauschung

der alten generalisierten Koordianten ¢y, ..., q; und Impulse py,...,ps hervor. Aufgrund von

({.11) und (5.16)) fithren wir hierzu die Legendre-Transformation

/
Fy(p,Q,t) = Fi(q.Q.t) = > _aip; (5.47)

i=1

durch. Das totale Differential von ({5.47) fiihrt auf
/ f
8F1 8F1 aFl

dFy = dg; aQ; ) + St dt =" (qidpi+ piday) | 5.48
=30 (Gt Gt )+ = 3 (o i (5.48)

i=1 =1
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was sich aufgrund von (j5.16) reduziert auf

f
OF, OF;
) ;( adpi+ 55 Q>+ o
Damit ist F3 = F3(p, @, t) tatsichlich eine Funktion von p;, Q; mit i = 1,.

totalen Zeitableitung von Fj3

f
d OF; . OF;3 0F;
AP0 =3 (Gt g a) + 5

sowie (5.13) und (5.47)) folgt dann

/ f
. d
- Z’L_H D, 1) = ZPZ_H/ 7Pat — F @, t).
;qp (g:p,1) ;Q (Q. P 1)+ — Fy(p, Q1)
Hieraus lesen wir die folgenden Transformationsgleichungen ab:
0F3
i = ; ) = 17 ceend
! Opi ' !
0F3
P = —aA =1,...,f,
00 /
OF3
H = H+—/—.
o

(5.49)

., f und t. Mit der

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Entsprechend ergibt sich die vierte Erzeugende Fy(p, P, t) aus der ersten Erzeugenden aufgrund
von (4.11)) sowie ((5.16]) und (5.17) durch die doppelte Legendre-Transformation

f
Fy(p, P,t) = Fi(q, Q,t) + Z (QiP; — qipi) -

=1

Dadurch geht ([5.13)) iiber in

f f
. d
=1

dt

i=1

so dass hier die Transformationsgleichungen gegeben sind durch

OF,
i = ; .:17"'7 )
q a, i f
OF, :
= = =1,...
Qz aRv t ) af7
0F,
H = H+-—.
"o

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

Wir lesen aus (5.18]), (5.41)), (5.54) und (5.59)) ab, dass sich die Hamilton-Funktion fiir alle

Erzeugenden transformiert durch

OF
H =H+ —
o

(5.60)
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Als weiteres Beispiel betrachten wir die Erzeugende

Fy(p, P,t) = Zpl 3 (5.61)

Die entsprechenden Transformationsgleichungen - - ) lauten dann

OF, .
= ——1=_p; =1,... 62
ql apZ () Z ) 7f’ (56)
OF, .
= = p; =1,... .
QZ aP pl? Z ) 7f7 (563)
H = H+%:H. (5.64)

Wir erhalten damit eine kanonische Transformation, bei der gerade die generalisierten Koordi-

naten und die dazu kanonisch konjugierten Impulse miteinander vertauscht werden.

5.6 Bedingungen fiir kanonische Transformationen

Wir betrachten nun eine beliebige Transformation der alten generalisierten Koordinaten ¢;
und Impulse p; mit ¢ = 1,..., f zu neuen generalisierten Koordinaten ); und Impulse P, mit
i=1,...,f gemaB (5.5). Dabei wollen wir der Frage nachgehen, ob es eine notwendige und

hinreichende Bedingung dafiir gibt, dass diese Transformation kanonisch ist.

Zunachst werden wir eine notwendige Bedingung ableiten. Wenn es eine kanonische Trans-
formation gibt, dann muss es dazu eine Erzeugende dafiir geben. Und durch entsprechende
Legendre-Transformationen muss man schliellich alle vier Erzeugenden Fi(q, @Q,t), Fy(q, P,t),
F3(p,Q,t), Fy(p, P,t) fir diese kanonische Transformation konstruieren kénnen. Aufgrund des
Satzes von Schwarz konnen wir dann verwenden, dass bei allen vier Erzeugenden Fj(q, @,1),

Fy(q, P,t), F3(p,Q,t), Fi(p, P,t) die gemischten zweiten partiellen Ableitungen vertauschen:

82F1<C],Q7t) . azFl(Q7Q7t)

ana%‘ N 3%‘3Qj 7 (5‘65)
D?Fy(q, P,t) _ 0?Fy(q, P,t) (5.66)
JP;0q; dq;0P; '
PFy(p, Q1) _ PFsp Q1) (5.67)
anapi apian ’ '
0?Fy(p, P,t) _ 0?Fy(p, P,t) (5.68)
JOP;0p; op;oP; '

Aufgrund der entsprechenden Transformationsgleichungen (5.16)), (5.17)), (5.39), (5.40), (5.52)),
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(6.53), (5.57), (5.58) gehen (5.65)(5.68) iiber in

552 - —%];:, (5.69)
gg - %%j, (5.70)
ggj - ?92’ (5.71)
gj’% - —%ij. (5.72)

Mit Hilfe von (4.53)) und (5.69)—(5.72) erhalten wir fiir die fundamentalen Poisson-Klammern
f /

(e, =3 (ot o) =5 (R Bl o ) =t 0 0o

(nd -2 (i) S (R 5% -

foon), - (BT ) - S (W -5 36) -5 -

=0, (5.74)

ES
I ~
—

Mit ((5.73)—(5.75) haben wir gezeigt, dass die Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern

eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass eine kanonische Transformation vorliegt.

Nun wollen wir umgekehrt zeigen, dass die Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern fiir
das Vorliegen einer kanonischen Transformation auch hinreichend ist. Hierzu untersuchen wir
zunéchst, wie sich die Poisson-Klammer zwischen zwei beliebigen Funktionen A(q, p,t)
und B(q,p,t) unter einer Transformation (5.5) verdndert. Die Verwendung der Kettenregel
fithrt zunéchst auf
R [CTATICE ST
w i 04 i Odi Qr Opi OB Op;

(A 0Q; DA 0P\ (0B 9Q 9B OF;
0Q; Op;  OP; Op; ) \0Qx 0q; 0Py 0gq; )|’

(5.76)

was sich schliefilich zusammenfassen lasst zu

{A7B}q,p B Z (551] gg]s {Q]’Qk} " 5513 gg’f {Q]’ }qvp
*%%W%J%%@WJ' o

Gilt nun (5.73)-(5.75)) fiir (5.5)), so folgt aus

A 9B 0A 0
{A’B}q,p - (an agj 0P, aci) - {A’B}Q,p' (5.78)
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Demnach folgt aus der Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern die Invarianz beliebiger
Poisson-Klammern. Ist ((5.5]) nicht explizit zeitabhéngig, so ergeben Sie mit Hilfe der Kettenregel
die folgenden Schluf3folgerungen:

e Fiir die Zeitableitung der neuen Koordinate (); gilt zunéchst mit den Hamilton-Gleichungen

(4.27)), (4.29) und der Definition der Poisson-Klammer (4.53)
: 0Q; . | 0Q; . ) <8Qi OH 0Q; 0H )
= n _ S o HY . (579
¢ Zk: (an o Opx, P Zk: Oqr Opr. Opk Oqk {Q }q,p ( )
Aufgrund von ((5.78)) sowie (4.53)) ergibt sich dann

o B 0Q: 0H 0Q: OH\ 0H
@i = {Q“H}Q,p B g (an OP, 0P, an) ~OP (580)

Und aufgrund der Annahme, dass die Transformation (5.5 nicht explizit zeitabéngig ist,
lesen wir aus die Gleichheit der beiden Hamilton-Funktionen, also H = H', ab und
erhalten schlieflich

OH'
= ok

Qi (5.81)

e Ganz analog erhalten wir aus (4.27)), (4.29)) und (4.53)

. 0P, opP; . oP, 0H 0P, O0H
P = I + = - — | =3P ,H} . 5.82
Zk: (6% o Opr, pk) Zk: <an Opx Opi, 5%) { }q,p ( )

Aufgrund von (j5.78)) sowie (4.53|) ergibt sich dann

: oP, OH 0P, OH 0H
P,={P,H — — = .
’ { v }Q,P ; (8Qk (9Pk 8Pk 8Qk) an (5 83)

Und wegen der angenommenen Zeitunabhéngigkeit der Transformation ([5.5)) folgt nach
(5.60) gerade H = H’, so dass sich (5.83)) reduziert auf

oH’
0Q;

Demnach ist bei einer nicht explizit zeitabhéngigen Transformation (5.5)) die Invarianz der

P =

(5.84)

fundamentalen Poisson-Klammern hinreichend dafiir, dass die Transformation kanonisch ist.

Damit sind (5.73])—(5.75])) notwendig und hinreichende Bedingungen dafiir, dass eine nicht expli-
zit zeitabhéngige Transformation ({5.5) kanonisch ist. Im Falle eines einzelnen Freiheitsgrades

reduzieren sich ((5.73)—(5.75)) auf
{Q, P} ~1 (5.85)
q,p
bzw. durch Vertauschung der alten und neuen Variablen auf

{q,p}QP =1. (5.86)
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Als Beispiel betrachten wir erneut die nicht explizit zeitabhingige Transformation ((5.25)), ({5.26))
und berechnen deren Poisson-Klammer

©Pyop = 000P oP0Q VN mw 2P

—\/%SinQ (—\/2me) sinQ =1, (5.87)
mw

was gerade (5.86)) entspricht. Demnach handelt es sich bei (5.25), (5.26]) tatsdchlich um eine
kanonische Transformation.



Kapitel 6
Hamilton-Jacobi-Theorie

Wir stellen nun ein Standardverfahren vor, wie man systematisch eine kanonische Transforma-
tion finden kann, die eine vorgegebene Hamilton-Funktion und damit die zugrunde liegenden
Hamilton-Gleichungen vereinfacht. Dies fiithrt auf eine partielle Differentialgleichung fiir die
Erzeugende der gesuchten kanonischen Transformation. Diese Hamilton-Jacobi-Gleichung lésst

sich haufig mit der Methode der Separation der Variablen l6sen.

6.1 Zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Gegeben sei eine Hamilton-Funktion H (g, p,t), so dass die Hamilton-Gleichungen ([5.6]) zu lsen
sind. Wir wollen nun eine kanonische Transformation dahingehend auswéhlen, dass die neue
Hamilton-Funktion H'(Q, P,t) und damit die neuen Hamilton-Gleichungen ({5.7) vereinfacht
sind. Die denkbar einfachste neue Hamilton-Funktion H'(Q, P, t) ist trivial

H'(Q,P,t) =0 (6.1)
und fiithrt auf Hamilton-Gleichungen
Qi(t) =0, Pi(t) = 0; i=1,...,f, (6.2)
die sich unmittelbar integrieren lassen:
Qi(t) = Q4 = konstant , P,(t) = P, = konstant ; i=1,...,f. (6.3)

Wir suchen nun die Erzeugende Fy(q, P, t) derjenigen kanonischen Transformation, die die vor-
gegebene Hamilton-Funktion H(q,p,t) auf die triviale Hamilton-Funktion (6.1)) abbildet. Aus

(5.41)) und (6.1]) folgt zunéchst die Bedingung
8F2(Qa P7 t)
ot
79

H(g,p,t) + =0. (6.4)
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Mit Hilfe der Transformationsgleichungen (5.39)) geht dann (6.4} in die zeitabhéingige Hamilton-
Jacobi-Gleichung {iber:

OF: P,..., Pt OF: P,... Pt
H Q.. qr, 2(611, y4df, 1, y A f )7‘“7 2(CJ1> »qdf, L1, y4f ),t
g dqz
oF: P, ... Pt
+ 2<q1a ydf, L1, s L fy ) —0. (65)

ot
Es handelt sich um eine nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Er-
zeugende Fy(q, P,t), wobei die alten generalisierten Koordinaten ¢; mit i = 1,. .., f und die Zeit
t als Variablen auftreten. Die vollstéindige Losung von beinhaltetet deshalb f+ 1 Integra-
tionskonstanten. Davon ist eine Integrationskonstante trivial, da Fy(q, P, t) selbst nicht explizit
in enthalten ist. Mit Fy(q, P, t) ist offensichtlich auch Fj(q, P,t) = Fy(q, P,t) + f(P) eine
Losung von (6.5). Die restlichen f nichttrivialen Integrationskonstanten kénnen wegen (/6.3))

mit den neuen generalisierten Impulsen P, mit ¢ = 1,..., f identifiziert werden.

Wir denken uns nun die zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.5)) gelost. Wir wollen also
mit der als bekannt vorausgesetzten Erzeugenden Fy(q, P,t) die Losung der urspriinglichen
Hamilton-Gleichungen (}5.6|)

qzz%(q[l)aaqs)%p?aap?”at)a p’L:pZ(q?aaCI?‘?p(lJ?ap?at)a 221,,f (66)

berechnen. Hierbei bezeichnen ¢ und p? mit i =1, ..., f die Anfangsdaten der generalisierten

Koordinaten ¢; und Impulse p; zur Zeit t = 0. Zunéchst werten wir die Transformationsglei-

chungen ((5.39) und (5.40) zur Zeit t = 0 aus:
8F2(q?,...,q?,Pl,...,Pf,O) ]

W= = =l (67
8F2(q(1),...,qg)c,Pl,...,Pf,(D
Q L =1 (63

Es handelt sich um 2f algebraische Gleichungen, aus denen sich die nach (6.3)) vorliegenden

Integrationskonstanten @; und P; als Funktion der Anfangsdaten ¢ und p? ausdriicken lassen:

Qi:Qi(q:(l)7"'7q‘?7p(1)7"'7p?)7 'PZ':R<Q?7"‘7q?7p?7"'7p?); /[::17"'7f' (6'9)
Fiir beliebige Zeiten t lauten die Transformationsgleichungen (5.39)) und (/5.40))
8F2(q17'"7Qf7P17"'7Pf7t)

;= : =1,...,f, 6.10
p a, i f (6.10)
8F2(ql,...,Qf,Pl,...,Pf,t) .
Q o =1 (6.11)
Zunéchst kann ((6.11) nach den alten generalisierten Koordinaten aufgelost werden:
QzZQZ(QhJQf7P177Pf7t)7 Z:177.]0 (612)

Setzt man (6.12)) in (6.10]) ein, so ergeben sich schliefllich auch die alten generalisierten Impulse

pi:pi(Ql,...,Qf,Pl,...,Pf,t); Zzl,,f (613)
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Aus , (6.12) und (6.13)) folgen schlielich die gesuchten Loésungen der Hamilton-
Gleichungen ([5.7)).

Die Erzeugende F;(q, P, t) als Losung der zeitabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.5]) 1dsst

sich physikalisch interpretieren. Hierzu betrachten wir deren totale Zeitableitung,

i a0 4t ap D)t

=1

Aufgrund der Transformationsgleichungen (|5.39)) sowie (6.2)) und (6.4]) reduziert sich dies unter
Beriicksichtigung von (4.25)) auf die Lagrange-Funktion:

dFy(q, P,1)
”’ szqz H=1L. (6.15)

Die Integration von ([6.15)) zeigt, dass die Erzeugende Fy(q, P, t) bis auf eine Integrationskonstan-
te die Wirkung entlang der Bahnkurve darstellt. Deshalb wird sie hdufig auch als Hamiltonsche
Wirkungsfunktion bezeichnet.

6.2 Zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-(leichung

Wir betrachten nun eine Hamilton-Funktion H(q,p), die nicht explizit von der Zeit abhingt.
Zur Losung der entsprechenden zeitabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung ((6.5) machen wir

den Ansatz

Fy(q, P,t) = Fy(q, P) — H(P)t, (6.16)

der die Abhéngigkeiten von den alten generalisierten Koordinaten ¢; mit ¢ = 1,..., f und der
Zeit t separiert und die Separationskonstante F (P) enthélt. Einsetzen von 1} in 1) fithrt
auf die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Fy(qi,....q5,Pr,..., P Fy(qi,....q5,Pr,.... P ~
H<q1,.._,qu78 2(QI7 4fy 171, ) f) . 0 2(QI7 4fy 171, ) f)>:H(P1, Pf);

oq Y an
(6.17)
und die Transformationsgleichungen (6.10)), (6.11)) lauten
OFy(qu, ..., q5 Pi,..., P
b = 2(Q17 »qdf, 41, ) f) ’ i = 1,---,f, (618)
dq;
OFs(q,....qp Pr,...,Py)  OH(Py,...,P) ,
o - : =1,...,f. 1
QZ apl aPL t’ ? Y 7f (6 9)

Da die Hamilton-Funktion H (g, p) nicht explizit von der Zeit abhéngt, kann man die Separati-
onskonstante H (P) in D mit der Energie des Systems identifizieren.

Bisher wurde die Hamiltonsche charakteristische Funktion ﬁg(q, P) lediglich als Bestandteil
der Hamiltonschen Wirkungsfunktion Fy(q, P,t) betrachtet. Wir kénnen aber E(q, P) als die
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Erzeugende einer eigenen kanonischen Transformation auffassen, deren Eigenschaften von der
durch Fy(q, P,t) erzeugten kanonischen Transformation etwas verschieden sind. Aus (5.41)) und
(6.17) folgt, dass die neue Hamiltonsche Funktion gegeben ist durch

H'(Q,P) = H(P), (6.20)

so dass die neuen generalisierten Koordinaten @Z mit ¢ = 1,..., f zyklisch sind. Die neuen

Hamilton-Gleichungen geméf (5.7]) und ((6.20)

S OH(P()..., (1)

lassen sich unmittelbar integrieren:
o= B0 D), o py—ps i=nf. (622

OP;(t)

Damit sind die zu den zyklischen generalisierten Koordinaten él kanonisch konjugierten Im-
pulse tatsdchlich Erhaltungsgrofien. Die Transformationsgleichungen 1} 1} von ﬁg(Q, P)

lauten

aﬁQ(ql,...,qu,Pl,...,Pf) .

i : i =1,...,f, 6.23
~ OF(q1, ... qp, Py,..., P
3, 2(qus-- a5 P, - f); i=1,...,f, (6.24)

Sie sind wegen ([6.22)) offenbar mit denen von Fy(q, P,t) in (6.18)) und (6.19) identisch.

Die Hamiltonsche charakterische Funktion ﬁg(q, P) besitzt eine physikalische Bedeutung, die
der der Hamiltonschen Wirkungsfunktion Fy(q, P,t) sehr dhnlich ist. Fiir die totale Zeitablei-

tung erhalten wir mit Hilfe von (6.21]) und (6.23)

= f = = f
dFQ((],P) 8F2 . 5)F2 . .
CEAVILI o i ) B =3 pi, 2
o Zl 90 %t P izlp q (6.25)
so dass die Zeitintegration ergibt
_ f
Fy(q, P) = Z/Pid%‘~ (6.26)
i=1

6.3 Harmonischer Oszillator

Wir betrachten als Beispiel den harmonischen Oszillator, dessen Hamilton-Funktion schon in
(4.77) aufgestellt wurde. Die zeitabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.5 fiir die Hamilton-
sche Wirkungsfunktion F(q, P,t) lautet in diesem Fall

2
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Da die Hamilton-Funktion (4.77)) des harmonischen Oszillators nicht explizt zeitabhingig ist,
lasst sich die Hamiltonsche Wirkungsfunktion geméaf (6.16|) separieren:

Fy(q, P,t) = Fy(q, P) — H(P)t, (6.28)

wobei die Separationskonstante H (P) als Energie des Systems mit dem neuen Impuls als Er-
haltungsgroBe identifiziert werden kann. Aufgrund von ([5.30)) setzen wir

H(P) =wP. (6.29)

Durch (6.28) und (6.29)) geht (6.27)) in die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung {iber:

- 2
1 [ 0Fy(q, P) m 5 o,
| == 7 — =wkP. .
o < 94 + W =w (6.30)
Eine algebraische Umformung von (6.30)) ergibt
Fy(q, P
%Z’) = \/Zm (wP B w2q2) , (6.31)

so dass sich durch Integration die Hamiltonsche charakteristische Funktion ergibt:

q

Fy(q, P) = / V2mwP — m2w? @ dg . (6.32)

Hierbei wurde eine nur von P abhéngige Integrationskonstante weggelassen. Das Standardin-

tegral
x a’ Nz
/\/ a?—22dz = 5V a? — 2+ — arcsin <E> (6.33)

fithrt dann (6.32) iiber in

P
F2 (q, P \/%q”l—ﬁq +Parcsm(1/2p ) (6.34)

Mit dieser Hamiltonschen charakteristischen Funktion lédsst sich der Zusammenhang zwischen
den alten und den neuen Variablen berechnen. Als Nebenrechnung betrachten wir zunéchst

deren partielle Ableitung nach ¢

aﬁZ(qa ) /

was gerade ([6.31]) entspricht. Entsprechend ergibt die partielle Ableitung von (6.34) nach P

8]52(q,P) B , mw
5p = aresin 5p 1) - (6.36)

Aus der Transformationsgleichung (6.19)) folgt dann mit (6.29) und (6.35))

() = arcsin (1 / % q) — wt = q(t) =1/ jTZ sin(@ + wt) . (6.37)
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AuBlerdem ergibt sich aus (6.18)), (6.31)) und (6.37))
p(t) = V2mwP cos(Q + wt) . (6.38)

Unter Beriicksichtigung von (6.29)) stimmen (6.37)), (6.38) mit (5.31]) {iberein.

Abschlieflend fithren wir bei der Hamiltonschen charakteristischen Funktion ﬁg(q, P) in (6.34)
eine Legendre-Transformation beziiglich des neuen Impulses P durch, um die entsprechende
Erzeugende ﬁl(q,éj) zu bestimmen. Aus der Transformationsgleichung 1) ergibt sich mit

6.35)
2
~ . [mw mwq
() = arcsin ( 9P q) = P = Ry (6.39)

Die Legendre-Transformierte Fi (g, Q) zu Fy(q, P) ergibt sich dann geméB (5.33) und (6.34) zu

Fi(q.Q) = Ba(q. P) = QP = "~ ¢* cot Q. (6.40)

Als Ergebnis haben wir damit die in (5.22)) verwendete Erzeugende erhalten.

6.4 Separation der Variablen

Das Verfahren von Hamilton-Jacobi zur Losung mechanischer Probleme scheint auf den ersten
Blick nur von geringer praktischer Bedeutung zu sein. Anstatt die 2f gewohnlichen Hamilton-
Gleichungen muss man die partielle Hamilton-Jacobi-Gleichung 16sen und partielle Differential-
gleichungen sind bekanntlich schwerer als gewohnliche Differentialgleichungen zu 16sen. Unter
gewissen Bedingungen ist es jedoch moglich, die einzelnen Variablen in der Hamilton-Jacobi-
Gleichung zu separieren, so dass die Losung stets auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden kann.
Praktisch ist das Hamilton-Jacobi-Verfahren nur dann eine niitzliche Rechenhilfe, wenn sich

eine solche Separation erreichen lésst.
Wir betrachten den Fall, dass die Hamilton-Funktion eines mechanischen Systems von der Form

f
H(q,p) = ZHi(Qi,pi) (6.41)

i=1

ist, so dass die zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.17)) lautet

f ~
OFy(qu, ... q; Py P -
S H, <q (a1, ’ggf L f)> — H(P,,....P). (6.42)
i=1 !

Fiir die Hamiltonsche charakteristische Funktion E(q, P) machen wir dann den Separations-

ansatz

f
Fg(ql,...,Qf,Pl,...,Pf) :ZF2i(qiaP1a"'7Pf)a (643)
=1
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so dass (6.42) iibergeht in

f ~
(g, Pi, ..., P ~
Y H, (qi,a 2’(‘1“8; ’ f)) —H(Py,...,P}). (6.44)
i=1 ¢

In der gesamten Gleichung ([6.44]) tritt die Variable ¢; nur im i-ten Summanden auf der linken

Seite auf. Demnach zerfillt die Separationskonstante H (P) als Gesamtenergie geméaf

f
H(Py,...,P) =Y Hi(P,...,Py), (6.45)
i=1
und es gilt
Fy(q, Py, P ~
A, (%a 2(9781, ’ f)) = H;(P,...,Pf); i=1,...,f. (6.46)
4qi

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kann man die Separationskonstanten ﬁi(Pl, ..., Pr) mit

den neuen Impulsen identifizieren:

Hi(Py,...,P;) = P; i=1,...,f, (6.47)
wobei deren Summe geméf (6.45) die Energie des Systems ergibt:

f
H(P,....P)) =) P. (6.48)
=1

Setzt man (6.47)) in (6.46|) ein, so gilt offensichtlich
ﬁ21(qzaplaapf) :ﬁgl(qz,Pﬁ (649)

Aufgrund der Abkiirzung N
0F5(qi, )
—= Y — filg, P, 6.50
9 filai, ) (6.50)
fithrt eine unmittelbare Integration auf

@
ﬁ%(%‘,Pi) :/fi(qu)i)d(jﬂ (6.51)

wobei eine nur von P; abhéngige Integrationskonstante weggelassen wurde. Durch Einsetzen von

(6.49) und (6.51) in (6.43) ist die gesuchte Hamiltonsche charakteristische Funktion ﬁg(q, P)

bestimmt.

6.5 Ebene Bewegung im Zentralfeld

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einer Ebene in einem Zentralfeld.
In ebenen Polarkoordinaten wurde dessen kinetische Energie schon in (1.54]) angegeben, so dass
die Lagrange-Funktion gegeben ist durch

m

" (5 0%%) ~ Vo). (6.52)

L(p,e,p,¢) =
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Die zu den generalisierten Koordinaten p und ¢ kanonisch konjugierten Impuse lauten dann

zemifs (65
oL : . Dy
Pp o5 =Y p=" (6.53)
oL 9 . . Dy
— — — = =7 6.54

Durch eine Legendre-Transformation (4.25) mit (6.53) und (6.54)) geht die Lagrange-Funktion

(6.52) in die entsprechende Hamilton-Funktion iiber:

2

2
. . D P
H (p,0.0ps Do) = Ppp + Do — L (p, 0, p, ) = ﬁ + W‘} +Vi(p). (6.55)

Da keine explizite Zeitabhéangigkeit in (6.55)) vorliegt, ist die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-
Gleichung ((6.17) fiir die Hamiltonsche charakteristische Funktion zu l6sen:

- 2 ~ 2
1 (0F(p, ¢, Py, Pp) 1 ([ F(p,p, Py Pp) =
— Vip)=H(P,, P,). 6.56
= ( - s (PRSI v HBR). (650
Eine Umformung von ([6.56|) ergibt
- 2 ~ 2
OF3(p, o, By, Py) 2 | 7 1 (0F(p.p, Py Pyp)
AARY = 2mp® |H(P,, P,) — V(p) — — AALTEE BN T

Die linke Seite von ((6.57]) hdangt nur von ¢, wiahrend die rechte Seite nur von p abhéngt. Deshalb

miissen beide Seiten gleich einer Separationsonstanten ¢?(P,, P,) sein. Aus der linken Seite von
(6.57) folgt dann die Gleichung

aﬁ?(pa 2 PP7P50)
d¢

was zum folgenden Separationsansatz der Variablen fiihrt

= ¢(P,, P,) (6.58)

FEy(p, ¢, P,, P,) = ¢ c(P,, P,) + Falp, Py, P,). (6.59)
Einsetzen von (6.59)) in (6.57)) fithrt dann auf
dFy(p, P,, P,) ~ (P, P,)
— == =/2m |H(P,,P,) — V(p) — ———— 6.60
ap m (P, Pyp) (p) omp? ) ( )
was unmittelbar integriert werden kann:
~ ’ ~ . AP, P B
Rp. PPy = [ \/ m B2, 2) = V() ~ Sy (6.61)

Der Einfachheit halber werden die beiden Konstanten H (P,, P,) und ¢(P,, P,) mit den neuen
Impulsen P, und P, identifiziert:

H(F,,P,) =F,, (B, Py) = P, (6.62)
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Die Hamiltonsche charakteristische Funktion ergibt sich dann aus (6.59)), (6.61)), (6.62)) zu

- P?
Fy(p, o, Py, P,) = ¢ P, +/ \/2m P,—V(p) — 2mp? } dp. (6.63)

Die Transformationsgleichungen (6.19) lauten dann mit Hilfe von ([6.62]), (6.63)

0Fy(p, 0. P, P,) aHP ,P,) 5

0, dj—t, (6.64
oP, / \/zmp [P, —V( )] P2 ’ oo

_ OF(p,¢, Py P,)  OH(P,P,), dj. (6.65
Qy op, OP, T /\/Qmp V(p)] — P? - (009

Hierbei stellt (6.64]) eine implizite Gleichung fiir p(t) dar, die in (6.65]) eingesetzt ¢(t) ergibt. Ist
man dagegen an der Bahnkurve p(p) interessiert, so liasst sich diese direkt aus (6.65]) berechnen.

6.6 Wirkungs- und Winkelvariablen

Wir diskutieren nun eine wichtige Modifikation des Hamilton-Jacobi-Verfahrens, das auf pe-
riodische Systeme zugeschnitten ist, bei denen man sich héufig mehr fiir die Frequenzen der
Bewegung als z.B. fiir die konkrete Gestalt der Bahn interessiert. Hierzu betrachten wir zunéchst
ein einzelnes Paar von kanonisch konjugierten Variablen ¢ und p, d.h. die Projektion des Pha-

senraumes auf eine einzelne pg-Ebene. Man unterscheidet dann zwei Typen von Periodizitéten,

sieche Abb. [6.1F

1. Bei einer Libration ist die Phasenbahn eine geschlossene Kurve, so dass ¢ und p periodisch

mit der gleichen Periodendauer 7" sind:
q(t) =qt+T),  p(t)=plt+T). (6.66)
Die Libration ist typisch fiir schwingende Systeme wie z.B. eine Feder.
2. Bei einer Rotation ist auch p periodisch
p(t) =p(t+T), (6.67)

q dagegen nicht mehr. Die generalisierte Koordinate dndert sich vielmehr nach der Periode

T um einen konstanten Wert qq:
q(t+T)=q(t) + qo- (6.68)

Die Phasenbahn ist nun offen, wobei p jedoch eine periodische Funktion von ¢ ist. Die

Rotation tritt beispielsweise bei der Achsendrehung eines starren Korpers auf.
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a)

Abbildung 6.1: Illustration periodischer Trajektorien: a) Libration und b) Rotation
(6.67). (6.69).

Diese beiden Bewegungstypen lassen sich unter Umstédnden auch an ein- und demselben System
beobachten. Bei der Diskussion des mathematischen Pendels im Phasenraum in Abschnitt 5]
haben wir gesehen, dass fiir kleine Energien eine Libration auftritt, fiir groe Energien aber

eine Rotation vorliegt. Dabei werden Libration und Rotation durch eine Separatrix getrennt,

siche Abb. [4.3]

Wir behandeln nun periodische Systeme im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie und betrach-
ten die Hamiltonsche charakteristische Funktion E(ql, ..y qf, Pr, ..., Py) als bekannt. Die bei
der Losung der zeitunabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung auftretenden Integrations-
konstanten wurden bisher immer unmittelbar mit den neuen Impulsen P, ..., Ps identifiziert.
Diese Wahl ist aber nicht eindeutig, da wir auch irgendwelche Funktionen der Integrationskon-
stanten mit den neuen Impulsen identifizieren kénnten. Fiir periodische Systeme ist es geschickt,

die sogenannten Wirkungsvariablen

als neue Impulse anzusehen. Dabei erfolgt die Integration iiber eine volle Periode der Libration
bzw. der Rotation, so dass wir die Wirkungsvariablen gemifi Abb. mit entsprechenden

Flacheninhalten identifizieren konnen.

Wir identifizieren nun die neuen Impulse P, ..., P; in der Hamiltonschen charakteristischen

Funktion Fy mit den Wirkungsvariablen Ji, ..., J;:
Fy(qu, - q5, Py, Py) — Folqu, -y qp Jus o Jp) - (6.70)

Nach der zeitunabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.17)) ist dann auch die neue Hamilton-
Funktion H ausschlieBlich eine Funktion der Wirkungsvariablen Ji, ..., Jy:

H(P, ..., Py) = H(Jy,...,J5). (6.71)
Wir kommen nun zu den Winkelvariablen wy, ..., wy, die man als die zu den Wirkungsvariablen
Ji, ..., Jy kanonisch konjugierten Variablen einfiihrt:
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a) b)

Abbildung 6.2: Identifikation der Wirkungsvariablen mit Flacheninhalten fiir a) Libration
und b) Rotation.

Wie aus der neuen Hamilton-Funktion (6.71)) hervorgeht, sind die Winkelvariablen wy, ..., wy
alle zyklisch. Die Losung der neuen Hamilton-Gleichungen ([6.21))

OH( (1), ..., (1))

wi(t) = Y0 , Ji(t) = 0; i=1,....f (6.73)
ist dann trivial gegeben durch
wi(t) = vt + @y, Ji(t) = Ji; i=1,...,f, (6.74)
wobei die Frequenzen N
uizaH(JBj;"Jf); i1 f (6.75)

auftreten. Aulerdem lauten die Transformationsgleichungen (6.23)), (6.24) der Hamiltonschen
charakteristischen Funktion ([6.70)

8§2(Q17---;Qf7<]1:---7<]f)

bi = ; 1=1,...,f, 6.76
wp = 2(6_11, ’qu; L d f) ; i=1,...,f. (6.77)

Damit haben wir das in Abschnitt geschilderte Hamilton-Jacobi-Verfahren lediglich auf
Wirkungs- und Winkelvariablen umgeschrieben, aber noch keinen besonderen Vorteil erarbeitet.
Deshalb untersuchen wir nun die physikalische Bedeutung der Wirkungs- und Winkelvariablen.
Hierzu berechnen wir die Anderung der Winkelvariable w; bei einer Anderung der generalisierten

Koordinate ¢; iiber eine volle Periode:

ow;
J

Verwendet man ([6.77) und den Satz von Schwarz, so folgt:

_ Ok _ O Fy _9 a_ﬁ?d.
N 8(]]an G 3J18qj G &L 8q]' 9
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Unter Verwendung von ((6.69)) und (6.76)) ergibt sich dann schliellich

0 0J;
Syoi = o ey = 52 =5, (6.50)

7

Dies bedeutet, dass sich die Winkelvariable w; nur dann é&ndert, wenn sich ¢; = ¢; iiber eine

Periode éndert. Bezeichnet T; die Periodendauer von g;, so gilt in diesem Fall wegen ((6.80))
wi(t+T;) =wi(t) +1. (6.81)
Mit Hilfe von besagt dies
vilt+T)+Qi=vt+Q; + 1 — v = T (6.82)
Demnach ist die durch definierte Gréfe v; gerade die Frequenz der zu ¢; gehérenden peri-
odischen Bewegung. Hierin liegt die eigentliche Bedeutung der Wirkungs- und Winkelvariablen,

da sie durch (6.75)) eine Bestimmung der Frequenzen periodischer Bewegungen gestattet, ohne

die vollstdndige Losung fiir die Systembewegung gewonnen zu haben.

Wir demonstrieren das Vorgehen am Beispiel des harmonischen Oszillators. Wie schon in Ab-
schnitt erlautert, ist die Trajektorie im Phasenraum eine Ellipse mit den Halbachsen
(4.79). Der Flacheninhalt dieser Ellipse ist dann gerade die Wirkungsvariable , die mit
Hilfe von berechnet werden kann:

2
J = ygpdq:ﬂapaq: %E (6.83)

Die neue Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators, die mit der Energie F identifiziert
werden kann, hat dann geméaf (6.83) die einfache Gestalt

H(J) = % J. (6.84)

Fiir die Frequenz v der periodischen Bewegung erhalten wir dann aufgrund von (6.75) und

(6.84) das erwartete Ergebnis

A =5 (6.85)

Das Beispiel des harmonischen Oszillators diente lediglich dazu, die Methode der Wirkungs- und
Winkelvariablen zu illustrieren. Der Nutzen dieser Methode zeigt sich erst bei anspruchsvolleren

Probleme, wie z.B. der Himmelsmechanik.

6.7 Kepler-Problem

Wir betrachten im folgenden das dreidimensionale Kepler-Problem, dessen Lagrange-Funktion

in kartesischen Koordinaten durch

«

a2+ y? + 22

L(z,y,z,&,5,%) = = (&* + 9* + *) +

. (6.86)
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gegeben ist, wobei die reduzierte Masse

m = me (6.87)
my + Mo
und die Abkiirzung
o = Gm1m2 >0 (688)

eingefithrt wurde. Aufgrund der Rotationssymmetrie wéihlen wir als generalisierte Koordinaten

die Kugelkoordinaten ¢q; = r, o = v, g3 = ¢:

r=rsindcosy, 4 =7sindcosyg+ rcosdcosp — prsindsing, (6.89)
y = rsindsin @, y:f’sinﬁsingo—i—??rcosq?singo—l—gbrsin??coscp, (6.90)
z = rcos, 4 =7 cost — Irsind . (6.91)
Einsetzen von ((6.89)—(6.91) in die Lagrange-Funktion ((6.86] fithrt auf
L(r,9, 0,70, p) = %(F 922 4+ P2 sin? ) + & (6.92)
r

Die zu den generalisierten Koordinaten r, v, ¢ kanonisch konjugierten Impulse lauten

PrZ%me = f:%, (6.93)
po = % = mr?) — )= (6.94)
Py = g—i — mr?sin2 9y — o= m . (6.95)
Durch die Legendre-Transformation
H(r,9,0,r,D9,Dp) = Do + DrT" + pgtd — L(r, 9, p,7, 0, ¥) (6.96)

geht die Lagrange-Funktion ((6.92)) mit Hilfe von (6.93)—(6.95)) in die entsprechende Hamilton-

Funktion iiber:

no D Py«
2m  2mr?  2mr2sin?9 r

H(7"7 19’ ¥, Pr,y Py, ptp) = (697)

Da keine explizite Zeitabhéngigkeit vorliegt, ist die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung
1' fiir die Hamiltonsche charakteristische Funktion ﬁg(?”,ﬁ,@) = E(r,ﬁ, ©, Jr, Jy, J,) zu

losen

1 (8]::2(7’,19,%?))2_’_ 1 <aﬁ2<T,19, 80)>2+ 1 (8?2(7“,19,@))2_% =FE, (6.98)

2m or 2mr? oY 2mr? sin? ¢ Op

wobei die neue Hamilton-Funktion H(J,., Jy, J,) mit der Energie F identifiziert wird:

H(J,, Jg, J,) = E. (6.99)
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Das Problem ist separierbar:
ﬁZ(hﬁv ‘P) = ﬁ?r(r) +ﬁ219(19) +ﬁ2<p(§0) (6100)

Da die Variable ¢ geméaf3 1} zyklisch ist, wahlen wir fiir }Aﬁ%(go) die identische Transformation
analog zu (5.43)):

Fo () = Cpip. (6.101)
Einsetzen von ((6.100|) und (6.101)) in (6.98) fithrt auf
OF (1) oF)) 2
2 2r\T « 2 29 ©
—|—+F)2 = — — . 102
T( or > (5 +E)2mr ( o0 ) sin? v (6:102)

Da die linke Seite nur von r und die rechte nur von ¥ abhéingig ist, muss jede Seite fiir sich

bereits eine Konstante sein:

~ 2
OF (¥ C?
( (?;;( )> +—f5 = G, (6.103)
~ 2
OFy,.(r) cy a
( = ) +=2 = 2m (E+;>. (6.104)

Hierbei stellen E, C,, Cy die Integrationskonstanten dar. Die physikalische Bedeutung von E ist
offensichtlich die Energie des Systems. Um auch die anderen Integrationskonstanten C,, und Cy

physikalisch interpretieren zu konnen, betrachten wir die Komponenten des Drehimpulsvektors

L=rxp=| 2 vy =z |=| z2e—x2 |m. (6.105)
mT my mz Ty — YT

Es liegt nahe, dann auch die einzelnen Komponenten des Drehimpulsvektors ((6.105) mit Hilfe
von ([6.89)—(6.91) in Kugelkoordinaten auszudriicken:

L, = mr? <—19 sin ¢ — @ sin ¥ cos ¥ cos <,0> , (6.106)
L, = mr? <19 cos ¢ — ¢ sin 1 cos ¥ sin <p> , (6.107)
L. = mripsin®d. (6.108)

Fiir das Quadrat des Drehimpulsvektors erhalten wir dann aufgrund von ((6.94)), (6.95) sowie
(6.106)—(2.469) in Kugelkoordinaten:

P
sin®
Aus den Transformationsgleichungen (6.75]) folgt fiir die generalisierte Koordinate ¢ unter Be-
achtung von (6.100)), (6.101)) sowie (6.95)), (6.108))

_OB(r0,9) _ 0Fy(9)
Pe Dy Iy

L? = L3+ L2+ L = m*r" (192 + ¢ sin® 19> =p5+ (6.109)

=G, — Co=p,=1L.. (6.110)
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Entsprechend erhalten wir fiir die generalisierte Koordinate 9 aus (6.75]), (6.100), (6.103]),
(6.110))

~ 2 ~ 2
OF5(r, 9, ) O Fp(9) C2 P
2 _ ) — —C? - % 0?2 TP 6.111
P ( Bl Rl P snZy 7 sinfo] (6.111)
was sich aufgrund von (6.109)) reduziert auf
p?
Cy=py+—— =L, (6.112)
sin“ 1

Demnach entspricht die Integrationskonstante C, gerade der z-Komponente des Drehimpulses

L und die Integrationskonstante Cy dem Betrag des Drehimpulsvektors L.

Wir berechnen nun die einzelnen Wirkungsvariablen
J, = ygpw dp, (6.113)
J19 = %pg dv s (6.114)

J, = ggpr dr. (6.115)

Die Wirkungsvariable J,, ergibt sich unmittelbar aus (6.75]), (6.100)), (6.101)) und (6.113)):

Jp = 21C,,. (6.116)

Bei der Berechnung der Wirkungsvariable Jy ist zu beachten, dass der entsprechende Impuls
geméB (6.75)), (6.100), (6.103))

O F59(0) C2
Py = — 4y [C2 - 2 11
v ov ) sin? 9 (6.117)

reell sein muss. Es gilt demnach

1 C
sin? ¢ > = c= c_i (6.118)
so dass es Umkehrpunkte 997 und 9, gibt mit
1
¥ = arcsin — , Py =7 — V1, (6.119)
c

siehe Abb. . Wertet man das Umlaufintegral (6.114)) aus, so muss man in (6.117]) fiir das
Integral von ¥, nach 1, das positive und fiir das Integral von 5 nach ¢; das negative Vorzeichen
verwenden. Deshalb ist nach (6.114)), (6.117)-(6.119) zu berechnen

0o 1
Jy = 2C 2 dd . 6.120
v “’/,91 V ¢ sin? ¢ ( )

Die Stammfunktion des in ((6.120)) auftretenen Integrals lautet

1 /2¢in? 9 — 1 A\ c2sin29 —1
/\/02 — '—219d19: arccot Y= o0 + ¢ arctan Y=o : (6.121)
sin

cos v ccost
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Abbildung 6.3: Illustration der Umkehrpunkte 1J; o von ([6.119)).

wie man durch explizites Differenzieren nachweisen kann. Bei der Integration von 9 < m/2
nach ¥ > 7/2 in (6.120) werden die Argumente der arctan- und der arccot-Funktion in (6.121))
an der Stelle ¥ = /2 singuldr. Deshalb ist das Integral in (6.120)) von ¥ nach ¥, in die beiden

Integrale von v¥; nach 7/2 und von 7/2 nach ¢, aufzuspalten

Jy = 2C, \/ 2 dd \/ ¢ dd 6.122
v (/191 sin 19 +/ sin 219 ) ( )

und dann mit Hilfe von (6.121)) auszuwerten.

w/2
Vsin? 9 — 1 VZsin? 9 — 1
Jy = 2C, [arccot ¢ ?0219 + carctan ccsgolsﬁ (6.123)
91
2
Ve2sin?d — 1 Ve2sin? ) — 1
+ | arccot Y& + carctan YC . (6.124)
cos v ccosv P

Wertet man als Integrationsgrenzen die beiden Umkehrpunkte ¢, und 9, aus, so ergeben sich
aufgrund von (6.119) keine Beitrdge. An der Integrationsgrenze /2 erhélt man wegen der

Limites

lim arctanz = 4~ , lim arctanz = —— : (6.125)
Tr—+00 2 T——00 2
lim arccotz =0, lim arccotr = —7 (6.126)
r—>+00 T——00

sowie (|6.118]) das Ergebnis
Jy = 271'0@(—1 -+ C) = 27‘((019 — CLP) . (6.127)

Wir bemerken, daf fiir die Berechnung der Wirkungsvariablen J, und Jy nicht die konkrete
Form des Kepler-Potentials eingegangen ist. Die Resultate (6.116]) und (6.127)) gelten deshalb fiir
jedes zentralsymmetrische Potential, bei dem die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung

durch Separation der Variablen gelost werden kann.

Bei der Berechnung der Wirkungsvariable J, in (6.115]) mit Hilfe von (6.75]), (6.100]), (6.104)

ist ebenfalls zu beachten, dass der Impuls

6F2r(
Pr = ar

= +£1/2m[E — Via(r)] (6.128)
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Abbildung 6.4: Effektives Potential (6.129)) mit Minimum (6.130)), (6.131)) und Umkehrpunkten
(6.132]).

sowohl positiv als auch negativ sein kann. Das in (6.128]) eingefiihrte effektive Potential lautet

aufgrund von (6.116)), (6.127)

0 C2 a4+
‘/eff(r> = —; + 2m7”2 = _; + W; (6129)

siehe Abb. Das effektive Potential (6.129) besitzt ein Minimum bei ry mit

, a  (Jy,+ Jy)? (Jp + Jy)?
et (70) 2 4?mrd 0 o Am?ma (6.130)

und nimmt dort unter Beriicksichtigung von ((6.129]), (6.130) den Wert

«
‘/eff(ro) = _2_7’0 (6131)

an. Fiir gebundene Zustdnde konnen wir £ < 0 voraussetzen, so dafl eine periodische Bewe-

gung vorliegt. Die Umkehrpunkte r; und ry dieser periodischen Bewegung ergeben sich als die

Nullstellen des Radikanten in (6.128]), so dass aus |6.129| folgt

a  (J,+ Jg)?
E=V, — E4— e _q, 132
1(71,2) + - 0 (6.132)

Wertet man das Umlaufintegral (6.115) aus, so muss man in (6.128)) fiir das Integral von rq
nach ry das positive und fiir das Integral von ry nach r; das negative Vorzeichen verwenden.

Deshalb ist nach (6.115]), (6.128]) und (6.129)) zu berechnen

8m2m r

T2 2 d
J, = 2\/2m/ \/Er2 o - et Jo) dr. (6.133)

Aus den Formeln (2.261), (2.266) und (2.267.1) der Integraltafel von Gradshteyn und Ryzhik

lesen wir ab

Va + bx + cx? 2a + bx
dr = Va + br + cx? — \/—aarcsin —————
/ x Vb2 — dac
2cx +b

arcsin ———— a<0,¢c<0,b”—4dac>0. (6.134)

b
—2\/—6 Vb2 — dac’
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xy > 0 oder 22 + 9% < 1 01
x>0, y<0und 2?2 +¢y?>>1| 7 | -1
r<0,y>0und 2> +y?>>1|-7|-1

Abbildung 6.5: Wertet man (6.138]) aus, so sind die hier zusammegefassten Fallunterscheidungen

zu beachten.

Mit den Identifikationen

J, + Jy)? J, + Jy)’E
a:—M<O, b=a, c=FE<0, bQ—4ac:a2+M>O (6.135)
8m2m 272m,
erhalten wir aus (6.133)) und (6.134])
Jo+J9)2  Jp+J, ar — Uetlo)®
J. = 2V2m \/Er2 +ar — ( wt ) R arcsin dnZm
8m4m 2w/ 2m T\/Oé2 4+ Uetds)?B
212m
T2
2F
Y aresin rra (6.136)
2vV—FE \/ag 4 UetJo)B
212m -
Die Auswertung von ([6.136)) unter Beriicksichtigung von (|6.132)) fiithrt auf
(JotJ9)? (JotJ9)?
J, 4+ J, Qary — -2 ar, — e
J. = =2V2m o 1 o arcsin 2 Arm — — arcsin ! Arm -
2nv/2m rayfa? + Ustll riyfa? + Ut
2F 2F
—— % | aresin ER — — arcsin nta = : (6.137)
W\ o T o G
Die Differenzen zweier arcsin-Funktionen berechnen sich geméaf
arcsinx — arcsiny = a + [ arcsin (x\/l — 2 —yV1— x2> , (6.138)

wobei fiir die Parameter o und 3 die Fallunterscheidungen von Abb. gelten. Fir die erste

Differenz in (6.137)) gilt

(J +J19)2 (J +J19)2
ar — ZWQm ar; — Zﬂ2m
T = , y = (6.139)
(Jo+J9)E (Jo+J9)2E
rayf o+ e ot + S

und wir erhalten mit Hilfe von (6.132))

2’y = ! {[a—MrJr{a—Mr}:Q, (6.140)

a? + % Am2mry Am2mr,
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wobei aufgrund von ((6.130)) die Ungleichungen

(Jp + Jy)? <0 fir n
1,2 4m2m (r2 0) >0 fir ry ( )
vorliegen. Fiir die zweite Differenz in (6.137]) gilt entsprechend
2F 2F
v = i - nre (6.142)
ol T g
so dass wir wegen (|6.132))
2?4y = ! [(2Er2 +a)’ + (2Er +a)?| =2 (6.143)
042 + (J¢+J19)2E ’
2m2m
erhalten, wobei geméf (6.130)), (6.132) die Ungleichungen
>0 fi
2Er,+a=a <T—° - 1) e (6.144)
71,2 <0 fur

gelten. Aus (6.137))-(6.144]) folgt nach einigen Umformungen und unter Beriicksichtigung von

(6-132)
2
J, = —(J¢+J,9)+m,/_—”;. (6.145)

Die neue Hamilton-Funktion H (Jy, Jy, Jr) kann mit der Energie E identifiziert werden kann

und es folgt aus (6.145))

~ 212 ma’

H(J,, Jg, J,) = — .

(os Jo Jr) (Jo+ Jo + J,)?
Da die drei Wirkungsvariablen J,, Jyund J, gleichberechtigt in der neuen Hamilton-Funktion
(6.146) auftreten, sind die aus (6.75)) folgenden drei Frequenzen
OH(J,, Jg, Jy) OH(J,, Jg, J,) OH(J,, Jg, Jy)
_ _ = 6.147

Yo os, ody " 0J, (6.147)

der periodischen Bewegung gleich

(6.146)

4’ ma
(Jp+ Jop+ J;)3
Man spricht deshalb auch davon, da diese Bewegung entartet ist. Fiir die entsprechende Peri-

odendauer erhalten wir nach ((6.145)), (6.148)

1 m
T=_ = - .14
v T\ Tops (6.149)

Berticksichtigt man, dass die grofle Halbachse der Kepler-Ellipse gegeben ist durch

(6.148)

V=V, =Vy =V, =

«
- 6.150
ot (6.150)
so folgt aus (6.149) mit Hilfe von (6.87)) und (6.88]) das dritte Keplersche Gesetz:
T? 47
SR CN— (6.151)

g G(m1 +m2) )
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