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Kapitel 1

Statistische Mechanik

Es ist das Ziel der statistischen Mechanik, die thermodynamischen Gesetze makroskopischer
Korper aus den Eigenschaften ihrer atomaren Bestandteile abzuleiten. Hierbei sind die atoma-
ren Bestandteile abhéngig von der jeweiligen physikalischen Situation im Rahmen der klassischen
Mechanik oder der Quantenmechanik zu beschreiben. Im folgenden wollen wir uns auf die Be-

handlung der Gleichgewichtsthermodynamik beschréinken.

1.1 Ensemble-Theorie

In der statistischen Mechanik verwendet man auf makroskopischer Ebene im Prinzip mefibare,
thermodynamische Variablen. Hierbei unterscheidet man zwischen intensiven Variablen, wie zum
Beispiel der Temperatur 7', dem Druck p oder dem chemischen Potential p, und extensiven Varia-
blen, wie zum Beispiel der Entropie S, dem Volumen V oder der Teilchenzahl N. Auf mikrosko-
pischer Ebene dagegen verwendet man einen vollstdndigen Satz von mikroskopischen Variablen,
die die theoretisch genaueste Zustandsbeschreibung eines Systems wiedergeben. In der klassischen
Mechanik wird z.B. ein System aus Massenpunkten durch Angabe des Ortes und des Impulses
jedes einzelnen Massenpunktes beschrieben. In der Quantenmechanik wird z.B. ein System aus

Atomen durch Angabe der jeweiligen Quantenzahlen beschrieben.

Jeder Makrozustand kann durch eine Vielzahl von Mikrozustinden realisiert werden, d.h. bei
bekanntem Makrozustand ist der vorliegende Mikrozustand unbekannt. Dieser mikroskopischen
Unkenntnis wird in der statistischen Mechanik dadurch Rechnung getragen, dafl man eine stati-
stische Gesamtheit, also ein Ensemble, von gleichartigen Systemen betrachtet, die alle denselben
Makrozustand aber unterschiedliche Mikrozustdnde besitzen. Thermodynamische Groflien werden

dabei mit Ensemblemittelwerten entsprechender physikalischer Grofien identifiziert.

Von nun an nummerieren wir die einzelnen Mikrozustande mit v und bezeichnen die Wahrschein-

lichkeit, mit der ein Mikrozustand v im Ensemble vertreten ist, mit p,. Die Verteilung dieser
9



10 KAPITEL 1. STATISTISCHE MECHANIK

Wahrscheinlichkeiten p, wird dann durch das folgende informationstheoretische Prinzip eindeutig
bestimmt: Der Grad der Unbestimmtheit unter den Nebenbedingungen des vorgegebenen Makro-

zustandes soll ein Maximum haben. Das Unbestimmtheitsmaf ist dabei nach Boltzmann definiert
durch

S:—kBZp,,lnp,,, (1.1)

wobei die Wahrscheinlichkeiten p, nur unter Beriicksichtigung der jeweiligen Nebenbedingungen
zu variieren sind. So ist beispielsweise zu gewéhrleisten, dafi die Wahrscheinlichkeiten p, normiert

sind:
> po=1. (1.2)

Der Maximalwert des Unbestimmtheitsmafes (1.1) wird dann mit der Entropie des Makrozustan-

des identifiziert.

Im folgenden beschriinken wir unsere Uberlegungen auf offene Systeme, die z.B. Wirme oder Teil-
chen mit der Umgebung austauschen kénnen. Bei offenen Systemen unterscheidet man zwischen

zwel verschiedenen Ensembles:

e Beim kanonischen Ensemble gibt die Umgebung in Form eines Wiarmereservoirs die Tempe-
ratur 7' vor. Durch den Wérmeaustausch zwischen System und Wérmereservoir fluktuiert

die Energie der Mikrozustéinde im Ensemble, wobei der Ensemblemittelwert der Energie
U=> pkE, (1.3)

beim Maximalwert des Unbestimmtheitsmafies (1.1) mit der inneren Energie des Makrozu-

standes identifiziert wird.

e Beim groflkanonischen Ensemble besteht die Umgebung aus einem Wirme- und aus einem
Teilchenreservoir, so dafl sowohl die Temperatur 71" als auch das chemische Potential p vor-
gegeben sind. Durch den Wéarme- und Teilchenaustausch zwischen System und Umgebung
fluktuieren Energie und Teilchenzahl der Mikrozusténde im Ensemble. Die Ensemblemittel-

werte der Energie (1.3) und der Teilchenzahl
N=> pN, (1.4)

charakterisieren den Makrozustand. Wird das Unbestimmtheisma$ (1.1) maximal, so sind
(1.3) und (1.4) mit der inneren Energie und der Teilchenzahl des Makrozustandes zu iden-

tifizieren.

Im Prinzip sind sowohl das kanonische als auch das groflkanonische Ensemble in der Lage, die
Thermodynamik eines Systems zu beschreiben. Im thermodynamischen Limes eines unendlich
groflen Systems miissen die thermodynamischen Resultate im kanonischen und im groflkanoni-
schen Ensemble {ibereinstimmen. Die Wahl eines Ensembles ist daher eher mehr eine Frage der

ZweckméafBigkeit.
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1.2 Kanonisches Ensemble

Die Maximalisierung des Unbestimmtheitsmafles unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen
(1.2) und (1.3) fiir ein kanonisches Ensemble wird mit der Methode der Lagrangeschen Multipli-
katoren durchgefiihrt. Hierzu multipliziert man die beiden Nebenbedingungen (1.2) und (1.3) mit
den Lagrange-Multiplikatoren A;, Ay und addiert sie zum Unbestimtheitsmafl (1.1):

S({p,,} ) )‘17 )‘2) = _kB Zpu lnpl/ + )\1 (1 — Zp,,) + )\2 <U — Zp,,E,,) . (15)

Extremalisiert man (1.5) beziiglich der Lagrange-Multiplikatoren Aq, A2, so erhélt man die beiden

Nebenbedingungen zuriick:

0S5 ({pv}, A1, Ao

o =0 = (1.2),
5 ({pl/}a)\b)\?) _
D =0 = (1.3).

Die Extremalisierung von (1.5) beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung p, fithrt dagegen auf

95 ({pv}, A1, Ao)

apy = —k’B (lan + 1) - )\1 - )\QE,/ =0. (16)

Damit ist die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung p, festgelegt durch

puzexp{—ﬁ—l—ﬁﬂj}. (1.7)

Die Normierungsbedingung (1.2) bestimmt den Lagrange-Multiplikator A\;. Definiert man die ka-

nonische Zustandssumme

Z =Y e bults, (1.8)
so lautet die Wahrscheinlichkeitsbedingung

Py = %e‘&E“/’“B : (1.9)
und \; bestimmt sich aus

Z:exp{]j—;le} . (1.10)

Setzt man (1.9) in das Argument des Logarithmus in (1.1) ein, so ergibt sich der Maximalwert

des Unbestimmtheitsmafles zu

S:)\szyEy+kBanZpy. (1.11)
Durch die Verwendung der Nebenbedingungen (1.2) und (1.3) vereinfacht sich dies zu
1
Kz u-Ls (1.12)

A2 A2
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Vergleicht man dieses Ergebnis der statistischen Mechanik mit der thermodynamischen Definition

der freien Energie als Legendre transformierte der inneren Energie
F=U-TS, (1.13)
so mufl man den Lagrange-Multiplikator Ay mit der reziproken Temperatur

Ao = T (1.14)
identifizieren. Aulerdem ist die freie Energie proportional zum Logarithmus der Zustandssumme:
F=—kgTlnZ. (1.15)
Wir erinnern uns daran, daf§ die Grundrelation der Thermodynamik fiir reversible Prozesse
dU =TdS — pdV + pdN (1.16)
durch die Legendre-Transformation (1.13) iibergeht in
dF = —=5dT — pdV + pudN (1.17)
so daf} die freie Energie die natiirlichen Variablen

F=F(T,V,N) (1.18)

besitzt. Ist die freie Energie eines Systems bekannt, so lassen sich aufgrund von (1.17) Entropie,

Druck und chemisches Potential wie folgt berechnen:

S(T,V,N) = — OF(T.V,N) ’ (1.19)
or VN
B OF(T,V,N)
e (1.20)
_ OF(T,V,N)

1.3 Grof3kanonisches Ensemble

Bei der Behandlung des groflkanonischen Ensembles gehen wir genauso vor wie beim kanonischen
Ensemble. Wir maximalisieren wieder das Unbestimmtheitsma$ (1.1), diesmal aber unter Beriick-
sichtigung der Nebenbedingungen (1.2)—(1.4). Hierzu multiplizieren wir diese Nebenbedingungen
mit Lagrange-Multiplikatoren A\;, A, A3 und addieren sie zum Unbestimmtheitsmaf3 (1.1):

S({pl/}a)‘la)\2a)\3) = _kB Zpy lnpy‘l‘)\l (1 —Zp,/)

+A2 <U - p,,EV> + X3 <N -y p,,NV) . (1.22)
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Auch hier erhilt man die drei Nebenbedingungen zuriick, wenn man (1.22) beziiglich der Lagrange-

Multiplikatoren A, Ao, A3 extremalisiert:

35({]?:/},)\1,)\2,)\3)

o =0 = (1.2),
5 ({plf}>)\1>)\2>)\3) _
Dy =0 = (1.3),
85({pu}7>\17>\27>\3>
= 1.4).
5y 0 - (1.4)

Extremalisiert man dagegen (1.22) beziiglich der Wahrscheinleichtsverteilung p,, so erhélt man

aS ({pl/} ) )\1a )\Qa )\3)

ap = _kB (ll’lpy + 1) — >\1 — >\2EV — >\3N,, =0. (123)
Damit ist die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung festgelegt:
A A2 A3
v = —-——1-—FE,——N, ;. 1.24
po=ew{-pt-1- 26, - ) (124)

Auch hier bestimmt die Normierungsbedingung (1.2) den Lagrange-Multiplikator A\;. Mit der

groffkanonischen Zustandssumme

Z =) e MPulkomXaNulks (1.25)
lautet die Wahrscheinlichkeitsverteilung
p, = %e—AgEV/kB—ASNV/kB ’ (1.26)
wobei \; gegeben ist durch
Z:exp{]i\—;—l—l} : (1.27)

Setzt man (1.26) in das Argument des Logarithmus in (1.1) ein, so ergibt sich der Maximalwert

des Unbestimmtheitsmafles zu

S =X Zp,,EV+)\32pVNV+kBanZp,,. (1.28)
Durch die Nebenbedingungen (1.2)—(1.4) reduziert sich dies zu
kg 1 A3
—— lnZ=U-— —N. 1.2
N n U N S+ " (1.29)

Vergleicht man dieses Ergebnis der statistischen Mechanik mit der thermodynamischen Definition

der groBlkanonischen freien Energie als zweifache Legendre transformierte der inneren Energie
F=U-TS—uN, (1.30)

so sind die beiden Lagrange-Multiplikatoren Ay, A3 durch die Temperatur 7" und das chemische
Potential p gegeben:

1 7
Ny = — g = — 1.31
S 3 T (1.31)
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Auflerdem ist die grokanonische freie Energie proportional zum Logarithmus der grokanonischen

Zustandssumme:
F=—kgThZz. (1.32)

Wir erinnern daran, daf§ die Grundrelation der Thermodynamik fiir reversible Prozesse (1.16)

durch die zweifache Legendre-Transformation (1.30) tibergeht in
dF = —SdT — pdV — Ndyu, (1.33)

so dafl die groBkanonische freie Energie die natiirlichen Variablen
F=F(T,V,pn) (1.34)

besitzt. Ist die groflkanonische freie Energie eines Systems bekannt, so lassen sich aufgrund von

(1.33) Entropie, Druck und Teilchenzahl wie folgt berechnen:

OF(T,V,
sy = - TR (1.35)
Vi
OF(T,V,
Tp
Nrv = - L0 (1.37)
2 TV




Kapitel 2
Quantenstatistik eines Teilchens

Das einfachste statistische System besteht aus einem Teilchen, das an ein Warmebad gekoppelt
wird. Es wird durch ein kanonisches Ensemble beschrieben, dessen Zustandssumme nach (1.8) und
(1.14) gegeben ist durch

Z =Y e P/ksl (2.1)

wihrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung (1.9) einer Boltzmann-Verteilung entspricht:

1
~Z e~ Bu/ksT (2.2)

Liegt eine Observable O vor, die im Mikrozustand v den Wert O, annimmt, so lautet der Ensem-

Py =
blemittelwert

(0) =3 p,0,. (2.3)

der mit Hilfe von (2.1), (2.2) die folgende Form annimmt:

Z Ol/ 6—Eu/kBT

o E:Q—EV/kBT
v

Ein wichtiges Beispiel fiir eine solche Observable O ist die Energie F, deren Ensemblemittelwert

(0) (2.4)

gerade der inneren Energie (1.3) entspricht:

§ El/ e—Eu/kBT
v
}:e—EV/kBT
v

~U. (2.5)

(E)

2.1 Klassische Statistik

Liegt ein klassisches Teilchen vor, so ist der Mikrozustand v durch die Koordinate x und den

Impuls p des Teilchens charakterisiert

v=(x,p) (2.6)
15
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und die Energie des Mikrozustandes durch die Hamilton-Funktion
E, = H(Xv p) : (27)

Die kanonische Zustandssumme (2.1) fiir ein solches klassisches Teilchen in D Dimensionen lautet

dPzdPp
- —H(x.p)/kpT 9.

Dabei ist im Hinblick auf die Quantenmechanik schon beriicksichtigt, daf§ der klassische Pha-
senraum aus Planck-Zellen der Gréfie (27h)P besteht, so dafi ein Abzéihlen von Mikrozustéinden
moglich wird. Im Falle einer Hamilton-Funktion, die sich additiv aus kinetischer Energie und

potentieller Energie zusammensetzt

2
b
H = 1V 2.
(x.p) = B4 V() (29)
lassen sich die Impulsintegrale in (2.8) durchfiihren. Die kanonische Zustandssumme lautet dann

Zg= | —=e V&) (2.10)

_|2mh?p
A= (2.11)

die thermische de Broglie-Wellenldnge bezeichnet. Aulerdem berechnet sich der Ensemblemittel-

wobel

wert (2.4) einer Observablen O(x, p) geméi8
dPzdPp "
| Gt otxpe

D D
/ % e—H(x,p)/kpT
T

(O)a = (2.12)

2.2 Dichteoperator

Liegt dagegen ein quantenmechanisches Teilchen vor, so ist der Mikrozustand v mit den Quan-

tenzahlen n zu identifizieren:
ry=n. (2.13)

Hierbei ergeben sich aus dem Eigenwertproblem des Hamilton-Operators H die Eigenwerte B,
und die Eigenzustande |¢y,):

Hltpa) = Enlthn) - (2.14)

Hierbei sei daran erinnert, daf§ die Eigenzustédnde |¢,) der Orthonormalitétsrelation

<wn|¢n’> = 5n,n’ (2-15>
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und der Vollstdndigkeitsrelation
D ) (| = 1 (2.16)

geniigen. Die kanonische Zustandssumme (2.1) fiir ein solches quantenmechanisches Teilchen lautet

Z =Y e tn/ksl (2.17)

Vertauscht der Operator O der Observablen O mit dem Hamilton-Operator H

[O, H} =0, (2.18)

dann kann man die Eigenzustéinde |¢,) von H so wihlen, daf sie gleichzeitig Eigenzustinde von

N

O sind:

O|¢n> = On‘wn> . (2’19>

Der Ensemblemittelwert (2.4) lautet in diesem Fall

Z O, e—En/kBT
— n
Z o~ En/kpT
Fiihrt man die Spur eines Operators A ein gemaf

T (4) = Y (aldlvn) (2:21)

n

(0)

(2.20)

so entspricht die kanonische Zustandssumme (2.17) der Spur des Boltzmann-Faktors mit dem

Hamilton-Operator H:
Z =T (e—ﬁ/’fBT> . (2.22)

Entsprechend 148t sich auch der kanonische Ensemblemittelwert (2.20) mit Hilfe der Spur aus-

driicken:
Tr (O e_ﬁ/kBT>
Tr (e‘ﬁ/kBT)

(0) = (2.23)

Wir bemerken, da§ der kanonische Ensemblemittelwert durch (2.23) aber allgemeiner definiert
ist als durch (2.20), da (2.23) auch dann verwendbar ist, wenn der Operator O nicht mit dem
Hamilton-Operator H vertauscht. Im allgemeinen Fall erhalten wir aus (2.23) aufgrund von (2.14)
und (2.21):

> " (n|Olthy) e En/ksT

n
Z ¢~ En/kpT
n

(0) = (2.24)
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Definiert man den kanonischen Dichteoperator

e—H/kpT
p=—"F—"v, (2.25)
Tr (e_H/kBT>

so lautet der kanonische Ensemblemittelwert (2.23)
(0) = Tr (O ,5) . (2.26)
Offensichtlich erfiillt der kanonische Dichteoperator (2.25) die Normierung

(1) =1. (2.27)

2.3 Wick-Rotation

Eine wichtige Beobachtung ist nun, dafl im kanonischen Ensemble der Boltzmann-Faktor
e~ H/ksT (2.28)
auftritt, der formal dem quantenmechanischen Zeitentwicklungsoperator
e~ H(t—ta)/h (2.29)

dhnelt. Offensichtlich gehen die beiden Exponentialfunktionen (2.28) und (2.29) durch eine Wick-

Rotation
ty —t, = —th( (2.30)

ineinander iiber, wobei fiir die reziproke Temperatur 7" die Abkiirzung
0 =— (2.31)

eingefithrt wurde. Die Beobachtung (2.30) besagt, daf§ die Realzeitentwicklung eines quantenme-
chanischen Teilchens durch den Ubergang zur Imaginiirzeit mit dessen Gleichgewichtsthermody-

namik in Beziehung gebracht werden kann.

Wir betrachten nun die Konsequenzen, die sich aus der Wick-Rotation (2.30) in der Ortsdarstellung
ergeben. Dabei erinnern wir daran, da8 der Ubergang von der bisher verwendeten darstellungs-
freien Formulierung der Quantenmechanik zur Ortsdarstellung dadurch bewerkstelligt wird, dafl

man als Basis die Eigenzustinde |x) des Ortsoperators X verwendet:

Eigenwertproblem: X|x) = x[x) , (2.32)
Orthonormalitét: (x|x") = 0(x — x'), (2.33)

Vollsténdigkeit: /dD:c Ix) (x| =1. (2.34)



2.3. WICK-ROTATION 19
In der Ortsdarstellung ist die Spur eines Operators definiert durch
Tr (fl) = /dD[L’ (x| Alx), (2.35)
so daf sich zunédchst (2.22) reduziert auf
7= / APz (x|e I hxy (2.36)
Demnach tritt als Integrand von (2.36) die analytische Fortsetzung der Zeitentwicklungsamplitude
(Kb | Xa, ta) = (xple™ A 00=ta)/Mix ) (2.37)

von der Real- zur Imaginérzeit auf. Wir definieren daher die Imaginéirzeitentwicklungsamplitude

ty=—ihs
(Xbahﬁ|xa70) - (Xbatb|xaata) bl (238)
ta=0
deren Spur die Zustandssumme ergibt:
7 = /d% (x, AB]x,0) . (2.39)

Entsprechendes gilt auch fiir die Ortsdarstellung des Dichteoperators

p= /dD:cb / dPx, %) p(Xp, Xa) (Xl , (2.40)
dessen Matrixelemente
P(Xb, Xa) = (Xp|p|Xa) (2.41)

als Dichtematrix bezeichnet werden. Aus (2.25) folgt ndmlich

1

p(xp,X,) = 7 (xp, 1B3|%4,0) . (2.42)

Uberfiithrt man auch noch den Operator O der Observablen O in die Ortsdarstellung

0= /dD:)sb/dD:Ba |xp) O(xp, Xq) (Xal, (2.43)
mit den Matrixelementen
O(x,X,) = (x|O|x4) (2.44)

so nimmt der kanonische Ensemblemittelwert (2.26) die folgende Form an

(0) = / iz, / AP, O (3, %0) p(Xas Xs) (2.45)
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2.4 Zeitentwicklungsamplitude

Aufgrund der analytischen Fortsetzung (2.38) ist es sinnvoll, einige Eigenschaften der quanten-
mechanischen Zeitentwicklungsamplitude (2.37) zusammenzutragen. Wir bemerken zunéchst, daf
die Zeitentwicklungsamplitude (xy,ty|x,,%,) invariant unter einer gemeinsamen Translation der

Zeitargumente t;, t, ist:
(Xp, tp + to|Xa, ta + to) = (Xp, tp|Xa, ta) - (2.46)
Hieraus folgt unmittelbar:
(Xp, tp|Xa, ta) = (Xp, to — ta]Xq, 0) . (2.47)

AuBerdem gilt fiir die umgekehrte Zeitentwicklung vom Raum-Zeit-Punkt (xy, ;) zum Raum-Zeit-
Punkt (x,,1,):

(Xa>ta|xb>tb) = (Xbatb|xa>ta)* . (248)

Anschlieflend zeigen wir, daf§ die Zeitentwicklungsamplitude (2.37) einer partiellen Differential-

gleichung geniigt. Hierzu bemerken wir
0 L
ih e (Xp, tp|Xa, ta) = (xp| H e HG—ta) /B )| (2.49)
b

Wir betrachten einen Hamilton-Operator H, der sich additiv aus Operatoren der kinetischen und

der potentiellen Energie zusammensetzt:

N f)2

Da die Ortsdarstellung des Impulsoperators durch die Jordan-Regel gegeben ist

b = 1 (x. (2.51)

folgt fiir die Ortsdarstellung des Hamilton-Operators (2.50):
(x|H = H(x)(x| (2.52)

mit der Abkiirzung

2

A(x) = = 3= A+ V(x). (2.53)

Demnach ergibt sich aus (2.49) und (2.52), da die Zeitentwicklungsamplitude (2.37) die Schro-
dinger-Gleichung erfiillt:

ih g (Xp, tp|Xas ta) = H(Xp) (X, tp|Xa, ta) - (2.54)
b
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Damit die Zeitentwicklungsamplitude durch (2.54) eindeutig charakterisiert wird, benotigt man

noch eine Anfangsbedingung. Diese folgt unmittelbar aus (2.33) und (2.37):

lim (X, tp|Xa, ta) = 0(Xp — Xg) - (2.55)

tb_>ta

Wir bemerken, dafl man mit Hilfe der Zeitentwicklungsamplitude (2.37) das Schrédinger-Anfangs-

wertproblem fiir eine Wellenfunktion

o) = Hia) Y0 h), (2.56)
b
¢(Xa,ta) = ¢0(Xa7ta> (257)

bis auf eine verbleibende Integration 16sen kann. In der Tat erfiillt

vt = [ AP (st ) ol ) (258)
das Anfangswertproblem (2.56), (2.57) aufgrund von (2.54), (2.55).
Eine weitere wichtige Eigenschaft der Zeitentwicklungsamplitude ist ihre Spektraldarstellung. Sie

ergibt sich, wenn man in (2.37) die Vollstandigkeitsrelation (2.16) der Eigenfunktionen |t¢y,) des

Hamilton-Operators verwendet:

(%p, to[Xas ta) = Y (Xplgm) PR M () (2.59)
Wir fithren nun die Ortsdarstellung der Eigenfunktionen
) = [ P ) () (2.60)
mit den Wellenfunktionen
Un(x) = (X|tn) (2.61)
ein. Dann gehen (2.14)—(2.16) in der Ortsdarstellung iiber in
H(X)tn(x) = Eata(x), (2.62)
[ P00 0% = b (2.63)
Y a0 () = dx—x). (2.64)

Damit folgt aus (2.59) die gesuchte Spektraldarstellung
(00l ) = 3 () e () (2.65)

Sie besagt, dal man aus der Kenntnis der Energieeigenwerte F, und der Energiewellenfunktionen
¥n(x) die Zeitentwicklungsamplitude berechnen kann. Demnach beinhaltet die Zeitentwicklungs-

amplitude die Informationen iiber alle Spektraldaten des Hamilton-Operators.
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Schliefflich diskutieren wir noch die Gruppeneigenschaft der Zeitentwicklungsamplitude. Hierzu
verwenden wir in (2.37) die Vollstandigkeitsrelation (2.34) der Ortseigenfunktionen |x)

(Xe, te|Xa, ta) = / APy (x|e”Htemt)/P)x)) (x| H B —ta) /P x ) (2.66)
und erhalten somit
(%o, tolXas ta) = / APy (Ko, £o]Xs ) (X, tolXas ta) (2.67)

unabhéngig vom gewéhlten Zwischenpunkt ¢,. Diese Gruppeneigenschaft ermoglicht es, fiir die

Zeitentwicklungsamplitude ein Pfadintegral abzuleiten.

2.5 Pfadintegral

Die Feynmansche Formulierung der Quantenmechanik ist wesentlich durch den experimentellen
Befund motiviert, daf§ die Beugung von Teilchen an einem Doppelspalt zu einem charakteristi-
schen Interferenzmuster auf einem Schirm fithrt. Im Wellenbild 148t sich dieses Doppelspaltex-
periment dadurch erkldaren, daf} jeder der beiden unendlich diinnen Doppelspalte Ausgangspunkt
fiir die Huygensche Elementarwelle eines komplexen Wellenfeldes ist. Die Inferenz dieser beiden
Huygenschen Elementarwellen fiihrt dann zum charakteristischen Interferenzmuster, das gerade
das Betragsquadrat der Fouriertransformierten des Doppelspaltes darstellt. Im Teilchenbild hat
das Doppelspaltexperiment die Konsequenz, daf§ ein Teilchen gleichzeitig durch beide Spalte hin-
durchtritt. Bei einem einzelnen Detektionsereignis auf dem Schirm 148t sich experimentell nicht
feststellen, durch welchen der beiden Spalte das Teilchen hindurchtritt.

Nun wird das Doppelspaltexperiment zu einem Gedankenexperiment mit unendlich vielen Spalten
bzw. mit einer Staffelung unendlich vieler Spalte erweitert. Demnach 148t sich die Propagation ei-
nes quantenmechanischen Teilchens zwischen zwei Raum-Zeit-Punkten dadurch beschreiben, dafl
es zur Interferenz aller moglichen Wege zwischen den beiden Raum-Zeit-Punkten kommt. Die ma-
thematische Realisierung dieses Gedankenexperimentes fithrt auf das Feynmansche Pfadintegral,
das die Zeitentwicklungsamplitude (xy, ty|Xq,t,) fiir den Ubergang vom Raum-Zeit-Punkt (Xa, ta)
zum Raum-Zeit-Punkt (xp,t,) durch eine Summation tiber alle moglichen Wege zwischen diesen
beiden Raum-Zeit-Punkten darstellt:

x(tp)=xp .
(%0, ty %, 1) = / Dx AN/ (2.68)
X(ta)=Xa
Dabei wird iiber eine oszillierende Exponentialfunktion aufsummiert, deren Phase vom Verhéltnis

der klassischen Wirkung

A = /tt it {% 2(t) — V(x(t))} (2.69)

zum Planckschen Wirkungsquantum A bestimmt wird. Die Oszillationen werden im klassischen

Limes i — 0 so stark, dal die meisten Wege in (2.68) destruktiv interferieren. Im Limes A — 0
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trigt nach der Sattelpunktsndherung nur der klassische Pfad x(¢) bei, da bei ihm die Wirkung

A[x] extremal wird

OA] ~0, (2.70)
0%X(1) |x(ty=xa v
wobei die Randbedingungen
Xcl(ta) =Xg, Xcl(tb) =Xy (271)

zu beachten sind. Im Rahmen dieser Sattelpunktsniherung 148t sich die Zeitentwicklungsamplitude
(Xp, tp|Xq, ta) durch die klassische Wirkung (2.69) ausdriicken, die entlang des klassischen Pfades

X (t) ausgewertet ist:
A(Xl” tba Xas ta) = -A[Xcl] . (272)

Dieser Zusammenhang wird durch die Van Vleck-Pauli-Morette-Formel [2, Kapitel 4] beschrieben:

1
ty]%a, o) & | ———— Det
(Xbu b|X ) (27TZFL)D €

h

2 . '
0 A(Xba'tba)‘(a,ta) exp {iA(Xb,tb;Xaata)} _ (2.73)
Oxt Ox]

Im Rahmen des Feynmanschen Pfadintegrales kann man demnach den Unterschied zwischen klas-
sischer Mechanik und Quantenmechanik daran festmachen, daf ein klassisches Teilchen von allen
moglichen Wegen nur den klassischen Weg auswéhlt, wihrend ein quantenmechanisches Teilchen
gleichzeitig alle moglichen Wege zuriicklegt. In diesem Sinne stellt das Feynmansche Pfadintegral
eine globale Formulierung der Quantenmechanik dar, wihrend die Schrodinger-Gleichung wegen

der auftretenden partiellen Ableitungen eine lokale Formulierung darstellt.

Wir leiten nun das Pfadintegral (2.68) fiir die Zeitentwicklungsamplitude (2.37) ab. Hierzu unter-
teilen wir das zugrunde liegende Zeitintervall [¢,,%] in NV 4 1 dquidistante Teilintervalle mit der
Breite

ty — ta
€= ]f\’[ — (2.74)
den Stiitzpunkten
t, =to+en; n=0,1,...,N+1 (2.75)
und der Identifikation
to = t,, tny1 =ty . (2.76)

In (2.37) 148t sich der Zeitentwicklungsoperator (2.29) in N + 1 Faktoren zerlegen:

(X, | X ta) = <Xb‘e—ig(tN+1—tN)/h e iH(tn—tn_1)/h | =il (ta—t1)/h e—iﬁ(tl—to)/h|xa> . (217
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Zwischen die N+1 Exponentialfunktionen lassen sich NV Vollstandigkeitsrelationen (2.34) einfiigen,
so daB (2.77) iibergeht in

(%0, ty %, 1) = {H/den} {H(Xme\xn_l,O)} | (2.78)

Hierbei wurde die Kurzzeitentwicklungsamplitude
(X, €[Xn_1,0) = (xp|e” 7/ x,_1) (2.79)
eingefithrt und die Identifikation
X) = Xg, XNl = Xy (2.80)

vorgenommen. Im Grenzproze ¢ — 0, N — oo, ¢(N + 1) — t, — t, einer unendlich feinen

Zeitgitterung erhalten wir schlieSlich

(Xp, to|Xa, ta) = ygol{H/d%n} {H(Xme\xn_l,O)} . (2.81)

n=1

Die Zeitentwicklungsamplitude (2.37) resultiert demnach aus Integralen iiber Produkten von Kurz-
zeitentwicklungsamplituden (2.79). Die explizite Form der Kurzzeitentwicklungsamplitude ergibt

sich dadurch, dafl man den Hamilton-Operator (2.50) verwendet:
(X, €Xn_1,0) = (x,|e R /2MP=VE)e/h Y (2.82)
Hierbei 148t sich die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel [2, Anhang 2A]

e—if)ze/2Mh—iV(5<)e/h — o~ V(X)e/h e—iﬁ2e/2Mh e—iX/h (2.83)

verwenden, bei der ein Operator X von der GroBenordnung O(€?) auftritt, der durch geschachtelte
Kommutatoren der Operatoren der kinetischen Energie p?/2M und der potentiellen Energie V(%)

gegeben ist. Damit faktorisieren die Exponentialfunktionen in (2.82) ndherungsweise:
(X, €]Xn_1,0) A (x| VIS gmiB2e/2MN Y (2.84)

Der dadurch entstandene Fehler von der GréSenordnung €? ist fiir den Grenzprozef3 in (2.81) un-
erheblich. Zur weiteren Berechnung von (2.84) werden die Eigenzusténde |p) des Impulsoperators

p verwendet:

Eigenwertproblem: plp) = plp), (2.85)
Orthonormalitét: (p|py =d(p—-p'), (2.86)
Vollsténdigkeit: /de Ip)(p| =1. (2.87)

Mit Hilfe der Vollstédndigkeitsrelation (2.87) erhalten wir ndmlich

(Xp, €]Xp-1,0) = /den (X0 | D) (Do |Xn_y) €7 Cn)e/ o=/ 20N (2.88)
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Fiir die Ortsdarstellung der Eigenzustiande |p)

Up(x) = (x|p) (2.89)
erhalten wir mit Hilfe von (2.51) und (2.85) die Differentialgleichung

TV () = pp(x). (2.90)

Sie wird unter Beachtung der Ortsdarstellung der Orthonormalitétsrelation (2.86)

/ 0P 1 (%) 15 (%) = 6(p — D) (2.91)
durch ebene Wellen gel6st:
eipx/ﬁ
Up(x) = @rm)DP (2.92)
Demnach geht (2.88) iiber in das Fresnel-Integral
—iV (xn)e/h d"pn —ip2e/2Mbtipn (xXn—%n_1)/h
(Xn, E‘Xn_l, O) ~ e " /W e 'Pn PriXn=Xn-1 . (293)

Setzt man das Zwischenergebnis (2.93) in (2.81) ein, so erhélt man das diskretisierte Pfadintegral

im Phasenraum

(Xp, ty|Xa, ta —hm{H/dD:cn} {

mit der diskretisierten Wirkung

N) N—+1 X, — X% ) p2
_ . n n—1 n n . 2.
e;{p - [2M+V(x )” (2.95)

Im Kontinuumslimes entspricht (2.94) dem Pfadintegral

x(tp)=%p D'xDp
ty|Xa, ta) = e AbPl/R 2.96
(Xbu b|X ’ ) /(ta)_xa (27Th) ( )

N+1

I

und (2.95) der Wirkung im Phasenraum

Alx,p] = /t:b dt {p(t))'c(t) - {p;jf? +V(x(t))” . (2.97)

Dabei sollen die unterschiedlichen Symbole D’'xDp bei der Integration der Pfade im Phasenraum
andeuten, dafl beim diskretisierten Pfadintegral (2.94) ein D-dimensionales Raumintegral weniger

auftritt als bei den Impulsintegralen. Berechnet man dagegen das Fresnel-Integral (2.93) zu

M \P? iM(x, —Xp_1)? i
) n— 70 ~ . - T n 3 2
(Xp, €]xp-1,0) (271’@77,6) exp{ T hV(X )e} (2.98)
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so ergibt sich aus (2.81) schliefllich die zeitgegitterte Version des Pfadintegrales (2.68) im Konfi-

N M D(N+1)/2 A
_1; D i h
(Xp, to|Xa, ta) _lg%{g/d xn} (Wm) e : (2.99)

wobei ANY) die zeitgegitterte Wirkung (2.69) darstellt:

A _ ENi {% (@)2 - v(xn)} . (2.100)

n=1

gurationsraum

Wir beachten, daB in (2.99) ein im Limes ¢ — 0 divergierender Faktor e”PN+1/2 auftritt, der
erst durch Ausfithrung der N-fachen D-dimensionalen Raumintegrale kompensiert wird. Hierzu
betrachten wir als Beispiel das freie Teilchen V(x) = 0, bei dem folgendes Fresnel-Integral zu

berechnen ist:

N M D(N+1)/2 M N+1
Iy = dPz, - n—Xn_1) b 2.101
N {g/ v } (27riﬁe) exp{ 2the nz (%n = 1) } ( )

=1

Spaltet man das Fresnel-Integral iiber xy ab

N-1 A\ P2 v Nl
_ D 9
Iy = {g /d xn} (27?@'715) exp {—% ; (Xp — Xp_1) } Ry, (2.102)

=1

so ergibt sich fiir den Rest

Bo= [ () oo {2 [ e -]} 2109
N = TN oific exp 2iTe XN+1 — XN XN —XN-1 .

durch quadratische Ergidnzung das Resultat

1 M
RN = W exp {—m (XN+1 - XN—1)2} . (2104)

Einsetzen von (2.104) in (2.102) zeigt die Veranderungen auf, die durch das Ausfithren der Inte-

gration iiber x5 eingetreten sind:

N-1 M\ P12 A Ml
I - dD n e n — An— 2
N {L[l/ x } (2m’he) eXp{ 5ihe ;(x X;-1) }

X (Wj\é_e)Ym exp {—% (Xn41 — XN_1)2} . (2.105)

Integriert man noch die restlichen N — 1 Raumintegrale auf dieselbe Weise aus, so erhilt man

= (g s 1>e>)m v gy e o 0 (2:106)

Mit Hilfe von (2.101), (2.106) fithrt das diskretisierte Pfadintegral (2.99), (2.100) fiir das freie

Teilchens V' (x) = 0 zu dem Ergebnis, dafi dessen Zeitentwicklungsamplitude

M b/2 iM(xp — X,)?
_ LM(Xp = Xa)” 2.1
(XIM tb|Xa, ta) (27T’lh(tb _ ta)) exp { Qh(tb — ta) } ( 07)
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mit der Kurzzeitentwicklungsamplitude (2.98) iibereinstimmt. Wir iiberlassen dem Leser den
Nachweis, dafl die Zeitentwicklungsamplitude des freien Teilchens (2.107) das Schrodingerschen
Anfangswertproblem (2.54), (2.55), die Spektralzerlegung (2.65) und die Gruppeneigenschaft (2.67)
erfiillt.

Wir diskutieren nun die Konsequenzen der Wick-Rotation (2.30) fiir das Pfadintegral (2.68). Offen-

bar l&8t sich auch die Imaginérzeitentwicklungsamplitude (2.38) aus einem Pfadintegral berechnen

x(hB)=xy
(xp, hf|Xq,0) = / o Dx e~ AR/ (2.108)

Dabei ergibt sich aber aus (2.69) die euklidische Wirkung

Alx] = /Ohﬁ dr {% (1) + V(X(T))} : (2.109)

bei der die Hamilton-Funktion als Integrand auftritt. Setzt man das Pfadintegral (2.108) in (2.39)

ein, so ergibt sich auch ein Pfadintegral fiir die Zustandssumme:
7 = fpxe—f‘[xl/h. (2.110)

Hierbei lautet aber das Pfadintegralmaf

x(hB)=x
fpx: /de/ Dx, (2.111)
x(0)=x

d.h. es ist in (2.110) iiber alle periodischen Pfade x(7) aufzusummieren:

x(0) = x(hf3). (2.112)

2.6 Harmonische Zustandssumme

Als wichtiges Beispiel der Quantenstatistik eines einzelnen Teilchens berechnen wir im folgenden
die Zustandssumme des eindimensionalen harmonischen Oszillators, der linear an eine &duflere

Quelle j(7) ankoppelt. Hierzu haben wir das Pfadintegral

Z,[j] = f Dy e~ Awlil/h (2.113)
mit der euklidischen Wirkung
ks M M
Aoz, j] = / dr {7 P2(7) + 5 w2 (1) — j(7) x(r)} (2.114)
0

auszuwerten. Dabei sind alle Pfade x(7) zu beriicksichtigen, die beziiglich der Imaginérzeit T die
Periode hf3 besitzen. Diese Pfade besitzen eine Fourier-Zerlegung, die im Rahmen der Gleichge-

wichtsthermodynamik auch als Matsubara-Zerlegung bezeichnet wird:

x(T) = Z Ty €T (2.115)

m=—0oQ
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Hierbei stellen w,, die Matsubara-Frequenzen

wm—z—gm; m=0,+1,%2,... (2.116)
dar. Damit der Pfad (2.115) reell ist, miissen die Matsubara-Koeffizienten z,, der Symmetriebe-
dingung

T =T, (2.117)
geniigen. Zerlegt man die Matsubara-Koeffizienten z,, in ihre Real- und Imaginérteile
Ty, = Rex,, +ilmx,,, (2.118)
so fithrt (2.117) auf
Rex_,, = Rex,,, Imz_,, = —-Imx,, , m==+1,+2,..., (2.119)

wobei xg reell ist. Die Symmetriebedingung (2.117) besagt, dafl sich die Matsubara-Koeffizienten
T, Mit negativem m auf solche mit positivem m zuriickfiithren lassen. Eine Integration iiber alle
Pfade (2.115) entspricht damit gewohnlichen Integralen iiber alle moglichen Freiheitsgrade der

Matsubara-Koeffizienten x,,. Wir definieren daher das Pfadintegrationsmaf als

+oo 0 +oo +oo
]{DIENO/ dxo{HNm/ dRexm/ dImmm}, (2.120)
—00 m=1 —00 —00

wobei wir die Normierungskonstanten Ny, NNV, festlegen durch

[ M M Bw?
Ny =4 —== N, = UL, =1,2,.... 2.121
0 27Th2ﬁ7 T m ( )

Nun setzen wir die Matsubara-Zerlegung (2.115) in die harmonische Wirkung (2.114) ein und

beachten bei der Ausfithrung der 7-Integration das Standardintegral

% '
/ dr e = B3 6 . (2.122)
0

Wir erhalten zunéachst

[e.e]

Adedl= 30 {n0 @) ol - [

m=—00 0

hg ‘
dr j(r)e "m" xm} : (2.123)

was sich mit der Zerlegung (2.118) und den Symmetriebedingungen (2.119) vereinfacht zu

A 1 = M 5 o oo S 2 2 2
oz, gl = h57w ZEO—/O de(T)x0+hﬁMZ(wm+w) [(Rezn)” + (Imay,)°]

m=1

0 hB
) Z /0 de(T){ cos(wn,,7) Re z,,, + sin(w,,7) Im :)sm} : (2.124)
m=1
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Unter Verwendung von (2.120), (2.124) und (2.121) reduziert sich das Pfadintegral (2.113) auf
Produkte gewohnlicher Gauf-Integrale, die sich unmittelbar ausfiihren lassen. Das Ergebnis ist

von der Form
1 13 13
Zulj] = Z., exp {ﬁ/ dT/ dr’ Gfdp) (T, T')j(T)j(T')} , (2.125)
0 0

wobei sowohl die Zustandssumme ohne duflere Quelle

-~ 2

w
Z, = o 2.126
hbw = w2 + w? ( )
als auch der Propagator
Gy = N e 7
= /AT E—— 2.12
®)(r, 7" m;oo VB +o7) ( )

eine Matusubara-Zerlegung besitzen. Wir bemerken, dafl diese beiden Matsubara-Zerlegungen
(2.126), (2.127) gemiB

0

dw

In Z,, = —MpBwGP (1,7) (2.128)

zueinander in Beziehung stehen.

Um Matsubara-Reihen von der Form (2.127) zu berechnen, verwendet man die Poissonsche Sum-

menformel. Sie ergibt sich iiber die Feststellung, dafi die Kammfunktion
K(z)= > 6(xz—m) (2.129)

periodisch ist:
K(z+k) = K(z); k=0,+1,42,... . (2.130)

Deshalb 148t sich die Kammfunktion in eine Fourier-Reihe zerlegen

K(z)= Y K,e (2.131)

n=—oo

wobei sich die Fourier-Koeffizienten K, durch Integration iiber eine Periode ergeben. Es gilt also

beispielsweise
+1/2 '
K, = / dz K (x) e*™ . (2.132)
—1/2

Einsetzen von (2.129) in (2.132) fiihrt auf K, = 1, so daf sich insgesamt die Distributionenidentitét

o0

Yo dw—m)= Y e (2.133)

m=—0oQ n=—oo
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ergibt. Multipliziert man (2.133) mit einer Funktion f(x) und integriert iber die gesamte relle

Achse, so folgt hieraus die Poissonsche Summenformel:

> fm) Z/ dz f(x) e~ 277 (2.134)

m=—0Q n=—oo

Spezialisiert man auf eine Funktion f(m) = F(wy,), so geht (2.134) iiber in

o

> Flom) = Z / ey F (wpy) €~ (2.135)

m=—00

Im Hinblick auf eine erste Anwendung der Poissonsche Summenformel betrachten wir die Funk-

tionen
o(r) = (2.136)
Vhp
die aufgrund von (2.122) der Orthonormalitétsrelation
h3
/0 At 2 (7) 23 (T) = S (2.137)

geniigen. Durch Anwendung von (2.135) konnen wir dann zeigen, dafl diese Funktionen (2.136)
auch eine Vollstandigkeitsrelation erfiillen:

[e.e]

> wn(m) () =P (r — 7). (2.138)

m=—0oQ

Hierbei bezeichnet §®) (7 — ') die periodisch repetierte Deltafunktion:

§P(r —7') = i 5(7‘ — T'+nhﬁ> : (2.139)

Demnach bilden die Funktionen (2.136) eine Basis im Raum der Af-periodischen Funktionen, was
im nachhinein die Matsubara-Zerlegung (2.115) rechtfertigt. AuBerdem bemerken wir, dafl der
Propagator G» (7,7") aufgrund der Matsubara-Zerlegung (2.127) die Differentialgleichung

2
(—% + w ) G (r,7) = % s (r -1 (2.140)

16st, bei der die periodisch repetierte Deltafunktion (2.139) als Inhomogenitét auftritt. Man be-

zeichnet G (1,7') deshalb auch als periodische Greensche Funktion des harmonischen Oszillators.

Wenden wir die Poissonsche Summenformel (2.135) in (2.127) an, so erhalten wir zunéchst

oo

GP(r7)= Y go(r—7 +nhp), (2.141)

n=—oo

wobei die Funktion g, (7) gegeben ist durch

0 2.142
(7) T M / w2 +w?’ ( )
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Das verbleibende w,,-Integral 1a8t sich mit Hilfe des Residuensatzes berechnen. Es sei zunéchst

7 > 0. Dann 148t sich (2.142) iiber einen Halbkreis in der unteren komplexen w,,-Ebene berechnen.

Der Integrand besitzt dort einen Pol an der Stelle w,, = —iw, so dafl der Residuensatz auf
h Res e~ wmT h
w(T) = —— (=273 = T > 0. 2.143

fithrt. Entsprechend ist fiir 7 < 0 der Halbkreis in der oberen komplexen w,,-Ebene zu verwenden,
wo ein Pol an der Stelle w,, = iw auftritt:
h Res g~ wmT h

(1) = —— 97 — “T <0, 2144
9(7) onM Wy = tw W2, + w? oMw T ( )

Beide Fille (2.143) und (2.144) lassen sich demnach zusammenfassen durch

—
9u(7) = 3 e I, (2.145)

Beim Einsetzen von (2.145) in (2.141) beachten wir, da8 7 und 7" im Intervall [0, h5] liegen, so
dal |7 — 7| < kB ist. Wir erhalten deshalb

h ! > ! !
GO (r,7) = 52— {I 3 [erstrrnh) | g } . (2.146)
w

n=1
Die Auswertung der geometrischen Reihe fiihrt schliellich auf den Propagator

h  coshw (|7 — 7| — h3/2)
(p) N —
Gl T) = 93 sinh 3w /2 ' (2.147)

Wir beobachten, daf§ (2.145) gerade den Tieftemperaturlimes des Propagators (2.147) darstellt:

go(T —7') = lim G®(r,7'). (2.148)

p—o0

Demnach besagt (2.141), dafl der Propagator G, (7,7") durch periodische Repetierung des Tief-

temperaturpropagators g, (7 — 7’) entsteht.

Die explizite Form des Propagators in (2.147) kénnen wir nun verwenden, um auch die Zustands-
summe ohne duflere Quelle (2.126) zu berechnen. Wir erhalten aus (2.128) und (2.147)

0 hi

E InZz, =-— - coth hfjw/2, (2.149)
so dafi sich durch Integration zunéchst
7, = MTCMW/Q (2.150)
ergibt. Andererseits lesen wir aus der Matsubara-Zerlegung (2.126) ab
Z, ! w— 0, (2.151)

N
hBw’



32 KAPITEL 2. QUANTENSTATISTIK EINES TEILCHENS

so daf die Integrationskonstante in (2.150) zu C' = 1 bestimmt werden muf}. Damit lautet die

harmonische Zustandssumme ohne duflere Quelle

1

Ly=—F—"""—. 2.152
2sinh Afw /2 ( )

Es handelt sich hierbei tatsichlich um die korrekte Zustandssumme, da man aus (2.17) mit den

Energieeigenwerten des harmonischen Oszillators

1
B, = hw (n + 5) (2.153)
die geometrische Reihe
Z, = e /2N " g (2.154)
n=0

erhilt, die unmittelbar auf (2.152) fithrt. Dies rechtfertigt im nachhinein, dafi wir die Normie-
rungskonstanten Ny, N,,, im Pfadintegralmafl (2.120) durch (2.121) festgelegt haben.

2.7 Harmonische Imaginirzeitentwicklungsamplitude

Wir wollen nun fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator, der linear an eine duflere Quelle
ankoppelt, auch lokale Gréfen wie zum Beispiel die Dichtematrix berechnen. Deshalb wenden wir

uns dem Pfadintegral fiir die Zeitentwicklungsamplitude zu
z(ty) = S
(bl o)l = [ Do, (2155)
x(ta)=Tq
wobei die klassische Wirkung gegeben ist durch

Alz, j] = /t bdt{%i«?(t) - %w%ﬂ(t)%— j(t)z(t)} (2.156)

und j(t) die &uBere Quelle bezeichnet. Es zeigt sich, daB fiir dieses System die Van Vleck-Pauli-
Morette-Formel (2.73) exakt giiltig ist:

(. o0, £ ] = \/ —1 02 A(wp, ty; Tas ta) ] eXp{iA(zb,tb;Iaata)[j]} , (2.157)

2mih 0,01y h

Wir miissen daher die klassische Wirkung (2.156) entlang der klassischen Trajektorie z.(t) aus-

werten:
A(l’b, tb; Lq, ta)[j] = A[xclaj] . (2158)

Dabei ist die klassische Trajektorie x.(t) durch Extremalisierung der Wirkung

0A[z j]
0(t) {o(t)=sa(t

=0 (2.159)
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und die Randbedingungen
Ta(ta) = Ta za(ty) = b (2.160)

bestimmt. Einsetzen von (2.156) in (2.159) fithrt auf eine lineare, inhomogene Differentialgleichung

zweiter Ordnung:

Fa(t) +w?za(t) = % : (2.161)
Die allgemeine Losung von (2.161) lautet
Ta(t) = zp(t) + 2, (t) , (2.162)
wobei xy,(t) die homogene Losung von
Fn(t) + w? oy (t) = 0. (2.163)
und z,(t) eine partikuldre Losung darstellt:
Fp(t) +w?ay(t) = =~ (2.164)
Wahlt man die homogene Losung zy,(t) so, dal die Randbedingungen
n(ty) = T4, xn(ty) = oy (2.165)
gelten, dann folgt fiir die partikuldre Losung x,(%):
zp(te) = xp(ty) = 0. (2.166)
Zunichst erhalten wir als Losung von (2.163)
xp(t) = ¢1 coswt + o sinwt, (2.167)

wobei die Einarbeitung der Randbedingungen (2.165) die Koeffizienten ¢y, ¢y bestimmt:

T, Sinwty — xp sinwt, Ty coswt, — T, Coswiy

“ sinw(ty, — t4) ’ “ sinw(ty, — t4) ( )
Damit lautet die homogene Losung von (2.163) und (2.165):
i t—1q o S iy — 1
on(t) = xp sinw( )+ o sinw(ty, —t) (2.169)

sinw(ty, — t,)

Eine partikuldre Losung () 148t sich aufgrund der Linearitdt der Differentialgleichung (2.164)
mit Hilfe der Greenschen Funktion G(t,t') angeben:

2 (t) = /t " Gt % | (2.170)

Die Greensche Funktion erfiillt dabei wegen (2.164) die Differentialgleichung

(5—; + uﬂ) G(t,t) =6t —1t) (2.171)
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und wegen (2.166) die Randbedingungen
G(ty,t') = G(ty,t') = 0. (2.172)

Im Falle t # ¢’ werden (2.171), (2.172) gelost durch

Git.t) = A(t) sinw(ty —t) st >t (2.173)
U B() sinw(t—t,) s t<t. '

Wir nehmen nun an, daf§ die Greensche Funktion G(¢,t') an der Stelle t = ' stetig ist

lim {G(t,t') — G(t,t) } =0, (2.174)
=0 t=t/+e t=t'—¢
so daf} sich aus (2.173) die Bedingung
A(t') sinw(ty, —t') — B(t') sinw(t’ —t,) =0 (2.175)

ergibt. Dann besitzt die erste Ableitung der Greenschen Funktion G(t,t') an der Stelle ¢t = t’ einen
Sprung. Eine Integration von (2.171) von t = t' — € bis t = t’ 4 € fiihrt auf die Sprungbedingung

/ /
i { 260 96T ~1 (2.176)
0 S M CLN P
was sich mit (2.173) auf die Gleichung
1
A(t") cosw(ty —t') + B(t') cosw(t' —t,) = —— (2.177)
w

reduziert. Aus dem homogenen linearen Gleichungssystem (2.175), (2.177) folgt

sinw(t’ —t,) sinw(t, — t')

Alt) = — B(t") = — 2.178
(*) wsinw(ty, —t,)’ (*) wsinw(ty, —t,) ( )

so da die Greensche Funktion (2.173) lautet:
Git.t) = Ot —t)sinw(ty — t)sinw(t’ —t,) + O — 1) sinw(ly — ) sinw(t — ta)  (@2.179)

wsinw(t, —t,)
Nach (2.162), (2.169), (2.170) und (2.179) erhalten wir fiir die klassische Trajektorie

xp sinw(t - ta) +xa sinw(ty —t) | 1 /tb at' ()
sinw(ty — tq) Mwsinw(t, — t,) J;,

X [@(t — ¢)sinw(ty — t) sinw(t’ —to) + OF — t)sinw(ty — t') sinw(t — ta)] . (2.180)

LL’Cl(t) =

Zur Berechnung von (2.158) miissen wir die klassische Wirkung (2.156) entlang dieser klassischen
Trajektorie auswerten. Hierzu bemerken wir, dafi (2.156) durch eine partielle Integration unter
Beachtung von (2.160) und (2.161) iibergeht in

.A(SL’b, tb; L, ta)[j] = % [i‘cl(tb)xb — i’cl(ta)l’a] + % /t b dtj(t) S(,’Cl(t) . (2181)
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Die hierbei benotigten Geschwindigkeiten i (¢) der klassischen Trajektorie an den Randpunkten
t =tp, t =1, ergeben sich aus (2.180) zu

. wlzy cosw(ty — ty) — x4 1 /tb .. , o
alt ; dt t'—tq) gt
Falts) sinw(ty, — t,) + Msinw(ty, —t,) Jy, sinw( )J(t)
. wlzy — x4 cosw(ty — ta)] 1 /tb , N o
alta) = . - p dt ty — 1 t). (2.182
Fata) sinw(ty, — t,) M sinw(ty, —ta) Js, sinw(ty =) j(t)- ( )
Aus (2.180)—(2.182) ergibt sich damit die klassische Wirkung (2.158) unter Beachtung von (2.169):
Mw

Az, ty; 2o, ta)[j] = ri+ xi) cosw(ty — ty) — 22424

2sinw(t, — t,) i

+/j"dmh /dt/ ' GEE) i) (F) . (2.183)

Mit Hilfe der Van Vleck-Pauli-Morette Formel (2.157) folgt dann die gesuchte Zeitentwicklungs-

amplitude:

; Mw iMw [(2} + 22) cosw(ty — ta) — 227,
(b, to|Ta, ta)[J] = \/ exp{ [(w ) (ty ) b ]}

2mihsinw(t, — t,) 2hsinw(ty, — t,)

xexp{i—i/t:bdtxh( %M/ dt/ 4 Gt §(8) it )} - (2.184)

Fithrt man die Wick-Rotation analog zu (2.38) durch

ty=—ihB

(@b, BB| x4, 0)[J] = (21, |20, ta) 7] , (2.185)

ta=0
so 148t sich die Imaginérzeitentwicklungsamplitude des harmonischen Oszillators mit &uflerer Quel-
le berechnen. Sie ist gemé$ (2.155), (2.156) durch das Pfadintegral

(hB)=m, '
(a8l 001 = [ L Decen, (2.156)
x(0)=zq

mit der euklidischen Wirkung (2.114) gegeben. Aus (2.184) und (2.185) lesen wir dann folgendes
Resultat ab

(xb’ hﬁ|Ia> 0)[]] =

xexp{

Hierbei bezeichnet xy (7

2mh sinh hfw 2h sinh hfw

K3 K3 3
/ dr xn (T 2h2/ dT/ dr' GO (r, 7Y (1) j (7'/)}. (2.187)
0

die Wick-Rotation des homogenen Pfades (2.169)

Mw { Muw [(z} + 22) cosh Afjw — 2z, }
exp { —

\_/ St =

 apsinhwr + 2, sinhw(hf — 7) (2.188)
- sinh Afw '

S(Zh(T) = S(Zh(t)

t=—it1

und G2 (1,7') die Wick-Rotation der Greenschen Funktion (2.179)

t'=—i1’ B A
"~ Muwsinh hBw

+O(7" — 7) sinhw(h3 — 7') sinh um‘} : (2.189)

{@(7’ — 7'} sinhw(hf — 7) sinh w7’

w

G(D)(T,T/) = — %G(t,t')

t=—it1
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Wir bemerken, dafl sich die Imaginérzeitentwicklungsamplitude (2.187) in die Zustandssumme
(2.125) tiberfiihren 148t:

Zuj] = /_OO dx (z, hf|z,0)[j] . (2.190)

e}

In der Tat fithrt das Einsetzen von (2.187)—(2.189) in (2.190) auf unser friitheres Resultat (2.125)
mit (2.147) und (2.152). Im Falle einer verschwindenden &ufieren Quelle erhalten wir damit fur

die Dichtematrix (2.42) des harmonischen Oszillators

1

Pl 70) = s (o, B, 0] (2.191)

den Ausdruck

Mw Muw [(z? + %) cosh hBw — 2zp7,]
=4/ — h 2 — - . 2.192
Po(b: Ta) \/ o nhAdw/2 exp { 2hsinh hfw (2.192)
Deren Diagonalelemente stellen eine Gauf3-Verteilung dar
po(z, ) = L e (2.193)
w Y /—27-('0-2 )
deren Standardabweichung gegeben ist durch
9 h
o coth hfw/2 . (2.194)

- 2Mw

Im Hochtemperaturlimes 7" — oo zeigt diese Standardabweichung das klassische Verhalten

2.8 Semiklassische Niherung

Wir kehren nun wieder zur Imaginérzeitentwicklungsamplitude eines Teilchens in D Raumdimen-
sionen zuriick, die durch das Pfadintegral (2.108) mit der euklidischen Wirkung (2.109) berechnet
werden kann. Im folgenden wollen wir dieses Pfadintegral im Rahmen der sogenannten semiklas-
sischen Naherung auswerten, d.h. wir beschréanken uns auf solche Potentiale V' (x), die raumlich
nur schwach variieren. In fithrender Ordnung reduziert sich dann (2.108) néherungsweise auf das

Pfadintegral eines freien Teilchens.

Der Ausgangspunkt der semiklassischen Néherung besteht darin, da§ wir den Pfad x(7) in (2.108)
geméafl x(7) = X + 6x(7) in das Pfadmittel X = (x; + x,)/2 und in die Fluktuationen 6x(7)
zerlegen. Damit geht (2.108), (2.109) iiber in

Sx(hB)=Ax/2 1 [hs M .o
(xp, AB|%4,0) = / Dox exp {—— / dr {— ox (1) + V(§+ 5x(7‘))} } , (2.196)
5x(0)=—Ax/2 h Jo 2
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wobei als Abkiirzung Ax = x;, —x, eingefiihrt wurde. Fiir schwach rdumlich variierende Potentiale
ist es gerechtfertigt, den Potentialterm in (2.196) beziiglich der Fluktuationen 6x(7) in eine Taylor-

Reihe zu entwickeln:
v(x + 5x(r>) = V() + 0,V (%) 6z:(7) + % 0,0,V (%) dari(7) 625(7) + . .. . (2.197)

Hierbei wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, wonach iiber doppelt auftretende
Indizes automatisch zu summieren ist. Setzt man (2.197) in (2.196) ein, so ist auch der Integrand

des Pfadintegrales beziiglich der Fluktuationen 6x(7) in eine Taylor-Reihe zu entwickeln:

_ ox(hB)=Ax/2 1 h3
(xp, hB|%q,0) = e PV® / Déx<q1— —/ dr [Q-V(i) ox;(7)
0x(0)=—Ax/2 h 0
1 13 13

+ 3 0,0;V(X) dx; (1) 0;(T) + . 2ﬁ2 / dT/ dr’ 8 V( )0z (1) O;V(X) 05 (7")
K3 '

+...}+...}exp{—1/ drgéxz(T)} . (2.198)

hJo 2
Fiihrt man die Imaginérzeitentwicklungsamplitude

ox(hB)=Ax/2 1 hs M . o

(Ax/2, hB| — Ax/2,0) = / Déx exp {—— / dr Y 5y (T)} (2.199)
5x(0)=—Ax/2 h Jo 2

und die Erwartungswerte

1 ox(hB)=Ax/2 1 ks M .9
(4) = TR B2 gy y PR [ g K] 2w

ein, dann reduziert sich (2.198) auf

1 [he
(xp, hB|%q,0) = e PV (Ax/2, B3| — Ax/2, 0){1——/ dr O,V (X) (6x5(1)) — haa V(x)

X/OhﬁdT@xi(T)&L’j(T» 2 VR V(% /hﬁdT/hﬁdT (54(7)02;(7)) + } (2.201)

Sowohl die Imaginarzeitentwicklungsamplitude (2.199) als auch die Erwartungswerte (2.200) lassen

sich aus dem erzeugenden Funktional des freien Teilchens bestimmen

(Ax/2, B3| — Ax/2,0)[j] / A Ddx{—% /0 Vi [% 55 (7) — j(7) 5x(7)” (2.202)

5x(0)=—Ax/2 2
dessen explizite Form aus (2.187)—(2.189) im Limes w | 0 abgelesen werden kann:
M \P"? Mo, 1M o1 ,
(Ax/2,hf| — Ax/2,0)[j] = (27Th2ﬂ) exp {—2 Ax® + ﬁ/o dr (— - 5) Ax j(T)

h6 hg T—T — 1) -7 — 7T
+2—;2 dT/ g AT =T)EB )Jﬁg( (75 )j(f)j(T')}. (2.203)

Fiir die Imaginérzeitamplitude (2.199) erhalten wir demnach

D/2
(Ax/2,hf| — Ax/2,0) = (%) exp{ 2¥ﬂ sz} (2.204)
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Die in (2.201) benétigten Erwartungswerte (2.200) ergeben sich geméfl

1 4] .
30 = G " XM 20| L 220
1 ) )
dxi(T)0x;: (7)) = h h Ax/2, h Ax/2,0)[j 2.206
) = G m) M M (O~ a2, 0 (2.0
und fithren auf die Ausdriicke
T 1
i) = (55 - 3 ) Ao (2.207)
und
o T 1 T 1
(0z;(T)dz;(7")) (ﬁﬂ 2) (ﬁﬂ 2) Az; Az,
O(r =1 hB —1)T" +O(7" —T)(h3 — T")T
+ E 5 (2.208)
Setzt man (2.204), (2.207), (2.208) in (2.201) ein, so treten die folgenden 7-Integrale auf:
"o o1 "0 T 1\ "o (hB)?
/0 d7<%—§>—0, A dT(ﬁ_§) —E, A dT(hﬁ—T)’T— 6 s
h3 h3 (hﬂ)A‘
/ dr / dr' |O(r = 7)(hG = 7)7 + O’ = 7)(h6 —7)7| = == (2.209)
0 0
Das Ergebnis fiir die semiklassische Naherung der Imaginérzeitentwicklungsamplitude lautet:
D/2
(x5, BB[x,0) = (L ) exp axt— v - 2 (axv ) v
W R 2mh23 2h2ﬁ 24
h2ﬁ2 _ h2ﬂ3 9
oM AV (X) + YIYi [VV ()] +.. } . (2.210)

Fiir die Zustandssumme (2.39) erhalten wir dann

M D/2 v h262 h263 )
7= (7%7126) /dee oy {1—12MAV(X)+24M YV ()] +} (2.211)

was sich durch partielle Integration im letzten Term reduziert auf

D/2
— (%) /de {1 — gjj; AV (x)+ .. } e AV (2.212)

In fithrender Ordnung der semiklassischen Nédherung ist demnach die Zustandssumme durch den
klassischen Ausdruck (2.10), (2.11) gegeben. Die Quantenkorrekturen in (2.212) sind von der
Ordnung A2 und hiingen von der Kriimmung AV (x) des Potentials ab. Wir bemerken, daf die se-

miklassische Ndherung Ausgangspunkt fiir die Entwicklung des Thomas-Fermi-Modells des Atoms
ist [2, Abschnitt 4.10].
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Betrachten wir als Beispiel das Potential des anisotropen harmonischen Oszillators

M &
_ 2.2
Vix) = ;w 2l (2.213)
In der semiklassischen Naherung, dafl alle Frequenzen wq, ..., wp sehr klein sind, erhalten wir
aus (2.212) das Ergebnis
1 D 232 w?
7 = l——+ ... 2.214
(3 a)D { SYREE (2:214)

wobei die Abkiirzungen @, w? gegeben sind durch

D 1/D 1 D
&= w; , wl= =) w2 2.215
(11-) 3 220

Die semiklassische Néherung (2.214) des anisotropen harmonischen Oszillators 148t sich aber auch

auf anderen Wegen berechnen:

e Aus der Zustandssumme des eindimensionalen harmonischen Oszillators (2.152) erhalten wir

D
1
Z = _ 2.216
H 2sinh hfw; /2’ ( )
was sich durch Taylor-Entwicklung fiir kleine Frequenzen wy, ... , wp direkt auf (2.214)

reduziert.

e Mit den Energiecigenwerten des eindimensionalen harmonischen Oszillators (2.153) 148t sich

die Spektraldarstellung

D oo
Z=1[>_ e rbwtmti (2.217)
i=1 n;=0
ablesen. Fiir kleine Frequenzen wi, ... , wp sind die Abstdnde zwischen den Energieni-

veaus AFE; = hw; klein gegeniiber der thermischen Energie kg7 = 1/5. In diesem Fall
gehen die diskreten Energieniveaus gegen ein Quasikontinuum und die einzelnen Summen

in (2.217) lassen sich durch Integrale approximieren. Dieser Grenziibergang wird durch die
Euler-MacLaurin-Formel [4, Anhang 6C]

b X / ,
b b) —
s = [ sy OO SOT@ -
beschrieben. Damit erhalten wir zunéchst
D

. 1 1 hfw;

— _hﬁwz/2 - - 4
A ,-1:[16 {hﬁwi+2+ - +} (2.219)

was durch Taylor-Entwicklung in den Frequenzen wy, ..., wp schliefllich in (2.214) {ibergeht.
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Falls fiir ein vorgebenes Potential V' (x) weder die Zustandssumme noch die Energieeigenwerte
exakt analytisch bekannt sind, dann 148t sich die semiklassische Zustandssumme dennoch geméaf
(2.212) berechnen.

Ist die Zustandssumme Z([3) eines quantenstatistischen Systems bekannt, so ergibt sich dessen

Zustandsdichte p(FE) iiber eine analytische Fortsetzung geméifl

At g, (i
p(E)—/_OO27The Z v (2.220)

Aus (2.8) folgt demnach die klassische Zustandsdichte

() = [ Tt 8 (B — Hxp) (2.221)

und aus (2.17) die quantenmechanische Zustandsdichte
p(E)=> 6(E—E,) . (2.222)

Im Falle des anisotropen harmonischen Oszillators (2.213) erhalten wir mit den Energieeigenwerten
(2.153)

[e.e] [e.e] D
p(E):Z...Z5(E—hw1n1—...—thnD—§hw), (2.223)
n1=0 np=0

d.h. die quantenmechanische Zustandsdichte besteht aus einer Uberlagerung von Deltafunktionen.
Aus (2.9) und (2.213) ergibt sich die klassische Zustandsdichte (2.221) zu

< dt . D1 daydp; it it Mw?
a(E) = — ¢iBt/h / e - 2 La?y 2.224
pa(E) /_OO oh 11 oh P\ T opm VT Top M (2.224)
Berechnet man die Fresnel-Integrale im Phasenraum, so gilt
It 6iEt/h
a(F) = — . 2.22
palE) /_OO 27h (itw)P (2:225)
Das verbleibende Integral 148t sich mit Hilfe des Schwinger-Tricks
1 1 o
o d z—1 —oa 2.99
@t T(2) / e (2:226)
berechnen und wir erhalten
ED—l
G(F)= ———— 2.227

Mit der semiklassischen Néherung (2.214) der Zustandssumme erhalten wir fiir die Zustandsdichte
(2.220) entsprechend

D—1 2792 mD-3
1 {E DRE } (2.228)

(D) 24T(D —2)
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Demnach entspricht der fiihrende Term in der semiklassischen Néaherung der Zustandsdichte
(2.228) gerade der klassischen Zustandsdichte (2.227).

Die im Rahmen der semiklassischen Néherung gewonnenen Resultate fiir die Zustandssumme
(2.214) und die Zustandsdichte (2.228) des anisotropen harmonischen Oszillators (2.213) sind
zwar die fiihrenden Terme einer systematischen Entwicklung fiir kleine Frequenzen wq, ... , wp.
Beide Entwicklungen haben aber den Nachteil, daf} sie negative Beitrige beinhalten. Es ist daher
nicht sinnvoll, sie fiir alle Parameterwerte, wie zum Beispiel § oder F, auszuwerten. Wir konnen
aber eine Umentwicklung dieser semiklassischen Ndherungen angeben, bei der nur positive Bei-

trage in den entsprechenden Entwicklungen auftreten.

Hierzu betrachten wir unser fritheres Zwischenresultat (2.219) fiir die Zustandssumme. Es moti-

viert, die Zustandssumme zu faktorisieren
Z =e P07, (2.229)

wobel

D
Dhw 1
Ey=—1, b= ;w (2.230)

die Grundzustandsenergie bezeichnet und der Rest

N eDhﬁw/Z D h262 E
J=—<1l——+ ... 2.231
(hB&)D { T (2231)
fiir kleine Frequenzen wq, ..., wp entwickelt wird:
- 1 Dh3w  Dh*3? (3Dw? — w?)
Z = 1 N 2.232
(h3G)D { LI 2 + (2:232)

Die Faktorisierung der Zustandssumme in (2.229) hat die Konsequenz, daf§ die Energie E in der

Zustandsdichte (2.220) relativ zur Grundzustandsenergie £, auftritt:
< odt ~ (it
_ WU iE-Eot/h 5 [
p(E) /_OO 57 € Z (h) . (2.233)

Fiir den anisotropen harmonischen Oszillator erhalten wir aus (2.232) und (2.233):

1 [(E—-E)P'  Dhw(E— Ey)P2
PE) = Gop { (D) o0(D — 1)
Dh? (3Dw* — w?) (E — Ey)P~3

2AT(D —2) +.p

(2.234)






Kapitel 3

Ideale Quantengase im kanonischen

Ensemble

Es zeigt sich, dafl die quantenmechanischen Gesetze fiir Vielteilchensysteme nur unter der Annah-
me formuliert werden konnen, dafl identische Teilchen ununterscheidbar sind. Es ist ndmlich eine
experimentelle Tatsache, daff sich identische quantenmechanische Teilchen immer gleich verhalten
und durch keinerlei objektive Messung voneinander unterschieden werden kénnen. Im folgenden
untersuchen wir, welche Konsequenzen sich aus diesem fundamentalen Prinzip der Ununterscheid-

barkeit identischer Teilchen ergeben.

3.1 Identische Teilchen — Bosonen und Fermionen

Physikalisch relevant sind die Erwartungswerte von Observablen. Das Prinzip der Ununtscheidbar-
keit identischer Teilchen besagt dann, dafl sich diese Erwartungswerte nicht &ndern diirfen, wenn

man in der N-Teilchen-Wellenfunktion die Nummerierung zweier Teilchen miteinander vertauscht:
/del /dD:L'NQ/)*(xl,...,xj,...,xk,...,XN)O@D(xl,...,xj,...,xk,...,xN)
:/del .-./dDJJNQﬂ*(Xl,...,Xk,...,Xj,...,XN)OAQ/}<X1,...,Xk,...,Xj,...,XN). (3.1)

Aus dieser Definitionsgleichung fiir ununterscheidbare identische Teilchen werden wir nun charak-
teristische Eigenschaften fiir die N-Teilchen-Wellenfunktionen v (xy, ..., xy) und fiir die Operato-
ren O ableiten. DaB man in (3.1) die Giiltigkeit der Erwartungswerte nur fiir die Vertauschung von
zwei Teilchen fordert, bedeutet keine prinzipielle Einschrankung, da jede beliebige Permutation P

als Produkt von Transpositionen ij darstellbar ist
P=1]2m, (3.2)
wobei die Wirkung von ij definiert ist durch

Pih(X1, .y X, o Xy XN) = (X0 Xy o Xy XN - (3.3)
43
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Die Transposition pjk ist offenbar involutorisch, d.h. die zweimalige Anwendung der Transposition

]%-k fihrt wieder zur selben Wellenfunktion zuriick:

A A ~ ~ 1

Piu Py =1 = P = P (3.4)

Mit Hilfe des Transpositionsoperators pjk 148t sich die Definitionsgleichung (3.1) fiir identische

Teilchen von der Ortsdarstellung in die darstellungsfreie Formulierung umschreiben:
(GIOf) = (P ¥]O| Py ) = ([P} O Pt)) (3:5)

Aus der trivialen Zerlegung

(@0l) = 1 {te+l0le+v) — (o= 610lo - ¥)
+ilp+ |0l +iv) — ilp — it|Ole — iv) | (3.6)

folgt dann mit (3.5) eine Identitét fiir beliebige Matrixelemente

~

(plOlW) = (¢l P}, O Pil) (3.7)

und damit eine Identitét fiir Operatoren:

O =Pl OPy,. (3.8)
Setzt man hierin speziell O = ij ein, so folgt mit der involutorischen Eigenschaft (3.4) die
Hermiteizitét
Py = P, (3.9)
und die Unitaritét
Pyl =P, (3.10)

des Transpositionsoperators Pj;,. Ferner folgt aus (3.8) und (3.10), da8 jeder Operator O mit dem

Transpositionsoperator P, kommutiert:

~

51,0] = PO~ 0P =0, (3.11)

Da dies insbesondere auch fiir den Hamilton-Operator O = H gilt, gibt es N-Teilchen-Wellen-
funktionen, die gleichzeitig Eigenfunktionen zum Hamilton-Operator H und zu allen Transpositi-

onsoperatoren }/\7],6 sind:
H|y) = E[y), Pilv) = Py ). (3.12)

Aufgrund der Hermiteizitéit (3.9) des Transpositionsoperators pjk sind dessen Eigenwerte reell.
Aus der involutorischen Eigenschaft (3.4) folgt ferner P73 = 1. Demnach sind die Eigenwerte des

Transpositionsoperators ij entweder Pj, = 1 oder Pj, = —1.
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Es ist einsichtig, dafl eine N-Teilchen-Wellenfunktion ¢ (xy,...,xy), die Eigenfunktion zu allen

Transpositionsoperatoren ]%k ist, immer denselben Eigenwert besitzt. Aus der Identitét
Plj ﬁ% Plg pgk plj Y(X1, X2, ooy Xy ey Xy oo, XN) = pjkw(xl,XQ, ey Xy Xy, X)) (3.13)
folgt die Operatorzerlegung
151;’ Py Pry p2kplj = Ajk; (3.14)
so dafl sich fiir die entsprechenden Eigenwerte die Behauptung ergibt:
Pji, = Pisy. (3.15)

Identische Teilchen besitzen demnach entweder eine symmetrische (e = +1) oder eine antisymme-
trische (e = —1) Wellenfunktion:

Pyly©) = el . (3.16)

Aus (3.9) und (3.16) folgt, dafl symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen zueinander

stets orthogonal sind:

(W™ 1T) = (7P ™) = (Bt = — (Y7 [9T) = 0. (3.17)

Auflerdem behalten identische Teilchen ihren Symmetriecharakter fiir alle Zeiten bei. Da der Zeit-
entwicklungsoperator U (ty, t,) einen Anfangszustand |¢°(,)) mit einer definierten Symmetrie €,
in einen Endzustand ¢ (t,)) = U (ty, to)|¢(t,)) mit einer definierten Symmetrie €, abbildet, folgt
aus (3.11) und (3.16):

et (1)) = Pk [0 (tn)) = Uty ta) Pix [ (ta)) = €al 0 (1)) = & =¢€. (3.18)

Als Ergebnis konnen wir daher festhalten, dal der Hilbert-Raum identischer Teilchen entweder
nur symmetrische oder nur antisymmetrische Wellenfunktionen beinhaltet. In der relativistischen
Quantenfeldtheorie wird gezeigt, welcher Hilbert-Raum fiir welchen Teilchentyp vorkommt. Nach
dem Spin-Statistik-Theorem von Pauli werden identische Teilchen mit ganzzahligem Spin, die Bo-
sonen, durch symmetrische Wellenfunktionen und identische Teilchen mit halbzahligem Spin, die

Fermionen, durch antisymmetrische Wellenfunktionen beschrieben.

Wir bemerken, dafi der Fall von D = 2 Raumdimensionen getrennt zu behandeln ist. Es stellt
sich heraus, dafl es in D = 2 Raumdimensionen nicht nur 2 Sorten identischer Teilchen sondern
ein ganzes Kontinuum von Teilchensorten gibt. Diese sogenannten Anyons werden durch einen
kontinuierlichen Parameter € beschrieben, der zwischen den Bosonen ¢ = +1 und den Fermionen
e = —1 interpoliert. Physikalisch relevant sind die Anyons beispielsweise fiir das Versténdnis des
Quanten-Hall-Effektes. Eine Einfiihrung in die Physik der Anyons findet sich im Lehrbuch [9].
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3.2 Nichtwechselwirkende identische Teilchen

Im allgemeinen ist es sehr aufwendig, N-Teilchen-Wellenfunktionen unter Beachtung der Symme-
trieeigenschaften zu berechnen. Das soll im folgenden am Beispiele nichtwechselwirkender identi-

scher Teilchen illustriert werden. Hierzu ist die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

If[(X1,...,XN)¢(X1,...,XN) = E¢(X17"'7XN) (319>

fiir einen Hamilton-Operator zu 16sen, der sich additiv aus 1-Teilchen-Hamilton-Operatoren (2.53)
zusammensetzt:
N
H(xy,...,xy)= > H(x,). (3.20)
v=1
Demnach besitzen alle betrachteten Teilchen dieselbe Masse M und bewegen sich im selben &dufle-
ren Potential V' (x), so daf} sie identische Teilchen darstellen. Wir gehen davon aus, dafl die 1-
Teilchen-Wellenfunktionen ), (x) und die 1-Teilchen-Energien E,, als Losungen der zeitunabhéngi-
gen Schrodinger-Gleichung (2.62) in Abhéngigkeit der Quantenzahlen n bekannt sind und dafl die

¥n(x) eine orthonormale Basis im Sinne von (2.63), (2.64) darstellen.

Wiéren die Teilchen unterscheidbar, dann wiirden die Losungen der zeitunabhéngigen Schrédinger-
Gleichung (3.19) in die 1-Teilchen-Wellenfunktionen faktorisieren:

wnl ~~~~~ ny (le s 7XN) = H ¢nl, (X,,) (321)

N
En1 ..... ny — Z Enl, . (322)

Hierbei wollen wir der Einfachheit halber davon ausgehen, daf die besetzten 1-Teilchen-Zusténde
verschieden sind, d.h. daB n, # n,, fiir v # p gilt. Aus der Orthonormalitéts- und Vollstandigkeits-
relationen der 1-Teilchen-Wellenfunktionen (2.63), (2.64) wiirden dann unmittelbar entsprechende
Relationen fiir die N-Teilchen-Wellenfunktionen (3.21) folgen:

-----

D> g (K1 XN R (K X)) = 0(x = X)) - S(xy — xly) . (3.24)

.....

/lelfl s /dDZL'N ,lvbnl _____ nN(X1> e >XN) ’gb:;,l 'y (Xl, Ce >XN) = 5111711'1 e 6HN7H'N 5 (323)

Da identische Teilchen aber ununterscheidbar sind, muf§ die N-Teilchen-Wellenfunktion symme-

trisch bzw. antisymmetrisch sein. Hierzu wird der (Anti-)Symmetrisierungsoperator

ge=> e p (3.25)

P
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eingefiihrt, bei dem sich die Summation iiber alle Permutationen P erstreckt und p(P) die Anzahl
der Transpositionen einer Permutation gemifl der Zerlegung (3.2) bezeichnet. Multipliziert man
einen Permutationsoperator P in der Summe (3.25) mit einem einzelnen Transpositionsoperator
pjk, so ergibt sich ein anderer Permutationsoperator P’ = ij P der Summe mit |p(P")—p(P)| = 1.

Dies hat folgende Konsequenz:

Py S¢ = eS¢ (3.26)
Durch die Vorschrift
N
Uiy (X1 xXn) = Niy o0 ST o, (x0) (3.27)
v=1

werden wegen (3.26) aus den N-Teilchen-Wellenfunktionen (3.21) symmetrische (¢ = +1) und
antisymmetrische (e = —1) N-Teilchen-Wellenfunktionen mit der Eigenschaft (3.16) konstruiert.
Aufgrund des Prinzips der Ununterscheidbarkeit sind dabei die (anti-)symmetrischen N-Teilchen-
Wellenfunktionen von der Reihenfolge der Quantenzahlen n;, ... ny unabhéngig. Dies wird in
(3.27) durch den Index {m;, ....ny} zum Ausdruck gebracht. Wir bemerken, dafi die (anti-
Jsymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktion (3.27) aufgrund von (3.2), (3.3), (3.25) die explizite

Form

Viny oyt (X5 XN) = Ny Z P Yy (Xp(1)) + + Yny (Xp(v) (3.28)
P
besitzt. Fiithrt man die Ortskoordinaten Xp(1), ..., Xp(y) in die Standardordnung x,, ..., x iiber,
so gehen die Quantenzahlen ny, ..., ny aufgrund von (3.2), (3.4) iiber in np(, ..., np):
¢F{n1 ..... nN}(X17 e X ) N{m ..... ny} Z ¢DP(1) Xl) e 7vbllp(z\r) (XN) : (329>

Demnach ist eine Vertauschung der Ortskoordinaten mit einer Vertauschung der Quantenzahlen

gleichwertig.

Zunéchst ist festzuhalten, dafl die (anti-)symmetrischen N-Teilchen-Wellenfunktionen (3.27) auch
der zeitunabhéngigen Schriédinger-Gleichung (3.19) mit dem Energieeigenwert (3.22) geniigen.
Dies folgt aus (3.11) und dem Umstand (3.2), daB jeder Permutationsoperator P in der Summe
(3.25) als Produkt von Transpositionsoperatoren darstellbar ist. Ferner ergibt sich aus (3.25) und
(3.27) eine wichtige Beobachtung fiir die antisymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktion:
im0 X)) = Ny (=1)PP) 4 (Xp)) *+* Uny (Xp(A)) - (3.30)

.....

Demnach 148t sich die antisymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktion in Form einer Slater-Deter-

minante darstellen:

,lvbru (Xl) @bm (XQ) T ’anl (XN)
: : : (3.31)

.....

,QDIIN(Xl) ¢HN(X2) ¢HN(XN)
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Sind zwei Zeilen n; = n; oder zwei Spalten x; = x;, gleich, so verschwindet offenbar die antisym-
metrische N-Teilchen-Wellenfunktion und damit die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Zustand zu
finden. Dies ist gerade die Aussage des fundamentalen Pauli-Prinzips, wonach zwei Fermionen we-
der ein- und denselben Zustand besetzen noch sich an ein- und demselben Ort authalten konnen.

Entsprechende Einschrankungen gibt es nicht fiir Bosonen.

Es soll nun die Normierungskonstante Ny, . oy in (3.27) berechnet werden. Baut man gemifl

.....

(3.2) eine Permutation P aus ihren Transp031t10nen Py, auf, so folgt durch Iteration von (3.26):
P Se =) Ge, (3.32)

Damit 1a8t sich das Skalarprodukt zwischen zwei (anti-)symmetrischen N-Teilchen-Wellenfunk-
tionen (3.27) berechnen. Mit Hilfe von (3.2), (3.9) und (3.25) erhalten wir zunéchst

<w{n1 ..... IIN}|¢{111 ..... IIN}> anl ..... nN} Z 2p <¢n1 ' ¢HN|¢{H1 ..... IIN}> (333>

ny} Nt <7~pn1 ’ wnN |¢{n1 nN}> (334>

..........

<7vb{n1 ..... nN}‘w{nl ..... nN}> anl ..... ny} Nen’l ..... n’n } N Z EP(P) 6111711/13(1) e 5UN711'P(N) : (335>

P
Fordert man die Orthonormalitétsrelation
<¢{n1 ..... nN}W){nl ..... nN}> 5;1 ..... ny;nf,....n’y (336)
mit dem (anti-)symmetrischen Kronecker-Symbol
. 1
5111 ..... nyng,...nN ﬁ Z Ep(P) 5n1,n’p(1) e 5nN,n’p(N) ) (3'37)
TP
so folgt aus (3.35) fiir die Normierungskonstante
. 1
N{n1 ..... ny} = ﬁ : (338)

Nun wird gezeigt, dafl man mit Hilfe von (3.27) den gesamten Hilbert-Raum der (anti-)symmetri-
schen N-Teilchen-Wellenfunktionen aufspannen kann. Hierzu geht man von der Vollstandigkeits-
relation (3.24) der N-Teilchen-Wellenfunktionen (3.21) aus und wendet zweimal den (Anti-)Sym-

metrisierungsoperator (3.25) an, einmal auf die Ortskoordinaten x;,...,xy und einmal auf die
Ortskoordinaten X7, ..., Xn:
Z ZEP (P Z Z@Dm XP  Yny (XP(N)) Wn (X/P’(l)) @bfw (X/P’(N))
P P

P P



3.3. QUANTENSTATISTIK IDENTISCHER TEILCHEN 49

Auf der linken Seite werden die Ortskoordinaten xp(y, ..., Xpv) bzw. Xp(1y, ..., Xp(y in die
Standardordnung xi, ..., Xy bzw. X], ..., Xy umgestellt. In Folge dessen werden aufgrund von
(3.2), (3.4) die Quantenzahlen ny, ..., ny zu npg, ..., Dpp) bzw. np(), ..., npy) umgestellt.
Eine entsprechende Umsortierung auf der rechten Seite von xpy, ..., Xp(y) zu X1, ..., Xy fiihrt
X/p/(l), cee X/p/(N) in X/pr(p(l)), cee X/pr(p(N)) iiber:

Z Z {ZEP(P) Yapey, (X1) *+ Yapey (XN)} {ZEP(P ) Yapy (X1) Yy, (XN)}

n; ny P p!

=2 D I (x —Xpipay) - 8k = Xprpvy) - (3.40)
J

Auf der linken Seite kann man nun (3.25), (3.27), (3.38) verwenden. Gleichzeitig wird auf der
rechten Seite die Summe iiber die Permutationen P’ durch eine Summe iiber die Permutationen
P" = P'P mit p(P") = p(P’) + p(P) ersetzt und die Summe iiber die Permutationen P trivial

ausgefithrt. Man erhélt dann insgesamt die Vollstandigkeitsrelation
Z e Zzﬂf{nl ..... nN}(xl, C L XN) o nN}(x’l, coyXN) = 09Xy, XN X, -, X)), (3441)
nj ny
wobei analog zu (3.37) die (anti-)symmetrische Delta-Funktion
1
0(cr, i X, X)) = o Y @A = K)o By — X)) (3.42)
R &

definiert ist.

3.3 Quantenstatistik identischer Teilchen

Wir entwickeln nun die Quantenstatistik nichtwechselwirkender identischer Teilchen. Hierzu stellen

wir zundchst die Eigenschaften der 1-Teilchen-Imaginérzeitentwicklungsamplitude

(Xb> Tb|Xa, Ta) = <Xb|6_H(Tb_Ta)/h|Xa> (343)

zusammen. Sie ergeben sich durch Wick-Rotation

tbz—in
(Xp, T|Xar Ta) = (Xbs to[Xa, ta) (3.44)

ta=—1Ta

aus den in Abschnitt 2.4 diskutierten Eigenschaften der 1-Teilchen-Entwicklungsamplitude (2.37):

e Zeittranslation:

(Xp, T + T0|Xa, Ta + T0) = (X, Tp|Xa, Ta) (3.45)

e Schrodingersches Anfangswertproblem:

0 .
—h 8—7'(, (Xb7 Tb|Xa7 Ttl) = H(Xb> (Xb7 Tb|Xa7 Ta) (346)
lm (xp, 7|Xa, 7o) = 6(Xp — Xq4) (3.47)

To—Ta
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e Spektraldarstellung:

(. 75/ 72) Z Un(3cp) € BT M () (3.48)
e Gruppeneigenschaft:
(Xey Te|Xay Ta) = /dDa:b (Xe, Te|Xp, T) (Xp, To|Xa, Ta) (3.49)
Wir betrachten nun N unterscheidbare Teilchen, deren Imaginérzeitentwicklungsamplitude die
Spektraldarstellung
(lea s 7XNb>Tb|X1a> ...y XNas Ta) = Z e Z,lvbru ..... nN(le7 ce 7XNb)
n; ny
x e By (mm)/hype - (Xigy -, XNa) (3.50)

besitzt. Aufgrund von (3.21), (3.22) faktorisiert dann (3.50) in 1-Teilchen-Imaginérzeitentwick-
lungsamplituden (3.48) gemaf:

(lea -, XNb, Tb|X1a7 -y XNa, Ta) = (X1b7 Tb|X1a, Ta) T (XNba 7—b|)(]\7aa Ta) . (351)

Entsprechend definieren wir die Imaginérzeitentwicklungsamplitude fiir N ununterscheidbare Teil-
chen iiber die Spektraldarstellung

(X1bs - - -+ XNbs To[X1as - - - XNas Ta) Z Z?/){nl ..... ny} (X1b, - - -, XN)

x e~ Eniny (To=7a) /R 7Wb{m nN}(Xlav s ,XNa> : (352)

.....

Einsetzen von (3.22), (3.28), (3.38) fiihrt zunéchst auf

P/
(X1b7---7XNb77-b|X1a7-- XNa,Ta N|2 E E +p(P") E E
ni ny

PP
Xy (Xpyp) *+* Uny (Xpvyp) e~ Emt BBy (xp0)) - gk (Xpra) - (3.53)

Wir stellen die Koordinaten Xpr(1)q, ... ,Xp/(n)e auf der rechten Seite in die Standardordnung
Xla; - -y XNa um. Damit werden die Koordinaten Xp(1y, ... , Xp(n) 20 Xp(pr-1(1))ps - - - » XP(P'~1(N))b
umgestellt. Fiir die Hintereinanderausfiihrung von P und P’~! definieren wir P” = P P'~" mit
der Eigenschaft p(P”) = p(P) + p(P’). Damit reduziert sich (3.53) auf

//
(X1by -+« s XNby To|X1as - -+ » XNas Ta)© =N Z (P Z Z Uy (Xpr(1yp) * -+ Uny (Xpr(ap)

PH
x ¢~ (Bnytect Bny ) (1o=7a) [h 0 (Xla) wle(XNa)- (3.54)

Mit Hilfe der Spektraldarstellung der 1-Teilchen-Imaginérzeitentwicklungsamplitude in (3.48) folgt
dann das Resultat:

(X1bs - -+ XNbs T5|X1as - - -+ XNa» Ta)S = NI Z ) (Xpayps To|X1as Ta) +++ (Xp(a)hs To|XNas Ta) - (3.55)

Es ist Ausgangspunkt fiir die Untersuchung lokaler und globaler thermodynamischer Eigenschaften

fiir nichtwechselwirkende, identische Teilchen.
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3.4 Kanonische Zustandssumme

Betrachten wir zunédchst den Fall von N = 2 identischen Teilchen, bei denen sich die Imaginérzeit-

entwicklungsamplitude (3.55) reduziert auf

1

(K10 X 710 X0, 70)° = 35 { (10 To10: 7a) (ks hl3c20, 70)

€ (a0, TlX10s 7a) (K 70 X200 ) | (3.56)

Wir erhalten die dazugehorige kanonische Zustandssumme, indem wir die Spur von (3.56) fiir
7, = 0 und 7, = AS bilden:

Z5(8) = / s / 0Pz (x1, X, T2, X, 0)° (3.57)

Unter Ausnutzung der Translationsinvarianz (3.45) und der Gruppeneigenschaft (3.49) der 1-
Teilchen-Imaginérzeitentwicklungsamplitude geht (3.57) mit Hilfe von (3.56) iiber in

1

2(8) = 5

{2:9)+ez20)}. (3.58)

Hierbei bezeichnet
29) = [ @ (x.h9lx.0) (3.50)

die 1-Teilchen-Zustandssumme, fiir die wir mit Hilfe von (3.48) die schon aus (2.17) bekannte

Spektraldarstellung
Z(B) = e (3.60)

erhalten. Entsprechend lautet die Imaginérzeitentwicklungsamplitude (3.55) fiir N = 3 Teilchen:

1
(X1b7 Xob, X3b, Tb‘xltu X245 X34, TG,)E = 5 {(leu Tb‘xltu Ta) (X2b7 Tb‘Xga, Ta) (X3b7 Tb|X3a7 Ta)

+ (X3b> Tb|X1a> Ta) (lea 7_b|X2aa Ta) (X2b> Tb|X3a> Ta) + (X2ba 7_b|X1aa Ta) (X3b> Tb|x2a> Ta) (lea 7-b|X3a> Ta)
+€ (X1b> Tb|X1a> Ta) (ng, 7_b|X2aa Ta) (X2b> Tb|X3a> Ta) + € (X2ba 7_b|X1aa Ta) (X1b> Tb|x2a> Ta) (ng, 7-b|X3a> Ta)

€ (g, X105 Ta) (K T X0 ) (K105 7 30, 7o) } (3.61)

und die kanonische Zustandssumme

Zg(ﬂ) :/dDLE'l/dDLUQ/dDZL’g (Xl,Xg,Xg,77,6|X1,X2,X3,0)e (362)
ergibt sich zu
248 = [ Z08) + 3¢ 24(8) 4:26) +22(39)}. (3.63)

Nun wollen wir unsere Diskussion auf die kanonische Zustandssumme fiir N identische Teilchen

ausdehnen:

Zn(B) = /del /deN (%1 x, B, %, O (3.64)
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2 Ji \

A

Abbildung 3.1: Verlauf von drei Teilchenpfaden a) in der normalen Darstellung innerhalb einer
Periode, b) in periodisch forgesetzter Darstellung und c) aufgewickelt auf einem Zylinder mit
Umfang Ag.

die durch (3.55) iibergeht in

1
ZN(B) = N Z P(P) /del e /le'N (xp1), hB|x1,0) - -+ (Xpv), AB|xN,0) . (3.65)
P

Wie wir am Beispiel von N = 2 und N = 3 identischen Teilchen gesehen haben, ist die Auswertung
von (3.65) keineswegs einfach. Das liegt daran, dafl bei der Berechnung der kanonischen Zustands-
summe {iiber alle periodischen Pfade das Prinzip der Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen
zu beriicksichtigen ist. Die dabei auftretende Problematik ist in Abbildung 3.1 verdeutlicht. Dort
ist in a) ein Beitrag zu (3.65) fiir N = 3 in Form von Teilchenpfaden dargestellt. Teilchen 1
kommt zur Zeit 7 = A{ nicht an seinen Startpunkt sondern am Startpunkt von Teilchen 2 an.
Auch Teilchen 2 kommt zur Zeit 7 = A nicht an seinem Startpunkt sondern am Startpunkt von
Teilchen 3 an, das wiederum nach der Zeit 7 = A am Startpunkt des ersten Teilchens ankommt.
Insgesamt fiihrt dies auf einen Teilchenzyklus der Lénge 3, den man sich nach Abbildung 3.1
auch in der periodisch fortgesetzten Darstellung oder aufgewickelt auf einem Zylinder mit Um-
fang hB verdeutlichen kann. Aufgrund der Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen treten solche
Mehrfachzyklen mit den einfachen Zyklen gleichberechtigt auf und werden in der kanonischen Zu-

standssumme (3.65) automatisch beriicksichtigt.

Nun wollen wir zunéchst einen dieser Mehrfachzyklen der Lénge n genauer betrachten, der auf

das Integral
hn(B) = /del /dDa?n (x1, Af|xp, 0) (X, BB|%0—1,0) - -+ (x3, AF|x2,0) (x2, hF|x1,0) (3.66)

fithrt. Aufgrund der Translationsinvarianz der 1-Teilchen-Imaginérzeitentwicklungsamplitude (3.45)

erhalten wir
h(3) = /d%1 /den (x1, %, (n — 1)3)
X (Xp, (n — 1)AB|xp_1, (n — 2)AB) - -+ (x3,2h0|%9, h) (X2, Af|x1,0).  (3.67)
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a

Ci=2 C;=0

Co=0 Cy=1
(12) (23) (31) (123) _______ (132)
l—1 Il 1—1 1\ 1 IOt
— 2 2753 252 2K2 52&2;;2 !
3—3 3—3 3 3 3 3:3 3ii3 3

Ci=3 Ci=1 Ci=1 Ci=1 C;=0 C;1=0
Cy=0 Cy=1 Cy=1 Cy=1 Cy=0 Cy=0
C3=0 C3=0 C3=0 C3=0 C3=1 C3=1

Abbildung 3.2: Permutationen fiir a) N = 2 bzw. b) N = 3 Teilchen und die dabei auftretende
Zahl C,, von Zyklen der Linge n.

Mit Hilfe der Gruppeneigenschaft (3.49) und der 1-Teilchen-Zustandssumme (3.59) reduziert sich
dann (3.67) auf

hn(B) = / dPzy (x1,nhB|x1,0) = Z1(nB). (3.68)

Die kanonische Zustandssumme (3.65) kann nun durch die Integrale (3.66), (3.68) geschrieben
werden als

1 > nCr=N
Chn
In(6) = 55 >ee® T [z (3.69)
P n=1

Hierbei soll C,, die Anzahl der Zyklen der Lange n bedeuten, die bei einer bestimmten Permu-
tation P auftreten. Statt nun C, als Funktion P aufzufassen, konnen wir aber auch umgekehrt
die Permutation P als eine Kombination verschiedener C),, darstellen. Die Summation iiber alle
Permutationen in (3.69) geht dann in eine Summation iiber alle verschiedene Tupel (C, ..., Cy)
iiber, die der Nebenbedingung > nC, = N geniigen. Da aber in der Permutationsgruppe ein
festes Tupel (C4,...,Cy) mehrfach auftreten kann, miissen wir noch einen Multiplizitéitsfaktor
M(CY,...,Cy) beriicksichtigen und erhalten:

S nCn=N 00
Zn(B) = % S P My, O ] [ZanB) (3.70)
" C1,..,On n=1

Hierbei haben wir formal das Produkt auf alle natiirlichen Zahlen ausgedehnt, da fiir alle n > N
aufgrund der Nebenbedingung > nC,, = N die Identitit C,, = 0 gilt und somit die hinzugefiigten
Faktoren identisch eins sind.

Wir berechnen zunéchst die Multiplizitatsfaktoren exemplarisch fiir N = 2 und N = 3. Hierzu un-

tersuchen wir die Zahl C), der auftretenden n-Zyklen fiir die entsprechenden Permutationsgruppen.
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Die Multiplizitéatsfaktoren lauten fiir N = 2 geméfl Abb. 3.2 a)
M(Cy=2,C,=0)=1, M(C,=0,Cy=1)=1, (3.71)
und fir N = 3 geméfl Abb. 3.2 b)

M(Cy=3,C,=0,C3=0) = 1,
M(Cy=1,C,=1,C3=0) = 3,
M(C; =0,C,=0,C3=1) = 2. (3.72)

Nun berechnen wir die Multiplizitdtsfaktoren M(C4,...,Cy) im allgemeinen Fall. Hierzu be-
merken wir, daf§ es bei einem festen N-Tupel (C1,...,Cy) insgesamt N! mogliche Kombinati-
onsmoglichkeiten gibt. Von diesen tragen aber nicht alle bei, wie wir uns an folgenden Beispielen

veranschaulichen konnen:

e Beim Dreiertupel (C; = 0,0y = 0,03 = 1) gibt es insgesamt 6 Kombinationen (123),
(312), (231), (132), (213), (321). Nicht alle diese Moglichkeiten stellen aber verschiedene
Permutationen dar. So sind die Kombinationen (123), (312), (231) bzw. die Kombinationen
(132), (213), (321) verschiedene Darstellungen der Permutation P; bzw. P, mit

1 2 1 2
P = ). p= i (3.73)
3 1 2 2 31

e Auch beim Dreiertupel (C; = 3,0y = 0,C3 = 0) gibt es insgesamt 6 Kombinationen
(1)(2)(3), (1)(3)(2), (2)(1)(3), (2)(3)(1), (3)(1)(2), (3)(2)(1). Diese sind aber alle Darstel-

lungen der Permutation
1 2 3
P, = 3.74
; (1 X 3> (374)

und brauchen daher nicht mehrfach beriicksichtigt zu werden.
Allgemein 148t sich demnach festhalten:

e Durch zyklische Vertauschung innerhalb eines n-Zyklus entstehen keine neuen Permutatio-

Chn

nen. Das sind bei einer Anzahl C, von n-Zyklen insgesamt n“" irrelevante Kombinationen.

e Durch Vertauschung der Zyklen derselben Lénge entstehen keine neuen Permutationen. Bei

einer Anzahl C,, von n-Zyklen sind das C),! irrelevante Kombinationen.

Aufgrund dieser kombinatorischen Uberlegungen ergibt sich der Multiplizititsfaktor allgemein zu:

NI

M(Ol,,CN):W

(3.75)
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Dabei ist zu beachten, dafi (3.75) nur fiir solche C,, auszuwerten ist, die die Nebenbedingung
> nC, = N erfiillen. Wir beobachten, daf§ die Multiplizitatsfaktoren (3.71), (3.72) die Summen-

regeln

M(Cy =2,Co=0)+ M(C, =0,Cy =1) =2!, (3.76)
M(Cy=3,C=0,C5=0)+M(C; =1,C,=1,C5=0)+ M(C, =0,Cy, =0,C3 = 1) = 3! (3.77)
erfiillen. Deshalb untersuchen wir im allgemeinen Fall die Reihe

S nCn=N
Sy=Y_ M(Cy,...,Cy) (3.78)
und vermuten, daf sie sich zu N! ergibt. Zunéchst setzen wir (3.75) in (3.78) ein:
S nCn=N
N!
Sy = Z IR (3.79)

Dann beriicksichtigen wir die Nebenbedingung bei der Summation in (3.79) durch ein Kronecker-

Symbol

S nCn=

Z Z Z © 0SNG, (3.80)

7777 =0 C2=

wobei wir fiir das Kronecker-Symbol die Integraldarstellung

Oy ey N = /01 dx exp {—27Ti <Z nC, — N) x} (3.81)

verwenden. Damit geht (3.79) tiber in

1 —27ranac
Sy = NI dx 2™N® . 3.82
v / ze H(Z oA ) (3.52)

Die Auswertung der C),-Reihe fithrt auf eine Exponentialfunktion

1 —27rznx
Sy = N! / dz ™" exp {Z } (3.83)
0

und die verbleibende n-Reihe ist die Taylor-Reihe

Z"
— = 1[1 1-— 3.84

Damit erhalten wir schliefflich die vermutete Summeregel:

2mwiNx

1 00 1
Sy = N! /0 dz 157 =N /0 dz T NHT = N1 (3.85)
k=0
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Sie besagt, dafl die verschiedenen C,, mit der Nebenbedingung > nC, = N tatséchlich alle V!

moglichen Permutationen erfassen.

Nach diesen kombinatorischen Uberlegungen kehren wir wieder zur kanonischen Zustandssumme
(3.70) zuriick, wo wir die Multiplizitatsfaktoren (3.75) einsetzen. Allerdings tritt dann noch die
Paritét p(P) als Funktion der Permutation P auf. Um auch die Paritdt in Abhéngigkeit der

Zyklenzahlen C), angeben zu kénnen, betrachten wir beispielsweise die Permutation

123456
pP= , (3.86)
532461

die wir auch in der Form (156)(23)(4) notieren kénnen. Der Zyklus (4) ist von der Lénge 1 und
hat eine gerade Paritdt, der Zyklus (23) hat die Liange 2 und eine ungerade Paritdt. Der Zyklus
(156) ist wiederum von ungerader Linge und gerader Paritéit. Wir verallgemeinern dies auf einen
einzelnen geschlossenen n-Zyklus und erhalten p(n) = n+1. Die gesamte Paritét einer Permutation

setzt sich dann aus den Paritédten der einzelnen Zyklen additiv zusammen:

(e}

p(P)=p(P(Cy,...,Cx)) =Y (n+1)Cy. (3.87)

n=1

Speziell im Falle der Permutation (3.86) ist p(C; = 1,0y =1,C3=1,C, =0,C5 =0,Cs = 0) =9,

so daf} insgesamt eine ungerade Paritit vorliegt.

Mit Hilfe von (3.75) und (3.87) erhalten wir fiir die kanonische Zustandssumme (3.70) die Zyklen-
darstellung

Z%Nﬁ ol [“ﬂ Zl(nﬁ)} . (3.88)

..... Can

Wir bemerken, daf§ (3.88) durch Spezialisierung auf N = 2 bzw. N = 3 mit den auftretenden
Zyklenzahlen C,, in (3.71) bzw. (3.72) tatséchlich in das frithere Resultat (3.58) bzw. (3.63) iiber-
geht.

3.5 Rekursionsrelation

Die Zyklendarstellung (3.88) der kanonischen Zustandssumme Zy(3) ist fiir grofiere Teilchenzahlen
N nicht effizient, da nur diejenigen Zyklenzahlen C,, beitragen, die der Nebenbedingung > nC,, =
N geniigen. Wir konnen uns aber von der Nebenbedingung > nC, = N befreien, indem wir die

erzeugende Funktion

=3 Zu(9) (3.80)
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einfithren. Ist die erzeugende Funktion Z(/3, z) bekannt, so 148t sich die kanonische Zustandssumme
Zn(0) berechnen durch

1 oNZ(B,2)

Zn(b) = NI 92N

(3.90)

z=0
Wir setzen nun die Zyklendarstellung (3.88) in (3.89) ein und beachten, daB fiir die Teilchenzahl
N die Nebenbedingung N = Y nC,, gilt:

iZ%NﬁC,[W rf)} - (3.91)

Beriicksichtigen wir die Nebenbedingung > nC, = N bei der Summe iiber die Zyklenzahlen C,,

durch ein Kronecker-Symbol geméf (3.80), so 148t sich die N-Summe unmittelbar ausfiihren:

Die Auswertung der C),-Reihe fithrt auf eine Exponentialfunktion

Z(8,2) = exp {Z et M} : (3.93)

n
n=1

Wir bemerken, dafl sich die Zustandssumme des Vakuums, bei dem keine Teilchen vorliegen, aus
(3.90) fiir N =0 und (3.93) ergibt:

Zo(B) =1. (3.94)

Nun zeigen wir, daf sich fiir die kanonische Zustandssumme Zy(f) mit N > 1 eine niitzliche
Rekursionsrelation ableiten lé8t. Hierzu beginnen wir mit der Feststellung, dafl die erzeugende

Funktion (3.93) der folgenden Differentialgleichung geniigt:

92(5,2) _ i T Z1(kpB) 2 (3.95)

0z
k=1

Hieraus 148t sich die Nte Ableitung der erzeugenden Funktion mit Hilfe der Leibniz-Regel der

Differentiation berechnen:

NZ(8,2) Y (N —1)! oN-"Z(p N an—lzk—l
ozN ; (n—1!IN —=n)! 92N ; ¢ T Qa1 (3.96)
Unter Beriicksichtigung der Identitét
(k-1
n—1 k—1 k—n L >
Lazf_l — k=1 (k=2) - (k—n+1)F "= G-t~ 7" (3.97)
0 1<k<n

erhalten wir aus (3.96)

8NZ(ﬁ,z)_ al 1 aN "Z(B,z) 1 — (k=D 4y
o WL m e o AR Gy 69
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Die Auswertung von (3.98) an der Stelle z = 0 fiihrt auf

N n+1 8N—n2/7'(ﬁ7 Z)

ONZ(8,2) €
(N —n)! OzN—n

oz

— (N —1)!

2=0 n=1

Z1(nf). (3.99)

2=0

Verwenden wir noch (3.90), so folgt hieraus die gesuchte Rekursionsrelation fiir die kanonische

Zustandssumme:

(D) = 3¢ 30 Za(nB) Znn(B). (3.100)

n=1

Der Rekursionsanfang ist dabei durch (3.94) gegeben. Wir bemerken, dafl die Rekursion (3.94),
(3.100) durch Spezialisierung auf N = 2 bzw. N = 3 unmittelbar auf das frithere Resultat (3.58)
bzw. (3.63) fiihrt.

3.6 Freie Teilchen im Kasten

Die bisher diskutierten Resultate fiir die kanonische Zustandssumme Zy(/3) von N nichtwech-
selwirkenden identischen Teilchen sind unabhingig vom &ufleren Potential V' (x) giiltig. Im fol-
genden betrachten wir die wichtige Anwendung, dafl sich die N Teilchen in einem Kasten mit
den Seitenléngen L befinden, in dem das duflere Potential verschwindet: V(x) = 0. Wie in der
Festkorperphysik iiblich, fordern wir fiir die 1-Teilchen-Wellenfunktionen v, (x) periodische Rand-

bedingungen:
Un(x+ Le;) = n(Xx); i=1,...,D. (3.101)
Die Losungen der 1-Teilchen-Schrédinger-Gleichung (2.53), (2.62), die diesen periodischen Rand-

bedingungen geniigen, sind die ebenen Wellen

Un(x) = % e/P/h (3.102)

mit den Energieeigenwerten

p
E,=—. 1
2M (3.103)
Hierbei sind die Impulse p geméfl
2
p="h % n (3.104)

durch die Quantenzahlen n = (ny,...,np) mit n; = 0,41, 42, ... festgelegt. Die 1-Teilchen-

Zustandssumme (3.60) lautet demnach

2= - % exp{—% (n?+ ... +n§7)}. (3.105)
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Wir sind nun am thermodynamischen Limes L — oo eines unendlich groflen Kastens interessiert,
der geméf (3.105) dem semiklassichen Limes i — 0 entspricht. Wir kénnen in diesem Grenzfall
die Euler-MacLaurin-Formel (2.218) anwenden und damit die Summen in (3.105) durch Integrale
ersetzen. Unter Beachtung von (3.104) folgt dann
de 2
Z1(B) =V | ———=e M 3.106

() =V [ G e, (3.100)

wobei V' = LP das Volumen des Kastens darstellt. Das GauB-Integral (3.106) 148t sich unmittelbar

auswerten:

Z(B) = ALD (3.107)

Hierbei bezeichnet A die thermische de Broglie-Wellenlénge (2.11). Der Vergleich von (2.10) mit
(3.107) zeigt, daB es sich bei Z;(3) gerade um die Zustandssumme handelt, die ein klassisches

Teilchen in einem Kasten mit Volumen V besitzt.

Wir wollen nun die Zustandssumme fiir NV identische Teilchen berechnen, die sich in diesem Kasten
befinden. Mit Hilfe von (2.11), (3.107) reduziert sich die Rekursionsrelation (3.100) auf

N n+1

V €
Um (3.108) effizient iterieren zu konnen, fithren wir die dimensionslose Temperatur
VP Mk
— (L —y¥p 2B 1
T <)\D) 572 (3.109)
ein. In dieser dimensionslosen Variablen ausgedriickt lautet die Rekursionsrelation (3.108):
D2 N entl
Zn(7) = —; > S Znalr). (3.110)

n=1

Der Rekursionsanfang (3.94) wird von diesem Variablenwechsel natiirlich nicht beeinflufit:
Zo(r) =1. (3.111)

In D = 3 Raumdimensionen erhalten wir damit beispielsweise die folgenden Zustandssummen bis

zu 3 Teilchen:

Z(r) = 77, (3.112)
+3/2 -3
3/2 3 19/2

Zy(r) = T+ et (3.114)

Hat man die Zustandssumme Zy(7) fiir eine grofle Teilchenzahl N bestimmt, dann ist es fiir die
graphische Darstellung des Resultates sinnvoll, einen weiteren Variablenwechsel zur reduzierten
Temperatur

t=—— (3.115)
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Abbildung 3.3: Wérmekapazitit pro Teilchen fiir kanonisches Ensemble mit N = 20,100, 500

Teilchen und fiir das groflkanonische Ensemble (von unten nach oben fiir 7' > TC(O)).

vorzunehmen. Hierbel ist TC(O) definiert durch

o 2R [ N 7%
und
=1
cw)=2 - (3.117)
n=1

bezeichnet die Riemannsche Zeta-Funktion. Demnach lassen sich die beiden reduzierten Tempe-

raturen 7 und ¢t geméaf

7= [%r/g t (3.118)

zueinander in Beziehung setzen. Wir betrachten nun die Warmekapazitéit von nichtwechselwirken-
den Bosonen (e = +1) im kanonischen Ensemble in D = 3 Raumdimensionen. Sie berechnet sich
aus der kanonischen Zustandssumme iiber

0? 0?

Oy = kT W{T In ZN(ﬁ)} = kit @{t In ZN(t)} (3.119)
und ist in Abbildung 3.3 graphisch dargestellt. Wir stellen fest, dafi die Warmekapazitiat Cy
im Hochtemperaturlimes gegen das Dulong-Petit-Gesetz strebt. Es besagt, dal jeder der D = 3
Freiheitsgrade den Beitrag 0.5kp pro Teilchen zur Warmekapazitét beisteuert:

T—o0
AuBlerdem bemerken wir, dafl die Warmekapazitat Cy fiir das kanonische Ensemble im ther-

modynamischen Limes N — oo gegen das Ergebnis der groBkanonischen Rechnung strebt, die

wir im folgenden Kapitel ausfiihrlich diskutieren werden. Wir sehen aber schon an dieser Stelle,
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daBl ein unendlich grofles System zu einem Phaseniibergang fithren kann, da bei der kritischen
Temperatur (3.116) die groSkanonisch berechnete Wiarmekapazitéit einen Sprung in ihrer ersten
Ableitung besitzt. Nach der Ehrenfestschen Klassifikation von Phaseniibergangen [10] handelt es
sich demnach beim freien Bose-Gas um einen Phaseniibergang dritter Ordnung. Demgegeniiber
zeigt die kanonische Warmekapazitiat Cy im gesamten Temperaturbereich keine Spitzen oder Sin-
gularitdten. Dies weist darauf hin, daf§ bei endlichen Systemen keine Phaseniibergéinge auftreten
kénnen. Phaseniibergénge entstehen demnach erst im thermodynamischen Limes eines unendlich

groflen Systems.






Kapitel 4

Ideale Quantengase im grof3kanonischen

Ensemble

Im groBlkanonischen Ensemble wird ein offenes System beschrieben, das Warme und Teilchen mit
der Umgebung austauschen kann. In Abschnitt 1.3 haben wir die statistischen Eigenschaften eines
grofkanonischen Ensembles abgeleitet. Die groBkanonische Zustandssumme ist nach (1.25) und
(1.31) gegeben durch

Z — Ze_(Eu_ﬂNu)/kBT7 (41)

wéhrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung (1.26) einer Boltzmann-Verteilung entspricht:

Dy = i e~ (Bv=puNy)/kpT (4_2)

Z

Bei einer Observablen O, die im Mikrozustand v den Wert O, annimmt, lautet der Ensemblemit-

telwert
Z 0, e~ (BEv—nNy)/kpT

- Z e_(Eu_HNu)/kBT

(0) (4.3)

Der Vergleich von (2.1), (2.2), (2.4) mit (4.1)—(4.3) zeigt, worin der Unterschied zwischen ei-
nem kanonischen und einem grofikanonischen Ensemble besteht. Da beim groflkanonischen FEn-
semble zusétzlich ein Teilchenaustausch zwischen System und Umgebung méglich ist, wird in der
Boltzmann-Verteilung die Energie F, des Mikrozustandes v um den Beitrag p/V, fiir den Teilchen-
austausch vermindert. Demnach bestimmt nur die Energie £, — N, die thermische Besetzung
des Mikrozustandes v im Rahmen der Boltzmann-Verteilung. Hierbei beschreibt das chemische
Potential p geméB (1.16) diejenige Energie, um die die innere Energie U zunimmt (x> 0) oder

abnimmt (u < 0), wenn ein Teilchen vom System aufgenommen wird.
63
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4.1 Groflkanonische Zustandssumme

Wir behandeln nun nichtwechselwirkende identische Teilchen im groflkanonischen Ensemble. Ein
einzelner Mikrozustand v ist dann dadurch charakterisiert, dafl die jeweiligen 1-Teilchen-Zustinde

n mit n, Teilchen besetzt sind:
v=Ny). (4.4)

Da die Teilchen nicht miteinander wechselwirken, setzt sich die Energie F, des Mikrozustandes v

aus den 1-Teilchen-Energien additiv zusammen:
E, = nuEy. (4.5)

Die Teilchenzahl N, des Mikrozustandes v ist die Summe iiber alle Teilchenzahlen n, in den

1-Teilchen-Zustanden n:
N,=Y nn. (4.6)

Die groflkanonische Zustandssumme (4.1) ergibt sich in dieser Besetzungsdarstellung zu

z=1] [Z e~ (Bn=n) "n/kBT] : (4.7)

Der Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen manifestiert sich darin, welche Besetzungszah-
len n, in (4.7) zugelassen werden. Bei Bosonen kénnen die 1-Teilchen-Zusténde n durch beliebig

viele Teilchen besetzt werden:
Bosonen: nn=0,1,2,.... (4.8)

Demgegeniiber kann bei Fermionen nach dem Pauli-Prinzip ein 1-Teilchen-Zustand n héchstens

durch ein Teilchen besetzt werden:
Fermionen: n,=0,1. (4.9)

Im Falle von Bosonen fiihren die Besetzungszahlen (4.8) in (4.7) auf eine geometrische Reihe, die

sich unmittelbar auswerten 1aft:

z=1] [1 . e—<En—“>/’fBT] - (4.10)

Im Falle von Fermionen sind dagegen die Besetzungszahlen in (4.7) durch (4.9) beschriankt und

wir erhalten

z=1] [1 + e—<En—“>/’fBT} . (4.11)

Beide Félle (4.10) und (4.11) lassen sich mit Hilfe des Parameters ¢ = +1 zusammenfassen:

z=1] [1 - ee_(E"_“)/kBT] s (4.12)



4.1. GROSSKANONISCHE ZUSTANDSSUMME 65

Damit ergibt sich die groBkanonische freie Energie (1.32) zu
€
F=S3 [l eeEnn], 4.13
2 o

Als wichtiges physikalisches Beispiel fiir einen groffkanonischen Ensemblemittelwert (4.3) berech-
nen wir Mittelung der mittleren Teilchenzahl n, im 1-Teilchen-Zustand n. Mit den Identifikationen

(4.4)—(4.6) folgt zunéchst im allgemeinen Fall

]' — =)
0) =5 [T 27" ¢ O,y (4.14)

nl

wobei O,y den Wert der Observablen O bei vorgegebenen Besetzungszahlen n, angibt. Damit

erhalten wir fir die mittlere Teilchenzahl

) = 5 [T S0 e w0 4. (4.15)

Eine Faktorisierung des Produktes fiihrt auf

(na) = 5 [T 0 e 2Bt S e AlEasira, (4.16)

n'#n | ny

Die n,-Summe lé8t sich mit Hilfe einer partielle Ableitung nach der 1-Teilchen-Energie auswerten:

19
> nge M Enminn = D e (4.17)

3 0B,

Nn

so daB sich (4.16) mit Hilfe von (4.7) reduziert auf

() =~ O
STz 9B,

(4.18)

Verwendet man nun aufgrund von (1.32) die in (4.13) berechnete grofkanonische freie Energie, so
ergibt sich die mittlere Teilchenzahl zu

1

<nn> = eﬁ(En_/J) — € . (419)

Im Falle von Bosonen handelt es sich hierbei um die Bose-Einstein- und im Falle von Fermio-
nen um die Fermi-Dirac-Verteilung. Die physikalische Bedeutung dieser mittleren Teilchenzahl
(nn) wird offensichtlich, wenn wir aus der grofSlkanonischen freien Energie (4.13) geméf (1.37) die

Teilchenzahl berechnen:

1
N=2 e (4.20)

Demnach besagen (4.19) und (4.20), daf sich die Teilchenzahl N durch Aufsummation der mitt-

leren Teilchenzahlen (n,) iiber alle Quantenzahlen n ergibt.
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Wir kénnen nun am Beispiele der Zustandssumme untersuchen, wie sich die statistischen Grofien
im groBlkanonischen und im kanonischen Ensemble ineinander umrechnen lassen. Hierzu verwenden
wir in der groSkanonischen freien Energie (4.13) die Taylor-Reihe des Logarithmus (3.84) und

erhalten mit der 1-Teilchen-Zustandssumme (3.60)

F = _% ;En-l—l ZI(T:Lﬁ) eﬁun ) (421)

Die aus (1.32) resultierende grofilkanonische Zustandssumme

Z =exp {i et Zi(np) eﬁ“"} (4.22)

n
n=1

stimmt demnach mit der erzeugenden Funktion (3.93) iiberein, wenn man die Variable z mit der

Fugazitit e’ identifiziert:
Z=2Z(B,e"). (4.23)

Damit folgt aus (3.89) eine Beziehung, wie man aus der Kenntnis aller kanonischen Zustandssum-

men Zy(() die groSkanonische Zustandssumme Z berechnen kann:
Z=) Zn(B) e, (4.24)
N=0

Hierbei 148t sich die Beziehung (4.24) auch umgekehrt interpretieren. Hat man eine grokanonische
Zustandssumme Z berechnet, und fiihrt man eine Taylor-Entwicklung nach der Fugazitit z =
eP# durch, dann sind die Taylor-Koeffizienten mit den kanonischen Zustandssummen Zy(3) zu
identifizieren. Hierbei ist die Zustandssumme Zy(3) des Vakuum, bei dem keine Teilchen vorliegen,

geméiB (3.94) zu identifizieren.

4.2 Schroédinger-Feldtheorie fiir Bosonen

In den folgenden Abschnitten werden wir zeigen, daf die statistischen Groéfen nichtwechselwirken-
der identischer Teilchen im groflkanonischen Ensemble mit Hilfe von Funktionalintegralen berech-
net werden kénnen. Hierzu verallgemeinern wir heuristisch das Ergebnis (2.110), nach dem sich
die Zustandssumme eines einzelnen Teilchens durch eine Summation iiber Boltzmann-Faktoren
mit der euklidischen Wirkung (2.109) iiber alle periodischen Wege (2.112) ergibt. Als Ergebnis

werden wir fiir die grokanonische Zustandssumme das folgende Funktionalintegral erhalten:

Z= ]{ Dy 7{ Dipe~ AW W/ (4.25)

Hierbei werden wir ndher definieren miissen, wie man die Funktionalintegration iiber alle Schro-
dinger-Felder 1*, 1 konkret durchfithrt. Ferner miissen wir uns der Frage zuwenden, worin sich

diese Funktionalintegration fiir Bosonen und Fermionen im einzelnen unterscheidet, so dafl sich
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die unterschiedlichen Ergebnisse fiir die groflkanonische Zustandssumme (4.12) ergeben. Schlief-

lich miissen wir festlegen, welche euklidische Wirkung A[*, 9] in (4.25) zu verwenden ist.

Zur Klarung der letzten Frage entwickeln wir zunéchst die klassische Feldtheorie der nichtrelativis-
tischen Quantenmechanik fiir Bosonen. Hierzu betrachten wir das nichtrelativistische Schrodinger-
Feld ¢(x,t) und dessen Adjugium 1*(x,t) als voneinander unabhéngige Felder und leiten ausge-

hend von den Bewegungsgleichungen

ih%w(x, b = {—QH—MA—i—V(x)} b, 1), (4.26)
in % Vx 1) = {_;_M A+ V(x)} (%, 1) (4.27)

das zugrunde liegende Variationsverfahren ab. Multipliziert man (4.26) mit d¢*(x,t) und (4.27)
mit J1(x,t) und addiert man beide Gleichungen, so fiihrt eine Integration iiber die Raum-Zeit-

Koordinaten auf

/ dt / dPx {zh {&b*(x, t)%w(x, t) — o (x, t)%w*(x, t)}

+ 2% [0 e, 1) A1) + 0, 1) Ak (3. 8)| = V() 0 (. 8) . )] } =0. (4.28)

Die beiden Terme mit den zeitlichen und rdumlichen Ableitungen werden nun durch geeigne-
te partielle Integrationen umgeformt. Die dabei entstehenden Randterme tragen nicht bei, da
die Variationen der Felder §i(x,t) und §1*(x,t) an den Réndern der Raum-Zeit-Integrale ver-
schwinden sollen. Aulerdem wird die Rechenregel verwendet, dafl die Variation und die partielle

Ableitung eines Feldes miteinander vertauschen. Damit erhalten wir

‘W’t" D (420

/ it / i [&p*(x, t)%w(x, £ — S0(x, t)%w*(x, t)} _ / dt / AP ()
und entsprechend
/ dt / 4P [0 (x, ) A (x, 1) + 80(x, ) A (x,1)] = 5 / it / P2V (x, ) Vi (x, £) . (4.30)
Setzt man (4.29) und (4.30) in (4.28) ein, so erhilt man ein Variationsverfahren der Form
SA[", ] = 0. (4.31)

Es stellt das Hamiltonsche Prinzip in der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Feldtheorie
dar. Dabei ist die Wirkung A[¢*, ¢)] durch das Raum-Zeit-Integral

A* ] = /dt/deE (@D*(X, t),V@D*(x,t),%;w(x,t),vw(x,ﬂ,%) (4.32)

gegeben, und die Lagrange-Dichte £ des Schrodinger-Feldes lautet:

L =ihy*(x,1) 81#(5;, H_ 273\24 Vi*(x,t) Vi(x,t) — V(x) " (x,t) ¥(x,1). (4.33)




68 KAPITEL 4. IDEALE QUANTENGASE IM GROSSKANONISCHEN ENSEMBLE

Ist umgekehrt das Variationsprinzip (4.31) mit der Wirkung (4.32), (4.33) gegeben, so lassen sich
die urspriinglichen Bewegungsgleichungen (4.26), (4.27) folgendermafen rekonstruieren. Mit Hilfe
der Funktionalableitungen nach den Feldern und der Kettenregel der Differentiation erhalten wir

zunéachst

SA[W*, Y] = /dt/de {% S (x, 1) + %(w(x, t)} ~0. (4.34)

Da die Variationen der Felder §9*(x, t) und §1(x, t) unabhéngig voneinander durchgefiihrt werden,
resultieren aus (4.34) die Feldgleichungen

0A 0A

T CR I 50(x. 1)

Nun werden die Funktionalableitungen der Wirkung (4.32) nach den Feldern ¢*(x,¢) und ¢ (x,t)

berechnet. Dabei werden Funktionalableitung und partielle Ableitung miteinander vertauscht und

~0. (4.35)

Randterme bei der partielle Integration weggelassen. Als Ergebnis erhalten wir die Euler-Lagrange-

Gleichungen der klassischen Feldtheorie:

oL oL o or
ov(x,t) v OVU(x,t) aW = 0, (4.36)
ot
oL oL o oL
W_VW_E@ = 0. (4.37)
ot

Die Lagrange-Dichte des Schrodinger-Feldes (4.33) fithrt auf die folgenden partielle Ableitungen:

oL _ - oL _ (1)

(x,t) —Vx) 1), ) V(x) ¢(x,t) +ih———, (4.38)

oL h? . oL R
oViy(x,t) T oM VY1), oVyr(x,t)  2M Vip(x, 1), (4.39)

oL s oL B

W:ZH@D (x,1), W—O. (4.40)

9 o

ot ot

Damit gehen die Euler-Lagrange-Gleichungen (4.36), (4.37) tatsdchlich in die urspriinglichen
Bewegungsgleichungen (4.26), (4.27) iiber. Die hier vorgestellte Lagrangesche Formulierung der
Schrodinger-Feldtheorie kann auch in eine Hamiltonsche Formulierung iiberfithrt werden, die als

Ausgangspunkt fiir die kanonische Feldquantisierung dient [11].

4.3 Grassmann-Felder

Es stellt sich nun die Frage, ob man auch eine Schrodinger-Feldtheorie fiir Fermionen entwickeln
kann. Dies ist in der Tat moglich, wenn man antikommutierende Grassmann-Felder verwendet. Als

Vorbereitung hierzu stellen wir zunéchst das Konzept der antikommutierenden Grassmann-Zahlen
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vor, das schon in der Mitte des 19ten Jahrhunderts vom Mathematiker Herrmann Grassmann ein-
gefiihrt wurde [11].

Die Gesamtheit der antikommutierenden Grassmann-Zahlen bezeichnet man als Grassmann-Al-
gebra. Jedes Element einer Grassmann-Algebra der Dimension n 148t sich durch einen Satz von n
Generatoren bzw. Grassmann-Variablen 1); ausdriicken, wobei der Index ¢ von 1 bis n lduft. Die

Grassmann-Algebra wird durch die Forderung der Antikommutatorrelationen
[@Di, %‘L =i+ =0 (4.41)

fiir alle 7,5 festgelegt. Als Spezialfall aus (4.41) folgt offensichtlich, dafi das Quadrat und alle

hoheren Potenzen eines Generators verschwinden:
Y =0. (4.42)

Das hat zur Konsequenz, daf sich jedes Element der Grassmann-Algebra in eine endliche Summe

iiber Produkte der Generatoren entwickeln 1a8t:

n  i—1

F@ ) = ORI P i+
i=1

i=1 j=1

+ Z fi(n_l) WY1 P in e b (4.43)
i=1
wobei die jeweiligen Koeffizienten f (0)7fi(1)7f2-(j2), cee fi("_l), f™ komplexe Zahlen sind. Bei der

Summation ist zu beachten, dafl es wegen der Antikommutatorrelationen (4.41) ausreicht, die In-
dizes der Generatoren in einer aufsteigenden Reihenfolge zu ordnen, also z.B. ¢ > 7 beim dritten

Term. Dies verringert die Zahl der unabhéngigen Produkte von p Generatoren auf den Binomial-

n, = (") . (4.44)
p

Beispielsweise erhélt man fir p=0,1,2,...,n—1,n:

n - n = 1 n
n0:1:<0>, n1221:n:<1), n22221:§n(n—1):<2),

i=1 i=1 j=1

nn_lzilzn:<nil>, nn:1:<2). (4.45)

Die Dimension der Grassmann-Algebra, d.h. die maximale Zahl der linear unabhéngigen Terme

koeffizienten

3

in der Basisentwicklung (4.43), betriagt aufgrund von (4.44):

Zn:n,, - zn: 1P 17P (”) —on (4.46)

p=0 p



70 KAPITEL 4. IDEALE QUANTENGASE IM GROSSKANONISCHEN ENSEMBLE

Gewdhnliche Variablen Grassmann-Variablen
0 0
9z 1=0 301 1=0
dx; 0 _ 5.
ox; 0i i %
0 0
G_xi(zj Ik) :517j1k+5,7k Tj 6—%(¢] T/)k) :611‘ ’l/}k — ik 1/)1'
0 s af(le 7Tn) 0 P 5. 6f(1/1171/1n)
37%- [xJ @, .-, -Tn)] =dij f(21,- -, Tp) + T oz, 371/11 [Wj F@r, .., wn)} = 0ij f(h1, -+ b)) — ; T
1o} 1o} 1o} 0 0 1o}
8%:%} = 5a T iy, =% {%:%} 8—1%1/)7' + v 90 0ij
o o] _90 9 9 9 _, o o8| _98 98 6 8 _
8$l7 81'] _ N Bacl 8$j 8$j a%l N 61/)17 81/)J + B 8’!)[)2 81/)] 81/)J a@bl N

Abbildung 4.1: Vergleich der Rechenregeln zwischen der Differentiation nach gewohnlichen Varia-

blen und der Differentiation nach Grassmann-Variablen.

Eine Grassmann-Funktion bildet eine Grassmann-Zahl (4.43) wieder auf eine Grassmann-Zahl
(4.43) ab. Als Beispiel betrachten wir die Grassmann-Algebra vom Grade 2 mit den Generatoren

1, und 15, die die Dimension 22 = 4 besitzt. Eine Grassmann-Zahl f 148t sich dann darstellen als

Fbrain) = FO 4 £V 4 7 o fO 0 (4.47)
Mit Hilfe der Taylor-Reihe und (4.41) gilt beispielsweise

6¢1+¢2 = 1+ ¢1 + Q/)2 , (448)
e Y2 = 14 ah . (4.49)

Besteht eine Grassmann-Zahl f nur aus einer geraden Anzahl von Generatoren, so kommutiert sie
mit allen Grassmann-Zahlen und man ordnet ihr die Paritét 7(f) = 0 zu. Besteht eine Grassmann-
Zahl f dagegen nur aus einer ungeraden Anzahl von Generatoren, so antikommutiert sie mit
solchen Grassmann-Zahlen, die auch eine ungerade Anzahl von Generatoren besitzen, und man
ordnet ihr die Paritdt m(f) = 1 zu. Grassmann-Zahlen, die sowohl eine gerade als auch eine un-
gerade Anzahl von Generatoren beinhalten, kann man keine Paritit zuordnen. Beispielsweise ist
(1) = w(1he) = 1 und (e ¥2) = 0 nach (4.49), wihrend man e¥'*¥2 nach (4.48) keine Paritét

zuordnen kann.

In einer Grassmann-Algebra kann man die Operationen des Differenzierens und Integrierens ein-
fithren. Dabei handelt es sich um abstrakte Konstruktionen, bei denen Eigenschaften auftreten,
die von der gewohnten Differential- und Integralrechnung im Reellen oder Komplexen zum Teil
betrachtlich abweichen. Im Vergleich zur Differentiation nach gewohnlichen Variablen wird die
Differentiation nach Grassmann-Variablen durch die Regeln in Abbildung 4.1 festgelegt. Als Bei-

spiel betrachten wir wieder die Grassmann-Algebra vom Grade 2. Fiir die jeweiligen Ableitungen
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Gewohnliche Variable Grassmann-Variable

[ defas@ +s9w)] =a [ dest@) e [ doate) | [av]osw)+ o] = [dusw)+ 6 [dvgo)

[ tattwran= [ assta Javsw+ o) = [avrw)

—oC

Abbildung 4.2: Linearitit und Translationsinvarianz als definierende Eigenschaften der Integration

nach Grassmann-Variablen im Vergleich zur Integration nach gewdhnlichen Variablen.

von (4.47) erhalten wir

Of (Y1, ¢s)

Of (W, ¥s) _ cy 4o Of (W ¥2) _ ooy _ o) 1
awl 1 + .f Q/)Z ) aw2 2 .f 'le ) ( 50)
azf(,lvblaw?) _ a2f(¢la ¢2) -0 azf(@blﬂ/b) _ _f(2) _ _azf(wla ¢2) (4 51)
oy 3 ’ 010ty DpoOthy '
Entsprechend ergeben sich die Ableitungen von (4.48) und (4.49):
He¥rtv2 He¥1tv2
=1, =1, 4.52
T v 452
Oe¥1¥2 Oe¥1¥2
=1y, = —1;. 4.53
oo e T (4:59)

Beim Versuch, eine Integration iiber Grassmann-Variablen einzufithren, mufl man auf viele der
gewohnten Eigenschaften im Reellen verzichten. Die Integration iiber Grassmann-Variablen kann
nicht iiber die Riemannsche Summe definiert werden, da es keine anschauliche Interpretation als
Fléache unter einer Kurve gibt. Sie kann aber auch nicht iiber die Invertierung der Differentiation
definiert werden, da Integrationsgrenzen keinen Sinn haben. Wir betrachten zunéchst den Fall

einer einzelnen Grassmann-Variablen ¢ mit der Eigenschaft
[w, @4 —0. (4.54)
+
Dann ist eine Grassmann-Funktion f dieser Grassmann-Variablen 1) gegeben durch

F) =a+bi. (4.55)

Man definiert nun das Integral [ di f(y)) geméf Abbildung 4.2 so, daB8 dessen Eigenschaften
dem bestimmten Integral fj;o dx f(z) gewohnlicher Funktionen f(x) dhnelt, die im Unendlichen

verschwinden. Aus der Forderung nach Linearitdt und Translationsinvarianz der Integration folgt

/dw [a+b(w+¢o)] :/dw(a+b¢)+b(/d¢1)¢0:/dw(a+b¢), (4.56)

so dafl wir folgende wichtige Integrationsregel ablesen:

/d¢1 =0. (4.57)
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Diese Integrationsregel wird noch ergénzt durch die willkiirliche Normierung

/dw —1. (4.58)

Vergleicht man diese Integrationsregeln (4.57), (4.58) mit den entsprechenden Differentiationsre-
geln (siehe Abbildung 4.1)

d d
@1:0, @wzl, (4.59)

so sieht man, dal im Raum der Grassmann-Zahlen Integration und Differentiation dasselbe sind.

Beispielsweise erhalten wir fiir die Funktion (4.55):

/ dp F() = b, % F() =b. (4.60)

Die Verallgemeinerung der Integrationsregeln (4.57), (4.58) auf den Fall einer mehrdimensionalen

Grassmann-Algebra mit den Generatoren v; mit ¢ = 1,...,n erfolgt durch

/dw o, /dwi s = 61 (4.61)

was den Differentiationsregeln in Abbildung 4.1 entspricht. Mehrfache Integrale werden in der
iiblichen Weise durch Hintereinanderausfithrung der zugrunde liegenden eindimensionalen Inte-

grationen berechnet. Als Beispiel betrachten wir das Integral iiber die Funktion (4.47):

[ s [[av o) = 1. (4.62)

Eine Vielfachintegration bewirkt demnach gerade das Herausprojizieren des entsprechenden Ko-

effizienten in der Reihenentwicklung (4.43) der Grassmann-Funktion

[ oo [avn s =, (4.63)

Im Hinblick auf die Behandlung von fermionischen Vielteilchenproblemen im groflkanonischen En-
semble ist es sinnvoll, komplexe Grassmann-Variablen einzufithren. Man betrachtet hierzu zwei
disjunkte Sétz von Grassmann-Variablen v, ..., ¢, und 97, ..., 1", die miteinander antikommu-

tieren:
] = [ung] = (e, =0 (4.64)

Diese Generatoren bilden zusammen eine 2n-dimensionale Grassmann-Algebra. Die beiden Sétze

Ui, 0, und Y7, ..., " werden iiber eine Konjugations-Operation miteinander verkniipft:
()" =7, (W) =i, (i iy - i) =y, bl ()T =N, (4.65)

wobei A eine komplexe Zahl ist. Bei der Differentiation und Integration werden die beiden Sétze
V1, ..., 0, und Y7, ... ;1" als unabhéngige Variablen behandelt.
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Um die komplexen Grassmann-Variablen in der Feldtheorie anzuwenden, mufl man antikommu-
tierende Felder einfiihren, also den Kontinuumslimes ¢; — () und ¥} — ¢*(x) betrachten. Die
Antikommuatorrelationen (4.64) gehen dann tiber in

U@, 0] = e, e@)] = [ve), )] =o. (4.66)

+ +

Damit bilden die antikommutierenden Felder ¢ (z) und ¢*(x) die Generatoren einer unendlich di-
mensionalen Grassmann-Algebra. Ein beliebiges Element dieser Algebra stellt dann ein Funktional

flw*, 9] dar, das sich in Verallgemeinerung von (4.43) entwickeln 148t in

) =50+ [ oy {5000 @) + 1 @t} + [ do [ d
{2 @) (@) (02) + 57 (@0, 2200 (@0)() + £ (@, o(e) (@) . (467)

In diesem Kontinuumslimes wird die Differentiation nach Grassmann-Variablen zur Funktionala-

bleitung nach komplexen Grassmann-Feldern mit den Regeln

su(a) _ 0v ()
@) o)

. ) o)

e 50w Bl)

0. (4.68)

4.4 Schrodinger-Feldtheorie fiir Fermionen

Wir entwickeln nun eine klassische Feldtheorie fiir den Fall, da§ die Schrodinger-Felder *(x, t)
und 9 (x, t) antikommutierende Grassmann-Felder sind. Wie im bosonischen Fall ist die Wirkung
durch das Raum-Zeit-Integral (4.32) und die Lagrange-Dichte durch (4.33) gegeben. Das Hamil-
tonsche Prinzip der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Feldtheorie (4.34) fiihrt wegen
der Beliebigkeit der Variationen der Grassmann-Felder ¢*(x,t) und ¢ (x,t) auf die Feldgleichun-
gen (4.35). Die Berechnung der Funktionalableitungen der Wirkung (4.32) nach den Grassmann-
Feldern ¢*(x, t) und 9 (x, t) erfolgt wie im bosonischen Fall und fiihrt auch auf die Euler-Lagrange-
Gleichungen (4.36), (4.37). Ein Unterschied der Schrodinger-Feldtheorie fiir Bosonen und Fermio-
nen tritt erst bei der Berechnung der partiellen Ableitungen der Lagrange-Dichte (4.33) auf. Im
Unterschied zu (4.38)—(4.40) erhalten wir bei Fermionen:

oL _yix)p or (1)
p(x,t) Vx)v(x.1), ) V(x) ¢(x,t) +ih—— ", (4.69)
oL h? i} oL B 72
oL L oL
IR B ek AN i e (4.71)
0 gy \m Y
81& 81&

Trotz unterschiedlicher Vorzeichen resultieren aus (4.36), (4.37) und (4.69)—(4.71) dieselben Be-
wegungsgleichungen (4.26), (4.27) wie im bosonischen Fall.
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4.5 Funktionalintegral

Nun endlich kénnen wir die bei (4.25) geduflerte Frage beantworten, welche euklidische Wirkung
A[*, 1] im Funktionalintegral zur grofilkanonischen Zustandssumme auftritt. Zum einen miissen
wir in (4.32), (4.33) durch eine Wick-Rotation ¢ = —it von der Realzeit ¢ zur Imaginérzeit 7

iibergehen und erhalten:

Alp*, 9] = /Ohﬁ dT/de v (x,7) {h% — % A+ V(x)} V(x,7). (4.72)

Der Vergleich mit (2.53) zeigt, dal in (4.72) die mittlere Energie der bosonischen bzw. fermioni-
schen Schrodinger-Felder ¢*(x,t) und 1 (x,t) auftritt:

Al ] = /O v dr / dPx*(x,7) [h% +ﬁ(x)] Y(x, 7). (4.73)

Zum anderen miissen wir beriicksichtigen, dafl im grolkanonischen Ensemble die Energie um einen
Beitrag zu vermindern ist, der den Teilchenaustausch mit der Umgebung beschreibt (siehe Beginn
von Kapitel 4). Demnach ist von (4.73) das chemische Potential g multipliziert mit der mittleren
Teilchenzahl des bosonischen bzw. fermionischen Schrédinger-Feldes *(x, t),¥(x,t) abzuziehen:

A[p*, ] = /0 v dr / dPx*(x,7) {h% + H(x) — u} W(x, 7). (4.74)

Demnach handelt es sich bei (4.25), (4.74) um ein Gaufisches Funktionalintegral fiir die groBka-

nonische Zustandssumme Z.

Im Hinblick auf die spéter zu behandelnden Korrelationsfunktionen erweitern wir nun das Funk-

tionalintegral (4.25) und betrachten das erzeugende Funktional

Z[j*,]] _ \%D@b* %Dw e—AW)*ﬂlﬁj*vﬂ/h. (475)

Die dabei auftretende euklidische Wirkung

At = Aol = [ [ {pnven e enien) @

besteht neben (4.74) noch aus Termen, bei denen die bosonischen bzw. fermionischen Felder
Y*(x,7),1¥(x,7) an bosonische bzw. fermionische Stromfelder j*(x,7),j(x,7) koppeln. Gerade
diese Stromterme machen das Funktionalintegral (4.75) zu einem erzeugenden Funktional, mit

dem wir spater Korrelationsfunktionen berechnen werden.

Man koénnte das Funktionalintegral (4.75) durch eine Gitterung der Raum-Zeit in Analogie zur
Zeitgitterung des Pfadintegrales in Abschnitt 2.5 definieren. Dies wollen wir hier aber nicht nidher
ausfithren. Statt dessen nutzen wir aus, dafl in (4.75) tiber alle Felder ¢*(x, 7), ¢ (x, 7) aufzusum-

mieren ist, die beziiglich der Imaginérzeit 7 periodisch bzw. antiperiodisch sind:

U (x,0) = v (x, hB) (x,0) = e (x, hf3). (4.77)
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Diese Randbedingung stellt einen wesentlichen Unterschied bei der Funktionalintegration fiir Bo-
sonen (¢ = +1) und Fermionen (e = —1) dar. In Abschnitt 2.5 hatten wir gesehen, daf8 die periodi-
sche Randbedingung auf eine Matsubara-Zerlegung mit den bosonischen Matsubara-Frequenzen
(2.116)

Bosonen: Wy = % 2m; m=0,+1,£2,... (4.78)
fiihrte. Ganz entsprechend resultiert aus der antiperiodischen Randbedingung eine Matsubara-

Zerlegung mit fermionischen Matsubara—Frequenzen'

Fermionen: Wiy = (2m +1); m=0,%£1,+2,.... (4.79)

3
Wir zerlegen nun die im Funktionalintegral (4.75) auftretenden Felder ¢*(x, 7), 1 (x, 7) beziiglich
des Ortes x in die 1-Teilchen-Wellenfunktionen 1, (x) vom Eigenwertproblem (2.62) und beziiglich
der Imaginérzeit 7 in Matsubara-Beitrage mit den Matsubara-Frequenzen (4.78), (4.79):

=3 D GntaE T ) =Y Y camta(x) e T (4.80)

n m=-—oo n m=-—oo

Bei Bosonen bzw. Fermionen sind die Entwicklungskoeffizienten ¢ . cn., gewohnliche komplexe

Zahlen bzw. komplexe Grassmann-Zahlen. Eine Summation iiber alle periodischen bzw. antiperi-
odischen Felder *(x, 7), ’l/)(X 7) entspricht dann einer Summation iiber alle méglichen Entwick-

lungskoeffizienten cj, ,,, cn

jq{w ]{W 11 H /dcnm/dcnm - (4.81)

n m=—oo

Hierbei wahlen wir die Normierungskonstanten Ny, zu:

QE ; Bosonen ,

Npm = 1” (4.82)
— ; Fermionen .
B

Wir untersuchen nun, wie die euklidische Wirkung (4.74), (4.76) von den Entwicklungskoeffizienten
* s Cnm abhéngt. Beim Einsetzen von (4.80) beachten wir, daf§ die 1-Teilchen-Wellenfunktionen
tn(x) der Orthornomalitétsrelation (2.63) und die Funktionen (2.136) sowohl fiir bosonische als
auch fiir fermionische Matsubara-Frequenzen (4.78), (4.79) der Orthornomalitétsrelation (2.137)

geniigen. Damit erhalten wir:

A 53570 = Y30 {18 = it + Bu— 1) i

n m=-—oo

hg
/ dT/dD (5,7) Yn () € G+ (%) €7 6l x| | (483)
Nach (4.75), (4.81), (4.83) faktorisiert das Funktionalintegral fiir das erzeugende Funktional in

gewoOhnliche Integrale iiber die Entwicklungskoeffizienten ¢

cl

nm Cnm:

H H /dC*nm/CnmNnm exp{—ﬂ(— ihwm"’"En_,u)C*nanm

n m=—oo

/hﬁdT/dD (%, 7) Y (X) €77 cum + V(%) €97 ¢, 4 (X, )]}.(4.84)
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Es handelt sich hierbei fiir jede Quantenzahl n und fiir jede Matsubara-Mode m um ein eindimen-

sionales komplexes GauB-Integral {iber zwei bosonische bzw. fermionische Variablen ¢} ,,, ¢nm.

Wir betrachten zunéchst das eindimensionale komplexe Gauf-Integral iiber zwei bosonische Va-

riablen ¢* ¢ von der Form

I = / d* / dip e~ WAV YT (4.85)

Die Zerlegung von ©* ¢ und n*,n in Real- und Imaginérteil

V= =iy, Y=Y tipy, nt=m -, n=m 4+ (4.86)

fiihrt dann auf

VAP = A (Y] +¢3) N+t =2 (mhr + nate) (4.87)

Mit dem Betrag der Jacobi-Determinante der Variablentransformation

o ov
Oy Oy B

Det | o o —9 (4.88)
by Oy

faktorisiert das eindimensionale komplexe GaufB-Integral (4.85) in zwei eindimensionale Gauf-

Integrale

I, =2 /OO dib, e—(Aw%+2n1w1) /oo dibs 6—(Aw§+2n2¢2) ’ (4.89)

die sich unmittelbar auswerten lassen:

27T * A—1
I, = e AT

T (4.90)

Nun betrachten wir das eindimensionale komplexe Gauf-Integral {iber zwei fermionische Variablen
¥*, 1) von der Form

I = / dip* / dap e~ WAV VYT (4.91)

Wegen der Translationsinvarianz der Grassmann-Integrale (siche Abbildung 4.2) fiithrt die Substi-

tution

V(X)) = X"+ P(x) = x+ o (4.92)

das Integral (4.91) {iber in

I, = /dx /dx exp *AX + (Ao +n)" x + X" (Ao + 1) + Uy Atbg + 0 tbg + wgn} } .(4.93)
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Eine Vereinfachung erfolgt durch die Festlegung
o =—A"", Yo =—A""n, (4.94)

wodurch (4.93) iibergeht in

L=e" 4 /dx*/dx e XA (4.95)

Da die Grassmann-Zahlen x*, x antikommutieren, geht (4.95) tiber in

L=l A /dx*/dx (1 + Axx*> . (4.96)

Durch Hintereinanderausfithrung der einzelnen Grassmann-Integrale folgt aufgrund der Integrati-
onsregeln (4.57), (4.58):

L= A", (4.97)

Der wesentliche Unterschied zwischen dem bosonischen und dem fermionischen Gauf-Integral
(4.85) und (4.91) besteht demnach darin, daB8 A in (4.90) im Nenner und in (4.97) im Zahler des
Vorfaktors auftritt.

Verwenden wir (4.85), (4.90) bzw. (4.91), (4.97), so lassen sich die komplexen Gauf-Integrale
in (4.84) berechnen. Unter Beriicksichtigung der Normierungskonstanten (4.82) erhalten wir das

Ergebnis, dafl das erzeugende Funktional die folgende Form besitzt

1 8 3
Zlj*, 4 =2 exp{ﬁ / dT/ dT’/de/dD:c’j*(x, 7) G(X,T;X’,T’)j(x’,T')} . (4.98)
0 0

wobei sowohl die grolkanonische Zustandssumme

€

z-1] ﬁ (—imm+En—M)_ (4.99)

n m=—oo

als auch die Greensche Funktion

G, ™) == 3 a0 vix) S — -
3 . thwy, + By — 1

—iwm (T—77)

(4.100)

m=—0oQ

eine Matsubara-Zerlegung besitzen. Wir bemerken, dafl diese beiden Matsubara-Zerlegungen (4.99),
(4.100) gemésB

ag InZ =ef /dD:c G(x,T;x,T) (4.101)
v

zueinander in Beziehung stehen.
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Wir beobachten nun, dafl sich die beiden Ergebnisse (4.99) bzw. (4.100) fiir die groBkanonische
Zustandssumme bzw. die Greensche Funktion noch auf eine andere Weise interpretieren lassen.
Hierzu beachten wir, daff die euklidische Wirkung (4.74) auf die Form

K3 K3
Al* ] = h/ dT/ dT’/dD:c/de’qﬁ*(x, 7Gx, 7%, 7)Y, T) (4.102)
0 0
gebracht werden kann. Hierbei ist der Integralkern durch

G Hx,7;x,7) = %5(){ —x")o(r — 1) [ﬁ % +HX) —p (4.103)
T

gegeben. Wir untersuchen zunéchst das Eigenwertproblem des Integralkernes

h3
/ dT'/de' G, 7%, ) Yam (X 7)) = Aam Yam (X, 7)), (4.104)
0
wobei die Eigenfunktionen beziiglich der Imaginérzeit periodisch bzw. antiperiodisch sein sollen:

Vam(X,0) = €Ynm(x, AB). (4.105)

Die Losung des Eigenwertproblems (4.104), (4.105) lautet:

Unm(X,7) = Pa(x) e, (4.106)
Aam = —ihwy 4+ Eq — i (4.107)

Wir definieren nun den Tracelog des Integralkernes (4.103) als die Summe {iber die Logarithmen

seiner Eigenwerte:

TrinG™' =) i In Ap o - (4.108)

n m=-—oo

Dann kénnen wir durch Vergleich von (4.99) mit (4.107), (4.108) feststellen, dafl die groSkanonische

Zustandssumme gerade durch den Tracelog des Integralkernes gegeben ist:
Z =G (4.109)

AnschlieBend untersuchen wir, wie der Integralkern (4.103) auf die Greensche Funktion (4.100)

wirkt. Zunéachst erhalten wir

n3 1 > . ,

/0 dT”/de” G Hx, 7 x", 7" G" "X 7)) = w3 Zn: m;w U (%) V5 (x) e”m (=) (4.110)
Die n-Summe entspricht gerade der Vollstandigkeitsrelation (2.64) der 1-Teilchen-Wellenfunktionen
n(x). AuBerdem entspricht die m-Summe im Falle der bosonischen Matsubara-Frequenzen (4.78)
der Vollstéandigkeitsrelation (2.138) der Funktionen (2.136). Im Falle der fermionischen Matsubara-
Frequenzen (4.79) folgt dagegen mit Hilfe der Poissonschen Summenformel (2.134):

oo

Z T (T) 22, (7)) = 6@ (7 — 7). (4.111)

m=—0oQ
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Hierbei bezeichnet §® (7 — 7/) die antiperiodisch repetierte Deltafunktion:

o

0@ (r—7)= Y (-1)"6(r — 7 +nhp) . (4.112)

n=—oo

Damit reduziert sich (4.110) auf die Aussage, daf Integralkern und Greensche Funktion zueinander

invers sind:
hg
/ dT”/le’” G lx,mx" "G, 7" ) = §(x —x) 6®/¥ (7 — 7). (4.113)
0

Setzt man (4.103) in (4.113) ein, so 1d8t sich die Greensche Funktion auch dadurch charakterisieren,
dafB sie der Schrédinger-Gleichung mit Deltafunktion in Raum und Imaginérzeit als Inhomogenitét
genigt:

—h&2 G(x,m;x',7) = [f[(x) — u} G(x,7;x,7) = hé(x —x) 6P/ (r — 7). (4.114)
T

4.6 Erzeugendes Funktional

Im folgenden zeigen wir, dal (4.98) im doppelten Sinne ein erzeugendes Funktional darstellt.
Zunichst stellen wir fest, daf§ das erzeugende Funktional (4.98) fiir verschwindende Strome die

groflkanonische Zustandssumme beinhaltet:

*=0
z =z 0 (4.115)
‘7_
Wir wollen nun die 2-Punkt-Funktion
<¢(X1,7'1)¢ (XQ,TQ %,Dlp %Diﬂlp X1,7'1>1p <X2 Tg) — AW YR (4116)
berechnen. Hierzu fiigen wir mit (4.76) die Stromterme in der euklidischen Wirkung hinzu:
<1p(X1,T1>1p (XQ,TQ %Diﬂ %’Dlpiﬂ X1771)¢ (X27T2) — AR il . (4117)
j=0
Aufgrund der Identitdten
SA[™, 55", 5] SA[Y", 55", ]
— = — 4.118
st = e, S i) (1.118)

lassen sich die Felder ¢ (x;,71) und 9¢*(x2, 72) im Funktionalintegral (4.117) durch Funktionalab-
leitungen nach Stromfeldern ersetzen:

§*=0

h%5? . it
((x1, 1) " (%2, 72)) =z %D?/) j{D 550 e AW al/R (4.119)

T2 5] (X1>71)

j=0
Durch Vertauschung von Funktionalintegration und Funktionalableitung folgt mit Hilfe von (4.75):

* 1 ez
(W01, m) U7 (%, 7)) = 3 57 (Xa, 79)05* (X1, 1)

(4.120)

J=0
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Verwenden wir in (4.120) die explizite Form (4.98) des erzeugenden Funktionales, so sehen wir,
daB die 2-Punkt-Funktion (4.116) gerade durch die Greensche Funktion gegeben ist:

(h(x1,71) ¥ (%2, 72)) = G(X1, 715 X2, T2) - (4.121)

Der zweite Weg zur Berechnung der 2-Punkt-Funktion (4.116) beruht darauf, dafi Funktionala-
bleitungen nach dem bilokalen Integralkern durchgefiihrt werden. In direkter Verallgemeinerung

der Funktionalableitung lokaler Grofien wie beispielsweise

05" (x1,71) 0 (x1,71)
= =0(x; — o(m — = 4.122
55 (%2, 72) (x1 —%2) 0(11 — 72) 5 (2. ) (4.122)
liegt es nahe, solche Funktionalableitungen bilokaler Groflen durch
oGt ;
0T X0 T2) s ) b(m — 7) 3(xs — x1) 6(72 — 72) (4.123)

0G~1(x3, T3 X4, Ta)
zu definieren. Aufgrund von (4.102) betrachten wir die euklidische Wirkung A[¢*, ¢] als Funktional

des Integralkernes und erhalten

SA[Y*, Y]
0G1(x, ;%! 1)

Damit 148t sich das Produkt der Felder ¢(x;,7) und 9*(x2,72) im Funktionalintegral (4.116)

durch eine Funktionalableitung nach dem Integralkern ersetzen:

((x1, 1) " (X2, 72)) j{Dw %D@b e xf e~ AW IR (4.125)

, T2 X1, Tl)

= hpt(x, T) (X, ) . (4.124)

Durch Vertauschung von Funktionalintegration und Funktionalableitung folgt mit Hilfe von (4.25):

—€ 0Z
Z 5G (XQ,TQ;Xl,Tl) ’

(Y (x1, 1) " (%2, 72)) = (4.126)

Setzen wir unser Ergebnis (4.109) fiir die groBkanonische Zustandssumme in (4.126) ein, so erhalten
wir

OTr InG™1
0G (X2, T2; X1, T1)

(Y (x1, 1) V" (%2, 72)) = (4.127)

Um die verbleibende Funktionalableitung auswerten zu kénnen, miissen wir eine explizite Form

fiir den Tracelog gewinnen. Hierzu verwenden wir die Identitét
TrinG'=TrIn[1+ (G —1)] (4.128)

und die Taylor-Reihe (3.84) des Logarithmus

N ED™ gy
TrinG' =) TTI(G -1)". (4.129)
n=1

Damit ist der Tracelog gegeben durch
o 1)+l h3 h3

G = S Care [Can [arn s [ana 67 st
n=1

5(x1—x2)5(7'1—7'2)] [G (X, Trs X1, 71) — 0(X5, — x1) 0(70, — 71)| . (4.130)
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Einsetzen von (4.130) in (4.127) fithrt mit (4.123) auf

<’¢(X1,’7‘1)’¢*(X2,7'2)> = 5(X1 — Xg) T — ’7'2) |:G_1(X1,’7'1;X2,’7'2) — 5(X1 — X2) 5(7’1 — ’7'2):|

h3
/ dTl/leL'l Yxp, m X, 1) — 0(x, —x1) 0(m —7‘1)}

X [G‘l(x’l, X2, T2) — (X1 — Xp) 6(71 — 7o) | + ... . (4.131)
Formal betrachtet stellt (4.131) eine geometrische Reihe dar, die unmittelbar aufsummiert werden
kann:
(Y(x1, 1) V" (%2, 72)) = Z (-G = 1])” (x1,71; X2, T2) = G(X1,T1; X2, To) . (4.132)
n=0

Damit haben wir das frithere Ergebnis (4.121) reproduziert.

Bei der spéter zu entwickelnden Storungstheorie wechselwirkender Felder werden in Verallgemeine-
rung von (4.116) hohere n-Punkt-Funktionen auftreten. Wie bei der hier vorgestellten Berechnung
der 2-Punkt-Funktion gibt es mit dem Strom- und dem Integralkernformalismus zwei M6glichkei-
ten, diese n-Punkt-Funktionen zu berechnen. Der Integralkernformalismus hat gegeniiber dem
Stromformalismus den Vorteil, dass nur halb so viele Funktionalableitungen erforderlich sind. Au-
Berdem ist der Integralkern sowohl bei Bosonen als auch bei Fermionen keine Grassmann-Variable.
Deshalb mufi man bei Funktionalableitungen nach dem Integralkern nicht wie bei Funktionala-

bleitungen nach Stromen auf deren Reihenfolge achten.

4.7 Greensche Funktion

Wir berechnen nun die Matsubara-Reihe der Greenschen Funktion (4.100). Zunéchst behandeln
wir den Fall der Bosonen. Die Anwendung der bosonischen Poissonschen Summenformel (2.135)
fithrt auf

G(X’ 7-; X’? T,) = Z g(x7 X,; T = T, + nh/@) ) (4'133)

n=—oo

wobei die Funktion g(x,x’;7) gegeben ist durch

. 0 e—ime
n dwp, ; . 4.134
90%,%57) Z¢ 7r/ “ Wi + 1(En — ) /b (4.134)

—0o0

Das w,,-Integral 18t sich mit dem Residuensatz unter Beachtung von E, — p > 0 auswerten. Im
Falle 7 > 0 1afit sich (4.134) tiber einen Halbkreis in der unteren komplexen w,,-Ebene berechnen,
wo der Integrand einen Pol an der Stelle w,, = —i(E, — u)/h besitzt. Entsprechend ist fiir 7 < 0
der Halbkreis in der oberen komplexen w,,-Ebene zu verwenden, wo der Integrand keinen Pol

besitzt. Beide Falle lassen sich zusammenfassen durch

g(x,x';7) Z¢n ~(En—p)r/h (4.135)
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Der Vergleich von (3.48) mit (4.135) zeigt, daB8 die Funktion g(x,x’;7) bis auf die Heaviside-
Funktion ©(7) gerade der 1-Teilchen-Imaginirzeitentwicklungsamplitude entspricht, bei der die
1-Teilchen-Energien F,, um das chemische Potential y verschoben sind. Wir halten dieses wichtige
Ergebnis formal durch folgende Notation fest:

g(x,x';7) = O(7) (%, 7|x,0) : (4.136)

E—FE—pu

Nun setzen wir (4.136) in (4.133) ein und fithren die periodische Repetierung explizit durch. Es

sei zundchst 7 — 7' € (0, AF). Dann folgt durch Aufsummation einer geometrischen Reihe:

e —(Ba—p)(r—7')/h
G(x,m;x',7) an o T—1 € (0,h0). (4.137)

Entsprechend erhalten wir fiir 7 — 7/ € (—h/3,0):

X ~(En—p)(r—7")/h
Gx, 7%, 1) an e T —71 € (=h3,0). (4.138)

Die beiden Félle (4.137) (4.138) werden nun zusammengefafit, so daf§ die bosonische Greensche
Funktion lautet:

Gx,7;x,7') = an(x)w (x'

— 1 e~ (En—p)(T—7'=h3/2)/h r_ —(En—p)(T=7"+h53/2)/h
X@(T ') e ‘ +O(r—T1)e  (4139)
2sinh G(Fy — p)/2

Wir behandeln nun den Fall der Fermionen. Hierzu spezialisieren wir die Poissonsche Summenfor-
mel (2.134) auf eine Funktion f(m) = F(w,,), die von den fermionischen Matsubara-Frequenzen
(4.79) abhéngt:

[e.9]

> Flww) = Z / dwn, F(wy, ) e~ (4.140)

Demnach unterscheiden sich die Reihen (2.135) und (4.140) mit bosonischen bzw. fermionischen
Matsubara-Frequenzen (4.78) bzw. (4.79) durch den Faktor (+1)" in der n-Summe. Die Anwen-

dung der fermionischen Poissonschen Summenformel (4.140) fithrt die Matsubara-Reihe der Green-
schen Funktion (4.100) auf

Glx,msx,7) = D (=1)"g(x,xs 7 =7 +nhp) (4.141)

n=—oo

mit derselben Funktion (4.134). Beim Einsetzen von (4.135) in (4.141) fithren wir die antiperiodi-
sche Repetierung explizit durch und erhalten:
o e Bt/ ,
Gl 7)) = D (VLX) T 77 €(0,h8),  (4.142)

. e Bammr=r)/n /
Gx,mx,7) = = tu(x)Y5(x) p o el T—1 € (~hB,0). (4.143)
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Die Zusammenfassung beider Félle fithrt auf die fermionische Greensche Funktion
Gx,7;x',7") = Z@Dn(x)@b

B = ) Bl B (! — ) e (Ba e e/ 1)

2cosh B(FEy — p)/2
Wir beobachten, daf die bosonische und die fermionische Greensche Funktion (4.139) und (4.144)
im Limes 7 — 7/ unstetig ist. Um diese Mehrdeutigkeit aufzulésen, betrachten wir unser Ergebnis
(4.121) fur die 2-Punkt-Funktion. Demnach beschreibt die Greensche Funktion G(x,7;x’,7’) die

physikalische Situation, daf am Raum-Zeit-Punkt (x’, 7') ein Teilchen erzeugt wird und dann zum

Raum-Zeit-Punkt (x,7) propagiert, wo es wieder vernichtet wird. Von den beiden mathematisch
moglichen Limites 7/ | 7 und 7/ T 7 ist aufgrund des Kausalitdtsprinzips nur der erste physikalisch

relevant. Wir definieren daher

Gx,7;x,7) = h,IlnG(X 7%, 7') (4.145)
und erhalten aus (4.139) und (4.144) fiir e = £1:
G(x,7:x;7) =€ Z 66% . (4.146)
Einsetzen von (4.146) in (4.101) fiihrt auf eine Differentialgleichung fiir die grofilkanonische Zu-
standssumme
0 InZ = o 4.147
LD Dy 117

die durch unser friitheres Resultat (4.12) gelost wird. Die Matsubara-Zerlegung (4.99) fiir die grof3-
kanonische Zustandssumme wurde demnach indirekt dadurch berechnet, da8 sie iiber (4.101) auf

die Matsubara-Reihe der Greenschen Funktion zuriickgefiithrt wurde.

AuBerdem beobachten wir, dafi die Beziehung (4.101) noch eine weitere wichtige physikalische
Interpretation besitzt. Mit Hilfe von (1.32) und (1.37) erhalten wir fiir die Teilchenzahl

N = / dPrn(x (4.148)
wobei die Teilchendichte
n(x) =eG(x,7;x;7) (4.149)

geméf (4.146) gegeben ist durch
Zeﬁ En P (4.150)

Damit resultiert fiir die Teilchenzahl der Ausdruck (4.20), der sich mit Hilfe der quantenmechani-
schen Zustandsdichte (2.222) auch auf die Form

> p(E)

bringen la3t.
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4.8 Semiklassische Ndherung

Nun berechnen wir noch die jeweiligen grofikanonischen Gréflen in der semiklassischen Néherung.

Die fiithrende Ordnung der 1-Teilchen-Imaginérzeitentwicklungsamplitude (2.210) lautet

M \P? M T X + %
! N2
_ _ 2 Ty 4.152
orl0) = (o) e { g o - Tv (52 (4.152)
und besitzt die Fourier-Darstellung
d"p i 7 [ p? x + x/
’ _ Z XY | =— 1V . 4.153
orlx.0) = [ i e {gpixox) - 7 [ By (X (4.153)
Damit erhalten wir aus (4.136) die semiklassische Ndherung
/ d"p ip (x—x')/h—H(x,x";p)7/h
g(x,x";7) = 0O(7) Gnh)D e e (4.154)
mit der Energiefunktion
2 /
P X+ X
H "'p)=— — . 4.155
xip) = B v (S35 (4.155)

Entsprechend ergeben sich die semiklassischen Néherungen der bosonischen Greenschen Funktion
(4.139) zu

a? , ,
Gx,mx,7) = /(2 ]‘SD ¢'P (x=x)/h
T
Or — 1) e—HX'D)T—r'"=18/2/h | @ (7 _ 7 p=HxxX'sp)(r—7"+3/2) /1
y (r—1")e . +0O(r"—71)e (4.156)
2sinh GH (x,x';p)/2

und der fermionischen Greenschen Funktion (4.144) zu

dP - ,
Gx,7;x,7) = /(2 h];D ' P (x=x)/n
T

@(7_ _ 7_/) e—H(x,x’;p)(T—T’—ﬁ6/2)/h o @(7_/ . 7_) e—H(x,x’;p)(T—T’+ﬁ6/2)/h
2cosh fH(x,x';p)/2
Aufgrund von (4.145), (4.149), (4.156) und (4.157) lautet demnach die semiklassische Néherung
der Teilchendichte

(4.157)

dPp 1
n(x) = / (@rh)D AP — ¢ (4.158)

wobei H (x, p) die Hamilton-Funktion (2.9) darstellt. Auflerdem erhalten wir aus (2.39) und (4.152)

fiir die semiklassische Néherung der 1-Teilchen-Zustandssumme

D/2
Z4(8) = (%) / P eV, (4.150)

Die semiklassische Niherung der groffkanonischen freie Energie (4.21) ergibt sich zu

€ dPp BT H (x0)—
F= 5 /d%/i(%h)f’ ln{l — ee AHEP) M}. (4.160)
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Damit sind (4.148), (4.158) konsistent mit (1.37), (4.160) und wir erhalten fiir die Teilchenzahl:

1
D
M= /d /27rh D eBlH(xp)—pn — ¢’ (4.161)

Mit Hilfe der klassischen Zustandsdichte (2.221) 148t sie sich auf die Form

N = /dEeﬁpEdu_e (4.162)

bringen.

4.9 Effektive Wirkung

Wir untersuchen nun die Frage, wie man die thermodynamischen Eigenschaften des Boses-Gases
unterhalb des Phaseniiberganges im groflkanonischen Ensemble berechnet. Dabei identifizieren
wir die Kondensation der Bosonen in den Grundzustand damit, dafl der groflkanonische Ensem-
blemittelwert der Bose-Felder ¢*(x, 7), ¥(x, 7) nicht mehr verschwindet. Um aber einen von Null
verschiedenen groflkanonischen Ensemblemittelwert beschreiben zu kénnen, miissen wir die Bose-
Felder ¢*(x,7), ¥(x,7) geméaf} (4.76) an Stromfelder j*(x,7), j(x,7) ankoppeln. Aus dem erzeu-

genden Funktional (4.75) lassen sich dann die grofkanonischen Ensemblemittelwerte

wa/) x, 1) e AW i Il/R (4.163)
— * =A™ 1h35%,4]/h
U(x,7) = Z[j*,j] %Dw %D@M/}(x, T)e (4.164)

durch Funktionalableitungen nach den Stromfeldern gewinnen:

h 0Z[5" ] h 025", J]

Z[j*, 4] 6j(x,7)’ V) = Z[5*,7] 65*(x,7) (4.165)

Durch die Ankopplung der Bose-Felder ¢*(x, 7), ¥(x,7) an die Stromfelder j*(x,7), j(x,7) wird

U (x,7) =

aber auch die groflkanonische freie Energie (1.32) zu einem erzeugenden Funktional

1
Fli* il = 3 In Z[5*, j] (4.166)
und wir erhalten aus (4.165)
oF SFI*, j
Ui (x,7) = —hp 5]([;7( Tj)] : U(x,7) = —hﬁ#. (4.167)

Hierbei besagt (4.167), dal die groflkanonischen Ensemblemittelwerte ¥*(x, 7), U(x, 7) als Funk-

tionale der Stromfelder j*(x,7), j(x,7) aufzufassen sind:

W r) = U)W T) = W]k ) (4.168)
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Wir nehmen an, dafl (4.168) eindeutig invertiert werden kann. Dann lassen sich umgekehrt die
Stromfelder j*(x,7), j(x,7) als Funktionale der groflkanonischen Ensemblemittelwerte ¥*(x,7),

U(x, 7) ansehen:
J (%, 1) = v, (%, 7), Jj(x,7) = J[U", Vl(x,71). (4.169)

Wir verwenden nun die Beziehung (4.167), um eine Legendre-Transformation des grofkanonischen
freien Energiefunktionales F[j*, j] beziiglich der Stromfelder j*(x, ), j(x,7) durchzufiithren. Dies
fiihrt auf die effektive Wirkung

L[U* 0] = f[j*[\lf*,\l’],j[‘l’*,‘lf]]

h3
+% ; dT/de {j*[\lf*, \If](x, T) \I’(X, T) + \I/*(X, T).][\I]*v \If](X, T)} ’ (4170>

die ein Funktional der groBkanonischen Ensemblemittelwerte U*(x, 7), ¥(x, 7) darstellt. Die Funk-
tionalableitungen der effektiven Wirkung (4.170) nach den Feldern ¥*(x, 7), WU(x, 7) fithrt auf die
folgenden Legendre-Identitéiten:

ST[U*, 0] 1 ST[T*, 9] 1

) %j[\lf*,\lf](x, 7), T %j*[\lf*,\lf](x, 7). (4.171)

Die thermodynamische Bedeutung der effektiven Wirkung (4.170) wird deutlich, wenn wir den
physikalischen Limes betrachten, dafl die kiinstlich eingefiihrten Stromfelder j*(x, 7), j(x,T) ver-

schwinden:
physikalischer Limes: J'(x,7) —0, jx,7)—0. (4.172)

In diesem physikalischen Limes strebt die effektive Wirkung (4.170) offensichtlich gegen die grofi-

kanonische freie Energie:
L v — Fj*=0,7=0=F. (4.173)

Dabei ist zu beachten, dafl die grofkanonischen Ensemblemittelwerte U*(x, 1), U(x, 7) in diejeni-

gen Felder Vi (x, 1), ¥.(x,7) iibergehen
U(x,7) — WVi(x,7), U(x,7) — W (x,7), (4.174)
die aufgrund von (4.171) die effektive Wirkung extremalisieren:

ST[w, W] |V ="e
OV (x,T) -

ST[w, w] |V ="e
W (x,7) |y ®,

Damit ergibt sich die groSkanonische freie Energie F aus dem Extremalwert der effektiven Wirkung
L[ Wl

F=T[W* . (4.176)
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Wir berechnen nun die effektive Wirkung fiir das ideale Bose-Gas. Hierzu gehen wir vom grofika-
nonischen freien Energiefunktional (4.166) aus, das sich aus (4.98) und (4.109) ablesen 1&8t:

1 K8 K8
Pl = 5T G —% dT/ dr’ /dD /dD \G(x, 7%, )i (<, 7). (4.177)
Die groflkanonischen Ensemblemittelwerte (4.167) ergeben sich dann zu

1 ("
vixr) = 5 [ ar [ah i) G i), (4.178)
0
1 ("
U(x,7) = ﬁ/ dT'/dD:B'G(x,T;X',T')j(X',T'). (4.179)
Die Invertierung von (4.178), (4.179) fihrt mit (4.113) auf
hB
J'x,7) = / dT/dD:L"\If X, 7Gx, 7%, 7), (4.180)
hB
Jj(x,7) = h/ dT'/de'G_l(x,T;x',T')\If(x',T'). (4.181)
0

Mit Hilfe von (4.113), (4.177), (4.180) und (4.181) ergibt sich schliellich die effektive Wirkung
(4.170) zu

IR 1
= B/ dT/ dT’/de/dD:c’\I/*(x, G Hx, 7%, 7 (X, 7)) + BTr InG™'.(4.182)
0 0

Der erste Term in (4.182) entspricht der Wirkung (4.102), die an den groSkanonischen Ensemble-

mittelwerten W*(x, 1), ¥(x, 7) ausgewertet wird:

AW* U] 1 .
T ‘|‘ B TI“ lIlG . (4183)

Dieser erste Beitrag zur effektiven Wirkung wird als Baumgraph (=tree level) bezeichnet. Der

NGRS

zweite Term in (4.183) beschreibt als Tracelog den Beitrag zur effektiven Wirkung, der von den
Fluktuationen der Felder ¢*(x, 7), ¢ (x, 7) um die grokanonischen Ensemblemittelwerten U*(x, 7),
U(x,7) herriihrt.

Mit der expliziten Form (4.103) des Integralkernes lautet (4.182) schlielich
INLAR] 1/hﬁd /dD T*(x,7) ha+ﬁl() 0 ( )+1T1 G™'. (4.184)
=— X, T — X) — x,7) + = Tr In : :
Y hﬁ 0 T x Y 07_ :[L Y /6
Die Extremalisierung (4.175) der effektiven Wirkung (4.184) fithrt auf
J - o
{—thLH(X)—u} Ul (x,7) =0, {thLH(X)—,u} U, (x,7)=0. (4.185)

Wir konstruieren nun eine Losung von (4.185), bei der die extremalisierten grofikanonischen En-
semblemittelwerte Wi (x,7), Vq(x,7) auf die Grundzustandswellenfunktion g(x) zuriickgefiihrt

werden, die durch das Eigenwertproblem

H(x) to(x) = Eq tho(x) (4.186)
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und die Normierungsbedingung
[ P2 i a0 =1 (1.187)
charakterisiert ist. Hierzu definieren wir
Wi, m) = VNoUp(x),  We(x,7) = v/ Noto(x) (4.188)

mit der Normierungsbedingung
/ dPx Ui(x,7) U(x,7) = No, (4.189)

und interpretieren Ny als die Zahl der Bosonen im Grundzustand n = 0. Damit der Ansatz (4.188)

eine Losung von (4.185) ist, muf} gelten:

(Eo — )/ No=0. (4.190)
Man hat demnach zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall: 1% 7£ Eo, NO = 0, (4191)
2. Fall: p=FEy, No#0. (4.192)

Der erste Fall (4.191) beschreibt die Hochtemperaturphase, bei der die Bosonen nicht in den
Grundzustand kondensiert sind, wihrend der zweite Fall (4.192) die Tieftemperaturphase dar-
stellt, in der ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt. Wir sehen daran, dafl man im groflkanonischen

Ensemble die thermodynamischen Eigenschaften der jeweiligen Phasen separat zu untersuchen hat.

Einsetzen von (4.188) in (4.184) fithrt mit (4.176) und (4.186) auf die groflkanonische freie Energie
1
F=(Ey—p) NO/dDa: e (X) Yo(x) + 3 TrinG™". (4.193)

Aufgrund der Bedingung (4.190) triagt das Kondensat zwar nicht zur grokanonischen freien Ener-
gie bei. Wir haben aber dennoch den Kondensat-Beitrag in (4.193) explizit beriicksichtigt, weil
er zur Teilchenzahl (1.37) beitriagt. Dies wollen wir im folgenden im Rahmen der semiklassischen

Néherung nidher untersuchen.

Nach (1.32), (4.109) und (4.160) ist die semiklassische Néherung des Tracelog gegeben durch

D
TrnG™! = / Pz / (QCZTP;D 1n{1 . e—ﬁ{H@‘vP)—M}. (4.194)
T

Dabei beruht dieses Ergebnis auf der semiklassischen Ndherung (4.159) der 1-Teilchen-Zustands-
summe. Das bedeutet fiir die Zustandsdichte (2.220), daf alle Energien oberhalb des Potential-

minimums beitragen. Aus quantenmechanischer Sicht ist dies aber unbefriedigend, da die tiefste
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Energie die Grundzustandsenergie Fy darstellt. Auf Seite 40f haben wir am Beispiele des aniso-
tropen harmonischen Oszillators gesehen, dal man die semiklassische Néaherung der 1-Teilchen-
Zustandssumme so umentwickeln kann, dafl alle Energien oberhalb der Grundzustandsenergie Fjy

semiklassisch beschrieben werden. Hierzu ersetzt man

D/2
Z1(8) = (%) /dD:c e {110 () } (4.195)
durch
D/2
Zl(ﬂ) — ¢ PBEo <27T]\h42/6) /de e—ﬁV(x){l +0 (ﬁ) } 7 (4196)

wo der Beitrag der Grundzustandsenergie Eg zur 1-Teilchen-Zustandssumme herausfaktorisiert
wurde. Diese Umentwicklung der 1-Teilchen-Zustandssumme hat nun zur Folge, dafl die semiklas-

sische Néherung (4.194) des Tracelog modifiziert wird durch

D
TrinG™ ! = /dD:c/ (;TP;D In {1 — e‘ﬁ[H(x’pHEo_“]} : (4.197)

Damit lautet die semiklassische Naherung der groﬁkanonischen freien Energie (4.193):

f:(EO—u)NO/dDwO( ) o(x ﬁ/df’ / S 5 In {1 — e At eroil - (4198)

Fiir die Teilchenzahl (1.37) erhalten wir dann (4.148), wobei die Teilchendichte gegeben ist durch

dPp 1
o) = No v volx) + [ s e (4.199)

Demnach beschreibt der erste Term den Beitrag derjenigen Bosonen zur Teilchendichte, die in

den Grundzustand kondensiert sind. Dieser Kondensat-Beitrag hingt offensichtlich von der Zahl
No der kondensierten Bosonen und der Grundzustandswellenfunktion o(x) ab. Der zweite Term
beschreibt den Beitrag der nichtkondensierten Bosonen zur Teilchendichte im Rahmen der se-
miklassischen Naherung. Da die Grundzustandswellenfunktion tg(x) der Normierungsbedingung
geniigt, geht die Teilchenzahl (4.148) mit (4. 199) iiber in

1
D
M= NO /d / 27Th eﬁ [H(x,p)+FEo—p] _ 1 (4200)

In der Hochtemperaturphase (4.191) beschreibt (4.200) bei vorgegebener Teilchenzahl N die Tem-
peraturabhéingigkeit des chemischen Potentials p. In der Tieftemperaturphase (4.192) dagegen

definiert (4.200) die Temperaturabhéngigkeit der Zahl No der kondensierten Bosonen. Fiir beide
Phasen 148t sich dann mit Hilfe von (4.199) die Temperaturabhéngigkeit der Teilchendichte n(x)

bestimmen.

4.10 Freies Bose-Gas

Wir betrachten nun ein nichtwechselwirkendes Bose-Gas in drei Raumdimensionen in einem Kasten

mit den Seitenldngen L (vgl. Abschnitt 3.6) im thermodynamischen Limes L — oo. Fiir dieses
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homogene Bose-Gas gilt offensichtlich V' (x) = 0 und Eg = 0, so daf sich die groBkanonische freie
Energie (4.198) mit der Hamilton-Funktion (2.9) und der Normierungsbedingung (4.187) reduziert
auf

F=—puNy+ ﬂ/ 2] e—ﬁ[P2/2M—“1}. (4.201)

Mit Hilfe der Taylor-Reihe (3.84) des Logarithmus lassen sich die Impulsintegrale in (4.201) be-

rechnen und wir erhalten

v
F =—puNo— Y Cs/2 (eﬁu) : (4.202)
Hierbei bezeichnet A die thermische de Broglie-Wellenlédnge (2.11) und ¢, (z) die polylogarithmische
Funktion
o Zn
G =Y = (4.203)
nl/
n=1
Beachten wir die Identitat
d 1
— G (2) ==(,— , 4.204
LG =2 Gle) (1.201

so ergibt sich aus (4.202) die Teilchenzahl (1.37) zu
N = N0+—C3/2( " (4.205)

Wir berechnen zunéchst die kritische Temperatur TC(O), die die Hoch- von der Tieftemperaturphase
trennt. Nach (4.191) und (4.192) folgt diese kritische Temperatur 7. aus (4.205) mit den Be-
dingungen Ny = 0 und p = Ey = 0. Hierbei lautet die im Anhang abgeleitete Robinson-Formel
(4.267) mit v = 3/2:

oo (%) = —2/ 700+ C(3/2) + BuC(L/2) + 5 (BuP -1/ + ., (4.206)

und wir lesen ab
h%l G2 (€7) = €(3/2). (4.207)
o

Damit erhalten wir am kritischen Punkt aus (4.205) die Bedingung

1/3 1/3
0) — ¢1/3(3/2) (%) ~ 1.377 (%) : (4.208)

Sie besagt, dafl die Kondensation eintritt, wenn die thermische de Broglie-Wellenléinge von der
GroBenordnung des mittleren Teilchenabstandes ist. Mit Hilfe von (2.11) ergibt sich die kritische
Temperatur 7," des freien Bose-Gases in drei Raumdimensionen zu (3.116). Demnach ist die kri-
tische Temperatur um so grofer, je grofler die Teilchendichte N/V und je kleiner die Masse M der

Bosonen ist.
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Wir diskutieren nun die thermodynamischen Eigenschaften der Hochtemperaturphase 7" > T, C(O),
die nach (4.191) durch die Bedingung No = 0 charakterisiert ist. Die groBkanonische freie Energie
(4.202) reduziert sich auf

v
F = _W C5/2 (eﬁﬂ) 7 (4209)

und die Teilchenzahl (4.205) lautet
Vv
N = e Cay2 (€7) . (4.210)

Bei vorgegebener Teilchenzahl N stellt (4.210) eine implizite Gleichung fiir die Temperaturabhéngig-
keit des chemischen Potentials 1 dar. AuBerdem ergibt sich aus (4.209) die Entropie (1.35) zu

5V 1%
S =1 =5 Gn (™) - ﬁ'ug G2 (€7) ¢ ki, (4.211)
2\ A
so daf die innere Energie (1.30) lautet
3V
U= 355 Gsy2 (€7 (4.212)
Wir berechnen nun die Warmekapazitét
o= 90 (4.213)
T |y

wo die innere Energie U fiir konstante Teilchenzahl N nach der Temperatur T differenziert werden
muB. Hierzu setzen wir (4.210) in (4.212) ein

3G (e™)
232 (ePm)

und erhalten fiir die Warmekapazitit (4.213) zunéchst

N P G T R A Gl Gl
Ca/2 (€P1) Capo (€7)

Die dabei auftretende innere Ableitung bestimmen wir durch Differentiation von (4.210):

3G (™)
N,V 2Gi/2 (%) -

Damit ergibt sich schliefilich die Warmekapazitét (4.215) zu

_ [5Gz () 9Gaa ()
0_{ Ton (@)~ Teay, () kN . (4.217)

U kT N (4.214)

—Bu et
oT

1 Te

2

3 haN (4.215)
N,V

Bu
e—ﬁu e

T
or

(4.216)

Entsprechend erhalten wir fiir die Steigung der Warmekapazitét

J45¢s s (e7) G2 (e”) B 27C§/2 (™) Coap2 (e7) | kpN
| 8Gz(eP) Ay (eP) 8¢y (%) T

ac
aT

(4.218)

NV
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Wir wollen nun (4.217) und (4.218) am kritischen Punkt auswerten. Hierzu haben wir den Limes

i 1 0 durchzufithren. Aus der im Anhang abgeleiteten Robinson-Formel (4.267) folgen die Limites

. G () ((5/2)  Cap2 (€7) G (e”) G (e™)  ¢2(3/2)
lim Gy = ,  lim——— =0, lim 53 = . (4.219)
w0 Ggpa (€9#)  ((3/2) 7 wi0 Giya () K10 Gty (€74) 2
Demnach lautet die Warmekapazitdt am kritischen Punkt
: 15¢(5/2)
1 = ———kgN 4.22
R GETP 4220
Entsprechend ist deren Steigung am kritischen Punkt durch
2
lim oc _ 45¢(5/2) _27¢ (3/2) kN (4.221)
1@ OT |y 8((3/2) 167 7©

gegeben.

Nun diskutieren wir die thermodynamischen Eigenschaften unterhalb der kritischen Temperatur
7%, Da die Tieftemperaturphase nach (4.192) durch u = Ey = 0 charakterisiert ist, reduziert
sich die Teilchenzahl (4.205) mit (4.207) auf

v

N = No+15¢(3/2). (4.222)
Unter Beachtung der thermischen Wellenlénge (2.11) und der kritischen Temperatur (3.116) folgt
aus (4.222) die Temperaturabhéngigkeit der Zahl Ny der kondensierten Bosonen zu

No=N {1 - (%)3/2} . (4.223)

Dies bedeutet, dafi am absoluten Nullpunkt 7" = 0 alle Bosonen im Grundzustand kondensiert
sind, wahrend am kritischen Punkt T" = T, 19 keine makroskopische Besetzung des Grundzustandes

vorliegt.

AuBlerdem sehen wir anhand von (4.202), dafl in der Tieftemperaturphase T' < T, {0) wegen (i =
Eo = 0 die in den Grundzustand kondensierten Bosonen nicht zur groflkanonischen freien Energie
beitragen. Die innere Energie in der Tieftemperaturphase 148t sich deshalb aus (4.212) ablesen,
wenn man unter Beachtung der Robinson-Formel (4.267) auf y = Eo = 0 spezialisiert. Mit Hilfe
der thermischen Wellenlénge (2.11) und der kritischen Temperatur (3.116) erhalten wir dann

3¢(5/2 T \*"?
U= 223?2; kTN <W) ’ 4224)

so daB sich fiir die Warmekapazitit (4.213) ergibt

_ 15¢(5/2) TN
C = 0(3/2) kpN <T(0)) : (4.225)

[
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Einerseits erfiillt (4.225) den dritten Hauptsatz der Thermodynamik, wonach die Warmekapazitét

am absoluten Nullpunkt verschwindet [17]:

limC = 0. (4.226)
T\10

Andererseits ergibt sich bei Annéherung an den kritischen Punkt

. B 15¢(5/2)
= IR

was mit (4.220) iibereinstimmt. Demnach ist die Wirmekapazitit des freien Bose-Gases am kriti-

kpN (4.227)

schen Punkt stetig:

lim C = lim C =~ 1.92567 kg . (4.228)
717 170
Diese kritische Warmekapazitit ist grofler als das Dulong-Petit-Gesetz (3.120), das sich im Hoch-
temperaturlimes mit ¢, (e’*) ~ e’* < 1 aus (4.217) ergibt. Unterhalb von T erhalten wir aber
aus (4.225) fiir die Steigung der Warmekapazitét

aC|  45((5/2) kgN

lim — = 4.229
0 0T |y 8C(3/2) 70 (4.229)
so daf am kritischen Punkt ein Sprung in der ersten Ableitung auftritt [15]:
27¢%(3/2) kpN kN
im 2C| o %¢] _27CG/2) D A 3.66577 — . (4.230)
rir® O |y 71 OT |y, 160 70 70

Nach der Ehrenfestschen Klassifikation von Phaseniibergéngen [10] handelt es sich demnach beim
homogenen, nichtwechselwirkenden Bose-Gas um einen Phaseniibergang dritter Ordnung. Der
resultierende Verlauf fiir die Temperaturabhéngigkeit der Wérmekapazitéit ist in Abbildung 3.3
dargestellt.

Wir untersuchen zum Schluf, ob sich der Phaseniibergang vom fliissigen zum suprafluiden *He
nicht als Kondensation eines homogenen wechselwirkenden Bose-Gases verstehen 1a8t. Fiir fliissiges
Helium der Dichte p =~ 145kg/ m® und der atomaren Masse M ~ 4 - 1.67-10~%7 kg ergibt sich die
Teilchendichte

N p 1

=~ 216 10% — (4.231)
und damit lautet die kritische Temperatur (3.116):

TO ~ 3.06K. (4.232)

Vergleicht man dies mit der experimentell bestimmten kritischen Temperatur T ~ 218 K,
so sieht man, dafl der theoretisch berechnete Wert (4.232) zu grof§ ist. Ein weiterer wichtiger
Unterschied ist, dafl die Warmekapazitit von fliissigem Helium am kritischen Punkt divergiert (“A-
Ubergang”), wihrend die des homogenen nichtwechselwirkenden Bose-Gases nach (4.228) endlich
bleibt. Aufgrund dieser beiden Unterschiede lé8t sich der Phaseniibergang vom fliissigen zum
suprafluiden Helium nicht als Kondensation eines freien Bose-Gases auffassen. Bei Helium sind

offensichtlich die Wechselwirkungen zwischen den Bosonen relevant.
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4.11 Bose-Gas in Harmonischer Falle

Fiir die Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten im Labor wurde eine Vielzahl verschiedener
Magnetfallen entwickelt. Darin werden Atomgase, die schon auf tiefe Temperaturen vorgekiihlt
sind, festgehalten und weiter abgekiihlt. Allgemein 148t sich sagen, dafl bei den existierenden Fal-
lenkonfigurationen inhomogene statische Magnetfelder verwendet werden und dafl die Atome damit
in einem lokalen Feldminimum festgehalten werden. Daher entspricht das Fallenpotential in guter
Néherung dem eines anisotropen harmonischen Oszillators (2.213) in D = 3 Raumdimensionen.
Die dabei verwendeten Fallenfrequenzen f; = w;/2m mit ¢ = 1,2, 3 sind von der Gréflenordnung
f = 100Hz, so da die Abstinde zwischen den Energieniveaus hf fiir typische Temperaturen in
der Umgebung des kritischen Punktes von 7" = 100 nK klein gegeniiber der thermischen Energie
kgT sind:
hf

T ~0.048 < 1. (4.233)
Es ist demnach nidherungsweise gerechtfertigt, den Einflufl des Fallenpotentials (2.213) in der Um-
gebung des kritischen Punktes semiklassisch zu untersuchen. Im folgenden wollen wir im einzelnen

diskutieren, wie grof§ die Quantenkorrekturen zur fithrenden semiklassischen Naherung sind.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die semiklassische Niherung zur 1-Teilchen-Zustands-

summe, wie sie schon in (2.229) und (2.232) vorbereitet wurde:

1 3
Z1(B) = e FPe 1+ =hw+ 0O (K} . 4.234
Hierbei bezeichnet & = (wywsws)/? bzw. © = (w; + wy + w3)/3 das geometrische bzw. arithme-
tische Mittel der Fallenkreisfrequenzen wy,ws, ws. Auflerdem ist die Grundzustandsenergie durch
Eo = 3hw/2 gegeben. Nach (2.9), (2.213), (4.187), (4.198) und (4.203) erhalten wir fiir die grof3-

kanonische freie Energie:

1 _ 3. _
F = (Eo — p)No — R {<4 (7H=E00) 5 B Gy (7 E°>)} : (4.235)
und die Teilchenzahl (1.37) lautet:
1 _ 3., _
N = No+ hBoR {gg (eP=Fo)) 4 5 M G (et E°>)} : (4.236)

Hierbei beschreibt jeweils die erste polylogarithmische Funktion die fithrende semiklassische Néhe-
rung, wiahrend die zweite polylogarithmische Funktion die Quantenkorrekturen darstellt, die um
den Faktor (4.233) unterdriickt sind.

Wir berechnen wieder zunéchst die kritische Temperatur 7,, die nach (4.191), (4.192) durch die
Bedingungen Ny = 0 und p = FEy charakterisiert ist. Damit folgt aus (4.236) und (4.298) zunéchst

N = (kgf)s {g(s) + 352)?} , (4.237)
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woraus sich die kritische Temperatur

T, = % {%} " {1 - %} (4.238)

berechnen 148t. Der fiihrende Beitrag in (4.238) ist von der Form

o [ N 1P f
7O = 2 | | x4, N3 nK . 4.2
© " kg L(?j)] ° <1OOHZ " (4.239)

Die Korrektur in (4.238) lautet

AT, C(2)w w
70~ T 2REoNI —0.7275 —=77 . (4.240)

d.h. sie fiihrt zu einer Absenkung der kritischen Temperatur, die um so kleiner ist, je grofler die
Teilchenzahl N ist. Damit stellt (4.240) eine Finite-Size-Korrektur dar, obwohl sie urspriinglich
aus der Quantenkorrektur der semiklassischen Néherung hervorgegangen ist. Diese physikalische
Uminterpretation der Naherung ist darauf zuriickzufiihren, dafi der Kleinheitsparameter (4.233)
1/3 ist und daher mit zunehmender
Teilchenzahl N immer kleiner wird. Aulerdem beobachten wir, daf die Korrektur (4.240) bei einer

isotropen Falle unabhéngig von der Fallenfrequenz ist.

am kritischen Punkt aufgrund von (4.239) proportional zu N~

In einem 1996 durchgefiihrten Experiment wurde die Bose-Einstein-Kondensation von 8 Rb-Atomen
untersucht [18]. Hierbei wurde eine anisotrope harmonische Falle (2.213) mit den Frequenzen
fi = fo, f3 = V8 f1 = 373 Hz verwendet. Wir erhalten demnach fiir das geometrische und das
arithmische Mittel der Fallenfrequenzen

fs. (4.241)
Bei einer Zahl von N = 40000 festgehaltenen Atomen fithrt (4.239) auf die kritische Temperatur

T© = 287nK . (4.242)

)

Experimentell wurde dagegen die kritische Temperatur 7, = 0.94(5) T.” gemessen. Ein Teil

dieser Abweichung ist auf die Finite-Size-Korrektur (4.240) zuriickzufiihren:

AT,
70

C

~24%. (4.243)

Die dann noch verbleibende Diskrepanz zur experimentell bestimmten kritischen Temperatur von
etwa 3.1 % lat sich dadurch erklaren, dafi wir bisher den Einflufl der 2-Teilchen-Wechselwirkung
vernachlissigt haben. Demnach kénnen wir festhalten, da8 es sich im Experiment [18] um ein

schwach wechselwirkendes 8"Rb-Gas handeln muf.
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Nun diskutieren wir die Hochtemperaturphase, in der das Kondensat geméf (4.191) verschwindet:
No = 0. Damit sind grofilkanonische freie Energie (4.235) und Teilchenzahl (4.236) gegeben durch

F = _ﬁ(h;ab)i” {@ (eﬁ(u—Eo)) + g hBw s (eﬁ(u—Eo))} ’ (4.244)
N = ﬁ {gg (eﬁ(u—Eo)) + g 16w G, (eﬁ(u—Eo))} . (4.245)

Fiir die Entropie (1.35) erhalten wir

k _ _ _ 3., 0 _
§=_—2_ 594G (eﬁ(“ EO)) + [6 hpw — 6u] (3 (eﬁ(” E")) — Z hBwuls (eﬁ(“ EO)) ) (4.246)
(hpw) 2
Hierbei haben wir Ey = 3hw/2 verwendet und einen Term proportional zu hBwEy ~ O(h?)
vernachléssigt, da er erst in der néchst hoheren Ordnung der semiklassischen Entwicklung relevant

ist. Entsprechend lautet die innere Energie (1.30):

1 B 9 ~
U= 75(77«5@)3 {3(’4 (eﬁ(u Eo)) + 5 hfw (s (eﬁ(u Eo)) } ' (4.247)
Einsetzen von (4.245) in (4.247) fiihrt auf
3¢ (ePi=Fo)y g Gy (eP=Po)) ¢, (ePln=Fo))
U= {W + 5 hbw |1- A=) kpTN . (4.248)

Die Warmekapazitét (4.213) ergibt sich zunéchst zu

3 B(u—FEo) B(u—Eo) B(u—Eo) B(u—Eo)
€ = kv {28 | peptuery 0 ) G () G (1)
(3 (ePlu—Eo)) oT NV (3 (ePln—Eo))
B(n—Eo) B(n—Eo) B(n—Eo) B(k—Eo)Y 2 (B(n—Eo)
9 (@) G () G () ) G () G N L o)
92 (3 (eﬁ(H—Eo)) C?? (eﬁ(H—Eo)) C?? (eﬁ(u—Eo))
Die dabei auftretende innere Ableitung bestimmen wir durch Differentiation von (4.245):
T B(u—FEo) B(n—Eo) 3 B(k—Eo) B(n—Eo)
_— ¢ B(u—Eo) e — M +hfw |1 — s (e 5 ) G (e ) . (4.250)
3 oT N (o (ePlu—Eo)) 2(2 (eBln—Fo))

Damit ergibt sich die Warmekapazitit (4.249) zu

G (eﬁ(,u—Eo)) G (eﬁ(u—Eo))
¢ = kN {12 (s (eBl=Bo)) 7 ¢, (eBlu—Fo))

27 |G (eﬁ(H—Eo)) G (eﬁ(H—Eo))
_? hﬂw [ C?? (66(“_]30))

) G (P=E0)) ¢ (eﬁ(u—Eo))]} s

G (Pt

Im Hochtemperaturlimes ¢, (e##~F0)) ~ efh=Fo) < 1 geht (4.251) in das Dulong-Petit-Gesetz des

dreidimensionalen harmonischen Oszillators iiber:

lim C = 3kpN . (4.252)

T—o00
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Am kritischen Punkt erhalten wir in fithrender semiklassischer Ordnung mit © = Fo und (4.298):

lim CO = kN {lzf;l) — 95((23))} ~ 4.22785 kgN . (4.253)

Durch die Quantenkorrekturen in (4.251) entsteht aber am kritischen Punkt wegen (4.298) eine

Divergenz:

lim CW = 0. (4.254)

Die Tieftemperaturphase ist nach (4.192) durch die Bedingung p = Eg charakterisiert. Aufgrund
von (4.298) reduziert sich dann die Teilchenzahl (4.236) auf

1 3 _

Unter Beachtung der kritischen Temperatur (4.238) folgt aus (4.255) die Temperaturabhéngigkeit
der Zahl = Ny der kondensierten Bosonen zu

Auch hier wieder kénnen wir beobachten, daf§ am absoluten Nullpunkt 7" = 0 alle Bosonen im

} . (4.256)

Grundzustand kondensiert sind, wihrend am kritischen Punkt 7" = T, keine makroskopische Be-
setzung des Grundzustandes vorliegt. In Abbildung 4.3 ist der Bruchteil N/Ng der kondensierten
Atome als Funktion der reduzierten Temperatur 7'/T; {0 dargestellt. Wir beobachten, dafl die ex-
perimentellen Mefipunkte tendenziell unterhalb der semiklassischen Kurve (4.256) liegen. Diese
Abweichung 148t sich damit begriinden, dal der Einflufl der 2-Teilchen-Wechselwirkung bisher
nicht beriicksichtigt ist.

Ferner lesen wir aus (4.235) ab, dafl die im Grundzustand kondensierten Bosonen nicht zur grofi-
kanonischen freien Energie beitragen. Daher kénnen wir die innere Energie in der Tieftempera-
turphase unmittelbar aus (4.247) ablesen, wenn wir die Bedingung u = Fo unter Verwendung von
(4.298) einarbeiten und die kritische Temperatur (4.238) beachten:

Damit ergibt sich die Warmekapazitéit (4.213) in der Tieftemperaturphase zu

3 —~1/3 2 3
ooy 1260 TV maene) [TV aceew (T
(3) 2oNE \T, 3¢2(3) \T,
Am absoluten Nullpunkt erfiillt (4.258) den dritten Hauptsatz der Thermodynamik (4.226), am
kritischen Punkt erhalten wir dagegen

. 12¢(4) | 27w¢M(3) 4¢(2)¢4)
ilrleTcC =kgN { 3) + SO {1 - W}} . (4.259)

} . (4.257)

T

} . (4.258)
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Abbildung 4.3: Bruchteil No/N der kondensierten Atome als Funktion der reduzierten Temperatur
T /TC(O) [18]. Experimentelle Werte (Punkte), semiklassische Kurve (4.256) ohne (durchgezogene

Linie) und mit (gestrichelte Linie) Finite-Size-Korrekturen.

Dieses Ergebnis ist von der Form
. w

so dafl wir als Warmekapazitédt in fiihrender Ordnung

lim C¥ ~ 10.8047 kzN (4.261)
1T,

erhalten. Fiir das oben geschilderte Experiment mit 8"Rb-Atomen [18] reduzieren die Finite-Size-
Korrekturen in (4.259) die Warmekapazitit (4.261) auf

lim CW ~ 10.5159 kzN . (4.262)
T1T,
Der Vergleich von (4.253), (4.254) mit (4.261), (4.262) zeigt, dafl die Warmekapazitéit am kriti-
schen Punkt unstetig ist. Die Temperaturabhéngigkeit der Wéarmekapazitit, wie sie durch (4.245),
(4.251) oberhalb bzw. (4.258) unterhalb des kritischen Punktes beschrieben wird, ist in Abbildung
4.4 dargestellt. Da die im Grundzustand kondensierten Bosonen nicht die thermischen Eigen-
schaften beeinflussen, wird die Temperaturabhéngigkeit der Entropie fiir alle Temperaturen durch

(4.246) bestimmt. Demnach ist die Entropie am kritischen Punkt stetig:

lim S = lim S. (4.263)
1T, TIT.

Nach der Ehrenfestschen Klassifikation der Phaseniibergéinge handelt es sich bei der Bose-Einstein-

Kondensation in einer harmonischen Falle um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung.
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10 |
CY/Nkg CO/Nkg

C/Nkj
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Abbildung 4.4: Temperaturabhéingigkeit der Warmekapazitit des Bose-Gases in einer isotropen

harmonischen Falle in fithrender semiklassischer Ordnung C'© und mit Finite-Size-Korrekturen
CW fiir N = 1000 Teilchen.

4.12 Anhang: Robinson-Formel

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten der polylogarithmischen Funktion (4.203) mit

der Fugazitit z = e

(4.264)

Insbesondere sind wir daran interessiert, das Verhalten von (4.264) fiir negatives chemisches Po-
tential 1 im Grenziibergang p T 0 zu bestimmen. In einer naiven Rechnung wiirde man die

Exponentialfunktion in eine Taylor-Reihe entwickeln

— 1 (Bum)*
By — -
G (™) =>" — Tt (4.265)
m=1 k=0
so dafl eine Vertauschung der beiden Summationen auf das Ergebnis
o0 k
G (™) = ) C(v—k) (4.266)
—~ k!

fithrt. Hierbei bezeichnet ((v) die Riemannsche Zeta-Funktion (3.117). Eine genauere Analyse
zeigt aber, dafl man die beiden Summationen in (4.265) nur dann vertauschen kann, wenn man in
(4.266) noch einen Korrekturterm berticksichtigt. Dies fithrt auf die Robinson-Formel [12]:

= (Bu)*

G (M) =TA—v) (—Bu)" "+ k). (4.267)

0

Der erste Term ist dabei insofern singulér, als das chemische Potential ;1 mit einer im allgemeinen

nichtnatiirlichen Potenz v auftritt. Demgegeniiber handelt es sich beim zweiten Term um einen
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reguldren Beitrag, da das chemische Potential p mit natiirlichen Potenzen k = 0,1,2, ... auftritt.

Wir leiten nun die Robinson-Formel (4.267) aus der Distributionenidentiét (2.133) her. Hierzu mul-
tiplizieren wir (2.133) mit einer Funktion f(z) und integrieren iiber das Intervall (7, c0) im Limes

n | 0. Es ergibt sich dadurch eine gegeniiber (2.134) modifizierte Poissonsche Summenformel:

Z f(m) = /000 dx f(z) + 22/0Oo dx f(x) cos2mnz . (4.268)

m=1

Wir werten dann (4.268) fiir die Funktion f(x) = 27" ¢®#* aus. Dabei treten die beiden Integrale
/ draz™ e’ = T(1—v) (=B, (4.269)
0
/ dxx™" e’ cos2mnz = Re {F(l —v) (—Bu— 27m'n)”_1} (4.270)
0

auf, so daf (4.268) iibergeht in

o0

T

Zunéchst betrachten wir (4.271) im Grenziibergang i T 0 und erhalten

6ﬁum

2min

T(1—v) (=Bp)" L +2I(1 - v) iRe {(—27rin) < On ) } . (4.271)

e}

1 o~ 1
=27V 'T(1 - : 4.272
mzlm V) sin ;nl ~ (4.272)
Dabei fiihrt die Identitdt [13, (8.334.3)] der Gamma-Funktion [16]
T(z)T(1—2) = — (4.273)
 sinmx '
dazu, daf sich (4.272) vereinfacht zu
s L 2” - i ! (4.274)
—m¥ B ) cos Ty /2 = nlmv ' '

Demnach stellt (4.274) eine grundlegende Identitédt der Riemannschen Zeta-Funktion (3.117) dar
[14]:

21721 (2) cos 2 /2

7TZ

((1-2) =

C(2). (4.275)

Sie dient zur analytischen Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion. Beispielsweise kann man
mit Hilfe von (4.275) den Funktionswert ¢(—1) auf den Funktionswert ¢(2) = 7%/6 zuriickfiihren
und erhélt dadurch die Aussage

> m=-— 3 (4.276)
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Nun kehren wir wieder zur Gleichung (4.271) zuriick. Die linke Seite entspricht wegen (4.264)
gerade (, (65“). Auf der rechten Seite fithren wir eine Taylor-Reihe in Potenzen von [u durch und
beachten dabei die Riemannsche Zeta-Funktion (3.117):

b > F 27’(’ v—1-k
9 (eﬁu) = (1 —v)(—pp)" " +2I(1 N F
X COS [g(u -1+ k‘)} (Bu)* C(l —v+k). (4.277)

Wir verwenden nun die Identitdt (4.275) der Riemannschen Zeta-Funktion und die Identitét
(4.273) der Gamma-Funktion und erhalten

G (%) = T(1 — v)(—Bp)"~ 1+igi - cos [g(y—uk)} cos [g(y—k)] C(v— k). (4.278)

Mit dem trigonometrischen Additionstheorem
2cosaccos = cos(a + 3) + cos(a — [3) (4.279)

reduziert sich schlielich (4.278) auf die Robinson-Formel (4.267).

Bei der Anwendung der Robinson-Formel (4.267) muf beachtet werden, dafl im Falle eines natiirli-
chen Index v sowohl die Gamma-Funktion als auch eine Riemannsche Zeta-Funktion singuldr wer-
den. Wir untersuchen deshalb (4.267) fir v = [ +n mit [ = 1,2,3,4,... im Limes n — 0 und
erhalten zunéchst:

6 () =t fra—1-n) o+ P caen e Y B ci-n. s

kAl—1
Hierbei beachten wir die Taylor-Entwicklung

(=Bw)" =1+nIn(=pu)+ 0O () . (4.281)

Die Gamma-Funktion I'(2) besitzt an den negativen ganzen Zahlen einfache Pole. Durch Iteration

der Funktionenidentitat
I'(z+1)==zI(z) (4.282)

148t sich das Verhalten der Gamma-Funktion in der Umgebung dieser einfachen Pole bestimmen.
Firl=1,2,3,4,... gilt

I(1-—n)=(n)(-1-=n) - (~l+1-n)D(~l+1-n)=1-T'1)n+00n*, (4.283)

woraus unmittelbar folgt

-1 -1
r1—-I1—-n) = (=1) i {—E+F’(1)+ %+O(77)} . (4.284)
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Die Riemannsche Zeta-Funktion ((z) ist mit Ausnahme des Punktes z = 1 in der ganzen kom-
plexen Ebene analytisch. Wir wollen nun das Verhalten von ((z) in der Umgebung von z = 1

untersuchen. Hierzu betrachten wir die Funktion
X ePum

Buy —
G (™) = mZ:l ol (4.285)
die gemif (3.84) die explizite Form
G (e™) =—In(1—e™) (4.286)

besitzt und deshalb der Beziehung

G(e™) = —In(=Bu),  p10 (4.287)
geniigt. Andererseits erhalten wir aus (4.280)

G (%) = im {T(=n) (=Bu)" + COL+m) | + ]; , (4.288)
was sich mit Hilfe von (4.281) reduziert auf
oy _ - 1 = (Bu)*
G (e )——ln(—ﬁ,u)—l—}?ln(l] —5+P()+<’1+n +) o : (4.289)
k=1

so daf} der Limes
G () =~ + iy {4 PO+ )L 00 (4.290)

folgt. Der Vergleich von (4.286) und (4.290) fiihrt schlieflich zur Identifikation

L
C1+n) = 5—1“(1)%—(9(77) . (4.291)
Hieraus erhalten wir mit Hilfe der Identitit der Riemannschen Zeta-Funktion (4.275) die Aussagen:
S 1 S 1
m2_311:—5, mZ::llnmz§ In 27 . (4.292)
Verwenden wir nun (4.281) (4.284) und (4.291), so reduziert sich (4.280) auf
1 00
1 (Bp)"
ﬁ - el —
G () = 1—1 {Zk u)}+ kz_o T CU— k). (4.293)
kA1
Damit erhalten wir fiir [ = 1, 2, 3,4 die expliziten Entwicklungen
- (Bp)"
G (@) = () + 3 P 1), (1.294)
k=1
G (™) =8 {1—111(—5 )}+C(2)+§:(6M)k C(2—k) (4.295)
2 - /“’L /"L 4 k' ) .
=2
G (™) = (ﬁu) 5 I (=B) ¢+ C3) + B C(2) + Y~ (B k), (4.296)

G () = & (9n)? {5—ln< o+ <+ e+ o)+ Y S ca - azom)




4.12. ANHANG: ROBINSON-FORMEL 103

Hieraus und aus (4.267) lesen wir die folgenden Limites ab:

. s ) o0 v <1
lim ¢, (e “)_{C(y) ol (4.298)
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Kapitel 5

Streutheorie

5.1 Wechselwirkungspotentiale

Im folgenden werden wir diskutieren, welche 2-Teilchen-Wechselwirkungen in der Natur auf-
treten. Hierzu stellen wir fest, dafl aufgrund eines Newtonschen Axioms die durch 2-Teilchen-
Wechselwirkungen hervorgerufenen Krifte betragsméflig gleich grof3 und entgegengesetzt gerichtet
sind. Das entsprechende Wechselwirkungspotential V(") (x, x’) mufl daher von der Differenz der

Koordinaten abhéngen:
Vit (x x) = Vit (x — x') (5.1)

Deshalb besitzt das Wechselwirkungspotential die Fourier-Darstellung

(int) no__ P’k ik(x—x') 1/(int)
Vi) = [ G V) (1) (5.2)

wobei sich die Fourier-Transformierte geméafl
Vi (k) = / d*r eV (x) (5.3)

berechnen 14it. Besitzt das Wechselwirkungspotential (5.1) eine Symmetrie, dann iibertrégt sich
diese entsprechend auf die Fourier-Transformierte (5.3). Im Falle einer Rotationssymmetrie mit

V) (x) = v (|x|) erhalten wir beispielsweise durch Verwendung von Kugelkoordinaten

A &

V(int) (k) — m 0

drr v (r) sin(|k|r), (5.4)

d.h. auch die Fourier-Transformierte ist rotationssymmetrisch: V) (k) = () (|k|).

Grundsétzlich unterscheidet man zwischen lang- und kurzreichweitigen Wechselwirkungen. Ein

Beispiel fiir eine langreichweitige Wechselwirkung ist das Yukawa-Potential

Vi) = C e—alxl
X)) = [
' x|

107

, (5.5)



108 KAPITEL 5. STREUTHEORIE
das im Limes ¢ | 0 auf das Coulomb-Potential fiihrt:

Vo(x) = lim Vi (x) = <

al0 x|

(5.6)

Bezeichnen @, Q)" die Ladungen zweier punktformiger Teilchen, so ist deren Wechselwirkungspo-
tential durch (5.6) mit C' = QQ'/4mey in Sl-Einheiten gegeben. Da das Yukawa-Potential (5.5)
rotationssymmetrisch ist, erhalten wir fiir dessen Fourier-Transformierte mit Hilfe von (5.4):

AnC
v(k) = g (5.7)
Im Falle des Coulomb-Potentials gilt daher
AnC
Vo(k) = lim VI(k) = — (5.8)

ql0 k2

Wir bemerken, dafi die Kondensation eines geladenen Bose-Gases schon vor ldngerer Zeit theo-
retisch untersucht wurde [19-22], eine experimentelle Realisierung aber bisher noch nicht ge-
lungen ist. Zur Zeit wird aber sehr intensiv daran gearbeitet, die Kondensation eines Atomga-
ses mit einer anderen langreichweitigen Wechselwirkung, ndmlich der magnetischen Dipol-Dipol-

Wechselwirkung, zu realisieren [23,24]:

o 3(xm)? — m?x?

Voo(x) = =7 PE

(5.9)

Diese Wechselwirkung besitzt die Besonderheit einer Anisotropie, da durch das magnetische Di-
polmoment m eine Vorzugsrichtung ausgezeichnet wird. Wahlen wir beispielsweise m = (0,0, m),
so lautet (5.9):

pom? 22 — (2% +y)

Vbp(x,y,2) = It gt (5.10)
Damit ist die magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung in 2-Richtung attraktiv
Vb (0,0, 2) = —“‘;:’:2 # <0, (5.11)
aber innerhalb der x, y-Ebene repulsiv:
Vo (2, 0) = 1o 1 0. (5.12)

>
i (@1

Um die Fourier-Transformierte (5.3) der magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkung (5.9) zu be-

rechnen, wéhlen wir ein geeignetes Koordinatensystem mit

0 sin a cos 3 sin ¥ cos
k=k|0 ]|, m=m|sinasinfg |, x=r| sindsingp (5.13)

coSs o cos v
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und erhalten

2 0o ™ 2
Ve (k) = —“f;: % /0 9 sin o) e~tkreos? /0 dy

a

X {3 sin? asin® ¥ [ cos? 3 cos? p + 2sin 3 cos 3 sin ¢ cos ¢ + sin? 3 sin’ <p]

+3 cos® acos® ¥ + 6sinacosasinﬁcosﬁ[cosﬁcosgp + sinﬁsingp} - 1} . (5.14)

Als untere Integrationsgrenze beim radialen Integral wurde dabei ein Abschneideparameter a
eingefiihrt, der eventuell auftretende UV-Singularitdten regularisieren soll. Aus physikalischer Sicht
beriicksichtigt der Abschneideparameter a, daf3 sich die Atome nicht iiberlappen kénnen, und kann
daher mit dem doppelten Atomradius identifiziert werden. Die Auswertung der @-Integration
reduziert (5.14) auf

from?

VSD (k) = 4

o d s .
(1 —3cos® ) / %/ di sind e=* Y (3 cos? 9 — 1), (5.15)
a 0

und die anschliefende Auswertung der ¥-Integration ergibt

“dr [ coskr sinkr  sinkr
Sp(k) = pom? (1 — 3 cos® — — : 1
Vip (k) = pom* (1 — 3 cos” «) /a . {3 ()2 3 (or)? + o } (5.16)
Das verbleibende r-Integral 148t sich mit Hilfe partieller Integrationen berechnen:
a B 9 9 coska sinka
Vip(k) = pom” (1 — 3 cos” a) { G (ka)3} . (5.17)

In diesem Ergebnis fiir die Fourier-Transformierte der magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkung

mit Abschneideparameter a 148t sich nun der Grenziibergang a | 0 durchfiihren:

1
Vop(k) = liﬁ)l Vip(k) = 3 pom? (3cos’a — 1) . (5.18)

Beriicksichtigen wir noch cos @ = mk/mk von (5.13), so erhalten wir schlieBlich [23]:

Vop(k) = & {3 (nlf;)z - m2} : (5.19)

Damit besitzt die Fourier-Transformierte (5.19) dieselbe Zylindersymmetrie wie die Wechselwir-
kung (5.9).

5.2 Schwerpunktsystem

Wir untersuchen nun, wie sich eine Wechselwirkung auf zwei unterscheidbare quantenmechanische

Teilchen auswirkt. Hierzu haben wir die zugrunde liegende Schrodinger-Gleichung zu analysieren:

h? h? .
{_—2M1 Axl - —2M2 AX2 + V(mt) (Xl — Xg)} @D(Xl,Xg) = E’l/)(Xl,Xg) . (520)
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Wir transformieren nun von den individuellen Raumkoordinaten x;, x5 auf die Schwerpunktkoor-

dinate X und die Relativkoordinate x:

X:%, X =X — X3 (5.21)
Hierzu beachten wir die Umkehrung von (5.21)
xlzX—l-ﬁx, X2:X—$X, (5.22)
so daf (5.20) iibergeht in
h? h? ,
{_2MgesAX ~ oAt Vi (x)} (X, x) = E(X,x). (5.23)

Hierbei bezeichnen Mg bzw. i die Gesamtmasse bzw. die reduzierte Masse:

My M,

=— 5.24
My + M, (5.24)

Mgos:M1+M27 o

In der Schrodinger-Gleichung (5.23) 148t sich die freie Schwerpunktbewegung abseparieren

eiKX h2 K2

VXX = G v(), B =gy

+e, (5.25)

und wir erhalten fiir die Relativbewegung im Schwerpunktsystem:

{5 e VG0 b v = v (5.26)

Demnach 148t sich das Problem zweier wechselwirkender Teilchen auf ein effektives Teilchen mit

der reduzierten Masse p reduzieren, das sich im Potential V™) (x) bewegt.

Im folgenden wollen wir Streulosungen von (5.26) untersuchen, so dafl € > 0 vorausgesetzt werden
kann. Wir fiihren dann den Wellenvektor k und mit seinem Betrag k = vk? geméf

h?k?
€= 5.27
o (5.27)
ein und erhalten aus (5.26):
21“ in
{Ax+k2—ﬁv( t>(x)} Y(x) =0. (5.28)

Auflerdem wollen wir annehmen, dafl das Wechselwirkungspotential rotationssymmetrisch ist:
Vi) (x) = ) (|x|). Dann gilt in Kugelkoordinaten

92 20 L2 2
{ = g T = h—’j v“‘“)(r)} p(r,9,9) =0, (5.29)

or2 ' ror rh2
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wobei L? das Betragsquadrat des Drehimpulsoperators darstellt. Die Winkelabhéngigkeit der Wel-
lenfunktion ist durch die Kugelflichenfunktionen Y}, (¢, @) mit { = 0,1,2,... und m = —I,... I

gegeben, die dem Eigenwertproblem
L2 Yy (9, ¢) = B2 L(1+ 1) Yiu (0, ) (5.30)
geniigen. Die Wellenfunktion zerfallt dann geméafl
U(r,d, ) = Ri(r) Yim(9, ¢) (5.31)

und die Schrodinger-Gleichung fiir die Radialkomponente der Wellenfunktion lautet:
{ 2 29 I(l+1)

21“ in
ot T TR ”0“)} Ru(r) = 0. (5.32)

5.3 Freie Streul6sungen

Liegt keine Wechselwirkung vor, d.h. ™ (r) = 0, so vereinfacht sich (5.32) auf

2 20 I+l B
{W‘F;E—i?J +k }Rl(’f’)—oa (533>

was sich mit der Substitution p = kr auf die Form

% 29 Il(+1
(2. (1+1)

o> pdp P

+1}RMﬁ:O (5.34)

bringen 148t. Wir betrachten zunéchst [ = 0, d.h. solche Wellenfunktionen, die rotationssymme-

trisch sind:
?* 290
—+-=—+1; R =0. 5.35
{5+ a1} R (5.35)
Die beiden Fundamentallosungen von (5.35) lauten offensichtlich

sin cos
R (p) = —pp, R (p) = — pp - (5.36)

Nun betrachten wir den Fall [ # 0 und fiithren die Substitution

Ri(p) = p' xulp) (5.37)
durch. Dadurch geht die Differentialgleichung (5.35) iiber in
2*  2(1+1) 0
- = 41 =0. .
{2 2 1h i =0 (5.38)

Differentiation von (5.38) beziiglich p fithrt auf

9  2(1+2) 0 10
7 S B —0. .
{ R }p 5le) =0 (5.39)
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Der Vergleich von (5.38) und (5.39) ergibt die Identifikation

Xi+1(p) = ; 0_p xi(p) (5.40)

so dafl durch Iteration folgt

) Xo(p) - (5.41)

Damit liegt zwischen den Funktionen x;(p) beziiglich der Drehimpulsquantenzahl [ eine Rekursi-
onsrelation vor, wobei xo(p) wegen (5.37) durch (5.36) gegeben ist. Wir fassen nun die resultie-
renden Losungen von (5.34) durch folgende Definitionen zusammen. Wir definieren zum einen die

sphérischen Bessel-Funktionen

Ji(p) = (=) (;g;) o (5.42)

und zum anderen die sphérischen Neumann-Funktionen

m(p) = —(=p)' (% a%) CO;'O, (5.43)

wobei der Faktor (—1)! aus Konventionsgriinden hinzugefiigt wurde. Die ersten sphérischen Bessel-

und Neumann-Funktionen lauten explizit:

sin p cos p

Jo(p) = ;o no(p) = ; 5.44
?( ) p o(p) g | (5.44)
, sinp  cosp cosp sinp
jl(p) = - ) nl(p) == - ) (545)
p? p p? p
. 3 1\ . 3 3 1 3 .
Jo(p) = (; — ;) sin p — i cosp, ma(p) = (—; + ;) Cos p — i sin p. (5.46)

Fiir kleine Argumente verhalten sich diese Funktionen wie

1
| P 2 — 1)
0~ e ==, (5.47)

T+
d.h. j;(p) ist am Ursprung p = 0 endlich, wéhrend n;(p) dort divergiert, wihrend sie fiir grofie
Argumente gegeben sind durch

o) m SRy SR, (5.48)

Damit konnen wir die allgemeine Losung von (5.33) durch eine Linearkombination der beiden

Fundamentallosungen (5.42) und (5.43) angeben:
R, (7’) = A jl(k"l“) + B nl(kr) . (549)

Aus (5.47) folgt dann deren asymptotisches Verhalten

_Aysin (kr —Im/2) — By cos (kr — Ir/2)
- kr ’

Ry(r) r— o0, (5.50)
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das sich auf folgende Form bringen 143t

~ Cl Sil’l(l{?’/’ — l7T/2—|—5l)
- kr ’
Hierbei sind Amplitude C; und Phase ; gegeben durch

B
C,=/A?+ B?, 6, = — arctan Xl : (5.52)
I

Ist das Wechselwirkungspotential v (r) in (5.32) von Null verschieden, so wird die Radialkom-

Ry(r) r— 00. (5.51)

ponente der Wellenfunktion R;(r) im allgemeinen nicht mehr die Form (5.49) besitzen. Liegt aber
eine kurzreichweitige Wechselwirkung vor, so kénnen wir erwarten, daf§ R;(r) fiir grofie Absténde
von der Form (5.51) ist. Die Phasenverschiebung §; ergibt sich dabei als Funktion vom Betrage
k des Wellenvektors k bzw. der Energie ¢ und der Stdrke der Wechselwirkung. Das Vorzeichen
der Phasenverschiebung kénnen wir schon ohne Rechnung aus physikalischen Griinden verstehen.
Fiir ein anziehendes Potential wird die Wellenfunktion im Auflengebiet hereingezogen, d.h. §; > 0.
Fiir ein repulsives Potential dagegen wird die Wellenfunktion ins Auflengebiet gedriickt und es ist
o < 0.

5.4 Harte Kugeln

Als wichtiges Beispiel fiir eine kurzreichweitige Wechselwirkung betrachten wir das rotationssym-

metrische Wechselwirkungspotential fiir harte Kugeln

i 0 ,T>a
o () = {oo 0<r<q (5.53)

wobei a den doppelten Kugelradius bezeichnet. Die Losung der Schrédinger-Gleichung (5.32) mit
dem Wechselwirkungspotential (5.53) ist dann gegeben durch

Ay ik Byny(k
Ri(r) = { 1ji(kr) + By (kr) yT>a (5.54)
0 ,0<r<a.
Wir fordern, dafl die Wellenfunktion an der Stelle r = a stetig sein soll, so daf} gilt:
Al = Dl nl(ka) s Bl = —Dl ]l(ka) . (555)

Fiir grofie Absténde ist die Radialkomponente der Wellenfunktion damit von der Form (5.51),
wobei Amplitude C; und Phase §; gegeben sind durch

_ 2 2 _ Ji(ka)
C,=D, \/jl (ka) + nj(ka) , d; = arctan mlha)

(5.56)
Fiir kleine Kugelradien a bzw. kleine Energien (5.27) vereinfacht sich die Phasenverschiebung ¢,
mit Hilfe von (5.47) zu

(20 + 1) (ka)?+!
ERCESIE

(5.57)
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Das Vorzeichen von ¢, ist negativ, da das Potential fiir harte Kugeln (5.53) eine abstoflende
Wechselwirkung darstellt. Aulerdem stellen wir fest, dal im Limes kleiner Kugelradien a bzw.
kleiner Energien (5.27) die relevante Phasenverschiebung bei der s-Wellenstreuung auftritt. Die

Beitrage hoherer Drehimpulsquantenzahlen [ > 0 sind in diesem Limes vernachldssigbar.

5.5 Pseudopotentialmethode

Wir diskutieren nun die Pseudopotentialmethode, die von Enrico Fermi begriindet wurde, am
Beispiele der s-Wellenstreuung [25,26]. Sie basiert auf der Idee, die harte Randbedingung bei r = a
durch eine Quelle bei r = 0 zu ersetzen, die das Verhalten der Wellenfunktion im Auflengebiet

r > a getreu reproduziert. Damit setzen wir die Radialkomponente Ry(r) aus (5.54) zu
Ro(r) = A jo(kr) + Byno(kr) (5.58)

fort, so daB im physikalischen Bereich > a gilt: Ry(r) = Ry(r). Die beiden Wellenfunktionen
Ry(r) und Ji’o(r) sind daher nur im unphysikalischen Bereich 0 < r < a voneinander verschieden.
Wir suchen einen Pseudopotentialoperator o™ (r), so da die fortgesetzte Radialkomponente
(5.58) die zu (5.32) analoge Schrodinger-Gleichung fiir r > 0 erfiillt:

2 20 2 -
{ﬁ+;§+k2_h_§v< %)} Ro(r) = 0. (5.59)

Hierzu stellen wir fest, daf§ (5.58) fiir > 0 schon die Differentialgleichung
* 20 ~
{—+——+k2} Folr) = 0 (5.60)

erfiillt. Demnach erwarten wir, daf der Pseudopotentialoperator 0™ (1) in (5.59) eine Distribution
darstellt, die am Ursprung r = 0 eine Singularitdt aufweist. Um dies ndher zu untersuchen,
betrachten wir eine Kugel K(R) mit Radius R um den Ursprung und erhalten mit Hilfe des

Gaufschen Satzes:

/ &Pz (Ax + K Ro(r):f dexRO(r)+k2/ a3z Ro(r) . (5.61)
K(R) 0K (R)

K(R)

Wir werten die rechte Seite mit Kugelkoordinaten aus und beachten dabei df = R? sin 9dddype,
sowie V Ro(r) = Rjy(r)e,:

ORy(R)
OR

R
/ &Pz (Ax + k) Ro(r) = 47 R? + 4mk? / drr? Ro(r) . (5.62)
K(R) 0

Verwenden wir die Differentialgleichung (5.60) fiir den Integranden auf der rechten Seite, so er-

halten wir schlie3lich:

d*z (Ax + &) Ro(r) = 4 lim q OB, (r) , (5.63)
K(R) =0 0

r
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was sich mit Hilfe von (5.44) und (5.58) reduziert auf

~ 47 B
/ Px (B + B2) Ro(r) = 750 (5.64)
K k
Aus dem Vergleich von (5.60) und (5.64) lesen wir ab
~ Ar B
(Ax + F2) Ro(r) = —2 5(x). (5.65)

k

Hierbei ist noch zu kldren, wie die Konstante By mit der Radialkomponente (5.58) zusammenhéngt.
Aus (5.52) folgt

BQ = —A() tan 6() (566)
und aus (5.44) sowie (5.56) lesen wir die Phasenverschiebung der s-Wellenstreulgsung ab:
0y = —arctanka . (5.67)

Ferner erhalten wir aus (5.44) und (5.58)

.0 ~
Ao =lim {TRO(T)} , (5.68)

so daf (5.65) schlieBlich iibergeht in

(Ax + 2) Ro(r) = @ 5(x) % [rRo(m}. (5.69)

Aufgrund der Delta-Funktion auf der rechten Seite wurde der Hinweis auf die Auswertung an der
Stelle 7 = 0 weggelassen. Der Vergleich von (5.59) und (5.69) fiithrt damit auf den Pseudopoten-

tialoperator
. 2wh? tank
i) = 2T S () % , (5.70)
Im Limes a — 0 folgt hieraus
~int d
(r)=9d(x)5-r, (5.71)
or
wobei die Starke der Wechselwirkung
21 h?
g=""1 (5.72)
L
unabhéngig von der Energie (5.27) ist. Wir beobachten, daf§ der Operator
OO_E(TO) (5.73)
- or ’

r=0

fiir am Ursprung reguldre Funktionen f(r) die Eigenschaft

O f(r) = £(0) (5.74)
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besitzt. Gilt dagegen f(r) — K/r fir r — 0, so folgt
Of(r)=0. (5.75)

Demnach hat der Operator O die Eigenschaft, etwaige 1 /r-Singularitéiten herauszuprojizieren.
Ansonsten wirkt er wie eine Delta-Funktion. Wendet man den Operator O auf eine Funktion an,

die durch eine Fourier-Transformation gegeben ist, d.h.

1= [ 25 g, 570

so ist zwar der Integrand reguldr am Ursprung r = 0, doch es kénnte durch das Fourier-Integral ei-
ne 1/r-Singularitét entstehen. Hierfir ist das Coulomb-Potential (5.6) ein wichtiges physikalisches
Beispiel. Damit darf man den Pseudopotentialoperator nicht mit dem Fourier-Integral vertau-
schen, da sonst eine 1/r-Singularitdt nicht herausprojiziert wird und der Limes r — 0 zu einer
falschen UV-Divergenz fiithrt. Man kann dies dadurch beriicksichtigen, dafl man einfach eventu-
ell auftretende 1/k*-Singularitéten in der Fourier-Transformation abzieht. Oder man verwendet
von vorneherein die Methode der dimensionalen Regularisierung, die das Auftreten solcher UV-

Divergenzen beseitigt.

5.6 Streuamplitude

Wir werden nun die allgemeine Struktur der Streulésung 1(x) von (5.28) fiir eine beliebige 2-
Teilchen-Wechselwirkung V") (x) bestimmen [28]. Hierzu stellen wir fest, dal die Schrédinger-
Gleichung (5.28) formal die Struktur einer inhomogenen Helmholtz-Gleichung besitzt

(Ax+E) ¥(x) = F(x), (5.77)
wobei aber die Inhomogenitit F'(x) noch von der gesuchten Streulésung v (x) abhéngt:

Fx) = 2—’; V) (x) 4 (x) . (5.78)

Eine formale Losung von (5.77) ist durch
P(x) = ™ + /d3x’ G(x,x') F(x) (5.79)

gegeben. Aus mathematischer Sicht beschreibt dabei der erste Term eine homogene Losung der
Helmholtz-Gleichung, wihrend der zweite Term eine inhomogene Losung darstellt. Aus physikali-
scher Sicht ist dagegen 1 (x) eine Summe aus einer einlaufenden ebenen Welle und einer Streuwelle.
Dabei tritt die Greensche Funktion G(x,x’) der Helmholtz-Gleichung auf, die folgender Differen-
tialgleichung geniigt:

(Ax + k) G(x,x') =d0(x —X). (5.80)
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Da die Inhomogenitét von der Differenz der Koordinaten x und x” abhingt, wird das auch fiir die

Greensche Funktion gelten:
G(x,x)=G(x—xX). (5.81)

Setzen wir eine Fourier-Transformation an

G(x,x) = / (gﬂq)g G(q) 9= | (5.82)

so folgt aus (5.80) eine algebraische Gleichung fiir die Fourier-Transfomierte:

—1

G(a) = m

(5.83)

Die Greensche Funktion G(x,x’) folgt dann durch Einsetzen von (5.83) in (5.82) und durch

Ausfithrung des verbleibenden g-Integrales:

Glad) = 1 [ g C00 (5.84)
x,x) = @n)? q e .

Dabei tritt beim Ubergang zu Kugelkoordinaten das Problem auf, daf bei der Ausfithrung des
radialen g-Integrales ein Pol auf dem Integrationsweg liegt und daher das g-Integral (5.84) nicht
eindeutig definiert ist. Nach Feynman gibt es eine formale Vorschrift, wie man solche mehrdeutigen
g-Integrale unter Beriicksichtigung der Kausalitéit eindeutig definieren kann. Hierzu ist zu dem

”Massenterm k27 ein ”in-Term” hinzuzufiigen und der Limes 1 | 0 durchzufiihren:

G(x,x') = ! hrn/d?’qﬁ. (5.85)
’ (27)3 ni0 Q% — k% —in

Beim Ubergang zu Kugelkoordinaten folgt zunschst

-1 . o q2 " . iq|x—x'| cos ¥
G(X, X/) = m 11;{%)1 . dq m /(; dd sinde al | y (586)
wobei die Ausfithrung des ¥J-Integrales ergibt:
G(x,x') = v lim /OO dq$ el (5.87)
’ dm?x — x| o J_o > — k% —in

Die Pole des Integranden liegen an den Stellen ¢, = £(k+in/2k), d.h. einmal oberhalb und einmal
unterhalb der reellen Achse. Das reelle Integral mufl aufgrund der Exponentialfunktion in der
oberen komplexen Halbebene geschlossen werden, so dafl bei der Anwendung des Residuensatzes

nur das Residuum an der Stelle ¢, = k + in/2k beitréigt:

no__ —1 Res q iglx—x'|
G(x,x') = Sk —x]a=k K2 e . (5.88)

Damit stellt die Greensche Funktion eine nach Auflen laufende Kugelwelle dar:

ik|x—x/|
Glx,x) = -5 (5.89)

CAnlx — x|
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AuBerdem folgt aus (5.78), (5.79) und (5.89) eine Integralgleichung fiir die Streulésung 1(x):

b(x) = ekx - M / g O V) (x') 4 (x') . (5.90)

 2mh? |x — x/|
Bei den typischen Streuproblemen sind die Detektoren weit vom Streuer angebracht, d.h. es gilt

|x| > |x/|. Damit erhalten wir die Néherung

klx —x'| = kVx2 — 2xx' +x2 ~ kr — KX + ..., (5.91)

wobei k' = kx/r mit r = |x|. Weit entfernt vom Streuer hat die stationédre Losung 1 (x) nach
(5.90) und (5.91) die Gestalt

ikr

blx) = €M+ — (0, 9). (5.92)

wobei als Streuamplitude

F0.) = ~5 s [ e X V) wi) (5.99)

eingefiihrt wurde. Sie hdangt nur von der Richtung x/r, nicht aber vom Abstand ab und hat die
Dimension einer Lénge. Mit (5.92) haben wir die allgemeine Gestalt der stationéren Streulésungen

im Fernfeld gefunden.

5.7 Wirkungsquerschnitt

Der differentielle Wirkungsquerschnitt do/dS2 gibt die Zahl der Teilchen dN(f2) an, die pro Zeit-
einheit dt und pro Winkelelement df2 in das Winkelelement df) bei €2 gestreut werden bezogen auf

die Stromdichte j.., der einfallenden Teilchen:

do  dN(Q)
A rendQdt

Der gesamte Wirkungsquerschnitt entsteht dann durch Integration {iber den Raumwinkel €2 mit

dS) = sin 9dddp
2T s
o :/ dgp/ dd sin 9 (d_a) (9, 0) (5.95)

und besitzt die Dimension einer Fliche. In der Kernphysik wird der Wirkungsquerschnitt in der

(5.94)

Einheit von 1 barn = 1072* cm? angegeben [27]. Liegt eine Wellenfunktion t(x) vor, so lautet
deren Stromdichte

h

309 = 5 {9 Va0 — ) Vit () (5.96)

Wir betrachten zuniichst die einlaufende ebene Welle 9, (x) = €% in (5.92), deren Stromdichte

durch (5.96) gegeben ist durch
hk

Jein(%) = e (5.97)
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Der zweite Term in (5.92) beschreibt die radiale Streulosung

ikr

wstr(rv 197 QO) = er f(ﬁ> QO) . (598)

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt ist nur die auslaufende radiale Komponente der

Stromdichte von Interesse:

. h . 0 J .,
,]str(rv 797 90) - 2—/“ {wstr (Tu 197 90) E ¢str(rv 797 90) - ¢str(rv 797 90) 5 7psmr (Tu 197 @)} ) (599>
fiir die wir erhalten
: hk|f(9,¢)]°
jstr(ra 19, QO) = T . (5100)
Hieraus ergibt sich die Zahl der gestreuten Teilchen gemé&f
AN (0, p) = jsuu(r, 9, 0)r2dQdt . (5.101)

Damit lautet der differentielle Wirkungsquerschnitt (5.94) mit Hilfe von (5.97), (5.100) und (5.101):

(55) @0 =150 oF (5.102)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist demnach durch das Betragsquadrat der Streuamplitude
gegeben.

5.8 Partialwellen

Wir wollen nun die allgemeine Streulésung nach den entsprechenden Beitragen der Drehimpuls-
quantenzahl [ zerlegen, die man auch als Partialwellen bezeichnet. Hierzu setzen wir nun wieder
voraus, dafl das Potential rotationssymmetrisch ist: V%) (x) = v (|x|). Wir betrachten zunchst
die in (5.92) einlaufende ebene Welle und zerlegen diese nach der durch (5.31), (5.49) definierten

sphérischen Basis:

e =33 {Auikr) + Bum(kr) } Yim (9, 6) (5.103)

=0 m=—1

Hierbei fallen die sphérischen Bessel-Funktionen n;(kr) weg, da sie geméf (5.47) am Ursprung

divergieren:

e =" Apdi(kr) Yim(9, ). (5.104)

=0 m=—1

Auflerdem wollen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dafl die ebene Welle

in 2-Richtung einfallen mége. Da dann die linke Seite den Winkel ¢ nicht mehr enthélt, mufl
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das auch fiir die rechte Seite gelten, d.h. es treten nur die Kugelflachenfunktionen Y}, (¥, ¢) mit

verschwindender Magnetquantenzahl m auf:

241
Yio(9, ) — ,/% Pi(cosd) . (5.105)

Hierbei geniigen die Legendre-Polynome

Pi(2) ! il(,z2—1)l (5.106)
l 21 d2! '
der Orthogonalitétsrelation
! 201
dz BP(z) Py(z) = ) 1
| a:reRE = 5 (5.107)

Die ersten Legendre-Polynome lauten explizit:

1(3z2 —1), P(z)=

P(z) =1, P(2)=z, P2(z):2

1
5 (52 —=32), .... (5.108)

Die Entwicklung (5.104) der ebenen Welle nach Kugelwellen reduziert sich damit auf

: = 20+1
gihrcos? ZA, T di(kr)Pi(cos ). (5.109)

Zur Berechnung der Koeffizienten A; multiplizieren wir (5.109) mit P;(cosd) und integrieren iiber
alle Winkel v:

Apji(kr) = /m(21 + 1) /_11 dz Py(z) e (5.110)

Da diese Beziehung fiir alle r gelten muf, reicht es zur Berechnung von A; aus, den Grenzfall

kleiner r zu betrachten. Aufgrund von (5.47) gilt fiir r — O:

. -1 . l . +1
A el 1) / dz P(z { | (ikr2) +(Zk;Z) | (ikr) +} (5.111)

(2z+1 (—1) (+1)

Die Terme auf der rechten Seite (ikrz)"™ mit n > [+1 tragen im Limes » — 0 nicht bei. Andererseits

lesen wir aus (5.106), (5.108) ab, daf sich die Potenz 2" nach Legendre-Polynomen entwickeln 148t:

W _ 2"(n)?
<= o Pn(z)+;_ocmpm(z). (5.112)

Deshalb folgt aus (5.111) im Limes r — 0:

r I ol '2
(21(111 \/TH/ dz Py(z ) 2(5'))! P(2)+..., (5.113)

woraus wir mit Hilfe der Orthogonalitétrelation (5.107) ablesen:

Ay =i'\/4r(20+1). (5.114)
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Da aber (5.110) fiir alle r giiltig sein muf}, erhalten wir als Nebenresultat eine Integraldarstellung

der sphérischen Bessel-Funktion:

ji(z) = (_;) /_lPl(z) e (5.115)

Unser Hauptresultat besteht aber darin, dafl wir aus (5.109) und (5.114) ablesen kénnen, wie sich
eine in z-Richtung ausbreitende ebene Welle nach Kugelwellen zerlegen 148t:

oo

etrees? =N "il(21 + 1) jy(kr) Pi(cos 0) . (5.116)
1=0
Aufgrund der Zylindersymmetrie des Streuproblems ist zu erwarten, dal die Streuamplitude
f(¥, ) nicht vom azimutalen Winkel ¢ abhéngt: f(9, ¢) = f(). Da aber die Legendre-Polynome
Py(cos ) eine Basis bilden, 148t sich die Streuamplitude nach diesen entwickeln

[e.e]

=321+ 1)fiP(cos ), (5.117)

=0

wobei die Entwicklungskoeffizienten f; als Partialwellenamplituden bezeichnet werden. Fiir die
Streulosung (5.92) gilt aufgrund von (5.116) und (5.117):

X) = 2(21 + 1)P,(cos V) {iljl(lm‘) + fi 62;%} . (5.118)

Das asymptotische Verhalten fiir grofie Absténde ist wegen (5.48) gegeben durch

i (20 4+ 1)P(cos V)

S e L2k - (<) r ool (5119)

1=0

Der zweite Term beschreibt dabei eine einlaufende Kugelwelle, die vom Streuvorgang nicht be-
einflufit wird. Demgegeniiber stellt der erste Term eine auslaufende Kugelwelle dar, die durch die
Streuung am Potential mit der Partialwellenamplitude f; modifiziert wird. Andererseits wissen
wir, daf§ die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung (5.29) aufgrund von (5.31) von der
Form

Z Z Cim Ry (1) Yim (9, ©) (5.120)

1=0 m=—1

ist. Wegen der Zylindersymmetrie reduziert sich dann (5.120) unter Beachtung von (5.105) auf

(x) =Y _ CiRi(r)P(cos?) . (5.121)
1=0
In Abschnitt 5.3 hatten wir diskutiert, daf} das asymptotische Verhalten der Radialkomponente
Ry(r) gemif (5.51) durch die Phasenverschiebung d; bestimmt wird. Fiir grofe Absténde erhalten
wir daher
_ = ClPl(COSﬁ){ N sy ikr ol —id, —ikr}
P(x) = Z Sihr (—i)'ee ie e : r— 00. (5.122)
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Vergleichen wir zunéchst die einlaufende Kugelwelle in (5.119) und (5.122), so wird die Amplitude
¢; festgelegt durch

o = (21 + 1)i'e . (5.123)

Vergleichen wir dann noch die auslaufende Kugelwelle in (5.119) und (5.122), so folgt hieraus eine
Beziehung zwischen der Partialwellenamplitude f; und der Phasenverschiebung ¢;:
€ sin

fi= = (5.124)

Einsetzen von (5.124) in (5.117) fithrt auf die Streuamplitude

1

=7 Z (20 + 1)e™ sin 6, Py(cos V), (5.125)
1=0

und der differentielle Wirkungsquerschnitt (5.102) ergibt sich zu

(%) = kiz Z (20 +1)(2U' + 1)e U0=01) gin ¢, sin Sy Pi(cos ) Py(cos ). (5.126)
1=0 I'=0

Wiéhrend beim differentiellen Wirkungsquerschnitt (5.126) zwischen den verschiedenen Partial-
wellen Interferenzterme auftreten, sind die Partialwellenbeitrdge im totalen Wirkungsquerschnitt
(5.95) aufgrund der Orthogonalitétsrelation (5.107) additiv:
4 & . 9
0=13 (20 + 1) sin® ¢ . (5.127)
1=0

Wir kehren nochmals zum Modell harter Kugeln von Abschnitt 5.4 zuriick. Aufgrund von (5.57)
dominiert fiir kleine Kugelradien bzw. kleine Energien (5.27) die s-Wellenstreuung. In diesem

Limes reduziert sich (5.127) auf den Beitrag mit [ = 0 und wir erhalten
o = 4ra’ (5.128)

unabhéngig von k. Deshalb bezeichnet man den Parameter a auch als s-Wellenstreuldnge. Er
charakterisiert fiir kleine Energien vollstandig die Wechselwirkung. Wir bemerken, dafl die s-
Wellenstreuldnge a sowohl positiv als auch negativ sein kann. Nach (5.71), (5.72) liegt dann ein
repulsives bzw. ein attraktives Pseudopotential vor. Betrachten wir einmal einen typischen Zah-
lenwert, wie er z.B. im Experiment bei 8’Rb vorliegt. Dort ist die Wechselwirkung repulsiv mit
einer s-Wellenstreuléinge von a ~ 100ap gegeben, wobei ap ~ 0.529 - 107'm den Bohr-Radius
bezeichnet. Mit der Masse M ~ 87 - 1.67 - 1072"kg und der Temperatur 7" ~ 300nK erhalten wir:
2rkgT M

ka = — s @ ~0.097 < 1. (5.129)

Hieran sehen wir, daf es tatséchlich gerechtfertigt ist, die hoheren Partialwellen zu vernachléssigen

und sich auf die s-Wellenstreuung zu beschréanken.
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5.9 Ununterscheidbare Teilchen

Bisher haben wir uns darauf beschrinkt, die Streuung zweier unterscheidbarer Teilchen zu disku-
tieren. Nun wollen wir untersuchen, wie sich die einzelnen physikalischen Groflen verédndern, wenn
wir die Streuung zweier ununterscheidbarer Teilchen betrachten. Wir stellen zunéchst fest, dafl
bei identischen Teilchen ihre Massen iibereinstimmen, d.h. M; = My = M, so daf} die reduzierte
Masse (5.24) durch g = M /2 und die Stdrke der Wechselwirkung (5.71), (5.72) durch

B Arh?a
M

g (5.130)

gegeben ist. Auflerdem ist zu beriicksichtigen, dafl die Streulosung bei Bosonen bzw. Fermionen
unter dem Austausch beider Teilchen symmetrisch bzw. antisymmetrisch sein mufl. Da die bis-
her verwendete Koordinate x die Relativkoordinate (5.21) darstellt, fithrt ein Austausch beider
Teilchen zur Substitution von x nach —x. Eine Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung einer

Streulosung 1 (x) fithrt dann auf
ve(x) = —= {v(x) +ev(—0) | (5.131)

Verwenden wir nun die Streulésung (5.92) mit der Eigenschaft f(¢,p) = f(}) wegen der ange-

nommenen Zylindersymmetrie, so geht (5.131) iiber in
ikr

Ve(x) = % {ek + ee—“”} - o), (5.132)

wobei die Streuamplitude ununterscheidbarer Teilchen lautet

F9) = = [r) +ef(m—0)}. (5.133)

Deren Betragsquadrat fiihrt auf den differentiellen Wirkungsquerschnitt ununterscheidbarer Teil-

chen

2

(5.134)

(%) 0 =3|m0 +estx-0)

Setzen wir hierin die Partialwellenzerlegung (5.117) der Streuamplitude ein, so miissen wir nach
(5.106) beachten, da8

Py(cos¥) = (—1)" P(cos(m — 1)) (5.135)

gilt und erhalten

/

do\° 1 &= '
(é) W) = mzz@ﬂ1)(21’+1)el(‘5l‘5l’>sin51sin5l,
=0 I'=0

X

[1 te (-1)@ [1 te (-1)"] Py(cos 0) Py (cos ) . (5.136)
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Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt (5.95) ununterscheidbarer Teilchen erhalten wir dann mit
der Orthogonalitétsrelation (5.107):

° 2

S (20 + 1) sin g, [1 + e(—l)l] . (5.137)

=0

€

2T
¢ —

TR

Beim Modell harter Kugeln erhalten wir mit (5.57) fiir kleine Kugelradien bzw. kleine Energien

(5.27) einen totalen Wirkungsquerschnitt, der nur von der s-Wellenstreuung dominiert wird:
o = 2ma*(1+¢)?. (5.138)

Im Falle von Bosonen (¢ = +1) erhalten wir demnach einen totalen Wirkungsquerschnitt

ot = 8ra?, (5.139)
der gegeniiber dem totalen Wirkungsquerschnitt (5.128) zweier unterscheidbarer Teilchen um einen
Faktor 2 vergroBert ist. Im Falle von Fermionen (e = —1) erhalten wir dagegen aus (5.138) einen

verschwindenden totalen Wirkungsquerschnitt:
o l=0. (5.140)

Dies besagt, dafl bei Fermionen aufgrund der Antisymmetrisierung die s-Wellenstreuung keinen
Beitrag zur Streuung leistet. Die Beitrdge hoherer Partialwellen [ > 0 sind aber gemé&f (5.57) mit
(ka)®*+* unterdriickt und daher fiir den Limes (5.129) vernachlissighbar. Demnach kann man also

die Streuung von Fermionen beim Modell harter Kugeln vernachléssigen.



Kapitel 6

Thermodynamische Eigenschaften der

Kondensate

6.1 Bose-Gas mit Wechselwirkung

Im folgenden werden wir untersuchen, welchen Einflufl eine Wechselwirkung auf die thermodyna-
mischen Eigenschaften eines Bose-Gases hat. Dabei werden wir annehmen, dafl das Bose-Gas so
stark verdiinnt ist, dafl eine Wechselwirkung zwischen mehr als zwei Teilchen vernachléssigbar klein
ist. Bei diesen kleinen Teilchendichten ist es gerechtfertigt, sich auf die 2-Teilchen-Wechselwirkung
zu beschrinken. Die groflkanonische Zustandssumme eines solchen verdiinnten wechselwirkenden

Bose-Gases ergibt sich aus dem Funktionalintegral

Z = fpw*fzw e AW/ (6.1)

wobei die euklidische Wirkung aus zwei Beitragen besteht:

Al ] = AD [, y] + AT [y ] (6.2)

Neben der bisher schon behandelten euklidischen Wirkung eines wechselwirkungsfreien Bose-Gases

o= [ ar [ {nge+ 60~ nf v (63)

mit dem 1-Teilchen-Hamilton-Operator (2.53) tritt noch zusétzlich ein wechselwirkender An-
teil AW[p* 1)] auf. Dieser neue Beitrag ergibt sich dadurch, daB das Wechselwirkungspoten-
tial V(") (x, x’) mit den Teilchendichten *(x, 7)1 (x,7) bzw. ¥*(x’, 7)Y (x’,7) am Orte x bzw.
x" multipliziert wird und dann iiber alle Orte x,x’ und Imaginérzeiten 7 integriert wird. Die so

entstehende Wechselwirkungsenergie ist bilokal im Ort aber lokal in der Imaginérzeit:

hg
A(mt (V"] = / dT/dD /dD:L'/th x, X' ) P (x, 7)o (x, 7)Y (X, 7)o (X, 7). (6.4)

In der Hochtemperaturphase 148t sich der Einflul der 2-Teilchen-Wechselwirkung (6.4) auf die

thermodynamischen Eigenschaften der verdiinnten Bose-Gase storungstheoretisch beschreiben. In
125
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der Tieftemperaturphase verdandern aber schon sehr schwache Wechselwirkungen die Eigenschaften
der Bose-Einstein-Kondensate nicht nur quantitativ sondern sogar qualitativ. Deshalb miissen
schwach wechselwirkende Bose-Gase unterhalb der kritischen Temperatur nichtstorungstheoretisch
beschrieben werden. Hierzu berechnet man die effektive Wirkung I'[¥*, ¥] in dem Limes, daf das in
(6.1) auftretende zweitquantisierte Plancksche Wirkungsquantum A gegen Null geht. Das bedeutet,

daf das entsprechende Funktionalintegral im Rahmen einer Sattelpunktsnédherung auszuwerten ist.

6.2 Stirling-Formel

Wir erldutern zunéchst die Sattelpunktsndherung am Beispiele eines eindimensionalen Integrales,
das auf eine wichtige Ndherungsformel der Fakultédt N! fiir groe IV fiihrt. Ausgangspunkt unserer

Uberlegungen ist die Integraldarstellung der Gamma-Funktion

[(N+1)= /OO dtt™ e ", (6.5)

Hieraus erhalten wir eine entsprechende Integraldarstellung der Fakultét
NIl = NN+ / " dr eNIO) : (6.6)
0
wobei die Funktion f(7) gegeben ist durch
f(r)y=Int—71. (6.7)

Im Limes N — oo ist der Integrand von (6.6) um diejenige Stelle 7 = 7, konzentriert, die die

Funktion (6.7) extremalisiert:

df(tr) _ 1 _ _
I —;—1—0 — To—l- (68)
Deshalb entwickeln wir die Funktion (6.7) um diesen Sattelpunkt (6.8)
1 2, 1 3 1 4
fir)=—1—z(r=1) 4+ s(r—=1)—=-(r—-1)"+... (6.9)
2 3 4
und erhalten aus (6.6):
o N N N
N! = NN+1e—N/ dr exp {—E(T —1)? + 3(7 —1)% - Z(T — 1) 4. } : (6.10)
0

Die untere Integrationsgrenze in (6.10) 148t sich von 0 nach —oo ausdehnen. Das dadurch hin-
zugefiigte Integral fithrt im Limes N — oo zu einer exponentiellen Korrektur, die gegeniiber
den zu erwartenden polynomialen Termen zu vernachléssigen ist. In der Tat kénnen wir folgende

Abschéatzung vornehmen:

0 N N N > N
/ dr exp{——(7‘—1)2+—(7'—1)3——(7‘—1)4—|—...}:/ dr exp{——T2
2 3 4 ) )

N N > > 1
— 73— —7'4+...} < / dre VT2 < / drre N2 < Ne_N/z. (6.11)
1 1
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Damit geht (6.10) tiber in

o N N N
Nl = NNV drexpd ——1>+ —71° - 7t 4. .} (6.12)
oo 2 3 4
Im Limes N — oo ist die Exponentialfunktion mit den Termen 73,74, ... in eine Taylor-Reihe zu

entwickeln. Dabei ist zu beachten, daf§ aufgrund der Integrale

°° o7 (20— 1)!
/ o e _ /WW( = ) (6.13)

die Variable 7 von der Ordnung N~/2 ist. Wir miissen deshalb folgende Terme beriicksichtigen:
o) N N2
N! = NN“e—N/ dr {1 — Z7'4 - E7‘6 +.. } e N2 (6.14)

Mit Hilfe von (6.13) geht dann (6.14) iiber in die Stirling-Formel:

N!:ﬂ(%)N{1+ﬁ+...}. (6.15)

6.3 Effektives Potential in Klassischer Statistik

Nun diskutieren wir am Beispiele der klassischen Statistik, wie man ein effektives Potential, das
den Einflul thermischer Fluktuationen beschreibt, mit Hilfe der Sattelpunktsnédherung berechnet.

Hierzu betrachten wir zunéchst die Zustandssumme der klassischen Statistik

Z(j) = / Txe—ﬁwm (6.16)

(e 9]

mit der thermischen de Broglie-Wellenldnge (2.11) und dem Potential
V(z,j)=V(x)—xj. (6.17)

Durch die Einfithrung des Stromes j ist es moglich, den Erwartungswert

X(j) = ﬁ /: df z e PV(@d) (6.18)
aus der freien Energie
F(j) = —5 n2()) (6.19)
zu bestimmen:
X(j) = —8%7)- (6.20)

Wir betrachten (6.20) als Ausgangspunkt, um die freie Energie F'(j) beziiglich des Stromes j
einer Legendre-Transformation zu unterziehen. Hierzu denken wir uns den durch (6.20) gegebenen
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Zusammenhang X = X (j) invertiert zu j = j(X) und definieren als Legendre-Transformation das
effektive Potential

Vir(X) = F ((X)) + (X)X . (6.21)
Fiir die partielle Ableitung des effektiven Potentials (6.21) erhalten wir dann unter Beachtung der
Legendre-Identitat (6.20):

IVert (X)
0X
Im Limes j — 0 lesen wir aus (6.21) und (6.22) ab, daf sich die freie Energie geméa8

=Jj(X). (6.22)

F= ‘/eff(Xe) (623)

durch Auswertung des effektiven Potentials an seinem Extremum ergibt. Hierbei ist der Extre-
malwert X, definiert durch

=0 (6.24)

Nun berechnen wir die Legendre-Transformation (6.21), die auf das effektive Potential Vog(X)
fithrt, im Limes § — oo. Hierzu ist das Integral (6.16) mit Hilfe einer Sattelpunktsnéherung

auszuwerten. Dabei geniigt der Sattelpunkt xg = x¢(j) der Gleichung

oV (x,j ,
# =0 — VW () =3. (6.25)

T=x0

Eine Taylor-Entwicklung des Gesamtpotentials V(x, j) um den Sattelpunkt xq ergibt:
1 1 1
Vi, 5) = V(z0,5) + 5 V& (z)02% + : VO (w0)d2® + % V& (2o)dzt + ... . (6.26)

Hierbei fehlt der lineare Term in (6.26) wegen (6.25) und dx = z — ¢ stellt die Abweichung zum
Sattelpunkt zo dar. Einsetzen von (6.26) in (6.16) und Entwicklung der Exponentialfunktion in
dzx fiihrt auf

Z(j) = e PV@od) / déTx {1 — gv(?’) (z0)d2® — %VM) ()0

—00

2
+5 V(g)($0)251’6 + .. } exp {—g V(2)(IE0)51’2} . (6-27)

Hierbei wurden alle Terme berticksichtigt, die zur Berechnung von Z(j) bis zur Ordnung 1/3

1/2

bendétigt werden. Dabei ist zu beachten, dafl dx von der Ordnung 5~/# ist. Die Auswertung von

(6.27) ergibt mit Hilfe der Integrale (6.13):

B BV (x0.5) ) V(4)(:170) 5V(3)(:130)2
BB V@ (z0) /M { 8BV ()2 T 248V ()3 +} '

Damit erhalten wir fiir die freie Energie (6.19) bis zur Ordnung 1/3%

, o1 V@ () 1 [ V®(z)  5VO ()2
F(j) = V(xo) — 0] + 3 In (hﬁ - 0 ) + 7 {sv@)(x(;)? — 24‘/(2)(;)0)3 + .. } . (6.29)

Z(j) (6.28)
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Aus (6.20) und (6.29) folgt fiir den Erwartungswert bis zur Ordnung 1/:

oz VO (x) Oz
— Jy gy — V9% 0) 0%
X = ~{v® () - j} TR oTrn b IR

(6.30)

Der erste Term verschwindet wegen (6.25). Fiir die in (6.30) auftretende Ableitung dxy/0j erhalten
wir mit Hilfe von (6.25):

8x0 o 8.] ! o 1
2= (22) -7 (631)

Damit reduziert sich (6.30) auf

VO (2)
X =20 — —S—5— 32
(‘TO) To 25‘/(2) (1'0)2 (6 3 )
Die Invertierung von (6.32) fiithrt auf
VO(X 1
zo(X) =X (X) UCOE T (6.33)

Tapvee T

Hierbei wurde formal noch der néchste Term in der Entwicklung beriicksichtigt. Nun sind wir in
der Lage, das effektive Potential bis zur Ordnung 1/3? zu berechnen. Dabei wird sich herausstellen,
daf dafiir die explizite Form von x(()z) (X) nicht benétigt wird. Aus (6.21), (6.25), (6.29) und (6.33)
folgt durch Taylor-Entwicklung schliellich:

Veff(X)=V(X)+%1n (h,@ VWX)) 1 { VO(X)  VO(X)?

) TR e 2@ (X +} . (6.34)

6.4 Background-Methode fiir Effektives Potential

Wie wir gesehen haben, ist es unter Umstédnden sehr aufwendig, die Legendre-Transformation,
die auf das effektive Potential V.g(X) fiihrt, im Rahmen einer Sattelpunktsndherung auszuwer-
ten. Daher stellen wir im folgenden die sogenannte Background-Methode vor, die eine effiziente
Berechnung des effektiven Potentials Vog(X) im Limes 8 — oo ohne Verwendung der Legendre-

Transformation ermoglicht [2,29,30]. Hierzu gehen wir aus von der Zustandssumme

7 = / d;e—fw(x) (6.35)

—0o0

und zerlegen die Integrationsvariable x in den Background X und die Abweichungen dz = x — X.
Eine Taylor-Entwicklung des Potentials V' (z) um den Background X fiihrt dabei auf

V(X +6x) = V(X) + VI(X)dx + % VA (X)ox? + é VO (X)oz® + 2—14 VW(X)s2t 4 ... .(6.36)

Eine ad hoc-Regel der Background-Methode besagt nun, dafl beim Einsetzen von (6.36) in (6.35)
der Term V) (X)dz, der linear in der Abweichung éx ist, nicht beriicksichtigt werden darf. Wir
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betrachten daher zunéchst nur die Beitréige, die in den Abweichungen dx von nullter und zweiter

Ordnung sind:

Z = /:‘MTZE exp{—ﬂV(X) _ §V<2>(X)5$2 +} - hﬂ% {1 +} (6.37)

Das effektive Potential Vg (X) iibernimmt in der Background-Methode die Rolle der freien Energie,
d.h. es gilt

Ver(X) = —% InZ. (6.38)

Daher erhalten wir aus (6.37) das Resultat

Ver(X) = V(X) + % In <hﬁ\/ % ) + Vi (X). (6.39)

Die restlichen Beitrdge zum effektiven Potential V;(gor) (X) werden im Rahmen der Background-
Methode durch Feynman-Diagramme charakterisiert. Es zeigt sich dabei, daf3 Ve(fﬁor) (X) aus allen
1-Teilchen-irreduziblen Vakuumdiagrammen besteht, die sich mit den folgenden Feynman-Regeln

bilden lassen:

=, | = —gv@)(){), X P yexy, L (6.40)

Hierbei bedeutet die Eigenschaft, dafi ein Vakuumdiagramm 1-Teilchen-irreduzibel ist, dafl es
nach dem Durchschneiden einer beliebigen Linie nicht auseinander fillt. Die 1/3% Beitriige des

effektiven Potentials sind damit gegeben durch

v;f?’%X):—%{B OO+3 O }+ (040

Die dabei auftretenden Gewichte der Vakuumdiagramme ergeben sich dadurch, dafi deren Multi-
plizitdt durch die Fakultdt der Ordnung zu teilen ist. So besitzt beispielsweise das zweite Vaku-
umdiagramm in (6.41) die Multiplizitét 6 und ist von zweiter Ordnung, so daf sich hieraus das
Gewicht 6/2! = 3 ergibt. Wertet man die 1-Teilchen-irreduziblen Vakuumdiagramme (6.41) mit

den Feynman-Regeln (6.40) aus, so erhalten wir das Ergebnis

| { VOX) VO }

(cor) X) = — .
Veff ( ) Sv(z)(X)z 12V(2)(X)3

7 (6.42)

Wir sehen, daf (6.39) und (6.42) offensichtlich mit (6.34) tibereinstimmt.
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6.5 Background-Methode fiir Effektive Wirkung

Wir berechnen nun mit Hilfe der Background-Methode die effektive Wirkung eines schwach wech-
selwirkenden Bose-Gases. Hierzu zerlegen wir die Bose-Felder ¢*(x, 7), ¥ (x, 7) in die Background-
Felder ¥*(x,7), ¥(x,7) und die Fluktuationsfelder §¢*(x, 1), d¢(x, 7):

Vi(x,7) =V (x,7) + 0¥ (x,T), (x,7) =V (x,7) + (%, 7). (6.43)
Damit erhalten wir beispielsweise fiir die Teilchendichte:
Vi xT(x,T) = V(x,T)U(x,T) + UH(x, 7)o (%, 7)
+oU* (x, )W (x, T) + 6" (x, 7)o (x,T) . (6.44)

Setzen wir die Zerlegung (6.43) in die euklidische Wirkung (6.2)—(6.4) des schwach wechselwir-
kenden Bose-Gases ein, so ergibt sich unter Beachtung von (6.44) und der Symmetrie der Wech-
)(x,x") = Vi)(x' x):

selwirkung V(i

A[T* 4 60, U + ¢)] = /hﬁdT/de {\Il*(X’T) [h% + H(x) —M} U(x,7)

P 7) [+ 100 ] G0+ 507 ) [+ 109 = ] )

+0* (x, T [h—+H ]&pXT} /hﬁdT/dD /d%’vmt (x,x")

{[\If*(x 7%, 7) 4+ 00" (5, )W (x, 7)| [WH (K, T)6u (K, 7) + 6 (K, )UK, 7)|
U (x, 7) W (x, 7)W (X, 1)U (X', 7) + 6Y7 (x, 7)09 (%, 7)o" (%, 7) 9 (X', 7)
+2 [\If (x, T)V(x,7) + 0" (x, 7)0w(x, 7‘)] [\If (X', 7)o(X', T) + 0¥ (X', ) U (X, 7')}

PO (x, 7) U (x, 7) S (X, T) O (X, 7)} . (6.45)

Die einzelnen Terme in (6.45) unterscheiden sich dahingehend, wieviele Faktoren die Fluktuati-

onsfelder d9*(x, 7), §1(x, 7) beinhalten. Damit erhalten wir die Zerlegung
AW + 6¢%, W + 9] = AD[59*, 6] + AV [69*, 6¢] + AP [59%, 5] + A [59%, 54p] . (6.46)

Die Terme in (6.45), die keine Fluktuationsfelder 0¢*(x, 7), d1(x, 7) enthalten, entsprechen gerade
der euklidischen Wirkung (6.2)—(6.4) ausgewertet an den Background-Feldern W*(x, 7), U(x, 7):

Ogep*, 6] = A[T*, W] (6.47)

Im Rahmen der Background-Methode werden diejenigen Terme in (6.45), die linear in den Fluktua-
tionsfelder §1*(x, 7), 09 (x, 7) sind, nicht weiter beriicksichtigt. Es ist daher nicht notwendig, diese
vier Beitrige zu AWM [61*, 9] explizit anzugeben. Die in den Fluktuationsfelder §1*(x, 7), d(x, 7)

quadratischen Beitréige in (6.45) sind von der Form

hg f o
A(2)[5¢*,5¢] — %/0 dT/O /dD /dD / <;:5 3;7;))) G (x,m:x,7) (;f*(gc/’ 7;?)) (6.48)
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mit einer 2 x 2-Matrix von Integralkernen:

wa (x,7;%x",7") G@(xn‘;x’,ﬂ)) .

6.49
G- w*(X,T7X 7 G;Ew(x,T;x’,T’) (6.49)

G lx, 7%, 7)) = (
Der erste Integralkern lautet

G- (x, 73X, 1) = 0(1 — ') {5(X—X’) [ha% + H(X) —p

—I—/de” V(int)(x’,x")\lf*(x”,f”)\lf(x”,7'”)] + V) (x %) (x, T)\P*(X/,’T/)} (6.50)
und entsprechend gilt

Gpiy(x, X, 1) = 0(r — 7 {5(X—X/){ h%—l—H( =

+/dD:L’” V(im)(x’,X”)\If*(x”,T”)\If(x”,T”)] + VI (x %) T (x, T)\If(x’,T’)} . (6.51)

Hierbei ist zu beachten, dafl bei der Ableitung nach der Imaginérzeit eine partielle Integration

durchgefiihrt wurde

na . ) . hg hg J ..
/0 dr o™ (x, T)ECW(X’ T) = [cw (x, T)0Y(x, T)L:o —/0 dr §1(x, 1) E&p (x,7), (6.52)

bei der die Randterme aufgrund der Periodizitit der Bose-Felder wegfallen. Die beiden anderen

Integralkerne sind gegeben durch

G;}p(x, mx, 1) = VI (x xU(x, 1)U, 7)(r — 1), (6.53)
G;iw* (x, 7%, 7") = VI (x x\T*(x,7)0*(x, 7)d(T — 7). (6.54)

Die Terme in (6.45), die drei oder vier Fluktuationsfelder d1*(x, 7), d1)(x, 7) enthalten, fassen wir

schlieBSlich zusammen zu
hB
AL 5% 5] / d’T/dD /dD:t' Vit (x x){[\lf*(x, T)oY(x, T) + 6™ (x, 7)U(x, 7')}

x o (x!', 7)o (X', T) + 3 cw*(x, 7)o (x, T)0* (X', 7)o (X, 7‘)} ) (6.55)

Nun diskutieren wir, wie die einzelnen euklidischen Wirkungen in (6.46) zur effektiven Wir-
kung beitragen. Hierzu beachten wir, dafi die groSkanonische Zustandssumme (6.1) aufgrund
der Zerlegung (6.43) der Bose-Felder durch ein Funktionalintegral iiber die Fluktuationsfelder
0Y*(x,7),0¢(x, 7) definiert ist

_ %Dé@b*%l)&b 6—A[\I/*+(5w*,\11+(5w}/ﬁ’ (656)

und daf sich daraus die effektive Wirkung berechnen 1ift:

T, 0] = —% InZ. (6.57)
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Aus (6.46), (6.47) und (6.56), (6.57) lesen wir ab, dafl der fiihrende Beitrag zur effektiven Wirkung
gerade durch die urspriingliche euklidische Wirkung (6.2)—(6.4) gegeben ist:

rOWw* v = %ﬂ‘?] (6.58)

Die restlichen Beitrige zur effektiven Wirkung beschreiben demnach, wie die euklidische Wirkung
(6.58) durch die Fluktuationen der Felder effektiv verdndert werden. Der néchste Beitrag zur
effektiven Wirkung ergibt sich nach (6.46), (6.56) und (6.57) aus dem Funktionalintegral

BV Y] ]{ Doy ]{ Do e~ AT v v/ (6.59)

mit der euklidischen Wirkung (6.48), die in den Fluktuationsfelder d¢*(x, 1), d(x, T) quadratisch
ist. Der grofleren Allgemeinheit wegen kénnen wir anstelle von (6.59) auch gleich das erzeugende

Funktional
Z(2) []*7,]] _ %Déw* %D&D e—A(z)[5¢*,5¢§j*,j1/h (660)

mit der euklidischen Wirkung

hG3
AP[5y*, 6v; 5%, 5] = AP [50*, 5] — /0 dr / de{j*<x,r>5w<x,r>+5w*<x,r>j<x,r>} (6.61)

betrachten. Ein solches Funktionalintegral (6.48), (6.60), (6.61) wird analog zum eindimensionalen
komplexen Gauf-Integral

1 T
= fa foves{ () 2 () () ()Y a2 0)

berechnet. Zerlegt man v¢* ¢ und n*,7 in Real- und Imaginérteil geméfl (4.86), so folgt unter
Beachtung von (4.88)

f t
_ = = _ U i (¥ _ n (e
rea[Can [Tt () A (1) <o (2) () (69

mit der Matrix

~  fa+(b+D")/2  i(b*—1D)/2
A= ( i(b* —b)/2 a—(b+b*)/2> ' (6.64)

Fiir dieses zweidimensionale Gauf-Integral erhalten wir

T
=2 apd (™M) A (M) (6.65)
Vv Det A 72 2

was identisch ist mit

T
2m L{n (M
I = exp { = A . 6.66
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Demnach fithrt die Auswertung des Funktionalintegrales (6.48), (6.60), (6.61) auf das Ergebnis

hB 6]
2O 4] = eXp{——TrlnG + = / d7-/ dT/dD /dD/

T
(307 Y i o (77
(ﬂmQG“”)@wa}' oo

Hierbei ist der Tracelog analog zu (4.108) definiert durch die Summe der Logarithmen der Eigen-

werte von G~1:

TrinG™' =) In). (6.68)

Dabei ist das Eigenwertproblem der 2 x 2-Matrix von Integralkernen (6.49), die sogenannten

Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen, zu losen:

/waﬁf<_XTXH<@&W%ﬂ>GﬂVU:MOMM>w“m
wa x, 7%, 7)) G, (x, 7%, ) vi(x', 1) vi(x,7)
Ferner ist die Matrix G(x, 7;x’,7") der Greenschen Funktionen analog zu (4.113) als funktionale

Inverse der 2 x 2 Matrix G~!(x, 7;x’, 7/) der Integralkerne definiert:

s 10
/ dT”/de” G lx, 7 x", 7" G, "%, 7)) = 6(x — x') /¥ (7 — 1) (0 1) . (6.70)
0
Wir wollen nun untersuchen, wie sich die einzelnen Matrixelemente von
G N . / / G . / /
G(x,7;x',7') = o (X’T’X,’T/) v (%, 73X, 7') (6.71)
Guop (X, 73X, 7)) Gyey(x, 73X, 7)

interpretieren lassen. Hierzu stellen wir zunédchst mit Hilfe von (6.59), (6.60) und (6.67) fest,
daB die gesuchte Korrektur des Baumgraphen-Resultes der effektiven Wirkung (6.58) durch den
Tracelog gegeben ist:

1
NIV IS %5 Trin G, (6.72)

Dann definieren wir den Ensemblemittelwert

(o) =TT ]{ DéY* ]{ Doy o APV 3uI/h (6.73)

und lesen aus (6.60), (6.61) ab:

§*=0

(00" (X1, 7)00 (X9, 7)) = T 5j(zifii§;£j(’;;j’]m . (6.74)
(50 (x1, 710" (x, 7)) = PV 5j(71;f’2§;?][{;2{]72) Z:OO (6.75)
(60 (x1,71)00(xg, 1)) = T 63’*(%:?,2517;?][{2;{2],72) ZZT)O, (6.76)
(0h(x1, 71)00" (X2, T2)) = IEASI ARG 5j*?iiii(;;gj(lj’]m j:) (6.77)
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Setzen wir hier das Ergebnis (6.67) fiir die groflkanonische Zustandssumme Z®[j* j] ein, so
erhalten wir aus (6.74)—(6.77):

(6.78)

s, 715 0, ) = <<a¢<xl,n>w*<><2,a>> <5w<xl,ﬁ>6w<><2,¢2>>) |

(69" (x1, 1)0Y" (%2, T2)) (69" (X1, 71)00 (X2, T2))

Demnach lassen sich die einzelnen Matrixelemente von (6.71) als Korrelationsfunktionen interpre-

tieren.

6.6 Bogoliubov-Theorie

Wir beobachten, daf§ die 2-Teilchen-Wechselwirkung (6.4) aufgrund der Eigenschaft (5.1) des
Wechselwirkungspotentials V™ translationsinvariant ist. Demnach wird die Translationsinva-
rianz des Bose-Gases nur durch das 1-Teilchen-Potential V'(x) in der freien euklidischen Wirkung
(2.53), (6.3) gebrochen. Es gibt nun zwei wichtige physikalische Situationen, bei denen ein ho-
mogenes Bose-Gas vorliegt. Das ist natiirlich dann der Fall, wenn das 1-Teilchen-Potential ver-
schwindet: V(x) = 0. Eine andere Situation liegt aber vor, wenn das 1-Teilchen-Potential V' (x)
raumlich periodisch ist. Ein solches 1-Teilchen-Potential 14t sich experimentell beispielsweise mit
Hilfe eines optische Gitters realisieren [36]. Das Bloch-Theorem fithrt dann zu Energiebéndern,
in denen sich die Bosonen quasifrei bewegen kénnen. Bei tiefen Temperaturen bewegen sich die
Bosonen ndherungsweise so, als ob sie frei wéren. Beide physikalischen Situationen lassen sich

dadurch beschreiben, daf§ man den 1-Teilchen-Hamilton-Operator
H(x) = e(—ihV) (6.79)

verwendet. Beim verschwindenden 1-Teilchen-Potential liegt gerade die freie Dispersion
h2k?
T 2M

und beim optischen Gitter die entsprechende Gitterdispersion des untersten Energiebandes vor.

e(k) (6.80)

Beim homogenen Bose-Gas ist die gesamte euklidische Wirkung (6.2)—(6.4) invariant unter Trans-
lationen im Ort und der Imaginérzeit. Es ist daher zu erwarten, dafl die Background-Felder

U*(x,7), ¥(x,7) von Ort und Imaginérzeit unabhéngig sind:
U (x,7) = U*, U(x,7)=W. (6.81)

Dadurch reduziert sich die effektive Wirkung I'|¥*, W] auf das effektive Potential
. . U (x,7)=¥
Ve (U*,U) = T'[U*, U] oy (6.82)
Aus (6.2)—(6.4) und (6.58) lesen wir dann unmittelbar den fithrenden Beitrag zum effektiven
Potential ab:

1 .
Vi (7, 0) = —p" WV + SV (ke = 0) 0 202V (6.83)
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Hierbei tritt die Fourier-Transformierte (5.3) des 2-Teilchen-Wechselwirkungspotentials V() (x, x)
auf. Um nun auch den Tracelog-Beitrag zum effektiven Potential berechnen zu kénnen, miissen wir
zunéchst die Integralkerne (6.50), (6.51) und (6.53), (6.54) fiir das homogene Bose-Gas angeben.
Wir erhalten

G;i*(X,T;X,,T/) = §(r—17) {5(x—x’ hijte( ihV') —

+V D (k = 0)T* 0] + VI (x, x )W} (6.84)
Gyly(x, X, 7)) = §(r—7) {5(){ —x') —hi/ +€e(—ihV') —
0T
+V (k= 0) TP + VI (x, X)W} (6.85)
und
G;&}(x, mx, ) = Vi (x x)U(r —7), (6.86)
Gwlw*( X, 7)) = VI (x XU 2(r — 7). (6.87)

Wir beobachten, da8 die 2 x 2-Matrix von Integralkernen (6.49) aufgrund von (5.1) nur von der

Differenz der Koordinaten und der Imaginérzeit abhéngt:
G Hx,7;x,7) =G (x—x,7—7;0,0). (6.88)
Fithrt man eine Fourier-Transformation und eine Matsubara-Zerlegung durch

dPk
-1 ! A zk(x x') —twm (T—7") 1—1
G (x,;x',7") / )P hﬁ Z_: e G (k,wn), (6.89)

so wird (6.49) auf die Fourier-Matsubara-Transformierte

—1 —1
Gk, wy) = Gd}fj*(k, Win) Giﬁlw(k, W) ' (6.90)
Gy (Kywm)  Goey (K, win)

zuriickgefiihrt, deren Matrixelemente sich aus (6.84)—(6.87) ergeben:

Gop(kwn) = —ihwy, +e(k) — p+ [V (k = 0) + VO (k)] U0, (6.91)
Gly(kwm) = ihw,+ek) —p+ [V (k=0)+ VU (k)] T, (6.92)

Gk wn) = VI (K)W?, (6.93)
Gl (kwy) = VU (k)W (6.94)

Wir unterziehen nun auch die Losungen der Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen (6.69) einer

Fourier-Transformation und einer Matsubara-Zerlegung:

wi(x,7)\ [ d°k lox o (K, W)
(vi(x, T)> = / @m)P ° h@ > ( e wm)> - (6.95)

m=—0oQ

Damit gehen die Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen (6.69) in algebraische Gleichungen iiber

—ihw,, + E(k) + VI (k)T o — ), Vit (k) g2 ui(k,wn)\ (0 (6.96)
V@m0 () g2 B + €K) + V) ()00 — N \vi(k,wn))  \0)
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mit der Abkiirzung
ék) = e(k) — p+ Vi) (k = 0)U* T, (6.97)

Hieraus ersehen wir, dafl es fiir jede Matsubara-Mode m und jeden Wellenvektor k genau zwei
Eigenwerte \; = A\, x+ gibt. Nach (6.68), (6.72), (6.82) lautet damit der zweite Beitrag zum
effektiven Potential

APk &

Vi (0, 0) = 5 ﬂ @5 ln Amics -+ In Amk,_) . (6.98)

Da aber das Produkt der beiden Eigenwerte A, ) + die Determinante der 2 x 2-Matrix G~ (k, w,,)

ist, erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir den Tracelog:

N A 1
V(0 w) = 2 | Gmp > In Det G (k,wp,) - (6.99)

Dabei ergibt sich die Determinante der Matrix (6.90) mit den Matrixelementen (6.91)—(6.94) zu

Det G~ (K, wy) = Rw?, + E(k)?, (6.100)

wobei die Dispersion

B(k) = \/e(k)? + 26(k) V0 () (6.101)

auftritt. Setzt man (6.100) in (6.99) ein, so 148t sich die Matsubara-Reihe ausfithren und wir

erhalten

1) o dPk 1 :
v ,xp)_v/(%) 5 5 Insinh BE(K)/2. (6.102)

Demnach liegt fiir jeden Wellenvektor k ein harmonischer Oszillator mit der Frequenz F(k)/h vor,

dessen freie Energie zum Tracelog (6.102) beitragt. Man kann nun (6.102) aufspalten in

Vi (0, 0) = V/ (;l:)kD {@ +% In [1 - e—ﬂE“‘)” . (6.103)

Dabei stellt der erste Term den Beitrag am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 dar und der

zweite Term beschreibt die Temperaturabhéngigkeit des effektiven Potentials. Fassen wir (6.83)

und (6.103) zusammen

Vg (U, 0) = —M\If*\lfv+%v<int>(k:0)\11*2\1121/
d°k (Ek) 1 -y
+V/(27T)D {T+El [ U]}, (6.104)

so stellt die erste Zeile den h%-Beitrag und die zweite Zeile den h'-Beitrag dar. Demnach fiihrt die
Background-Methode zu einer Berechnung des effektiven Potentials in Form einer Taylor-Reihe

des zweitquantisierten Planckschen Wirkungsquantums h.
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Betrachten wir als Spezialfall eine verschwindende 2-Teilchen-Wechselwirkung. Aus (6.97) und
(6.101) folgt mit V) (k) = 0, daB E(k) = e(k) — y ist. Somit reduziert sich (6.104) auf

D _
Vg (05, W) = —p 0 OV 4+ V / (;ZJD {e(k)Q K +% In [1 - e—ﬁk(k)—ﬂ}]} . (6.105)

Aufgrund der Veltman-Regel (6.252) entféllt in (6.104) der Beitrag der Nullpunktsschwingun-
gen fiir Bose-Felder mit der freien Dispersion (6.80) und wir erhalten das effektive Potential des

wechselwirkungsfreien homogenen Bose-Gases:

Pk
Vi (W5, W) = — 0™ WV 4 % /W In {1 - e-ﬁ[dk)-#}} . (6.106)

Mit der freien Dispersion (6.80) und der Identifikation ng = W*W geht (6.106) gerade in (4.201)

uber.

6.7 Kurzreichweitige Wechselwirkung

Das effektive Potential (6.97), (6.101), (6.104) des homogenen Bose-Gases wurde fiir eine belie-
bige 2-Teilchen-Wechselwirkung V(") (k) abgeleitet. Wiirde man auf die Yukawa- bzw. Coulomb-
Wechselwirkung (5.7) bzw. (5.8) spezialisieren, so liele sich damit die Kondensation eines ge-
ladenen Bose-Gases untersuchen [19-22]. Im folgenden wollen wir aber die Eigenschaften eines
Bose-Gases behandeln, bei dem eine kurzreichweitige 2-Teilchen-Wechselwirkung vorliegt. Wie

wir in Abschnitt 5.5 gesehen haben, kann man als Modell harter Kugeln das Pseudopotential
Vit (x) = g6(x) (6.107)
verwenden, dessen Fourier-Transformierte gegeben ist durch
Vi (k) =g. (6.108)
Das effektive Potential (6.97), (6.101), (6.104) lautet dann

(el

1
Ve (ng) = —puneV + §gn3V + nV/

mit der Dispersion

E(k) = \/[e(k) — p+ gnol? + 2 [€(K) — 11+ gno gno. (6.110)

wobei die Kondensatdichte ng = U*W verwendet wurde. Auflerdem haben wir in (6.109) den Klein-
heitsparameter 7 eingefiihrt, um formal den A°- und den A'-Beitrag zum effektiven Potential zu
unterscheiden. Am Ende der Rechnung werden wir natiirlich 7 = 1 setzen. Eine Extremalisierung
des effektiven Potentials Veg(ng) beziiglich des Backgroundes W*, W fiihrt fiir nicht verschwinden-
des U*, ¥ auf die Bedingung

aVeﬂf(no)

= (6.111)
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Mit der Nebenrechnung
0E(k) _ 2gle(k) — ] + 3g%no

= 6.112
bestimmt sich die Kondensatdichte ng geméf (6.109), (6.111) aus
dPk 2g[e(k) — pu] +3g*ne (1 1 )
— -+ =0. A1
uV+gnoV+nV/ @n)P B 5t ama —q (T OM) =0. (6.113)
Der Ansatz
no—n(())+nn0 + O (6.114)
erlaubt es, (6.113) durch das Abgleichen der n-Potenzen zu losen. Wir erhalten
L dPk 2e(k) +p (1 1 5
B L S 11
wobei nun die Dispersion durch
= /e(k)? + 2e(k)u + O(n) (6.116)

gegeben ist. Werten wir das effektive Potential (6.109) am Extremum (6.115) aus, so ergibt sich

die groflkanonische freie Energie. Bis zur ersten Ordnung im Kleinheitsparameter n lautet sie

2 D
H &’k [Ek) 1 —BE(k) 2
= —— ——~+—In|1— . A1
F 29V+nV/(2W)D{ > —l—ﬁn[ e 0] b+ O(?) (6.117)
Eine Differentiation nach dem chemischen Potential p fiihrt mit der Nebenrechnung
OE(k)  €e(k)
= 6.118
o E(k) ( )
auf die Teilchendichte
1 0F p dPk e(k) (1 1 )
__ -9 _r T — ) A1
TV g ”/ omP B \2 T emrm 1 T O (6.119)

Wir eliminieren nun aus (6.115), (6.119) das chemische Potential p, so da8 wir eine direkte Bezie-

hung zwischen Teilchendichte n und Kondensatdichte ng erhalten:

dD]{? 6(k)+ Mo 1 1 2
n:no—i—n/ 2m)P E(kf {i—Fm}—i—O(’f} ). (6.120)

Hierbei lautet die Dispersion

= /e(k)2 + 2e(k)gng + O(n) . (6.121)

Wir beobachten, dafl fiir kleine 1 Teilchen- und Kondensatdichte nur geringfiigig voneinander

abweichen. Daher folgt aus (6.119) die verbesserte Niaherung

dPk e(k)+gn (1 1 )
n:n0+n/(27r)D E(k)g {§+m}+0(n). (6.122)
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Das Ergebnis (6.121) am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 wurde von Bogoliubov abgeleitet
[31,32], die temperaturabhingigen Korrekturen stammen von Popov [33,34]. Dabei lautet aber die

Dispersion nun

= /e(k)? + 2e(k)gn + O(n) . (6.123)

Sie wurde fiir die freie 1-Teilchen-Dispersion (6.80) vor kurzem experimentell gemessen [35]. In
diesem Fall geht die Bogoliubov-Dispersion der Quasiteilchen (6.123) im Limes |k| — oo in die

freie Dispersion iiber:

h2k?
lim Ek) = ) 124
i B = g (6:.124)
Im langwelligen Limes k — 0 entsteht dagegen ein Phononenspektrum
lim E(k) = c|k|h (6.125)

k—0

= \/%. (6.126)

Die Entstehung des Phononenspektrums (6.125) ist eine direkte Konsequenz des Goldstone-Theorems.

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Danach muf} eine spontan gebrochene kontinuierliche Symmetrie im langwelligen Limes k — 0
immer zu einem Phononenspektrum fithren. In unserem Fall besteht die kontinuierliche Symmetrie
darin, dafl bei der Kondensatdichte ng = U*W die Background-Felder ¥*, ¥ durch ¥* =, /ng e,
U = \/ng € mit einer beliebigen Phase ¢ gegeben sind. Entsteht nun ein Bose-Kondensat, so
wird eine ganz bestimmte Phase ¢ ausgewéhlt und damit die kontinuierliche U(1)-Symmetrie
gebrochen. Ist umgekehrt die kontinuierliche Symmetrie schon von vorneherein in der euklidi-
schen Wirkung durch duflere Felder gebrochen, wie z.B. durch eine Laserankopplung, dann erfolgt
zwar noch immer eine Kondensation des Bose-Gases. Aber die Phase ¢ des Kondensates stellt
sich dann nicht mehr spontan ein, sondern wird von Auflen erzwungen. Im Bogoliubov-Spektrum
duBert sich das dadurch, daff im langwelligen Limes k — 0 statt (6.125) eine Energieliicke entsteht.

Wir werten nun die Beziehung (6.122), (6.123) zwischen Teilchendichte n und Kondensatdichte

ng am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 aus. Mit n = 1 erhalten wir zunéchst

Pk k
n:n0+/ ) fon (6.127)
2\/6 2+ 2e(k)gn

Insbesondere werden wir auf freie Bosonen mit der 1-Teilchen-Dispersion (6.80) spezialisieren.

Hierzu miissen wir iiberlegen, wie man ein Integral der Form

[ (e 6129

berechnet. Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie des Integranden gilt mit k& = |k|

_ Op h2 k>
I= (%)D/O dk kP~ 1f<2M) (6.129)
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wobei Op die Oberflache der Einheitskugel bezeichnet. Zur Berechnung von Op betrachten wir

das D-dimensionale GauB3-Integral

/ dy / dp e~ @Hteh) — D2 (6.130)

[e.e] [e.e]

Beim Volumenintegral auf der linken Seite 148t sich wieder die Rotationssymmetrie des Integranden

ausnutzen:
OD/ dr Pt e = 7P/2 . (6.131)
0

Durch die Substitution u(r) = r? und das Integral (2.226) folgt dann die Oberfliche der Einheits-

kugel zu

27TD/2
== 132
Op (D7) (6.132)
Als wichtige Spezialfille erhalten wir

02 = 27'(', 03 =A4r. (6133)

Einsetzen von (6.132) in (6.129) fithrt auf

1 h2k?

I= dk kP~ 134
2D-17D/21(D/2) / / < QM) (6.134)

Durch die Substitution e(k) = h?k?/2M gehen schliefilich (6.128) und (6.134) iiber in die niitzliche

Integrationsformel

/(;lj:)kf’f <22J\k42) - r(;/z) (2%12)1)/2 /OOO dee?*7 f(e) (6.135)

Beachten wir (6.135), so lautet (6.127):

1 D/2 -1)/2 00 c(D=3)/ 6136
nen 2I(D/2) (27rh2) { \/6+29n+gn 0 \/6+2gn} (6.136)
Wir beobachten, dafl beide e-Integrale in D = 3 Dimensionen UV-divergent sind. Deshalb wer-

den wir die Methode der dimensionalen Regularisierung anwenden, um sie zu berechnen. Hierzu

beobachten wir, dafl beide e-Integrale von folgender Form sind:

I, ,(a) :/0 de Crap (6.137)

Durch dreifache Anwendung des Schwinger-Tricks (2.226) 148t sich (6.137) auswerten:

v+ 1)I'(p—v—1) ‘

II/7N(a) = F(,U/)CL“_V_I

(6.138)

Einsetzen von (6.137), (6.138) in (6.136) ergibt:

(D —2)(2gn)?* ( M \"?T((D - 1)/2)I(~D/2)
MW (%hz) T(D/2) | (6.139)

n ="ng
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Bei einer Spezialisierung auf D = 3 Raumdimensionen erhalten wir

1 nM\*?

Mit dem Zusammenhang (5.130) zwischen Wechselwirkungsstiarke g und s-Wellenstreuldnge a
ergibt dies

n=ng+ 8 (an)®? (6.141)

NG ) )

Im Falle einer verschwindenden s-Wellenstreuldnge a besagt (6.141), dal am absoluten Tempera-
turnullpunkt 7" = 0 alle Teilchen im Kondensat sitzen. Ist dagegen die s-Wellenstreuldange a von
Null verschieden, so verringert sich die Kondensatdichte ng geméfl (6.141). Durch die repulsive 2-
Teilchen-Wechselwirkung bedingt wird ein Bruchteil der Teilchen aus dem Grundzustand in einen

angeregten Zustand gestreut. Diese sogenannte Entleerung (=depletion) betrigt
n—ng 8
n 37

Man kann sich nun die Frage stellen, welche Situation bei einer immer gréfleren s-Wellenstreuldnge

ad’n. (6.142)

a entsteht. Wéchst a immer mehr an, so verschwindet die Kondensatdichte nach (6.142) beim
kritischen Wert

s 97\ /3
. =(— ~ 0.762. 6.143
acn ( 5 4) ( )
Es ist in der Literatur umstritten, ob das homogene Bose-Gas einen solchen Quantenphaseniiber-

gang zeigt [37].

6.8 Zeitunabhingige Gross-Pitaevskii-Gleichung

Wir untersuchen nun die Eigenschaften des Kondensates am absoluten Temperaturnullpunkt in
einer Falle. Hierbei beschrianken wir unsere Diskussion darauf, die Konsequenzen des fithrenden
Beitrages zur effektiven Wirkung (6.58) zu studieren. Die Extremalisierung der effektiven Wirkung
geméaB (4.175) fithrt mit (6.58) auf
SA[U* U]
SU*(x, )
Mit Hilfe der euklidischen Wirkung (6.2)—(6.4) und des 1-Teilchen-Hamilton-Operators (2.53)

erhalten wir

{hﬁ _ h_z A+V(x)—p+ /de’ Vit (x x') \D*(X/,T)\D(X/,T)} U(x,7)=0. (6.145)

—0. (6.144)

or 2M

Aufgrund der Translationsinvarianz beziiglich der Imaginérzeit erwarten wir, dafl die extremalen

Background-Felder nicht von der Imaginérzeit abhéngen:

U (x,7) = ¥*(x), U(x,7) =¥(x). (6.146)
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Daher vereinfacht sich (6.145) zu

{_;_M A+V(x)—p+ / P2 VO (x, x') U (X)W (X’)} U(x)=0. (6.147)

Diese zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir die Kondensatwellenfunktion W(x) stellt ei-
ne nichtlineare Schrodinger-Gleichung dar. Sie beinhaltet drei verschiedene Energiebeitrige. Neben
der kinetischen Energie und der potentiellen Energie der Falle tritt noch eine Wechselwirkungs-
energie auf, die durch eine Mittelung iiber die gesamte Kondensatwellenfunktion entsteht. Deshalb

handelt es sich im allgemeinen bei (6.147) um eine partielle Integrodifferentialgleichung.

Hat man die Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.147) gelost, so hingt die Kondensatwellenfunktion

U(x) noch vom chemischen Potential p ab. Letzteres wird erst durch die Normierungsbedingung
/de W (x)|> = No (6.148)

festgelegt, wobei Ng die Zahl der kondensierten Bosonen bezeichnet. Wir zeigen nun, dafl unsere
Beschrankung auf den fithrenden Beitrag zur effektiven Wirkung (6.58) eine wichtige Konsequenz
fiir No hat. Hierzu werten wir (6.58) mit (6.2)—(6.4) fiir die extremalen Background-Felder aus
(6.146) aus und erhalten dadurch die groSkanonische freie Energie

F = /dD:c U*(x) {—;—M A+V(x)— ,u} U(x)
—l—% /de/de'V(int) (x,x") U (x") ¥ (x')U*(x)¥(x). (6.149)

Wir berechnun nun mit Hilfe von (1.37) die Teilchenzahl und beachten dabei, dafl U*(x), ¥(x)
als Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.147) noch implizit vom chemischen Potential pu

abhéngen:

N = /dD:c\\Il(x)|2

— / dPz OV (x) { e A+V(x)—pu+ / dP ' v (x, X’)\I/*(x')\lf(x’)} T (x)

ol oM
- /dD:c U*(x) {_Qh—M A+V(x)—p+ /dD:c' Vit (x x') \I/*(x’)\lf(x’)} 0\;2}() . (6.150)

Da nun aber U*(x), ¥(x) die Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.147) erfiillen, reduziert sich (6.150)
auf

N = /de|\If(x)|2. (6.151)

Der Vergleich von (6.148) und (6.151) zeigt, dal im Rahmen unserer Ndherung Teilchenzahl N

und Kondensatzahl Ny tibereinstimmen:

N=N,. (6.152)
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Hétte man bei der effektiven Wirkung neben dem fithrenden Beitrag (6.58) auch noch den Tracelog-
Beitrag (6.72) berticksichtigt, so hétte man auch bei Anwesenheit einer Falle den Effekt der Entlee-
rung des Grundzustandes durch die 2-Teilchen-Wechselwirkung untersuchen kénnen. Hierzu hétte
man aber die Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.147) durch einen entsprechenden Term vom Tracelog

erweltern miissen.

Im folgenden wollen wir uns aufgrund der exprimentellen Relevanz auf eine kurzreichweitige 9-

Wechselwirkung beschréanken:

Vit (x x') = gd(x — x'). (6.153)
Dadurch reduziert sich die partielle Integrodifferentialgleichung (6.147) auf eine nichtlineare par-
tielle Differentialgleichung:

{~35 8+ V60—t gl weo =, (6154)

6.9 Qualitative Energetische Abschitzungen

Bevor wir explizite Losungen der Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.154) diskutieren, wollen wir die
Relevanz der einzelnen Energiebeitrige qualitativ abschitzen. Hierzu reicht es aus, wenn wir unsere
Uberlegungen auf eine isotrope Falle V(x) = Mw?|x|?/2 beschréinken. Wir betrachten zunichst
den Fall, dafl keine Wechselwirkung zwischen den Bosonen vorliegt. Besitzt die Kondensatwolke

die mittlere Ausdehnung L, so lautet deren potentielle Energie
Epoi(L) = — w’L?. (6.155)

Durch die Heisenbergsche Unschérferelation fithrt eine mittlere Ausdehnung L zu einem mittleren

Impuls p = h/L. Die kinetische Energie der Kondensatwolke ist damit gegeben durch

h2
Eyin(L) = SN (6.156)
Die Gesamtenergie
EgeS(L) = Epot(L) + Ekin(L) (6157)
wird dann zu einer Funktion der mittleren Ausdehnung L, die an der Stelle
h
Lo=1\/7— 6.158
0 Mw ( )

ein Minimum aufweist. Bei der Lange (6.158) handelt es sich gerade um die typische quantenmecha-
nische Langenskala des isotropen harmonischen Oszillators. Dessen Grundzustandswellenfunktion

lautet namlich

Yo(x) = — e _x (6.159)
o) = BT P2 ) :
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Anschlieflend wollen wir den Einflu} einer repulsiven Wechselwirkung g > 0 diskutieren. Da ei-
ne Kondensatwolke der mittleren Ausdehnung L die Teilchendichte n = N/L3? besitzt, ist die

Wechselwirkungsenergie von der Groflenordnung

gN

Wir sehen uns nun an, welche Energiebeitrage zur Gesamtenergie
Eoes(L) = Epot(L) + Exin(L) + Eing(L) (6.161)

bei welcher Liangenskala von Bedeutung sind. Bei grofien Kondensatwolken gilt offensichtlich
Epot(L) > Exin(L) , Eine(L) L — oo, (6.162)
wahrend bei kleinen Kondensatwolken die Situation
Eini(L) > Exin(L) , Epor(L) L—0 (6.163)

vorliegt. Aus (6.162) und (6.163) lesen wir ab, daB fiir alle Langenskalen L die kinetische Energie
Eyin (L) vernachlassigbar ist. Deshalb reduziert sich die Gesamtenergie (6.161) mit Hilfe von (6.155)
und (6.160) in fithrender Ordnung auf

M gN

Eue(L) = 5 wL? + T (6.164)
Sie besitzt ein Minimum an der Stelle
Lin = (Z?\)jﬁ)lﬁ) ) (6.165)
die aufgrund von (5.130) und (6.158) von der Form
Lunin = (122]\7)1/5 Lo, (6.166)

ist. Hierbei tritt als typisches Mafl der Wechselwirkung die dimensionslose Grofie

aN\°
= — 1
Q@ < L, ) (6.167)

auf. Bei einer s-Wellenstreulinge von a ~ 10nm, einer Ausdehnung der Kondensatwolke von
Lo ~ 1 um und einer Teilchenzahl von N = 10° ergibt sich diese Grofie (6.167) zu

a4, (6.168)

Aus (6.166)—(6.168) lesen wir dann L,;, > Lo ab. Das bedeutet, dafl eine repulsive Wechselwirkung
g > 0 tendenziell die Ausdehnung der Kondensatwolke vergroflert. Im folgenden werden wir diese

qualitativen energetischen Abschétzungen durch explizite Rechnungen verbessern.
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6.10 Variationsverfahren
Wir untersuchen nun die Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.154) im Falle einer anisotropen

harmonischen Falle (2.213). Verschwindet die 2-Teilchen-Wechselwirkung, gilt also ¢ = 0, dann
wird (6.154) gelost durch die GauB-Funktion
} ) (6.169)

D 2
xT°
U(x)=C exp{—z :
— 212
(6.170)

mit den Oszillatorlingen

h

Li - .
Mwi

Eine Normierung der Kondensatwellenfunktion (6.169) geméf (6.151) fithrt auf die Konstante

N1/2

wobei L das geometrische Mittel der Oszillatorlingen (6.170) darstellt:
L=y/—. (6.172)

Wir nehmen nun an, daf§ die Kondensatwellenfunktion W(x) auch bei einer nichtverschwindenden

2-Teilchen-Wechselwirkung eine Gauf-Funktion darstellt:

N2 D 4

1=1

Hierbei haben wir die Lingen A; eingefiihrt, die wir im folgenden als Variationsparameter auf-
fassen wollen. Vernachléssigen wir die kinetische Energie, dann setzt sich die Gesamtenergie der

Grundzustandswellenfunktion W(x) aus zwei Energiebeitrégen zusammen:
Eo = Epot + Eint - (6.174)
Fiir die potentielle Energie
Epot = /d% V(x) | (x)? (6.175)

erhalten wir mit (2.213) und (6.173):

N D D g2
_ D § 2.2 - E 7
Epot - 7TD/2 /ID d s ( _2 wi ,’,UZ) eXp { a A2 } . (6176)

i=1 i
Die Ausfithrung des Gaufischen Integrales ergibt mit (6.172):
D

Fw; A2
By =Ny _ T (6.177)
=1 v
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Entsprechend erhalten wir fiir die Wechselwirkungsenergie

Bt = g/d% ()| (6.178)
das Ergebnis
N2
By = —39° (6.179)
2(2m)P/2 AD

Es bietet sich an, die dimensionslosen Léngen

A,
= 1
a I (6.180)
einzufithren und diese als Variationsparameter aufzufassen. Die Grundzustandsenergie (6.174)
lautet dann mit (6.177) und (6.179):

D
N gN?
Eo=—)Y hwa?+ . . 6.181

° A ; 2(2m)P/2 LD &P (0181

Eine Extremalisierung der Grundzustandsenergie (6.181) beziiglich der Variationsparameter c;
fithrt auf

0FE N N?
0 _ 2 pay — e — (6.182)
oo 2 2(2m)P2 LP &P oy
Aus (6.182) erhalten wir fiir die Variationisparameter
N
a2 = C— (6.183)
(2m)P/2 LP &P hw;
so dafl deren geometrisches Mittel gegeben ist durch
N
&P+ = J (6.184)

(2m)P/2 L0 hiy

In D = 3 Raumdimensionen lautet das geometrische Mittel der Variationsparameter aufgrund von

&= (%)mo (ag)w . (6.185)

Aus (6.183), (6.184) ergeben sich die Variationsparameter zu

(5.130) beispielsweise

Ya. (6.186)

o; =
Wi

Einsetzen von (6.186) in (6.177), (6.180) fiihrt auf die potentielle Energie

D
Bpor = 7 ho@*N. (6.187)
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Entsprechend erhalten wir fiir die Wechselwirkungsenergie (6.179):
1
Ein = 5 ha G2 N . (6.188)

Das Verhiltnis von Wechselwirkungsenergie (6.188) und potentieller Energie (6.187) ist gegeben
durch
Eint 2

== 1
B D (6.189)
und die Grundzustandsenergie (6.174) lautet:
D+2
Eo = T+ hi 62N . (6.190)
In D = 3 Raumdimensionen lesen wir aus (6.185) und (6.190) ab:
5 (2 aN\**
SN 6191

AuBerdem stehen potentielle Energie (6.187) und Wechselwirkungsenergie (6.188) folgendermafien

in Beziehung zur Grundzustandsenergie (6.190):

D
Epot = m EO 9 (6192)
2
Ep = ——— By, 6.193
T D+27° (6.193)

6.11 Thomas-Fermi-Niherung

Wie wir durch unsere energetischen Abschitzungen im Abschnitt 6.9 gesehen haben, kann der
Term der kinetischen Energie in der Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.154) ndherungsweise vernach-
lassigt werden. Im Rahmen dieser sogenannten Thomas-Fermi-N&herung reduziert sich die partielle
Differentialgleichung (6.154) auf eine rein algebraische Gleichung fiir die Kondensatwellenfunktion.

Hierbei ist W(x) gegeben durch

p—V(x)
g

fiir alle x, fiir die die rechte Seite nicht negativ ist. Fiir alle anderen Orte verschwindet die Kon-

U (x)|* = (6.194)

densatwellenfunktion W(x). Liegt beispielsweise als 1-Teilchen-Potential V' (x) eine anisotrope har-
monische Falle (2.213) vor, so dehnt sich ¥(x) in allen Richtungen bis zu den Halbachsen R; aus,
die gegeben sind durch

2p
Mw? "’

M
—WRI=p = R; =

5 (6.195)

Ein Ma8 fiir die riumliche Ausdehnung des Kondensates ist dann das geometrische Mittel R dieser
Halbachsen R;

_ 2
R= -1 (6.196)
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Es liegt fest, wenn das chemische Potential p bekannt ist. Wir bestimmen g mit Hilfe der Nor-
mierungsbedingung (6.151) unter Beachtung von (2.213) und (6.194):

D
1 D M 5
Nz;/d x {M‘Z;Wﬂfi}- (6.197)

Dabei erzwingt die Forderung, dafl das Betragsquadrat der Kondensatwellenfunktion (6.194) po-
sitiv ist, daf sich die Integration in (6.197) in einem Ellipsoid erstreckt:

D
M
Z - witl < p (6.198)

Durch die Substitution y; = /Mw?/2p x; wird dieses Ellipsoid zu einer Einheitskugel deformiert:

D
d o<t (6.199)
i=1

Das bedeutet, dafl wir im transfomierten Integral

D/2
N ()7 /dDy (1-y?) (6.200)
M gwoP
zu Kugelkoordinaten iibergehen kénnen:
2p e pOp [ D-1 2
N=|— d 1-— . 6.201
(M) o0 ), der (1-p%) (6.201)

Hierbei bezeichnet Op die Oberfliche der Einheitskugel. Die Auswertung des elementaren Inte-
grales (6.201) ergibt dann

21\ "/ 20pp
N=|— _ . 6.202
(M) D(D + 2)goP ( )

Im Falle von D = 3 Raumdimensionen erhalten wir hieraus unter Beachtung von (5.130) und
(6.133):

152/5 N\ 25
= 52 (“T) ha (6.203)

Einsetzen von (6.203) in (6.196) fithrt auf den sogenannten Thomas-Fermi-Radius
_ N\Y?
R =155 (%) L, (6.204)

der in der Regel grofler als die mittlere Ausdehnung der wechselwirkungsfreien Grundzustands-
wellenfunktion im anisotropen harmonischen Oszillator (6.172) ist. Wir beobachten, daf§ durch
Elimination der Teilchenzahl N die Energieskala (6.203) und die Langenskala (6.204) zueinander
in Beziehung stehen:
R2
= —ho. 6.205
h= 5 (6.205)
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Im Falle einer isotropen harmonischen Oszillators w; = ... = wp = w mit L=LudR=R folgt
daher fiir die Teilchendichte (6.194):
R? 7\ 2
V()PP = |1 (—) . 2
weol = ot - ()] (6.206)

Hierbei haben wir nochmals (5.130) und (6.172) beriicksichtigt. Auerdem stellen wir mit Hilfe
von (6.170) und (6.205) fest, daB

1
n=3 Mw’R* =V(R) (6.207)

gilt, d.h. das chemische Potential stimmt mit dem Potentialwert am Thomas-Fermi-Radius R

uberein.

Wir wollen nun noch einige energetische Uberlegungen in D Raumdimensionen anstellen. Zunéchst
beobachten wir, dafl am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 die innere Energie U mit der
Grundzustandsenergie Ej iibereinstimmt, da geméf} (6.152) alle Teilchen im Grundzustand sitzen.
Aus der thermodynamischen Beziehung (1.16) lesen wir dann ab:
0FEy
H= ON
Da die Abhéngigkeit des chemischen Potentials p von der Teilchenzahl N geméf (6.202) bekannt
ist, konnen wir durch Integration von (6.208) die Grundzustandsenergie berechnen und erhalten:

_ D+2
- D+4

Demnach ist das chemische Potential p ein Maf fiir die Grundzustandsenergie. Aulerdem kénnen

(6.208)

0 N . (6.209)

wir uns fragen, wie sich diese Grundzustandsenergie geméifl (6.174) auf die potentielle Energie und
die Wechselwirkungsenergie verteilt. Fiir die potentielle Energie (6.175) der Kondensatwellenfunk-
tion erhalten wir mit (6.194) und der Substitution y; = \/Mw?/2p x;:

B = ()7 dPyy? (1—y°) (6.210)
pe M goP ’

wobei die Einschrinkung (6.199) zu beachten ist. Durch den Ubergang zu Kugelkoordinaten geht
(6.210) iiber in

2\ y2op [t
Eoo= (== dp pPt (1 = p? 6.211
= ()L [ap =), (6:211)

wobei die elementare Integration ergibt:

204" 2\ "
Eoor = ~ — . 212
P (D +2)(D + 4)goP (M (6.212)
Durch Verwendung von (6.202) und (6.209) reduziert sich (6.212) auf
D
- (6.213)

E.. Eo,
pt (D+2) 0
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so daf sich ebenfalls die Bezichung (6.192) ergibt. Aus (6.174) lesen wir dann ab

2

B Eo, 6.214
= oy (6.214)

so daf sich wieder dasselbe Verhéltnis (6.189) von Wechselwirkungsenergie und potentieller Ener-
gie ergibt. Wir stellen aber fest, da} die in der Variationsrechnung und in der Thomas-Fermi-
Néherung erzielten Resultate fiir die Grundzustandsenergie voneinander abweichen. Der Vergleich
von (6.191) mit (6.203), (6.209) zeigt, daf} die Variationsrechnung die Grundzustandsenergie der
Thomas-Fermi-N#herung bis auf 8 % genau beschreibt:

ELF  (3600m)Y/°

Iy - 0.9 (6.215)

AbschlieBend bemerken wir, daf§ die hier vorgestellte Thomas-Fermi-Naherung fiir die Teilchen-
dichte am Rande der Kondensatwolke zusammenbricht. Dort ist der Gradient der Teilchendichte

so grof3, daB deren kinetische Energie nicht mehr vernachlissigt werden kann [5].

6.12 Thomas-Fermi-Bogoliubov-Theorie

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Thomas-Fermi-Naherung der Gross-Pitaevskii-Gleichung
(6.154) besprochen. Sie beruht darauf, den Term der kinetischen Energie in (6.154) zu vernachléssi-
gen. Nun werden wir diese Uberlegungen zu einer Thomas-Fermi-Niherung der Bogoliubov-Theorie
erweitern [38,39]. Dabei werden wir sehen, dafl die Thomas-Fermi-Ndherung im wesentlichen einer
semiklassischen Nédherung entspricht. Um ein tieferes physikalisches Versténdnis fiir diese semi-
klassische Nidherung zu gewinnen, werden wir zunichst das Vorgehen bei nichtwechselwirkenden
Quantengasen in Abschnitt 4.11 wiederholen. Die groSkanonische freie Energie ist durch (4.13) ge-
geben, wobei die 1-Teilchen-Energien E, Losungen des Eigenwertproblems (2.62) des 1-Teilchen-
Hamilton-Operators (2.53) darstellen. Verschwindet das 1-Teilchen-Potential V' (x), liegt also ein
homogenes Quantengas vor, so lautet die groflkanonische freie Energie im thermodynamischen

Limes eines unendlich groflen Kastens:

€ D dPp _Blp2 /20—
F= B/d x/(%hp ln{l—ee Blp*/ M}. (6.216)

Im Falle eines nicht verschwindenden 1-Teilchen-Potentials V' (x) ist dagegen die grofkanonische

freie Energie in fithrender semiklassischer Naherung durch (2.9), (4.160) gegeben:

_ € D dPp —B[p2/2M~+V (x)—

Der Vergleich von (6.216) und (6.217) zeigt, dafl die semiklassische Ndherung darauf beruht, das
chemische Potential 1 durch g — V(x) zu ersetzen:

v — on— V(X) . (6.218)
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Die Substitution macht nur dann Sinn, wenn das 1-Teilchen-Potential V' (x) nur schwach orts-

abhéngig ist und somit ein quasihomogenes Quantengas vorliegt.

Nun verallgemeinern wir diese heuristischen Uberlegungen auf die Bogoliubov-Theorie schwach
wechselwirkender Bose-Gase. In Abschnitt 6.7 haben wir das homogene Bose-Gas mit kurzreich-
weitiger 0-Wechselwirkung diskutiert. Dabei ist das effektive Potential Vg geméf (6.109) eine

Funktion der homogenen Kondensatdichte ng:

Ve (no) = /dD:c {—,ung + %gn% + 7}/ (;Z:)kD [@ + %ln (1 — e‘ﬁE(k)ﬂ + (9(772)} , (6.219)

wobei die Dispersion durch (6.110) gegeben ist. Wenn wir nun ein schwach rédumlich verdnderliches

1-Teilchen-Potential V' (x) vorliegen haben, so 148t sich dessen Einfluff auf die thermodynamischen
Eigenschaften im Rahmen der Thomas-Fermi-N&herung dadurch beschreiben, daffi man die Sub-
stitution (6.218) in (6.110), (6.219) vornimmt. Dabei ist allerdings zu beachten, daf im Rahmen
der Thomas-Fermi-N&aherung zusétzlich noch die homogene Kondensatdichte ng schwach rdumlich
moduliert wird. Deshalb ist beim Ubergang vom homogenen zum quasihomogenen Bose-Gas die

Substitution (6.218) zu ergédnzen durch
Mo — Mo (X) . (6220)

Die Substitutionen (6.218), (6.220) der Thomas-Fermi-Naherung werden haufig auch als lokale
Dichte-Nédherung bezeichnet. Damit wird das effektive Potential Vg ein Funktional der Konden-
satdichte ng(x)

Vig[no] = / APz { [V(x) _ M} no(x) + %gno(x)z

+n/ (gj:;fD {E(lz x) | %m (1 _ e—ﬁﬂkx))} L 0(772)} (6.221)

mit der rdumlich modulierten Bogoliubov-Dispersion

BE(k,x) = \/ [e(k) FV(X) -t gno(x)} 4o [e(k) FV(X) -t gno(x)} gno(x).  (6.222)

Zunéchst spezialisieren wir diese Thomas-Fermi-Naherung auf eine verschwindende 2-Teilchen-
Wechselwirkung. Unter Beriicksichtigung der freien Dispersion (6.80) und der Veltman-Regel
(6.252) erhalten wir

Vagt[ro] :/dD:c{[V(x) +3 / ln 1—6—5”"] + 0 )} (6.223)

mit der Dispersion

12k2
2M
Durch den Vergleich von (4.198) mit (6.223), (6.224) erkennen wir einen wesentlichen Unter-

schied zwischen der fritheren semiklassischen Naherung und der jetzigen Thomas-Fermi-Néhe-

Ek,x) = +V(x)—p. (6.224)

rung. Wihrend man in (4.198) die exakte Grundzustandswellenfunktion verwendet, wird sie in
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(6.223) nur im Rahmen der lokalen Dichte-Ndherung beriicksichtigt. Beide Ndherungen (4.198)

und (6.223) behandeln aber die thermisch angeregten Bosonen auf dieselbe Weise.

Wir kehren nun wieder zur Thomas-Fermi-Bogoliubov-Theorie (6.221), (6.222) zuriick und be-

stimmen die Kondensatdichte ng(x) durch Extremalisierung des effektiven Potentials:

OVest [no]
5710 (X)

—0. (6.225)

Mit der Nebenrechnung
0E(k,x) _ 2g[e(k) + V(x) — p1] + 3g°no(x)

Ong(x) = BE(k, x) (6.226)
geht (6.225) iiber in
V(%) — 4 gno(x) + 1 / (;lw)kD 29le(k) + V(;jzk—, f)] +39°n0(x)
X {% + 7eﬁE(ki) — 1} +0(n*) =0. (6.227)

Bis zur ersten Ordnung in 7 folgt hieraus die Kondensatdichte zu

pu—V(x) dPk 2e¢(k)+p—Vi(x) (1 1 5
T_n/(Q’]T)D E(ij) {§+W}+O(n ), (6.228)

no(x) =

wobei die Dispersion gegeben ist durch

E(k,x) = /e(k)2 4 2e(k) [u — V(x)] + O(n) . (6.229)

Die Zahl Ny der kondensierten Teilchen ist durch rdumliche Integration der Kondensatdichte
(6.228) festgelegt:

No = / dPxng(x). (6.230)

Werten wir das effektive Potential (6.221) an dem extremalen Wert (6.228) der Kondensatdichte

aus, so erhalten wir die grofSkanonische freie Energie

F= /de {—w + 77/ (;lj:)kD {E(z x) 4 %ln (1 - e‘ﬁE(kv’“)] } +O@?). (6.231)

Die gesamte Teilchenzahl N ergibt sich durch Differentiation von (6.231) nach dem chemischen

Potential zu
N = /de n(x), (6.232)

wobei die Teilchendichte n(x) lautet

n(x) = M_T‘/(X) — 77/ (;ZT()]{;D Eii(lf)x) {% + W} + 0(772). (6233)
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Wir beschrinken uns nun auf den absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0. Dann lassen sich unter
Beriicksichtigung der freien Dispersion (6.80) die Integrale iiber die Wellenvektoren k mit Hilfe
der Integrationsformel (6.135) auswerten. Fiir die Kondensatdichte (6.228), (6.229) erhalten wir

p—V(x) Ui M\ e a1 26+ p—V(x) 2
nol) = T T S ) (27#12) /0 dec? JErap = vooe w623

wobei das e-Integral mit Hilfe von (6.137), (6.138) berechenbar ist. Damit ergibt sich schlielich

die Kondensatdichte zu

no(x) = PV 2PPPED - OT(D - 1)/2)T(-D/2)
’ g JT(D/2)

. <2%12) N [N - V(X)] 7y O(n*). (6.235)

Entsprechend gilt fiir die Teilchendichte (6.229), (6.233)

p—V(x) n M \PPE e D/2-1 € 2
X =T T S (WL?) /0 dec?” JEr o v ) (6:236)

po V) 27D - DI(D —1)/AN(-D)2)
g VET(D/2)

x (27]:@2)1)/2 [u . V(x)] Y2 o) (6.237)

erhalten. Wir bemerken zur Kontrolle, dafl im Falle eines verschwindenden 1-Teilchen-Potentials
V(x) durch Elimination des chemischen Potentials p in (6.235) und (6.237) das frithere Resultat
(6.139) des homogenen Bose-Gases folgt.

Um nun gemé$ (6.230) bzw. (6.232) aus den Dichten (6.235) und (6.237) die Zahl Ny bzw. N von

Bosonen im Kondensat bzw. der Falle zu berechnen, ist das Integral

I, = / a7z [~ V(x)r (6.238)

auszuwerten. Hierbei erstreckt sich die Integration {iber denjenigen Raumbereich, bei dem die Un-
gleichung p > V/(x) erfiillt ist. Wir betrachten wieder einen anisotropen harmonischen Oszillator
(2.213) und erhalten aus (6.238) mit der Substitution y; = v/ Mw? /2 z;

L 3}
I, = (22 L (1— 2) 6.239
(M) =b Y y') (6.239)

wobei die Integration auf die Einheitskugel (6.199) eingeschriinkt ist. Der Ubergang zu Kugelko-

ordinaten fiihrt auf

_ (2~ PR wop [t 2"
I”‘(M) — /Odpp (1—/)) . (6.240)
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Mit der anschlieBenden Substitution ¢(p) = p* geht (6.240) iiber in

24 D/2 1'Op 1 v
I, = (2t dt tP/2-1 (1—t> 6.241
(M) o / , (6.241)

so daB sich die Integraldarstellung (6.261) der Beta-Funktion (6.257) anwenden lafit. Als Ergebnis

erhalten wir

(6.242)

_ I(D/T(v + 1)’ Op (il;)p/z |

b= 2T(D/2 + v+ 1)oP
Setzt man (6.237) in (6.232) ein, so 148t sich die Integration mit Hilfe von (6.238), (6.242) explizit
durchfithren. Unter Verwendung der Verdopplungsformel fiir die Gamma-Funktion [16]
221
VT
lautet die Teilchenzahl N als Funktion des chemischen Potentials j:

M= D(D +2)g <Mw) ho ~ N 3p/342,02 \ 1o +0(n%).  (6.244)

I'(2z) =

()T (:)3 + %) (6.243)

Wir bemerken, dafl durch Vernachlédssigung des Bogoliubov-Termes, d.h. im Falle n = 0, aus
(6.244) unseres fritheres Resultat (6.202) hervorgeht. Wir invertieren nun (6.244), um umgekehrt

das chemische Potential p als Funktion der Teilchenzahl N zu erhalten:

L e [D(D+2)9N (Mcv)mr/w”){l DI(=D/2)g

92 Oph 3 93D/24+1 D)2}
(D-2)/(D+2)
Mo\ ""? | D(D+2)gN [ Mo\
(e [ 20y | 215

Entsprechend berechnen wir aus (6.230), (6.235), (6.238), (6.242) und (6.243) die Zahl der kon-

densierten Bosonen zu

- D/2 (D+2)/2 _ B D
)= 0 h 2p _y BD—OTED/2)00 (207 O(n?) . (6.246)
D(D+2)g \Ma hio 93D/28(D — 1)7 D2 \ hio

Eliminieren wir aus (6.246) das chemische Potential (6.245), so erhalten wir eine direkte Beziehung

zwischen N und Ny:

N:NO—I—

-\ Dj272P/(D+2)
(D —2)T(=D/2)0p [D(D+2)9N (Mw) /] . (6.247)

23D/2+3(D — 1)7D/2 Ophi A

Durch eine Spezialisierung auf D = 3 Raumdimensionen und durch Beachtung von (5.130), (6.133)
und (6.172) ergibt sich fiir die Entleerung des Grundzustandes [39]:

N — N, 6/531/5 / N1/64\ %/° N1/6g\ 82
o _5"3 4 ~oss () . (6.248)
N 29/2 L L
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Wir berechnen nun die GroBlenordnung dieser Entleerung fiir das in Abschnitt 4.11 behandelte
8"Rb-Experiment [18]. Hier liegen N = 40 000 8" Rb-Atome mit der s-Wellenstreuléinge a = 4.76 nm
[5] vor. Das geometrische Mittel @ ist gem&f (4.241) gegeben durch @ = 27 f3/8'/3 mit f3 = 373 Hz.
Mit der Masse M ~ 87-1.67-10~27 kg ergibt sich die Oszillatorlingenskala (6.172) zu L ~ 0.785 pim.
Demnach betréigt die Entleerung des Grundzustandes (6.248) etwa 0.69 %, es handelt sich also
um einen sehr kleinen Effekt. Dies unterstreicht nochmals, daf§ es sich im Experiment [18] um
ein schwach wechselwirkendes 8"Rb-Gas handelt. Es ist allerdings denkbar, die Entleerung des
Grundzustandes (6.248) durch eine Vergrofilerung von Teilchenzahl N, s-Wellenstreuldnge a oder

mittlerer Fallenfrequenz @ zu erhohen.

Zum SchluB stellen wir uns die Frage, ob die Entleerung des Grundzustandes mit oder ohne Falle
grofler ist. Hierbei berticksichtigen wir, dafl die Entleerung des Grundzustandes fiir das homogene
Bose-Gas geméf} (6.142) von der homogenen Teilchendichte n abhéngt. In der anisotropen harmo-
nischen Falle ist die Entleerung des Grundzustandes durch (6.248) gegeben. Wir zeigen nun, daf§
sich die rechte Seite von (6.248) durch die Teilchendichte n(0) am Ursprung ausdriicken lafit. Aus
(5.130), (6.172), (6.203) und (6.237) lesen wir ab

152/5 N 2/5
n(0) = 2 (“—) , (6.249)
8ral? \ L

und erhalten somit aus (6.248):

N ;VN" = 5\5 V/n(0)a? . (6.250)

Wir vergleichen nun zwei Bose-Gase mit und ohne Falle, die dieselbe s-Wellenstreuldnge a und
dieselbe Teilchendichte n = n(0) besitzen. Aus (6.142) und (6.248) folgt dann

)
N 15
harm. Falle _ ~°7 o g 736 1 (6.251)

<N - NO) 64
N hom. Gas

Demnach ist die Entleerung des Grundzustandes in der harmonischen Falle kleiner als beim ho-

mogenen Bose-Gas.

6.13 Anhang: Veltman-Regel

In diesem Abschnitt begriinden wir die Veltman-Regel

/ (;l:)kD (k)" =0 (6.252)

mit der Methode der analytischen Fortsetzung [3]. Hierzu betrachten wir das Integral

dPk 1
I.p= 2
@b / (2m)P (K2 + m2)e’ (6.253)
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das zunéchst nur fiir solche Parameter a, D definiert ist, die der Ungleichung
D < 2a (6.254)

geniigen. Durch zweimalige Anwendung des Schwinger-Tricks (2.226) konnen wir das Integral
(6.253) explizit ausrechnen:

L, Ta-D/)
" = [m) PP (a) (2D

(6.255)

Die Gamma-Funktion I'(z) ist nun in der ganzen komplexen Ebene mit Ausnahme der Stellen
x =0,—1,—2,... analytisch fortsetzbar. Deshalb 148t sich auch das Integral (6.253) durch (6.255)
fir alle D > 2a analytisch fortsetzen, wobei die speziellen Werte D = 2a,2a + 2,2a + 4, ...

auszuschlielen sind. Im Limes a — 0 folgt daher

dPk
/ 55 0 (6.256)

fiir D # 2,4,6,.... Betrachtet man auch noch andere Integrale, so lit sich durch analytische

Fortsetzung (6.256) sogar fiir alle D zeigen [3]. Geht man zu Kugelkoordinaten iiber, so folgt aus
(6.256) schlielich die Veltman-Regel (6.252).

6.14 Anhang: Beta-Funktion

Wir leiten in diesem Abschnitt eine niitzliche Integraldarstellung fiir die Beta-Funktion

L(2)C(y)

B9 =Taty)

(6.257)

ab. Hierzu verwenden wir sowohl fiir I'(x) als auch fiir I'(y) die Integraldarstellung der Gamma-

Funktion:
B(z,y) / da/ dr o™t rv=te(0+m) (6.258)
(x D(z+y) Y)

Mit Hilfe der Polarkoordinaten o = pcos ¢, T = psin ¢ geht (6.258) iiber in

B(x,y) Tty / / (cos @)t (sin @)Vt Tyl g (cosedsinglp (6.259)

Das p-Integral in (4.28) 148t sich unmittelbar mit Hilfe von (2.226) ausfiihren:

/2 x—1 (i y—1
B(,y) = / dp L8O gl (6.260)
0 (cos ¢ + sin @)=ty

Fiir die o-Integration substituieren wir geméf t(¢) = 1/(1 + tany) und erhalten dadurch die
gesuchte Integraldarstellung der Beta-Funktion:

B(z,y) = /01 et (1 —t)v !, (6.261)






Kapitel 7

Dynamische Eigenschaften der

Kondensate

7.1 Zeitabhingige Gross-Pitaevskii-Gleichung

Im vorhergehenden Kapitel haben wir die thermodynamischen Eigenschaften der Kondensate
durch die zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.154) beschrieben. Es handelt sich hierbei
um eine nichtlineare Schrodinger-Gleichung, bei der die Nichtlinearitdt die 2-Teilchen-Wechsel-
wirkung zwischen den Bosonen beschreibt. Um nun am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0
die dynamischen Eigenschaften der Kondensate zu studieren, verwenden wir eine zeitabhingige
Verallgemeinerung dieser nichtlinearen Schrédinger-Gleichung. Auf diese Weise erhalten wir die

zeitabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung

ih%\ll(x, t) = {_Qh—M A+ V(x)+ g|¥(x, t)\2} U(x,t). (7.1)

Umgekehrt geht diese zeitabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung durch den Lésungsansatz
U(x,t) = U(x)e H/h (7.2)

in die entsprechende zeitunabhingige Gross-Pitaevskii-Gleichung (6.154) iiber. Demnach iiber-
nimmt das chemische Potential i die Rolle, die bei der linearen Schrodinger-Gleichung dem Ener-

gieeigenwert zukommt.

7.2 Hydrodynamische Gleichungen

Da die Kondensatwellenfunktion W(x,t) komplex ist, mufl man mit (7.1) auch die dazu konjugiert

komplexe Gleichung betrachten:

—ih% U™ (x,t) = {—h—z A+ V(x)+ g|¥(x, t)|2} U*(x,t). (7.3)
159
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Wir beobachten, dafl wir fiir die nichtlineare Gross-Pitaevskii-Gleichung dieselbe Kontinuitétsglei-
chung wie fiir die lineare Schrédinger-Gleichung ableiten kénnen. Die Multiplikation von (7.1) mit
U*(x,t) und von (7.3) mit ¥(x,t) fithrt ndmlich auf

%n(x, )+ Vijx,t)=0. (7.4)
Hierbei bezeichnet
n(x,t) = [¥(x,1)]? (7.5)

die Kondensatdichte, die geméfi Abschnitt 6.8 mit der Teilchendichte iibereinstimmt. Ferner stellt

j(x,) = {W%XOVW&J%AMxﬂVW%xﬂ} (7.6)

2Mi

die Stromdichte des Kondensates dar. Sie gibt an, wieviele Bosonen pro Zeit- und Flacheneinheit
durch ein Flachenelement fliegen, wenn das Fléachenelement am Orte x zur Zeit ¢ senkrecht zu
j(x,t) gerichtet ist. Die Kontinuitéatsgleichung (7.4) hat aufgrund des Gaufischen Satzes zur Folge,

daB sich die Normierung der Kondensatdichte n(x,t) nicht mit der Zeit &ndert:

% /den(X, t)=0 — /dDa:n(x,t) = /dD:cn(x,to). (7.7)

Ist demnach die Kondensatdichte n(x,t) zur Zeit t = ty auf N Teilchen normiert

N = /dD:En(X, to) (7.8)

so gilt das auch fiir die Zeit t:

N = /dDatn(x, t). (7.9)
Wir faktorisieren die Stromdichte geméf
i 1) = n(x, ) v(x, ) (7.10)

und definieren dadurch die Geschwindigkeit v(x,t) des Kondensates:

h U*(x,t)VU(x,t) — U(x,t) VI*(x,1)
2Mi U (x, t)W(x, 1) '

v(x,t) = (7.11)

Um das Geschwindigkeitsfeld v(x, ) physikalisch besser interpretieren zu kénnen, zerlegen wir die

Kondensatwellenfunktion aufgrund von (7.5) geméaf

U(x,t) = /n(x,t) ¥t (7.12)

Durch Einsetzen von (7.12) in (7.11) erhalten wir eine Beziehung zwischen der Phase ¢(x,t) und
der Geschwindigkeit v(x,?):

" Vex.t). (7.13)

v(x,t) = i
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Demnach ist das Geschwindigkeitsfeld v(x, ) ein Gradientenfeld. Wenn die Phase keine Singula-
ritdten aufweist, d.h. zu allen Zeiten im gesamten Raum stetig differenzierbar ist, verschwindet
die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes:

rotv(x,t) =0. (7.14)

In diesem Fall ist die Bewegung des Kondensates gegeniiber einer klassischen Fliissigkeit einge-

schrinkt, da dort auch Wirbel auftreten kénnen.

Wir werden nun die Bewegungsgleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld v(x,t) aufstellen. Hierzu
setzen wir die Zerlegung (7.12) in die zeitabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung (7.1) ein:

. 1 on = —0p K 5 .

FiVR V= Vi (V) Vg, (T15)

Der Imaginérteil von (7.15) entspricht unter Beriicksichtigung von (7.10) und (7.13) gerade der
Kontinuitétsgleichung (7.4). Aus dem Realteil von (7.15) erhalten wir dagegen
dp R Vi/n R

2
_hL = _ ) d
BT NG t 537 (V)" +V +gn (7.16)

Wenden wir den Gradienten an, so geht (7.16) in die gesuchte Bewegungsgleichung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld (7.13) iiber:

1
Mg—vz—V{—MvszV%—gn— (7.17)

R V3/n
ot 2 '

oM /n

Demnach geniigt das Geschwindigkeitsfeld v(x,t) einer Euler-Gleichung fiir ideale, d.h. reibungs-
freie, Stromung. Dabei treten als Kréfte neben den Gradienten der kinetischen Energie, des Fal-
lenpotentials und der Wechselwirkung noch ein zusétzlicher Druckterm auf, der sogenannte Quan-

tendruck

h2
Pgm = _m \/ﬁv2\/ﬁ, (718)

mit einer Energie pym/n pro Teilchen. Er rithrt von der rdumlichen Variation der Kondensatdichte

her. Die Euler-Gleichung (7.17) ist demnach von der Form

8V(5;’ Dy [v(x, t)V]v(x, t) = —% v {V(X) + gn(x,t) — 273\4 v rz((i)t)} - (719)

Diese hydrodynamische Bewegungsgleichung bildet zusammen mit der aus (7.4), (7.10) folgenden

Kontinuitatsgleichung

0

% n(x,t) +V [n(x, t) v(x, t)] =0 (7.20)
ein nichtlineares partielles Differentialgleichungssystem fiir die Teilchendichte n(x, ¢) und das Ge-
schwindigkeitsfeld v(x,t), das zur zeitabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (7.1), (7.3) dquiva-

lent ist.



162 KAPITEL 7. DYNAMISCHE EIGENSCHAFTEN DER KONDENSATE

7.3 Elementare Anregungen

Wir erweitern nun die Thomas-Fermi-Ndherung auf die Dynamik der Kondensate. Dies bedeu-
tet, daf wir die rdumliche Variation der Kondensatdichte n(x,t) vernachlissigen, die durch den
Quantendruck (7.18) beschrieben wird. Dadurch vereinfacht sich die Euler-Gleichung (7.19) des
Kondensates auf
ov(x,t)
ot

+[WxﬂV%@gﬂ:—j%V{V&%ﬂm&J%. (7.21)

Die hydrodynamischen Gleichungen (7.20), (7.21) besitzen als Gleichgewichtszustand die Thomas-
Fermi-Néherung (6.194):

() = L2V 0. (7.22)

9

Hierbei ist das chemische Potential p durch die Normierungsbedingung (7.9) festgelegt. Wir suchen
nun Losungen der hydrodynamischen Gleichungen (7.20), (7.21) fiir schwache Anregungen aus die-
sem Gleichgewichtszustand (7.22). Wir zerlegen daher Kondensatdichte und Geschwindigkeitsfeld

geméf

n(x,t) = neq(x,t)+on(x,t), (7.23)
V(X,t) = veq(x,t) +v(x,1) (7.24)

und linearisieren die Bewegungsgleichungen (7.20), (7.21) in den Abweichungen dn(x,t),év(x,t).
Dabei erhalten wir unter Beriicksichtigung von (7.22) das gekoppelte Gleichungssystem

% n(x,t) = -V {M_TV(X) ov(x, t)} ; (7.25)
0 9
B wv(x,t) = ~ Von(x,t). (7.26)

Wendet man eine partielle Zeitableitung auf (7.25) an, so 1aft sich das Geschwindigkeitsfeld v(x, t)
mit Hilfe von (7.26) eliminieren. Die resultierende Bewegungsgleichung fiir die Abweichung der

Kondensatdichte aus dem Gleichgewichtszustand lautet

2

M%ﬂwa:@—v&ﬂAM@o—VWQVM@o. (7.27)

Als erstes Beispiel betrachten wir das homogene Bose-Gas, bei dem das 1-Teilchen-Potential V' (x)

verschwindet. Die Gleichgewichtslosung der Kondensatdichte (7.22) lautet dann

ne@l(xa t) = g ) (728)

wobei das chemische Potential p aufgrund der Normierungsbedingung (7.9) durch

_Ng

b= (7.29)
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bestimmt ist. Ferner vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (7.27) auf die Wellengleichung

(léﬁ——A)én@J):O (7.30)

c=1/—. (7.31)
Demnach sind die Abweichungen der Kondensatdichte ebene Wellen
on(x,t) = on e'kx—wb (7.32)
mit der linearen Dispersion
w=clk|. (7.33)

Dabei stimmt die Ausbreitungsgeschwindigkeit (7.31) aufgrund von (7.29) mit der der Bogoliubov-
Theorie (6.126) iiberein. Hiatte man den Quantendruck (7.18) in (7.19) aufgrund der Thomas-
Fermi-N#herung nicht vernachléssigt, so hétte man fiir die ebenen Wellen (7.32) sogar die gesamte
Bogoliubov-Dispersion (6.80), (6.123) erhalten [5]. Dieses Ergebnis zeigt, daf die thermodynami-

schen und die dynamischen Eigenschaften des Kondensates eng miteinander verbunden sind.

7.4 Isotrope Harmonische Falle

Wir diskutieren nun eine isotrope harmonische Falle V(r) = Mw?r?/2 in der Thomas-Fermi-
Néherung. Dabei stehen chemisches Potential ;1 und Thomas-Fermi-Radius R gemé&f (6.207) in
Beziehung. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems verwenden wir Kugelkoordinaten, um

die Bewegungsgleichung (7.27) zu formulieren. Fiir eine zeitlich oszillierende Losung

on(x,t) = dn(r, 0, @) e ¥ (7.34)
lautet die Bewegungsgleichung
aon(r,9,p)  w? 2 20 L2
2 _ 2 OOV, p) W ooy J O 20 LT
Q“on(r, 9, @) =w*r o 5 (R r ) 57 + Y on(r,d,¢). (7.35)

Wir separieren Radial- und Winkelabhéngigkeit der Abweichungen geméaf
on(r, 0, ) = A(r) Yim(J, ), (7.36)

so dafl wir aufgrund des Eigenwertproblems (5.30) folgende Radialgleichung erhalten:

QP A(r) = w?r &gff) - % (R —1?) {% + % % - l(l:; D } A(r). (7.37)
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Um der Zentrifugalbarriere Rechnung zu tragen, machen wir den Losungsansatz

A(r)y =" B(r), (7.38)
so daB (7.37) iibergeht in
oB(r) w? O*B(r) 2(1+1) dB(r)
2 9 2 _Worpa 9
Q*B(r) =w’lB(r)+w”r B 5 (R* —r?) { 52 + . o : (7.39)
Wir fithren nun dimensionslose Grofien
0?2 r?

ein und erhalten
0? 20+3 2l+5 0 e—1
{u(l —u) 507 + ( 5 T3 u) Em + 5 }B(u) =0. (7.41)

Diese Differentialgleichung ist von der allgemeinen Form

2

{u<1 e IR ER I aﬁ} JFy (0, i) = 0, (7.42)

die durch die hypergeometrische Funktion [40]

o uk
oI (v, B5 5w Z )&l (7.43)
k=0 ()

gelost wird. Hierbei bezeichnet (a); das Pochhammer-Symbol

r k
(@r=alat1)- ... -(a+kh—1)= @R (7.44)
[(a)
so daB die ersten Terme von (7.44) gegeben sind durch
af ala+1)B(B+1) ,
Fila, Biyviu) =14+ 2+ T 7.45
e g SO (74

Der Vergleich von (7.41) mit (7.42) legt die Parameter «, 3, der hypergeometrischen Funktion
(7.43) fest. Wir erhalten zum einen

3
und zum anderen
3 —1
a+ﬁ:l+§, aﬂz—ez (7.47)

Wir miissen nun gewéhrleisten, dafl unsere Lésung im Limes r — oo, d.h. u — oo, nicht divergiert.
Dies ist dann gewihrleistet, wenn die Taylor-Reihe (7.43) nach einer endlichen Ordnung abbricht.
Aus der Definition des Pochhammer-Symbols (7.44) lesen wir ab, dafl das gewéhrleistet ist, wenn

a oder [ eine negative ganze Zahl —n ist. Wir beobachten, dafl die hypergeometrische Funktion
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(7.43) in a und [ symmetrisch ist, was sich auch in (7.47) widerspiegelt. Deshalb setzen wir ohne

Beschréinkung der Allgemeinheit

a=-n. (7.48)
Aus (7.47) folgt dann sowohl
6:l+n+g (7.49)
als auch
e=2n*+2nl+3n+1. (7.50)

Aus (7.34), (7.36), (7.38), (7.40), (7.46), (7.48) und (7.49) lesen wir die Normalmoden der Kon-
densatwolke ab

on(x,t) =14 Fy (—n,l +n+ g; [+ g; %22) Vi (9, @) e (7.51)

wobei deren Frequenz €2 gegeben ist durch
Q=wv2n2+2nl+3n+1. (7.52)
Hierbei charakterisiert der Index n = 0,1,2,... die Radialmoden. Die Normalmoden, die keine

radiale Anregungen enthalten, fiir die also n = 0 gilt, haben die Frequenz
n=0: Q=wVl. (7.53)
Fiir sie reduziert sich (7.51) aufgrund von (7.43), (7.44) auf
n=20: on(x,t) = r Vi (0, o) e (7.54)

Wir lesen aus (7.54) ab, daf§ die Normalmoden n = 0 mit zunehmendem [ immer mehr an der Ober-
flache der Kondensatwolke lokalisiert sind. Deshalb bezeichnet man sie auch als Oberflachenmoden.
Die Monopolmode [ = 0 ist insofern trivial, als sie aufgrund von (7.53), (7.54) sowohl zeitlich als
auch réaumlich konstant ist. Bei der Dipolmode [ = 1 gilt gemé$ (7.53) Q@ = w, d.h. das Kon-
densat oszilliert mit einer Frequenz 2, die mit der harmonischen Fallenfrequenz w iibereinstimmt.
Dies ist kein Zufall, sondern riithrt daher, dafl diese Dipolschwingung der Schwerpunktsbewegung
des Systems entspricht und daher bei einer harmonischen Falle mit der Fallenfrequenz erfolgt.
Die 2-Teilchen-Wechselwirkung kann weder die Form noch die Frequenz dieser Dipolschwingung
beeinflussen, da Schwerpunkt- und Relativbewegung entkoppeln. Aufgrund ihrer physikalischen
Bedeutung bezeichnet man diese Dipolmode [ = 1, die bei der isotropen harmonischen Falle mit
m = 0, +1 dreifach entartet ist, als Kohn-Moden. Der Umstand, dafl die Frequenz dieser Dipol-
mode unabhéingig von der 2-Teilchen-Wechselwirkung ist, kann man sowohl theoretisch als auch
experimentell ausnutzen. Zum einen kann man dies als wichtigen Test fiir die Giite analytischer

oder numerischer Verfahren ansehen, mit denen die Bewegungsgleichungen gelost werden. Zum
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anderen dient dies dazu, die tatséchlich realisierte Fallenfrequenz mit hoher Genauigkeit zu mes-
sen. Wir bemerken, dafl Oberflichenmoden mit [ > 1 mehr Nullstellen besitzen und dadurch

Frequenzen €2 haben, die grofer als die Fallenfrequenz w sind.

Wir wollen nun nicht die jeweiligen Schwingungsmoden fiir verschiedene n, [ diskutieren. Es sei
aber darauf hingewiesen, dafl das Geschwindigkeitsfeld, das diesen Dichteschwankungen entspricht,
durch Integration von (7.26) bestimmt werden kann. Von experimenteller Relevanz sind dabei nur
die Schwingungsmoden mit kleinen Frequenzen ). Beispielsweise erhélt man fiir [ = 0 und n =1
eine radialsymmetrische Mode, deren radiale Geschwindigkeit iiberall dasselbe Vorzeichen hat.
Man bezeichnet sie deshalb auch als Atmungsmode. Wir bemerken abschliefend, dafl man die
Dichteschwankungen nicht nur fiir eine isotrope harmonische Falle [41], sondern auch fiir eine
beliebige anisotrope harmonische Falle analytisch berechnen kann [42]. Dabei zeigt sich z.B., dafl
solche Moden, die bei einer sphérischen Falle entartet sind, bei einer zylindersymmetrischen Falle

nicht mehr entartet sind.

7.5 Variationsverfahren

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die elementaren Anregungen des Kondensates in einer
isotropen harmonischen Falle im Rahmen der Thomas-Fermi-Ndherung untersucht. Das dabei er-
zielte Resultat (7.52) entspricht den realen Anregungsfrequenzen im asymptotischen Limes, dafl
die Grofle Na/ L, die die Stiirke der Wechselwirkung charakterisiert, unendlich groB ist. Im Experi-
ment besitzt dagegen Na/ L ecinen endlichen Wert, der zwischen 0.5 und 1000 variieren kann. Daher
ist es notwendig, die Anregungsfrequenzen des Kondensates fiir endliche Na/ L niherungsweise
zu bestimmen. Hierzu erweitern wir im folgenden das Variationsverfahren, das schon in Abschnitt

6.10 vorgestellt wurde.

Wir beginnen damit, die in Abschnitt 4.2 diskutierte Feldtheorie zur Schrodinger-Gleichung auf die
zeitabhingige Gross-Pitaevskii-Gleichung (7.1), (7.3) zu iibertragen. Hierzu definieren wir analog
zu (4.32) die Wirkung als das Raum-Zeit-Integral

AT, 0] = / dt / APz (W*(x,t),V\If*(x,t),%;\D(x,ﬂ,vlﬂ(x, t),alpé’;’t)) (7.55)

mit der Lagrange-Dichte

L = ihU(x,1) a‘I’é’t" b_ ;j;mp*(x, 1) VU (x, 1)
V() () W, 1) = 50 (x,4)2 U(x,1)°. (7.56)

Im Falle einer verschwindenden Wechselwirkung g = 0 reduziert sich (7.56) auf (4.33). Aus dem

Hamiltonschen Prinzip

SA[T*, ] =0 (7.57)
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folgen analog zu Abschnitt 4.2 die Euler-Lagrange-Gleichungen
0A oL oL 0 oL

SUH(x,t)  0Wr(x,t) v OV U*(x,t) Ot aa\pj =0, (7.58)
ot
0A oL oL o oC
S(xh) | 0 T OvIxD o SOV D) 0. (7.59)
ot

Mit der Lagrange-Dichte (7.56) gehen sie tatséchlich in die zeitabhéngige Gross-Pitaevskii-Glei-
chung (7.1), (7.3) tiber .

Wir folgen nun der Arbeit [43] und verwenden beim anisotropen harmonischen Oszillator (2.213)

fiir die Kondensatwellenfunktion W(x,t) eine Gausche Testfunktion:

N1/2 D 1 _ )
U(x,t) = W exp {— Z {W + ZB,-(t)] :)32} . (7.60)

i=1
Wir bemerken, daf sich (7.60) im Falle A;(t) = A;, B; = 0 gerade auf (6.173) reduziert. Durch Ein-

setzen von (7.60) in (7.55), (7.56) wird die Wirkung zu einem Funktional der Variationsfunktionen
A;(t) und B;(t)

Al B) = [ e (Ao, Ao: (o). B(0) (7.61)
wobei sich die Lagrange-Funktion aus vier Beitrigen zusammensetzt:
L= Lzeit + Lkin + Lpot + Lint . (762)

Die Lagrange-Funktion der potentielle Energie

Lot = — / PV (x) |0 (x, )2 (7.63)
fithrt analog zu (6.177) auf
D
NM
Lpot = —T (.U?Az(t)2 . (764)

i=1

Entsprechend ergibt sich die Lagrange-Funktion der Wechselwirkungsenergie

L=~ [ s vixo) (7.65)
analog zu (6.179) zum Ausdruck
N2
Lig= ——— 39 (7.66)
2(2m)P/2 A(t)P

Fiir die Lagrange-Funktion der kinetischen Energie

h2 D *
Lin = =577 [ 4% VU (x) V¥(x) (7.67)
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erhalten wir zunéachst
2
(3

L = — 273\247#?/2/1 Z:{ +4B()]/d . exp{ ZAL } (7.68)

=1

Die Ausfiihrung des Gauflschen Integrales ergibt

Lign = —N ; {W + % Bz-(t>2Az-(t)2} : (7.69)

SchliefSlich haben wir noch die Lagrange-Funktion

Lyois = i / 4Pz U (x, ) aq’é’:’ t) (7.70)
zu berechnen, fiir die wir mit
Lyeit = DZhN Z/ { + Ai(1) —iB;(t)| » } exp{ > i } (7.71)
A ) A1) 2 A1)
das Ergebnis
L = i AP B (172)

erhalten. Aus (7.64), (7.66), (7.69) und (7.72) lesen wir die gesamte Lagrange-Funktion (7.62) ab:

P(h h?
= N;{§Ai(t) Bi(t)—m

h? M

2 2 2 2 o

D/2 A(t)D

(7.73)

Extremalisieren wir die Wirkung (7.61) beziiglich der Variationsfunktionen A;(t), B;(t), so fiihrt

dies auf die Euler-Lagrange-Gleichungen

0A oL d 0L

SA) T 0AWD A oha (7.74)
5gj(lt) - 0git) - % agf(t) =0 (7.75)
Einsetzen von (7.73) in (7.74), (7.75) fiihrt auf
~RAOBO) + 2_5 Bilty At) + %”3 Alt) = QMZi-(t)?’ * 2(27r)D/5f{1\ét)DA,-(t) (770
Bi(t) = —;\éﬁgg . (7.77)

Eliminiert man B;(¢) in (7.76) mit Hilfe von (7.77), so erhélt man fiir die Variationsfunktion A;(t)
ein geschlossenes Differentialgleichungssytem:
h? gN

Ai(t) + WP A(t) = AW T enPPMAGP A

(7.78)
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Wir bemerken, daf8 der Beschleunigungsterm A;(t) in (7.78) auf die Einfithrung der imaginiren
Breite B;(t) in der Gaufischen Testfunktion (7.60) zuriickzufiihren ist. Hétten wir B;(t) = 0 gesetzt,
so hitten wir fiir die Breite A;(t) nur eine statische und keine dynamische Bewegungsgleichung

erhalten. In D = 3 Raumdimensionen folgt aus (7.78) unter Beachtung von (5.130)

N h*aN
Ag(t) + Wi AL () = MQA [MM A (7.79)

mit analogen Differentialgleichungen fiir Ay(t) und A, (t). Wir fithren nun dimensionslose Variablen

ein
wi = \w A; = ia- T =wt (7.80)
(A ) 1T Mu) 19 - ) N
wobei w die Frequenzskala festlegt, und erhalten aus (7.79):
1 P
U Aoy, = , 7.81
Gl Al = Cep e, a0 i
1 P
8} A2 = .82
WINFANE) = T T Pe e (7:52)
1 P
Y, Na, = . 7.83
L N o N €T (PN o 759
Dabei ist der dimensionslose Parameter
2 aN
=4/ —— 7.84
\/; Noe (7.84)

ein Maf fir die Stirke der Wechselwirkung. Die linke Seite der Bewegungsgleichungen (7.81)—(7.83)
entsprechen drei harmonischen Oszillatoren. Der erste Term auf der rechten Seite stammt von der
kinetischen Energie und fiihrt zu einer Verbreiterung des Wellenpaketes. Der zweite Term dagegen
stammt von der nichtlinearen Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Abhéngig vom Vorzeichen
der s-Wellenstreulédnge kann dieser Term entweder repulsiv (a > 0) oder attraktiv (a < 0) sein.

Auflerdem stellen wir fest, daf§ die Dynamik der Breiten a,(7), oy (7), o, (7) von der Form

Ve (0 (7), Qy (7),a.(7))

vi(T) = — 7.85
ai() Oa; (1) (7.85)
ist und damit der Bewegung einer Punktmasse im effektiven Potential
3
1 /.55 1 P

entspricht. Die Ruhelage oy, a0, a0 dieser Punktmasse ergibt sich durch Losung der algebrai-

schen Gleichungen

1 P
)\iax = 4+ -, 7.87
’ ady  AZpyoQzg ( )
1 P
A2 = =+ = 7.88
y Y0 0420 + 0@2,00&200@0 ) ( )
1 P
>\§Oézo = + " (7.89)

3 2
a0 azoamoo‘yO
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Im Falle einer attraktiven Wechselwirkung (P < 0) gibt es entweder keine oder 2 Gleichgewichts-

lagen, wobei eine davon stabil und die andere instabil ist. Bei einer repulsiven Wechselwirkung
(P > 0) liegt dagegen nur eine stabile Gleichgewichtslage vor [43]. Um die Stabilitit der Gleich-

gewichtslagen genauer zu untersuchen, betrachten wir die Auslenkungen

. (T) = o+ 0oy (),
ay(T) = ayo+ day(T),
a,(T) = au+da.(T).

(7.90)
(7.91)
(7.92)

Einsetzen von (7.90)—(7.92) in das effektive Potential (7.86) fiihrt unter Beachtung von (7.87)—

(7.89) fiir kleine Auslenkungen auf

‘/eff (axO + 50%, ayO + 5ay> a0 + 5az) = ‘/eff (aan ay0> O42’0)

daydo,

da, 00,

N3 P P S dar
* ; (72 * 204210 * Oé?oamo@yoazo) 50422 * Q00020 (Oéojcoayj * Qo0
Wir beschrinken uns im folgenden auf eine axialsymmetrische Falle
A=A
und auf eine repulsive Wechselwirkung (P > 0). Mit Hilfe von

o = Qyo = Qp

) . (7.93)

Q000
(7.94)

(7.95)

reduzieren sich die algebraischen Gleichungen (7.87)—(7.89) fiir die Gleichgewichtslagen auf

P

ay = 1+ ,
Q0

Pa,

Nady = 1+—2.
®p

Auflerdem vereinfacht sich das effektive Potential (7.93) zu

1
Vet (0w + daug, g + vy, a0 + 0a,) = Vg (v, g, auz0) + §5aTM5a

mit da” = (da,, day, 6a.) und der Matrix

14 3 L 2P P P
4 4 4 3.2
3 2P P
M= 4 1+_4 1 3 2
P P , 3 2P
3.2 3 2 AT+ 4 + 2.3
eh1ey! o516y Qo Ol

(7.96)

(7.97)

(7.98)

(7.99)

Demnach beschreibt (7.98) gekoppelte Schwingungen der Auslenkungen da,, dcy,, dcv,. Deren Ei-

genfrequenzen ergeben sich aus den Eigenwerten der Matrix (7.99). Unter Beriicksichtigung der
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Gleichgewichtslagen (7.96), (7.97) lauten die Eigenfrequenzen:

/ P
Qy = 2041 = 75—, (7.100)
2005050

1/2

1 P 1 P \? P2
Qe = 20 = [14+X2— —— )£ =4/[1 = N2 — . (7.101
he = W 2( ! 4a3a§o) 2\/ < +4aaazo) T agar, (0 O

Die dazugehorigen Eigenmoden entsprechen Quadrupolschwingungen des Kondensates (vgl. Fig.
1 in [43]).

Im Limes P — oo vereinfachen sich die Ergebnisse. So erhalten wir aus den Ruhelagen (7.96),
(7.97)

P = aga, ad = N2, (7.102)

so daB sich die Eigenfrequenzen (7.100), (7.101) reduzieren auf

Qu = Vow, (7.103)
Ve = = {4 4302+ /16 — 1602 + 9N }1/2 . (7.104)
,C \/§

Es handelt sich hierbei um Ergebnisse, die sich im Rahmen einer Thomas-Fermi-Theorie ableiten
lassen [41]. Im isotropen Grenzfall A = 1 vereinfacht sich schliefilich (7.104) auf

Q= V2w, Qe = V5w . (7.105)

Der Vergleich von (7.103), (7.105) mit (7.52) zeigt, da8 die Eigenfrequenzen der a-/b-Mode dem
Fall n = 0, | = 2 entsprechen, wihrend die c-Mode dem Fall n = 1, [ = 0 zuzuordnen ist [43].

7.6 Solitonen

Bei der Diskussion der dynamischen Eigenschaften der Kondensate haben wir analytische Re-
sultate bisher nur fiir kleine Auslenkungen erzielen konnen. Nichtlineare Effekte haben wir nur
mit Hilfe von Naherungsverfahren, wie z.B. der Thomas-Fermi-N&dherung, behandeln kénnen. Die

zeitabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung (7.1) fiir das homogene Bose-Gas mit V(x) =0

L0 h? 9
zha U(x,t) = {—mA+g|\If(x,t)| }\If(x,t) (7.106)
besitzt aber auch exakte analytische Losungen, die die Form von solitdren Wellen bzw. Solitonen
besitzen. Es handelt sich dabei um lokale Modulationen des Dichteprofils, die sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegen und dabei ihre Form beibehalten. Die Existenz von Solitonen beruht
auf zwei gegensétzlichen physikalischen Effekten, der Dispersion und der Nichtlinearitét. Eine Di-

spersion, wie z.B. die Bogoliubov-Dispersion (6.80), (6.123), fithrt dazu, dafl die einzelnen Wellen
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in einem Wellenpaket auseinanderlaufen. Eine Nichtlinearitéit kann eine solche Dispersion gerade

kompensieren, so dafl ein Soliton entsteht.

Im folgenden werden wir uns auf eindimensionale Losungen beschrinken, bei denen die Konden-
satwellenfunktion nur von der Koordinate x und der Zeit ¢ abhéngt. Dadurch reduziert sich (7.106)
auf

2 020 (w,t)
T 2M 0x?
Eine wichtige Losung von (7.107) lautet

+ g (2, )2V (z, 1) (7.107)

U(z,t) =1 tanh (%) e mt/h (7.108)

wobei das chemische Potential ;1 und die Kohérenzlange ¢ gegeben sind durch

| B2
H= 9% ) §= m . (7.109)

Es handelt sich bei (7.108) um eine statische Losung, da die entsprechende Dichte
x

3

nicht von der Zeit ¢t abhéngt. Die Losung entspricht daher einem Soliton mit der Geschwindigkeit
v = 0. Wir beobachten, dafl die Dichte (7.110) am Ursprung auf n,;, = 0 abfilllt. Daher be-
zeichnet man (7.110) als dunkles Soliton. Charakteristisch fiir die Losung (7.108) ist auch deren
Eigenschaft, dal die Phase an der Stelle z = 0 unstetig um Ay = 7 springt. Deshalb bezeichnet
man (7.108) auch als Kink-Losung.

n(z,t) = |¥(z,t)|* = ¢2 tanh? (7.110)

Eine Solitonenlésung der zeitabhidngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (7.107), die sich mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt, lautet

v / V2 T — ot v? it /R

Hierbei sind die Parameter p und £ wieder durch (7.109) gegeben, und die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit c ist

g3
_ 9% 112
¢ M (7.112)

Wir lesen aus (7.111) ab, daf das Dichteprofil

e, ) = [ D] = 6 {— ; (1 - _) tanh? [5’3 - —] } (7.113)

ein Minimum im Zentrum des Solitons besitzt:

2”2
Nmin = Yoy —

(7.114)

2’
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Fiir ein Soliton, das sich mit der Geschwindigkeit 0 < |[v| < ¢ bewegt, gilt die Ungleichung

0 < Npin < Y3 = lim n(z,t), (7.115)

r—+o0

weshalb es auch als graues Soliton bezeichnet wird. Aulerdem ist bemerkenswert, dafl die Losung
(7.113) die effektive Kohérenzlange

U S

’U2

1-2

(7.116)

besitzt. Das bedeutet fiir Geschwindigkeiten 0 < |v| < ¢, da die effektive Kohérenzlénge durch
£ < & < 00 gegeben ist. Wir beobachten, dafl sich die Phase des grauen Solitons (7.113) um

Ap = 2 arccos Y (7.117)
c

andert, wenn x von —oo bis +oo lduft.

Die bisher diskutierten grauen Solitonen existieren nur fiir repulsive Wechselwirkung (g > 0). Ist
dagegen die Wechselwirkung attraktiv (¢ < 0), dann besitzt die zeitabhéingige Gross-Pitaevskii-
Gleichung (7.107) auch die Solitonen

_ Yo —iut/h
U(z,t) = cosh 1 /€ e (7.118)

i=—1lglu Sy L (7.119)
2 7T Mglg '

Sie haben die Eigenschaft, daf§ sie am Ursprung eine maximale Dichte aufweisen und werden
deshalb als helle Solitonen bezeichnet. Auch hier beschreibt (7.118) ein ruhendes Soliton, zu dem

es entsprechende Solitonen gibt, die sich mit einer endlichen Geschwindigkeit v bewegen.

mit den Parametern






Kapitel 8

Superfluiditit

8.1 Bewegte Kondensate

Viele Konzepte, die heutzutage zur Beschreibung von Quantengasen verwendet werden, wurden
urspriinglich im Zusammenhang mit fliissigem *He entwickelt. Die Heliumfliissigkeit ist eine Aus-
nahme von der Regel, dal Fliissigkeiten durch geniigend starkes Abkiihlen in den festen Aggre-
gatszustand iibergehen. Aufgrund der geringen Masse der Helium-Atome sind deren Nullpunkts-
schwingungen so grof}, daf sie bei Normaldruck die Tendenz zur Kristallisation iiberkompensieren.
Unterhalb von T, ~ 2.18 K, des sogenannten A-Punktes, geht das fliissige “He in eine neue su-
perfluide Phase iiber, die sich durch viele bemerkenswerte Eigenschaften auszeichnet. Zum einen
besitzt ein Superfluid die Fahigkeit, reibungsfrei durch diinne Rohren zu flielen. Zum anderen

treten Wirbel auf, deren Zirkulation in Einheiten von 27h/M quantisiert ist.

Um das Auftreten eines reibungsfreien Flusses zu beschreiben, haben Landau und Tisza das Zwei-
Komponenten-Modell der Hydrodynamik entwickelt. Demnach besteht die Fliissigkeit aus einer
normal- und einer superfluiden Komponente, die sich gegenseitig durchdringen und deren Dichten
von der Temperatur abhéngen. Bei sehr tiefen Temperaturen verschwindet die Dichte der normal-
fluiden Komponente, wihrend die superfluide Komponente gegen die gesamte Dichte der Fliissig-
keit strebt. Dies bedeutet aber, dafl die superfluide Dichte im allgemeinen von der Kondensatdichte
verschieden ist, die bei superfluidem “He nur etwa 10 % betrégt. Nahe der Ubergangstemperatur
des A-Punktes hat sich die Situation gerade umgekehrt. Dort strebt die superfluide Dichte gegen
Null, wiahrend die normalfluide Dichte gegen die gesamte Dichte der Fliissigkeit strebt.

Auch Bose-Einstein-Kondensate besitzen die Eigenschaft der Superfluiditéit. Es ist deshalb nahe-
liegend, das bei *He erfolgreiche Zwei-Komponenten-Modell der Hydrodynamik auch auf schwach
wechselwirkende Bose-Gase zu iibertragen. Deshalb wollen wir nun darauf hinarbeiten, sowohl
fiir die normal- als auch fiir die superfluide Komponente des Kondensates eine préizise Definition
zu entwickeln. Hierzu untersuchen wir zunéchst, wie sich eine Galilei-Transformation auf die Be-

schreibung eines Bose-Gases auswirkt. Der Ubergang vom ruhenden Laborsystem mit den Raum-
175
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Zeit-Koordinaten x, t auf ein dazu mit der Geschwindigkeit u gleichférmig bewegtes Inertialsystem

mit den Raum-Zeit-Koordinaten x’, ¢’ wird durch folgende Galilei-Transformation beschrieben:

x = x+ut, (8.1)
t = t. (8.2)

Wir werden nun diese Galilei-Transformation auf die Wirkung (7.55), (7.56) eines schwach wech-

selwirkenden homogenen Bose-Gases an, das sich in Ruhe befindet:

Alp*, 9] = /dt/dD { (x, 1) [Zhgt—l—h—zA—l—u ¢(x,t)—g¢*(x,t)2w(x,t)2}. (8.3)

Hierbei wirkt sich die Galilei-Transformation (8.1), (8.2) bei den partiellen Ableitungen aufgrund

der Kettenregel wie folgt aus
0 0

vV = V. (8.5)

Im gleichférmig bewegten Inertialsystem wird das homogene Bose-Gas dann durch Wirkung

A* ] = /dt/dD { (x,1) [Zhgt + h—2A+u—|—zhuV P(x,t) — gw*(x, t)Qw(x,t)z} (8.6)

beschrieben, wobei wir die Striche bei den Raum-Zeit-Koordinaten weglassen. Gehen wir von
den Bose-Feldern 1*(x,t),1(x,t) zu solchen Bose-Feldern ¢'*(x,t), ¢’ (x,t) iiber, die die relative

Geschwindigkeit v besitzen, so lautet die Transformation

PH(x,t) = e MRyt t), (8.7)
Wit = M) (5.5)
In der Tat lesen wir aus (7.13) und (8.8) ab
vi(x,t) = %Vgp’(x, t)y=v+ %Vgp(x, t)=v+v(x,t). (8.9)
Die Transformation (8.8) bewirkt bei den partielle Ableitungen
0 M 0
—ip(x,t) = e Myl (x,t 8.10
Ct) = M Dy () (5.10)
. M
Vi(x,t) = 6_2va/h{—%V+V}'l/),(X, t). (8.11)
Deshalb ergibt die Einarbeitung von (8.7), (8.8) in (8.6) die Wirkung
o  h
D _
/dt/d [ =+ S A e
+ifi(u—v) V} vixt) 2 T (x, )2 (x, t)2} (8.12)
mit dem effektiven chemischen Potential
M
ot = pt + Muv — Evz, (8.13)

wobei wir wieder die Striche bei den transformierten Bose-Feldern weglassen.
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8.2 Erweiterung der Thermodynamik

Fiihren wir die Wick-Rotation ¢ = —i7 durch, so geht aus (8.12) die folgende euklidische Wirkung

hervor:

Al y) = /0 " ir [ a7a (v [ig - AN\
=) Vo r) + L e 1) (5.14)

Es stellt sich nun die Frage, wie man die euklidische Wirkung (8.14) eines Bose-Gases, das sich
in einem mit der Geschwindigkeit u gleichférmig bewegten Inertialsystem befindet, im Sinne der
Thermodynamik interpretiert. Fafit man die Geschwindigkeit u als eine thermodynamische Varia-
ble auf, so muf} es sich um eine intensive Variable handeln. Da das Produkt von intensiver und
dazu kanonisch konjugierter Variable die Dimension einer Energie besitzt, muf die zu u kanonische
extensive Variable p die Dimension eines Impulses haben. Demnach beschreibt p den Systemim-
puls. Da das bewegte Bose-Gas durch ein neues Paar (u,p) an thermodynamischen Variablen
charakterisiert ist, muff man die Grundrelation fiir reversible Prozesse (1.16) entsprechend erwei-
tern. Die dort auf der rechten Seite auftretende Anderungen der inneren Energie sind immer von
der Form, daf} die intensive Variable mit dem totalen Differential der dazu kanonischen extensiven

Variblen zu multiplizieren ist. Deshalb erweitern wir (1.16) durch
dU =TdS — pdV + pdN + udp . (8.15)

Dabei beschreibt der neue Term udp diejenige Anderung der inneren Energie, die durch eine Tm-

pulsédnderung dp bei der Geschwindigkeit u hervorgerufen wird.

Wir fithren nun eine dreifache Legendre-Transformation der inneren Energie U zur groflkanoni-

schen freien Energie F durch:
F=U-TS—uN —up. (8.16)
Fiir deren totales Differential erhalten wir unter Beachtung von (8.15)
dF = —=SdT — pdV — Ndu — pdu, (8.17)
d.h. die grokanonische freie Energie F besitzt die natiirlichen Variablen
F=FT,V,p,u). (8.18)

Ist dieses thermodynamische Potential (8.18) bekannt, so 148t sich daraus aufgrund von (8.17) der

Systemimpuls p berechnen:

OF (T, V, 1, )

. (8.19)
ou TV

b=-
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Im folgenden werden wir zeigen, dafl der aus (8.19) berechnete Impuls p eines Bose-Gases fiir
kleine Geschwindigkeiten u und v eine Form besitzt, die dem Zwei-Komponenten-Modell der

Hydrodynamik entspricht:
p=MV(nsv+nu+...). (8.20)

Dabei deuten die Punkte an, daf§ es im Prinzip auch in u und v nichtlineare Beitrage zum Sy-
stemimpuls p gibt. Diejenige Dichte n,,, die mit der Systemgeschwindigkeit u fliefit, charakterisiert
die normalfluide Dichte. Diejenige Dichte ng aber, die mit der Kondensatgeschwindigkeit v flief3t,
bezeichnet entsprechend die superfluide Dichte. Wir werden spéter sehen, dal dabei die Summe

beider Dichten n,, und n, gerade die Gesamtdichte n ergibt:

Np+ns =n. (8.21)

8.3 Background-Methode

Wir verwenden nun die Background-Methode von Abschnitt 6.5, um das effektive Potential des
bewegten Bose-Gases (8.14) zu berechnen. Da wir unsere Uberlegungen nur fiir das homogene
Bose-Gas durchfiihren, konnen wir uns dabei von vorneherein auf von Raum und Imaginirzeit
unabhéngige Background-Felder (6.81) beschranken. Wir zerlegen demnach die Bose-Felder gemés

Pr(x,t) = U + 5t (x, 1), Y(x,t) =V +0Y(x,t). (8.22)

Beim Einsetzen von (8.22) in (8.14) berticksichtigen wir entsprechend der Background-Methode
nur diejenigen Terme, die in den Fluktuationsfeldern §v*(x,t), 01 (x,t) von nullter und zweiter

Ordnung sind. Dadurch erhalten wir

A[T* + §0*, 0 + 6] = KBV (— AR \1/*2\112) + /hﬁ dT/de s [nd — A
) - Feft 2 0 ’ or 2M
h * 9 g2 2 9 q25, 2
—/ieff+2(u—v)V+29\If v 5¢(X,7’)+§\If (%, 7) +§\If MM (x,T) p ... (8.23)
Nach (6.56), (6.57) und (6.82) ergibt sich das effektive Potential aus
e AVer(¥7 %) — %D&D* %D&b e ATV UHSVI/R (8.24)
Den fithrenden Beitrag zum effektiven Potential kénnen wir dann aus (8.23) und (8.24) ablesen:
VO ) = — g TV + g TRV (8.25)

Entsprechend berechnet sich die nichste Ordnung in der Sattelpunktsnaherung zu (8.24)

AV (V) _ j’{ Doy* 74 Dy e~ AP 3U/R, (8.26)
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wobei die Wirkung A® [6¢*, d1] gemif (6.48) alle Beitriige von (8.23) beinhaltet, die quadratisch
in den Fluktuationsfeldern d¢*(x,t), d1(x, t) sind. Da wir das homogene Bose-Gas behandeln, ist

dabei die 2 x 2-Matrix von Integralkernen (6.49) lokal in Raum und Imaginérzeit:

0 h? h
—1 R A AN R o A A w . / *
G (X, 7%, 7) = d(x = x)o(T — 7') {h&_/ QMA Heft + Z,(u v)V' 4+ 29V \If] . (8.27)
-1 ro / / 9 h2 / h / *
Gey(x, 7%, 7) = d(x = x)o(T — 7') —h% - WA — Lot — ;(u —v)V' 4+ 290" | | (8.28)
G;é)(x, 7%, 7)) = d(x — X)§(1 — ') gV?, (8.29)
Gy (X, 73X, 7') = 6(x = x)0(1 — 7') g¥*2. (8.30)

Fiihren wir eine Fourier-Transformation und eine Matsubara-Zerlegung wie in (6.89) durch, so
lautet die Fourier-Matsubara-Transformierte der 2 x 2-Matrix (6.49) mit den Matrixelementen
(8.27)—(8.30)

—1i é(k k(u — U2
G (ko w,,) = ihw,, + é(k) + hk(u — v) | ) g (8.31)
g*? ihw,, + é(k) — hk(u — v)
mit der Dispersion
_ h2k? .
ék) = onf  Heft + 29UV . (8.32)

Wir beobachten, dafi aufgrund der Geschwindigkeiten u und v die Diagonalelemente von (8.31)
nicht mehr konjugiert komplex zueinander sind. Fiir die Determinante der Fourier-Matsubara-

Transformierten (8.31) erhalten wir
Det G7H(k, W) = h2w2, + 2ilk(u — v)hw,, + é(k)? — 0202 — 2 [k(u—v)]* . (8.33)

Die aus (8.26) folgende erste Ordnung des effektiven Potentials berechnet sich gemé8 (6.99) aus
der Determinanten (8.33). Dabei tritt die Matsubara-Reihe

IS 2 : 2
S = % m:Z_OO In (w2, + 2iawy, + b*) (8.34)
mit den Parametern
g(k)2 _ 92\11*2\112

a=k(u—v), b= - — [k(u—v)]? (8.35)

auf. Zur Berechnung von (8.34) stellen wir zunéchst fest

IS 4 2 12y 2 | 34

S:@ > Infwp, + 228" + 0wy, + 0] (8.36)

so dafl wir die beiden Matsubara-Reihen
_ 1 i N 2 2 2 2 i S 2 2 2 _ 2
5—2{2ﬁm;ooln{wm+<\/a +5b +a>]+26 Z ln[wm+(Va +b a) (8.37)

m=—0oQ
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erhalten. Beide Reihen entsprechen der Matsubara-Reihe fiir die freie Energie eines harmonischen
Oszillators mit den Frequenzen v/a? 4+ b2 4 a. Deshalb konnen wir das Ergebnis der Matsubara-
Reihen (8.37) unmittelbar angeben:

1 ﬁﬂ (Va?+b*+a) 1 W8 (Va2 + 1% —a)
S = 3 {B In [2 5 + 3 In [2 sinh 5 . (8.38)

Aus (6.99), (8.33)—(8.35) und (8.38) lesen wir den Beitrag V.\')(¥*, ¥) zum effektiven Potential
ab:

D
W g @) — d"k E(k) n o~ B +hk(u—v)}
‘/eff( ) ) V/ (27T)D 9 26 [ }
+% In [1 — e P1FH)= ﬁk(“—vﬂ}} : (8.39)

Hierbei reduziert sich die Bogoliubov-Dispersion

= VE(k)? — g2 U202 (8.40)
aufgrund von (8.32) auf
h2k? > [k
BE(k) = \/{ op ~ Her g\I/*\If} +2 { onp ~ Hert g\If*\If} gUHD . (8.41)

Da die Bogoliubov-Dispersion (8.41) die Symmetrieeigenschaft F(k) = E(—k) besitzt, 1a8t sich

(8.39) vereinfachen zu

. d’k (E(k) 1 . -
v =v [ {F e gl s

Wir beobachten, dafl die Geschwindigkeiten u, v zwar keinen Einflufl auf das effektive Potential
am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 haben. Sie fithren aber bei den Quasiteilchen auf die

asymmetrische Dispersion
Eyes(k) = E(k) + hik(u —v). (8.43)

Fiir kleine Geschwindigkeiten u und v koénnen wir (8.42) bis zur zweiten Ordnung Taylor ent-

wickeln. Mit dem Baumgraphen-Resultat (8.25) lautet damit das effektive Potential zunéchst:

* . g g d’k (Ek) 1 -
Ve (W, 0) = —peg VUV + 5\If 2\112V+V/ oL {T + 5 n[l—e ﬁE(k)]
1 3eBE )
+ smag 1 k(u—v) - S [ePEW _ 1 [hk(u—v)]"+...p . (8.44)

Beriicksichtigen wir erneut die Symmetrie F(k) = E(—k) der Bogoliubov-Dispersion (8.41), so

verschwindet der in u, v lineare Term, und der in u, v quadratische Term vereinfacht sich aufgrund

/é)k“fﬂkb 50 %k?fﬂko. (8.45)
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Das effektive Potential (8.44) ergibt sich dann zu

% X 9 q62.7,2 d"k Ek) 1 —BE(k)
U* W) = —ugP*U = Py ——+—-1In|l1-
Ve (0", W) Lloft V—|—2 V+77V/(27T)D{ 5 +ﬁ n[ e }
h2K2 BE(k)
__PRKe C(u—v) 4.y (8.46)
2D [ePEK) — 1]

Hierbei haben wir wieder den Kleinheitsparameter 1 eingefiithrt, um formal den A°- und den A'-

Beitrag zum effektiven Potential zu unterscheiden.

8.4 Superfluide Dichte

Die Extremalisierung von (8.46) beziiglich der Background-Felder

Ve (U, W) Ve (U, W)
fithrt mit (8.13) auf die Kondensatdichte
Uy = g + O (n,u,v) (8.48)

und die Dispersion

BE(k) = \/ (sz\lj ) + hj\lf i+ O, v) . (8.49)

Werten wir das effektive Potential (8.46) am Extremum (8.48) aus, so erhalten wir die grofikano-

nische freie Energie
F = V(U 0). (8.50)

Eine Differentiation nach dem chemischen Potential y fithrt aufgrund von (8.13) zur Teilchendichte

1 (Vg (0" W (U5, 0) U (U5 T) O
Vv a:ueff o+ a,Uef‘f ov a,ueff
Dabei vereinfacht sich (8.51) aufgrund von (8.47) zu
1 LA\
n=—— M . (8.52)

Vv a:uef‘f

Um nun den Systemimpuls p geméf (8.19) berechnen zu kénnen, miissen wir die Abhéngigkeit der
grofkanonischen freien Energie (8.50) von der Geschwindigkeit u untersuchen. Zunéchst stellen
wir fest, dal das effektive Potential (8.46) eine explizite Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit u
besitzt. Dariiber hinaus liegt aber auch eine implizite Abhéngigkeit iiber das effektive chemische
Potential (8.13) vor mit

a,uoif
ou

= Mv (8.53)
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und iiber das Extremum (8.48) vor. Damit ergibt sich der Systemimpuls (8.19) zu

[ OVar(U W) Vg (VW) Oy Ve (U7, W) DU OV (W7, ) W
p_{ w " opm  ou o oa ' ov  ouy &

was sich aufgrund von (8.46), (8.47), (8.52) und (8.53) vereinfacht:

2BV [ dPk k2 ePEX)
D / (27)P [eBEGR) — 1]?

p=MVnv+

(w—v)+.... (8.55)

Demnach ist (8.55) von der Form (8.20), wobei die superfluide Dichte ngs und die normalfluide
Dichte

B8 [ dPk K2 ePEM
" DM | (2m)P [esE) _ 1]

(8.56)

Ny

zusammen gerade die Gesamtdichte (8.21) ergeben. Am absoluten Temperaturnullpunkt 77 = 0
folgt aus (8.56)
limn, =0, (8.57)
T—0
so daf} die superfluide Dichte der Gesamtdichte entspricht:

lim ng =n. (8.58)
T—0

Wiéhrend also die Kondensatdichte aufgrund der 2-Teilchen-Wechselwirkung geméfl (6.139) ent-
leert wird, tragen alle Bosonen zur Superfluiditédt bei. Dies kann man sich nur dadurch erkldren,
dafl die thermisch angeregten Bosonen vom Kondensat zu einer reibungsfreien Stromung mitge-
rissen werden. Dies bedeutet zwar, dafl das Auftreten von Superfluiditidt mit der Existenz des
Kondensates als einem makroskopisch besetzten Quantenzustand eng verbunden ist. Man darf
aber die superfluide Dichte nicht mit der Kondensatdichte identifizieren. Es handelt sich dabei um

zwei physikalisch vollkommen verschiedene Groéflen.

Ein weiterer Unterschied zwischen superfluider Dichte n, und Kondensatdichte ng besteht in ihrer
Temperaturabhéngigkeit in der Nédhe des absoluten Temperaturnullpunktes 7' = 0. Wir betrachten
zunéchst die normalfluide Dichte (8.56) und erhalten mit Hilfe von (6.135)

M D/2 o0 D/2 B/ €2+2epn
Mn = T Dg 1 (2 h2) / de S 5 - (8.59)
(D/2+1) \27 o eV ]
Durch die Substitution z(€) = /26%ue geht (8.59) iiber in
1 M O\DP/2 oo pDHL /e ratjag?
fn = ['(D/2 + 1)3P+12D/2),D/2+1 (27rh2) /0 dx ; (8.60)

|:6 (22 1ot jaf2 2 1}2

so daf} sich im Limes  — oo ergibt

o 1 M D/2 /OO d :L.D—I—l em N (8 61)
Np = ['(D/2 + 1)3P+12D/2),D/2+1 \ 2712 ; x o — 1]2 e )
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Der Vergleich von (8.59) mit (8.61) zeigt, dafl der im Limes  — oo dominante Beitrag zur
normalfluiden Dichte dadurch entsteht, dafl die Bogoliubov-Dispersion (8.49) durch die Phononen-

Dispersion (6.125) angenéhert wird. Beachten wir die Reihendarstellung

Zne e (8.62)

[er — 1]2 —
und die Bogoliubov-Geschwindigkeit (7.31), so lafit sich (8.61) auswerten:
(D +2)¢(D+ 1)(kgT)P*
" = D(D/2 + 1)2DaD2MKD D2
In D = 3 Dimensionen lautet demnach die superfluide Dichte n, unter Beachtung von ((4) = 7%/90
und von (8.21):

(8.63)

2 2 (]{7 BT)4
s=n— B 8.64
s = T S MRS * (8.64)
In entsprechender Weise untersuchen wir die thermische Entleerung der Kondensatdichte, die sich

aus (6.122) ablesen 14f}t:

dPk  R*k?/2M + u
Ang(T) = — . 8.65
Dabei erhalten wir fiir (8.65) die folgende Integraldarstellung:
1 Mo\ D2

Ano(T) = " T(D/2)3P-12D/2=1,,D/2-1 (27#12)

e’} D—2 1 2 2 2,2
x/d:): v+ 25 (8.66)

0

Ny R

Wir fithren nun den Limes 3 — oo durch und bertiicksichtigen dabei die ersten beiden Terme

1 M\ P2
Ane(T) = " T(D/2)pP-12D/2=1; D21 (27rh2)

00 l.D—2 3[L’D :L.D+16x }
X dx + — +.op 8.67
/0 {e:c_l 8ﬁ2lu2 [e:c_l] 862/!2 [€I—1]2 ( )

Die verbleibenden z-Integrale lassen sich wieder durch die Riemannsche Zeta-Funktion ausdriicken.

Unter Beriicksichtigung von (7.31) erhalten wir

D-1
_F(D/Qj)ggiii)/2hDCD—2 {F(D — -1
(2D =1DI'(D +1){(D +1)(kpT)? N }

SN cee g
In D = 3 Raumdimensionen lautet demnach die Kondensatdichte mit (6.141) und ¢(2) = 72/6:

8 30 (ksT)’M  m*(kgT)*

377 T ome T 2oment
Der Vergleich von (8.69) mit (4.223) zeigt, dal die 2-Teilchen-Wechselwirkung die Temperatu-

rabhéngigkeit der Kondensatdichte verdndert. Wiahrend beim wechselwirkungsfreien Bose-Gas

Ang(T) =

(8.68)

(8.69)

Ng =N —

die thermische Entleerung am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 mit 7°/? erfolgt, wird das

schwach wechselwirkende Bose-Gas mit T2 entleert.
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8.5 Landau-Kriterium

Wir untersuchen nun die physikalische Ursache fiir das Auftreten einer reibungsfreien Stromung.
Hierzu betrachten wir einen makroskopischen Kérper der Masse M, der sich mit der Geschwin-
digkeit V durch eine Fliissigkeit bewegt. Der Impuls des Korpers betriagt dann MV und seine
kinetische Energie lautet M'V?2/2. Wir nehmen nun an, dafl durch diese Bewegung des Koérpers
in der Fliissigkeit ein Quasiteilchen mit Wellenvektor k angeregt wird. Der Impuls des Quasiteil-
chens betréigt dann ik und seine Energie wird durch eine Dispersion E(k) beschrieben. Nach der
Anregung des Quasiteilchens bewege sich der makroskopische Korper mit der Geschwindigkeit V.
so dafl dessen Impuls MV’ betrigt und seine kinetische Energie lautet MV’ /2. Wir stellen fiir

diesen Prozef die Impulserhaltung

MV = MV’ + hk (8.70)
und die Energieerhaltung
1 1
5MV2 = §MV’2 + E(k) (8.71)
auf. Aus (8.70) lesen wir ab
1 2 1 h*k?
—MV'* = -MV? - hkV + — 72
5 Vv 5 V= —hkV + N (8.72)

so daf wir mit Hilfe von (8.71) das Ergebnis

'S

WV = B(k) + o

(8.73)

erhalten. Wir leiten hieraus fiir den Betrag V' = |V| der Geschwindigkeit V des makroskopischen
Korpers folgende Ungleichung ab:

2k2

hk|V > hkV = E(k) + > B(k). (8.74)

2M —
Wir fragen nun nach der minimalen Geschwindigkeit V7, bei der es gerade noch moglich ist, ein

Quasiteilchen zu erzeugen. Aus (8.74) folgt hierfiir

Min E(k)
Vp = — . 8.75

"7k k| (8.75)
Diese kritische Geschwindigkeit wurde erstmalig von Landau abgeleitet. Fiir Geschwindigkeiten
V' >V, konnen Quasiteilchen erzeugt werden, d.h. die Bewegung des makroskopischen Korpers
kann abgebremst werden. Umgekehrt heifit das, dafl sich der makroskopische Korper fiir Geschwin-

digkeiten V' < Vp reibungsfrei in der Fliissigkeit bewegen kann.

Im Falle eines homogenen Bose-Gases mit der Bogoliubov-Dispersion (6.80), (6.123) ergibt sich
die kritische Geschwindigkeit (8.75) gerade zur Phononengeschwindigkeit (6.126): V,, = c. Bei su-
perfluidem Helium dagegen besitzt die Dispersionsrelation E(k) bei einem von Null verschiedenen
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Wellenvektor k ein Rotonenminimum, so dafl dort die kritische Geschwindigkeit V7, kleiner als die
Phononengeschwindigkeit ¢ ist. Ein quantitativer Vergleich mit dem Experiment zeigt aber, dafl
die auf diese Weise gewonnene Landau-Geschwindigkeit V bei superfluidem Helium zu grof ist.
Bei der Herleitung des Landau-Kriteriums wurde die Ausbildung von Wirbeln vernachléssigt, die
zu einer weiteren Verringerung der kritischen Geschwindigkeit fithren. Im Falle des wechselwir-
kungsfreien Bose-Gases mit der Dispersion E(k) = h*k?/2M lesen wir schlieBlich aus (8.75) ab,
dafl die kritische Geschwindigkeit verschwindet: V;, = 0. Das bedeutet, dafl das ideale Bose-Gas
keine Superfluiditéit besitzt. Fiir das Auftreten von Superfluiditét ist es deshalb notwendig, daf3

eine 2-Teilchen-Wechselwirkung vorliegt.






Kapitel 9

Ungeordnete Bose-Gase

9.1 Zufallspotential

Bisher haben wir das 1-Teilchen-Potential V' (x) der Bosonen als ein von Auflen fest vorgegebenes
Fallenpotential angesehen. Nun wollen wir eine andere physikalische Situation betrachten, bei der
das 1-Teilchen-Potential V' (x) an jedem Raumpunkt x fluktuiert. Ein solches Zufallspotential V' (x)
dient beispielsweise dazu, die ungeordnete Bewegung von superfluidem Helium in porésen Medien
zu modellieren [44]. Dabei nehmen wir an, daf§ die Poren als lokale Streuzentren statistisch so

verteilt sind, dafl der Erwartungswert des Zufallspotentials verschwindet
(V(x1)) =0 (9-1)
und dafl deren Korrelationsfunktion von der Differenz der Raumpunkte abhéngt
(V(x1)V(x2)) = R(x1 — Xa) . (9.2)

Verwendet man eine Gaufische Korrelationsfunktion

e~ (x1—x2)?/2€?

R(Xl —Xg) = ROW’

(9.3)
so kann man die Kohérenzlinge ¢ mit der mittleren Ausdehnung einer Pore identifizieren [45].
Im folgenden sind wir aber nicht an einem quantitativen Modell fiir experimentelle Meflergebnisse
interessiert, und werden daher die Ausdehnung der Poren vernachlissigen. Ein solches qualita-
tives Modell fiir ein ungeordnetes Bose-System erhalten wir, wenn wir in (9.3) den Limes einer

verschwindenden Kohérenzldnge & — 0 betrachten und uns auf eine §-Korrelation
R(Xl — Xg) = RO (S(Xl - X2) (94)

beschranken. Dabei ist der Parameter Ry proportional zur Dichte der Poren und stellt daher ein
Ma#f fiir die Stédrke der Unordnung dar.

187
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Wir wenden uns nun der Wahrscheinlichkeitsverteilung P[V] zu, die ein Funktional des Zufallspo-
tentials V' (x) darstellt. Hierzu definieren wir Erwartungswerte, wie sie beispielsweise in (9.1) und

(9.2) auftreten, durch das Funktionalintegral

<.>:/Dv e PIV]. (9.5)

Dabei entspricht das Funktionalintegral einem unendlichen Produkt gewohnlicher Integrale, bei

denen an jedem Ort x iiber alle moglichen Werte des Zufallspotentials V' (x) summiert wird:

/DV = 1:[ /: AV (x). (9.6)

Das Funktionalintegralmafl (9.6) ist so zu wihlen, dafl die Wahrscheinlichkeitsverteilung P[V] der

Normierung
/DVP[V] 1 = (1)=1 (9.7)

geniigt. Wir nehmen nun an, dafl es sich bei P[V] um eine Gausche Wahrscheinlichkeitsverteilung

handelt. Dann ist diese durch die beiden Erwartungswerte (9.1) und (9.2) eindeutig festgelegt durch
P[V] = exp {—% /dD:c/de’ R (x — X’)V(X)V(x’)} : (9.8)

wobei der Integralkern R™!(x — x) zur Korrelationsfunktion (9.3) funktional invers ist:
/ Pz R (x) — x)R(X — %) = 8(x1 — X2). (9.9)

Beispielsweise erhalten wir fiir die 6-Korrelation (9.4) aus (9.9) den Integralkern

R (%) — x3) = Rio 5(x1 — ). (9.10)

Wir sind daran interessiert, die Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung (9.8) zu berechnen.

Hierzu betrachten wir das erzeugende Funktional

1] = <exp {/dej(x)V(x)}> 9.11)

mit dem Hilfsfeld j(x), fiir das sich nach (9.5) und (9.8) ein Gauflsches Funktionalintegral ergibt:
: 1 D D,/ p—1 / / D, .
I[j] = | DV exp ~3 d°z [ d72 R (x—x" ) V)VE)+ [ d7zjx)V(x)p . (9.12)
Das Ergebnis von (9.12) lautet unter Beachtung der Normierung (9.7):
1
I[j] = exp{§/de/de’R(x— X/)j(X)j(X/)} : (9.13)

Die einzelnen Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung (9.8) lassen sich durch Funktionalablei-
tungen des erzeugenden Funktionales (9.11) beziiglich des Hilfsfeldes j(x) berechnen. So folgt fiir

das erste Moment

(V(x,)) = /DV V(x) exp{—%/de/de' R_l(x—x’)V(x)V(x’)} (9.14)
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und fiir das zweite Moment
Vi)V ) = [ DV Vi)V ) exp {—% [ [aamie x’>v<x>v<x'>} (9.15)

unter Beachtung von (9.12):

(V(x1)) = 5(21(51]) . (9.16)
<V(X1)V(X2)> = #ﬂ)@j(x)zo (917)

Einsetzen von (9.13) in (9.16), (9.17) fiilhrt dann tatséchlich auf (9.1), (9.2). In entsprechender
Weise lassen sich auch hohere Korrelationsfunktionen berechnen. Dabei verschwinden die Korre-
lationsfunktionen mit einem ungeraden Produkt an Zufallspotentialen, wiahrend diejenigen mit
einem geraden Produkt an Zufallspotentialen durch die Wick-Regel bestimmt werden. So gilt
beispielsweise
(V(x1)V(x2)V(x3)V(x4)) = R(x1 — x2)R(x3 — x4)
+R(x; — x3)R(x2 — x4) + R(x1 — x4)R(x2 — X3) . (9.18)

9.2 Replika-Methode

Wir untersuchen nun die thermodynamischen Eigenschaften eines ungeordneten homogenen Bose-

Gases. Hierzu stellen wir zunéchst fest, dafl die groflkanonische Zustandssumme

_ ]{ Dy 7{ D =AW w1/ (9.19)

mit der euklidischen Wirkung

/thT/dD [h%—%A
+V (%) u]w(x ™)+ S, 7)Hb(x, 7)) (9.20)

ein Funktional des Zufallspotentials V' (x) darstellt. Die grofSlkanonische freie Energie berechnet

sich dann iiber den Erwartungswert

F= —% (InZ) . (9.21)

Im allgemeinen ist es nicht moglich, den Ausdruck (9.21) explizit auszuwerten, da die Mittelung
tiber das Zufallspotential V' (x) und die nichtlineare Funktion des Logarithmus nicht miteinander

vertauschen:

(InZ) #1n(Z). (9.22)
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Eine wichtige Methode, die durch (9.21) vorgeschriebene Mittelung durchzufiihren, besteht darin,

die N-fache Potenz der grofSlkanonischen Zustandssumme Z im Limes N — 0 zu untersuchen. Aus

ZN =eNZ — 1 L NInZ +. (9.23)
folgt namlich fiir die groBkanonische freie Energie (9.21):
1 (ZNy -1

F= 3 ]1[1%0 —N (9.24)

Durch N-fache Replizierung des homogenen Bose-Gases (9.19) erhalten wir

N
_ {H%D¢Z%D¢a} e—A<N)[w*7w]/h (925)
a=1

mit der euklidischen Wirkung

AW / dT/dD:EZ { [h—T — %A
+V(x) — u] Vo (x, T) + gzp;(x, )20 (X, 7)2} . (9.26)

Die Mittelung tiber das Zufallspotential V' (x) fithrt dann (9.25), (9.26) iiber in

<ZN>={ngw;waa}exp{ /hﬁdT/dez[ 7 (ng-— )

X (X, T) + ng(x, )20 (x, 7-)2] }<exp {/de %/0 dT;w;(x, T)a (X, T)V(x)}> (9.27)

Der Vergleich von (9.11) mit (9.27) zeigt, dal die Mittelung iiber das Zufallspotential V' (x) gerade
auf das erzeugende Funktional (9.13) mit dem Hilfsfeld
N

— h3
i) =5 [ dr S ) (9.25)

fithrt. Demnach wird das ungeordnete Bose-System durch die Replika-Wirkung

2
AN [gp* ap] = / dT/dD:xZ { lh% — ;L—MA — u} Vo(x,7T) + g@D;(X, 7)21q (X, 7')2}

1 hﬁdf / " / Py / L 'ZZRX SV (3, 7Y (36, 7Y% (5, 7)o (%, 7)(9.29)

=1 /=1
beschrieben. Im Falle der §-Korrelation (9.4) reduziert sich (9.29) auf

hg 2
AM* o) = / dT/dDCL’Z { {h% - ;—MA ]wa(x,f)+g¢;(x,7)2¢a(x,7)2}

] KB
-2 dr / dr' / deZqu;(x,T)%(x, VL (%, T (x, 7). (9.30)

a=1a'=1
Eine d-korrelierte Unordnung fiithrt demnach zu einer attraktiven Wechselwirkung zwischen den

Replika-Feldern ¢ (x, 7), ¥4 (X, 7), die lokal im Raum aber bilokal in der Imaginérzeit ist.
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9.3 Background-Methode

Wir entwickeln nun die Bogoliubov-Theorie fiir das ungeordnete Bose-Gas. Hierzu verwenden wir
die Background-Methode, um das effektive Potential zur Replika-Wirkung (9.30) zu berechnen. Da
wir unsere Uberlegungen fiir das homogene Bose-Gas durchfiihren, kénnen wir uns von vorneherein
auf von Raum und Imaginérzeit unabhéngige Background-Felder beschréinken. Wir zerlegen die
Replika-Felder ¢ (x, 7), 1 (x, 7) demnach geméifl

i(x,7) =V + 5 (x,7), Vo (X, 7) = Vo + 00 (x,7) . (9.31)

Setzen wir diese Zerlegung in die Replika-Wirkung (9.30) ein, so haben wir nach der Background-
Methode nur diejenigen Beitrdge zu beriicksichtigen, die in den Fluktuationsfeldern 0} (x, 7),

014 (x, 7) von nullter und zweiter Ordnung sind:

N N N
AN 4 §9*, W + 6] = hFV Z (—M\p;xpa + g xy;?\pg) - %Wv DR AR AN

a=1a'=1

hG FL
D _ 9 q%2 2
/ dT/d x E ok (x, T [h—T —2MA w29V }(Ma(xn’) + 5 U “51)q (%, T)

+2\1125¢ x¢2 /hﬁdT/hﬁdT/dD:EZZ 2T, W 6% (X, T)a (X, T)

a=1ao'=1

WU, (X, T) 0 (X, T') + WEW , 00%, (X, T') 010 (X, T)
WU 0k (%, T)OWE (X, T') + WA, 51D (X, 7)0er (X, 7")} +.... (9.32)

Wir beobachten, dafl die Replika-Wirkung (9.30) im Raum der Replika-Feldern ¢} (x, 7), 1o (X, T)
eine globale O(N)-Symmetrie aufweist. Weder durch die 2-Teilchen-Wechselwirkung noch durch
die Unordnung wird eine bestimmte Richtung im Raum der Replika-Felder % (x,7), ¥ (X, T)
ausgezeichnet. Wir nehmen daher im folgenden an, dafl die Background-Felder ¥, ¥, nicht vom

Replika-Index o abhéngen:
Ur = ur, v,=U. (9.33)

Dadurch vereinfacht sich die Replika-Wirkung (9.32) zu

hB
AT 4 59" U + 6] = AV N [—uxy*xy + % (9 — RoBN) @*2\1/2} + / dr / dPx
0

X Z {&D X, T [h% — h—2A w+(2g — RyBN) U* \I/] 0o (x,7) + = 5 \11*251pa(x 7)?

oM
2 " " D
w25 dr | dr' [ d xy v(s b
+2 Ur(x,7)? / 7'/ 7'/ x;alzl [¢(XT)¢(XT)
o0 (x, )0t (%, T)} U2 (x, 7)Y (3, )+ U200 (x, T) Ot (X, T')} Yo (9.34)

Eine weitere Vereinfachung wird dadurch moglich, dafi die Replika-Wirkung (9.30) fiir jeden

Replika-Index « eine kontinuierliche U(1)-Symmetrie aufweist. Deshalb nehmen wir an, da8 wir
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fiir den Background W* U eine beliebige Phase wihlen kénnen und setzen

U = \/ng, U = \/ng (9.35)

mit der Kondensatdichte ng. Damit reduziert sich (9.34) weiter auf

hB
AN /ng + 5¢*, \/ng + 0] = RV N [—,Uno + % (9 — RoBN) n%] + / dr / d’x
0

X Z {cw (x,7) [h% — h—zA i+ (2g — RySN) no} 0a(x,T) +4 5 Mo [(wa(x 7)?

2M
 Rono (™[ NN
+5¢(XT 00/ dT/ dT/dD ZZ S0 (x, 70 (%, 7)
O (%, T )00 (3, ) - 87 (3, TV (, 77) + 0tb (%, T) 0 (X, T')} T (9.36)

Ubertragen wir die Background-Methode von Abschnitt 6.5 auf das ungeordnete Bose-System, so
ergibt sich das effektive Potential

Vi (ng) = —% In(Z") (9.37)

fiir eine bestimmte Zahl N an Replikas aus

N
eV (o) _ {H ]{ Doy, ]{ Dawa} e~ AN TRV U/ (9.38)
a=1

Fiihren wir den Replika-Limes N — 0 im Sinne von (9.24) durch, so geht das effektive Potential
(9.37) iiber in
e
Veg(ng) = lim Offi(no)‘

N—0

(9.39)

Den fithrenden Beitrag zum effektiven Potential fiir N Replikas kénnen wir aus (9.36) und (9.38)
ablesen:

I2VN — RO n2BVN?. (9.40)

‘/;({;)’N) (ng) = —punogVN + 3

Wir sehen, daf der Beitrag der Unordnung zum Baumgraphen-Resultat (9.40) proportional zu N?
ist und daher im Replika-Limes N — 0 von (9.39) verschwindet:

(0) V(ON (10) g, 2
Vi (no) = ]{[H_n)OT = —punoV + §n0V. (9.41)

Das bedeutet, dafl die Unordnung nicht die Gross-Pitaevskii-Theorie verdndert, sondern erst auf
der Ebene der Bogoliubov-Theorie auftritt. Hierzu berechnen wir die néchste Ordnung in der
Sattelpunktsniherung zu (9.38)

v {H%D&/} chW} A5y Ul /h (9.42)
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wobei die Wirkung

1 hG 6] N N
ARVgy" o0 = 5 / dr / dr’ / d"x / d’2y "y
0 0
1

a=1ao'=1
o (x,7) _1 o [ (X T
X (51@;(){, 7')) G (x,7;x',7") <5¢2/(X,77,)> (9.43)

alle Beitrége von (9.36) beinhaltet, die in den Fluktuationen der Replika-Felder 0¢% (x, 7), 01, (%, 7)
quadratisch sind. Der Integralkern Gl (x,7;x’,7) besitzt eine einfache Abhingigkeit von den

Replika-Indizes a/, die die folgende Zerlegung nahelegt:
G;Jl/ (x, 7%, 7)) = 97 (%, 7 X, T )0aar + g5 (%, 7%, 7). (9.44)

Dabei stellt g;*(x,7;x/,7') eine 2 x 2-Matrix von Differentialoperatoren dar, die lokal in Raum

und Imaginérzeit ist:

by e X.7) = = X)alr =) [ A 20— SRV | L (9045
_1 , , , 0 n:

Grypep(X X, 7)) = d(x—x)é(r—T) {—h%—mA —,u+(2g—ﬁR0N)n0] , (9.46)
gl_liw(x, 7;x,7) = §(x—x)o(r—7")gno, (9.47)

Iy (XX, 7) = d(x—X)6(1 —7) gno . (9.48)

Demgegeniiber ist g, *(x, 7;x’,7') eine 2 x 2-Matrix, die zwar lokal im Raum aber konstant in der

Imaginéarzeit ist:

Ron 1 1
-1 r 070 /
X.7TX.7T)=— X —x). 4

Wir fiithren wieder eine Fourier-Transformation und eine Matsubara-Zerlegung des Integralkernes
G- L (x,7;x,7') analog zu (6.89) durch:

dPk N . ,
G (x, 7%, 7") = / 2n)P e“‘@‘—")% > e ntrIE (K wn) (9.50)

Dabei zerfillt die Fourier-Matsubara-Transformierte G, (k,w,,) entsprechend zu (9.44) in zwei

Beitrége
G (K, win) = g7 (K, win) 000 + g5 (K, win) | (9.51)
wobei die auftretenden 2 x 2-Matrizen von folgender Form sind

. [ ak,wn) bk, wp)
g (kwn) = <b(k,wm) a*(k,wm)>’ (9:52)

05 (k) = <1 1) ok, ). (9.53)
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Hierbei treten die Funktionen

a(k,wn) = —iliom + k),  a* (K wn) = ifwn + &(K), (9.54)
b(k, wm) = dJgno, C(k, wm) = —6R0n0 5m,0 (955)

mit der Dispersion

é(k) = e(k) — p+ (29 = BRoN) no (9.56)
und der freien Dispersion (6.80) auf. Die aus (9.42), (9.43) folgende erste Ordnung des effektiven
Potentials mit N Replikas berechnet sich analog zu (6.99)

v
Vo(é’N)(HO) = ﬁ/

[e.e]

dPk .
L > In Det Gl (k,wm) . (9.57)
T

=—00

Demnach miissen wir nun die Determinante der 2N x 2N-Matrix (9.51) mit (9.52), (9.53) fir eine
beliebige Replikazahl N auswerten. Im Falle N = 1 tritt die Determinante

b
D, = ate b =aa* —b* + (a + a* — 2b)c (9.58)
b+c a*+c
auf, wihrend fiir N = 2 gilt
a+c b+c c c
b *
p,—| T ate © = (aa" = 1¥)? + 2(aa" — W) (a+a — 2)c.  (9.59)
c c a+c b+c
c c b+c a*+c

Wir iiberlassen es dem Leser, die Determinante fiir eine beliebige Zahl N von Replikas zu berechnen

und geben nur das Ergebnis an:
Dy = (aa* — b)Y 4+ N(aa* — b)) (a + a* — 2b)c. (9.60)

Aus (9.54), (9.55) und (9.60) folgt damit fiir die erste Ordnung des effektiven Potentials (9.57):

Vo[ dPE & N
(1,N) _ 202 | 1\2 2.2
Vg (ng)= 23 / om)P mE ln{ [h wi +ék)—g no]

=—0Q

N-1

—28RnoN [é(k)2 - g2ng] (k) — gno] 5m,0} . (9.61)

Aufgrund des Kronecker-Symbols d,, o spalten wir die Matsubara-Reihe in die Beitrédge m # 0 und

m = 0 auf und erhalten dadurch

1,N V
Ve(ﬁ" )(HO) = % /

{N f: In [h%fn +E(k)? — g2ng}

é(k)? — g*nd — 2B8RnoN [é(k) — gno)
é(k)? — g*ng '

dk
(2m)"

+1In

(9.62)
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Die verbleibende Matsubara-Reihe entspricht der der freien Energie eines harmonischen Oszillators

mit der Frequenz \/é(k)? — g?n3/h:

D ZK)2 — 022
(L) _ d°k | N . BVEk)® — gPng
Vi (ng) = V/ oD {E In [2 sinh 5
12 _ 202 £(K) —
—l—i In ék)>*—g o 26Rn0N2 [€(k) — gno] ‘ (9.63)
20 é(k)? — g°ng
Nun haben wir noch den Replika-Limes N — 0 von (9.39) durchzufiihren:
V(LN)
Vi () = lim —L =02 (o). (9.64)

N—0 N
Unter Beriicksichtigung der Dispersion (9.56) geht dabei (9.63) tiber in

VM (ng) = V/% {% In [2 sinh ﬂEQ(k)} _ k) ;(i; gro Rono} (9.65)

mit der Bogoliubov-Dispersion (6.110). Wir beobachten in (9.65), daf§ die Unordnung zu einem

temperaturunabhéngigen Beitrag zum effektiven Potential fiihrt. Fassen wir (9.41) und (9.65)

zusammen, so ergibt sich das effektive Potential zu

d°k (E(k 1
Vet(no) = —pnoV + gn%‘/ + nV/ 2n)D {% + 3 In [1 _ e—ﬁE(k)}
_€(k) — [+ gno 5
E(k)? RO"O} +00r), (9.66)

wobei wir fiir die weitere Diskussion wieder den Kleinheitsparameter n eingefiithrt haben.

9.4 Kondensatdichte

Die Extremalisierung des effektiven Potentials (9.66) beziiglich des Backgroundes fiihrt fiir nicht
verschwindende ¥*, ¥ auf die Bedingung (6.111). Durch Einsetzen von (9.66) in (6.111) 148t sich

die Kondensatdichte ng analog zu (6.115) berechnen:

K dPk C2e(k) +p |1 1 le(k) — pu] Ry
o +"/ @m)P { E(K) { } (k) + 247

g
wobei die Dispersion E(k) durch (6.116) gegeben ist. Werten wir das effektive Potential (9.66) am

Extremum (9.67) aus, so erhalten wir analog zu (6.117) die grolkanonische freie Energie

_ d° [E&) 1,1 sme] _ _ HRo 2
F 29v+nv/(2W)D{ 5t 5! [1 ] g[E(k>+2ﬂ]}+O(n). (9.68)

Eine Differentiation nach dem chemischen Potential fithrt wie in (6.119) auf die Teilchendichte:

o dPk e(k) [1 1 e(k) Ry 5
n= 4 +n/ oD {—E(k) [5 + 5w J + ) 1 2u]2} +O(n7). (9.69)

5 T BB 1

} +0m*),  (9.67)
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Eine Elimination des chemischen Potentials p aus (9.67) und (9.69) ergibt analog zu (6.120)

dPk [ e(k) +gno [1 1 noRo 9
m=not 77/ (27)D { E(k) {5 + AR — 1] e+ 29n0]2} +or)  (9.70)

mit der Dispersion (6.121). Fiir kleine 7 148t sich dieser Zusammenhang zwischen Teilchendichte

n und Kondensatdichte ny analog zu (6.122) verbessern:

m= et / (;Z:)kD {E(kE)(:;)gn B * eﬂE<k1> - J * [e(k)nf (;gn]2} +OWY. (0.1

Dabei stellt E (k) die Bogoliubov-Dispersion (6.123) dar, die nicht von der Unordnung abhéngt.

Wir lesen aber aus (9.71) ab, daf es am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 zu einer Entleerung

der Kondensatdichte kommt, die auf die Unordnung zuriickzufiihren ist:

Ang = —nR / a7k L (9.72)
’ "] @m)P le(k) + 2gn]* '
Die Integrationsformel (6.135) fiihrt (9.72) iiber in
nRy M \PP? e eP/2-1
Ang = — de —— . 9.73
"= TR0 /2) (%h?) /0 “le+ 2gn)2 (5.73)

Das verbleibende e-Integral 148t sich mit Hilfe von (6.137), (6.138) auswerten:

A?’LOZ—

I'(2 — D/2)nRy ( M )M (9.74)

(2gn)2-D/2 2mh?

In D = 3 Dimensionen lautet diese Unordnungsentleerung

M? n
Ano = —m \/%R(), (975)

d.h. sie divergiert im Limes einer verschwindenden 2-Teilchen-Wechselwirkung [46,47]. Dieses Er-
gebnis besagt, dafl ein nichtwechselwirkendes aber ungeordnetes Bose-Gas physikalisch nicht stabil
ist. Das kann man sich qualitativ dadurch erkldaren, daf§ wir die Unordnung durch ein Zufallspo-
tential V'(x) beschreiben, das geméfl (9.2), (9.4) beliebig grofie bzw. kleine Werte annehmen kann.
Es gibt daher auch Potentialkonfigurationen mit beliebig tiefen Minima, in denen das nichtwech-
selwirkende Bose-Gas kondensieren kann und so zu einer beliebig groflen Energieabsenkung fiihrt.
Diese physikalische Instabilitdt des ungeordneten nichtwechselwirkenden Bose-Gases ist insofern
bemerkenswert, als ein ungeordnetes nichtwechselwirkendes Fermi-Gas stabil ist. Dort tritt bei-
spielsweise das Phénomen der Anderson-Lokalisierung auf [48]. Wir bemerken, dafi man die Un-
ordnungsentleerung (9.75) am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 auch fiir den Fall berechnen
kann, dafl das Zufallspotential eine Gaufische Korrelation (9.2), (9.3) mit einer nichtverschwin-
denden Kohérenzléinge € besitzt [45]. AuBlerdem weisen wir darauf hin, daf§ die Unordnung im
Rahmen der Bogoliubov-Theorie keinen Einflufl auf die Temperaturabhéngigkeit der Kondensat-
dichte (9.71) hat.
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9.5 Innere Energie

Aus der groBkanonischen freien Energie (9.68) des ungeordneten Bose-Gases erhalten wir gemif3
(1.35) die Entropie

a2k kOB (k)
= — _ o BEK) B
S—HV/(27T)D{ kpln [1 e ] +65E(k)_1} , (9.76)
die nicht von der Unordnung abhéngt. Die innere Energie lautet dann nach (1.30) zunéchst
2 D
U - 'LL—V—I-UV/ d”k ([ E(k) Ek)  pek) [1 1
2g (2m)P 2 eBEM) — 1 E(k) |2 efBEk) — 1]
k
-l iRy 2} : (9.77)
gle(k) +2u]  gle(k) + 2u]

Eliminiert man das chemische Potential x4 mit Hilfe von (9.69), so reduziert sich (9.77) bis zur

ersten Ordnung im Kleinheitsparameter 1 auf

1, Pk (Ek)  E(K) nRo
U= 2" Vo 77V/ (2m)P { R e(k) +2gn "’ (978)

wobei E(k) die Bogoliubov-Dispersion (6.123) bezeichnet. Am absoluten Temperaturnullpunkt
T = 0 geht die innere Energie (9.78) in die Grundzustandsenergie iiber:

1 d°k [ E(k) nRo
Eo=1lmU=-¢gn’V+V — . .
0= 5% 29" + / (2m)P { 2 e(k) + 2971} (979)

Mit Hilfe von (6.123) und (6.135) erhalten wir aus (9.79)

1 M \PP? > NEES)
Eo = —gn’V v < ) / de P> { € t2gne _nh } ) (9.80)
0

29"V T T2 \an > 1 2gm

so daB beide e-Integrale durch (6.137), (6.138) berechenbar sind:

M )W {r(@ T U/2AN(D/2=1) (o

1
Ey = —gnzV—V(

2 2mh? 4,/7T(D/2)

+T(1 — D/2) (29n)D/2_1nR0} . (9.81)

In D = 3 Dimensionen lautet die Grundzustandsenergie

o2rh2an?V 128 Ja3n 2M~/n3a
Eo= AV gy 220 jan U RV g 82
0 M {+15 W}Jr Jrre 1o (9.82)

Wir bemerken, daf fiir eine verschwindende Unordnung noch weitere Beitrége zur Grundzustands-
energie des schwach wechselwirkenden Bose-Gases berechnet wurden [49]. Der temperaturabhéngi-
ge Beitrag zur inneren Energie (9.78) ist unabhéngig von der Unordnung:

AU(T) = V/ (;lﬂ)kD 6658{)_ - (9.83)
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Mit Hilfe der Integrationsformel (6.135) und (6.123) geht (9.83) iiber in

AU(T) B 1% M D/2 /oo o D-1/2 /e on 2
n F(D/Q) 2mh? 0 eﬁ\/52+2ue -1 )

Durch die Substitution z(€) = /25%ue erhalten wir dann

D/2 o
AU(T) v < M ) gy LV PP (9.85)

- ['(D/2)2P/2-13D+1,,D/2 \ 27 ]2 0 v N A _ ]

woraus wir den fiihrenden Beitrag im Limes  — oo ablesen konnen:

(9.84)

14 L N e
AU(T) = 5 yapraTgpeigmr (2#) /0 de——+.... (9.86)

Damit erhalten wir fiir die Temperaturabhéngigkeit der inneren Energie

L(D+ 1)¢(D + 1)V (kgT)P*!

AU(T) = )
V) = =D a0 tabRRDD T (9-87)
so daf fiir die Warmekapazitat gilt
(D +2)((D+ ) (kgT)Pk
¢ = P+ 20D+ DkpT) k¥ (9.88)
['(D/2)2P-1gP/2pD D
In D = 3 Dimensionen erhalten wir
27T2(]€BT)3]{ZBV
C = B (9.89)

Demnach besitzt ein wechselwirkendendes Bose-Gas am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0
mit C ~ T2 eine andere Temperaturabhingigkeit als das nichtwechselwirkende Bose-Gas mit
C ~ T%?%in (4.225).

9.6 Superfluide Dichte

Zum Schlufl berechnen wir die superfluide Dichte des ungeordneten Bose-Gases. Hierzu miissen
wir nach Kapitel 8 die Situation betrachten, dafl sich das ungeordnete Bose-Gas in einem mit der
Geschwindigkeit u gleichformig bewegten Inertialsystem befindet und dafl sich dabei das Konden-
sat mit der Geschwindigkeit v bewegt. Wie konnen wir nun die beiden Geschwindigkeiten u und v
in unserem thermodynamischen Uberlegungen einfiihren, ohne die gesamte Rechnung von Kapitel
8 im Rahmen des Replika-Formalismus im einzelnen durchfithren zu miissen? Sehen wir uns da-
hingehend nochmals Kapitel 8 an, so erkennen wir, dafl die Einfithrung der Geschwindigkeiten u
und v letztendlich auf zwei grundlegende Substitutionen zuriickgeht. Zum einen ist das chemische

Potential 1 durch das effektive Potential peg von (8.13) zu ersetzen:

M
po o= uog:u+Muv—7v2. (9.90)
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Zum anderen lesen wir aus (8.31) ab, daf§ die Diagonalelemente der Fourier-Matsubara-Transfor-

mierten durch einen Term linear in u, v zu modifizieren sind:
ék) = ¢ék)thk(u—v). (9.91)

Fiir die Fourier-Matsubara-Transformierte (9.51)—(9.53) des ungeordneten Bose-Gases hat das die

Konsequenz, dafl die Funktionen a(k,wy,), a*(k,wp,) in (9.54) zu ersetzen sind durch

a(k,wp,) — ar(k,wp,) = —ihw,, + é(k) + hk(u —v), (9.92)
a*(k,wp,) — as(k, wy,) = ihw, + é(k) — hk(u —v), (9.93)

mit der Dispersion

Die Funktionen b(k, w,,) und c(k,w,,) werden dagegen nicht von diesen Substitutionen verdndert
und sind weiterhin durch (9.55) gegeben. Ubertragen wir diese Substitutionen auf die Determinante

(9.60), so erhalten wir nun
Dy = Dy = (ajas —b*)" + N(ayag — b*)V " (a; + ay — 2b)c. (9.95)

Die erste Ordnung des effektiven Potentials (9.57) fiir NV Replika lautet dann unter Beachtung von
(9.55), (9.92) und (9.93):

[e.e]

LN (no) = v / ﬂ Z In { [h2w2 + 2ihk(u — V) hw,, + €(k)? — g*n’
eff 23 (27T)D = m 0

N-1

~ [hk(u — )] ] N 98RneN [é(k)2 —g*nd — [hk(u— V)| [Ek) — gnol 5m,0} . (9.96)

Auch hier spalten wir aufgrund des Kronecker-Symbolds 9,, o die Matsubara-Reihe in die Beitrége

m # 0 und m = 0 auf und erhalten

Pk >
Vi (no) = % / @np {N > In [h%; + 2ihk(u — V) hw,, + &(k)? — g*nd
s

— [Ak(u — V)]2] +1In ¢

(k)2 o g2n%~_ [hk(u — V)]2 - QﬁROTLOJ\g [g(k) — gno] } . (997)
(k)2 — g?ng — [k(u — )]

Die verbleibenden Matsubara-Reihe ist von der Form (8.34) mit den Parametern
é(k)? — g*ng
72

und 148t sich deshalb mit Hilfe von (8.38) berechnen:

a=k(u—v), b= — [k(u —v)]? (9.98)

D
Veg)(\ll*,\l’) - V/ A~k {E In [1_6—6[E(k)+hk(u—v)]] +% In |:1_6—B[E(k)—hk(u—v)]]

(2m)P 126
NEX) 1 ék)?—g*n2 — [hk(u—v)]* — 26RenoN [¢(k) — gno)
> Tt e(k)2 — g2n2 — [hk(u — v)]° } - (9:99)
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Hierbei bezeichnet E(k) die Bogoliubov-Dispersion

E(k) = \/[E(k)2 = Heff + gnno]2 + 2 [e(K)? = fiefr + GMng) g7y - (9.100)

Aufgrund der Symmetrie F(—k) = E(k) reduziert sich (9.99) auf

D
V(0 = V/ (d ; {NE(k) + 1_e—ﬁ[E(k>+hk(u—v>]}

2m)P 2 g
1 . (k)2 — g*n2 — [ik(u — v)]* — 26RonoN [€(kK) — gno)
5l 22 — g3 — (i — V)] } 100

Im Replika-Limes N — 0 von (9.64) lautet die erste Ordnung des effektiven Potentials

dD]{? E(k) 1 [E(k) — Uegf + gno]Rono
Vi (ne) =V / {— +-In [1 - e—ﬁ[ﬂk”ﬁk(“—vﬂ} - ° . (9.102
e (o) @emP L 2 B E(k)? — [hk(u — v)]? (9-102)
Fiir kleine Geschwindigkeiten u, v kénnen wir (9.102) bis zur zweiten Ordnung Taylor entwickeln.

Vi (o) =V / o {E(k) S [1 _ e—ﬁE(k)] hk(u—v) 3 [hk(u —v)]* P

2m)P ] 2 3 CePEM — 1 9 [eFE®) — 1]

[hk(u—v)]* + .. } . (9.103)

Aufgrund der Symmetrie F(—k) = E(k) der Bogoliubov-Dispersion (9.100) vereinfacht sich
(9.103) unter Beachtung von (8.45). Zusammen mit dem Baumgraphen-Resultat (9.41), (9.90)

erhalten wir dann fiir das effektive Potential

d°k | Ek) 1 k) — fte
Vet (no) = — pteinoV + gngv + nV/ {L +—1In [1 - e‘ﬁE(k)] - Ronoe( ) = et £ 9o

@mP|l 2 p E(k)?

[ Bk e Ryngh®K? [e(k) — presr + gno)
2D [ePER) — 1]? DE(k)!

(u—v)2+...} . (9.104)

Hieraus berechnen wir analog zu Abschnitt 8.4 die normalfluide Dichte n, und die superfluide
Dichte ny des ungeordneten Bose-Gases. Durch Differentiation von (9.104) nach der Geschwindig-

keit u erhalten wir dabei fiir den Systemimpuls (8.19)

dPk 12 Bk2ePE®) N 2h? Ronk?e(k) (u—v)+
@n? \ Dl — 17 DE(W)! )

p=MVnv+ v/ (9.105)

mit der Dispersion (8.49). Demnach ist (9.105) von der Form (8.20), wobei die superfluide Dichte

ne und die normalfluide Dichte

Pk [ R2BK2ePE) 4
nn:/( { ple + Fon } (9.106)

2m)P | DM [e#E09) — 1> D [e(k) + 2gn]?
zusammen gerade die Gesamtdichte (8.21) ergeben. Wir lesen aus (8.21) und (9.106) ab, daf die

superfluide Dichte am absoluten Temperaturnullpunkt 7" = 0 durch die Unordnung entleert wird
durch um
4ROTL de’ 1

ATLS = - D (27T)D [E(k) + 29n]2 .

(9.107)
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Der Vergleich von (9.72) mit (9.107) zeigt, daf die durch Unordnung hervorgerufene Entleerung

von Kondensatdichte und superfluider Dichte zueinander in Beziehung stehen:
4
Ang = ) Ang . (9.108)

Dies bedeutet in D = 3 Dimensionen, dafl die Entleerung der superfluiden Dichte die Entleerung
der Kondensatdichte um den Faktor 4/3 iibertrifft. Aus theoretischer Sicht wire es daher am abso-
luten Temperaturnullpunkt 7" = 0 moglich, dafl die superfluide Dichte verschwindet, wéihrend die
Kondensatdichte von Null verschieden ist. Dieses Phdnomen 148t sich dadurch erkliaren, dafl zwar
lokale Kondensate entstehen kénnen, die aber durch die Unordnung bedingt nicht zur superfluiden
Dichte beitragen [46].
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