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Teil |

Newtonsche Mechanik

Die Mechanik ist dasjenige Teilgebiet der Physik, das die Gesetzmifigkeiten der Bewegung
materieller Koérper untersucht. Dabei erfolgt diese Bewegung unter dem Einfluft von Kriften, die
in der Mechanik als bekannt vorausgesetzt werden. Der erste Teil der Vorlesung befafit sich mit
der Mechanik von einem und mehreren Massepunkten. Nach einer Einfiihrung in die Vektoral-
gebra beschéftigen wir uns in der Kinematik mit der Bahnkurve eines Massenpunktes und dem
begleitenden Dreibein. In der Dynamik werden die Newtonschen Axiome formuliert und erste
Konsequenzen in Form des Energie-, des Impuls- und des Drehimpulserhaltungssatzes diskutiert.
Anschlieffend untersuchen wir ausfiihrlich einige wichtige mechanische Systeme:

Beim geddampften harmonischen Oszillator berechnen wir die Auslenkung fiir eine beliebige
zeitabhangige dufsere Kraft und fithren damit in die Methode der Greenschen Funktion ein.

Anhand des mathematischen Pendels mit bewegtem Aufhangepunkt erliutern wir das Phé-
nomen der parametrischen Resonanz und der dynamischen Stabilisierung.

Bei der Diskussion des Zweikorper-Problems leiten wir die Kepler-Gesetze der Planeten-
bewegung und den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Rutherford-Streuung aus den
Newtonschen Axiomen her.

Als Beispiel fiir ein mechanisches System mit mehreren Massenpunkten untersuchen wir
sowohl die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen eines Molekiils als auch einer linearen
Kette und einer eingespannten Saite bei kleinen Auslenkungen.

Anhand des freien und des schweren Kreisels behandeln wir die Kinematik und Dynamik
eines starren Korpers.






Kapitel 1

Vektoralgebra

Ausgehend von der heuristischen Definition des Vektors als Pfeil mit Betrag und Richtung disku-
tieren wir die Rechenregeln mit Vektoren und deren Komponentendarstellung. Dann fiihren wir
das Skalarprodukt und das Vektorprodukt zweier Vektoren ein, wobei wir insbesondere auf die
Bedeutung des Kronecker-Symbols und des Levi-Civita-Tensors eingehen. Aufferdem behandeln
wir das Spatprodukt dreier Vektoren und den Entwicklungssatz des zweifachen Vektorproduktes.
Bei der Untersuchung einer Koordinatentransformation stellen wir schliefilich fest, dafs ein Vektor
durch sein Transformationsverhalten beim Ubergang von einem zum anderen Koordinatensystem
charakterisierbar ist.

1.1 Rechenregeln mit Vektoren

Ein Skalar, wie z.B. die Masse, die Zeit oder die Temperatur, wird durch eine einzelne Zahl
charakterisiert. Demgegeniiber handelt es sich bei einem Vektor @ um eine gerichtete Grofie, die
durch einen Pfeil mit dem Betrag |d| und ihrer Richtung @/ |@| definiert wird:

Physikalische Beispiele fiir einen Vektor sind der Ortsvektor, der Geschwindigkeitsvektor und der
Beschleunigungsvektor. Die beiden grundlegenden Rechenoperationen der Vektoren sind die Ad-
dition von Vektoren und die Multiplikation von Vektoren mit einer Zahl. Die Addition von zwei
Vektoren @ und b wird im folgenden anschaulich durch Aneinanderreihung der einzelnen Vektoren
illustriert:

o

— >

a+b

Die Multiplikation eines Vektors @ mit einer reellen Zahl X fiihrt zum Vektor Aa, der in Richtung
von @ zeigt und den Betrag A|d| besitzt:
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Fiir diese beiden Rechenregeln mit Vektoren gelten die folgenden Axiome:

1. Kommutativitat:

i+b = b+a , A\E = @\
2. Assoziativitit:
(@+b)+¢ = a+(b+ad) Apd) = (M)
3. Distributivitat:
A+p)d = Na+pd Na@+b) =X+ A\

1.2 Komponentendarstellung von Vektoren

Zu einem Vektor @ mit dem Betrag |a| 148t sich ein Einheitsvektor € = @/ |d| konstruieren, der
in Richtung von @ zeigt und den Betrag |€] = 1 hat. Ein Koordinatensystem wird durch drei
Einheitsvektoren €7, €; und €3 definiert. Projiziert man einen Vektor @ auf diese Einheitsvektoren,
so ergeben sich die Vektoren a1€7, a2é2 und asés, deren Addition wieder auf den Vektor @ fiihrt:

ad = a1€1 + a2€s + az€és . (]..].)

Aufgrund der Komponentendarstellung (1.1), beschreibt man den Vektor @ durch das Tripel der
Projektionslangen a1, as und as:
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Der Betrag des Vektors @ ergibt sich aus dem rdumlichen Pythagoras:

@ = /(a1)? + (a2)” + (as)”. (1.4)

Die Addition zweier Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl A sind
dann komponentenweise definiert:

a1 + bl
b = az + by =
as + b3
)\(11
N = | Aa | =ar. (1.6)
)\&3

(1.5)

oL
+
SH
+
oL

1.3 Skalarprodukt zweier Vektoren

Einem Paar von Vektoren @ und b wird mit Hilfe des Skalarproduktes ein Skalar zugeordnet, indem
das Produkt der Betrdge der beiden Vektoren mit dem Kosinus des von ihnen eingeschlossenen

Winkels « multipliziert wird:
a-b=/|al|b| cosc. (1.7)

Anschaulich entsp_%richt das Skalarprodukt der Lange der Projektion von @ in Richtung von b
multipliziert mit |b]:

=
a |
L ey
|@| cos o

Das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b geniigt den folgenden Axiomen:

1. Kommutativitit:
2. Distributivitét:

a-(b+d=a-b+a-é  (\a)-b=Aa-b)=a-(\b)
Zudem gibt es zwei wichtige Spezialfille des Skalarprodukts:

1. Sind @ und b parallel zueinander, so folgt aus der Definition (1.7):

Loalb. (1.8)

@ =Va-a. (1.9)

2. Sind @ und b senkrecht zueinander, so gilt nach der Definition (1.7):

@-b=0, @lb. (1.10)
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Demnach gilt fiir das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren é€; und €} eines Koordinatensy-
stems mit zueinander orthogonalen Koordinatenachsen

€; - €j = 0ij (1.11)

wobei das Kronecker-Symbol §;; definiert ist durch

1 i=g
5U_{0; iz (1.12)

Es seien nun zwei Vektoren @ und b in der Komponentendarstellung (1.1) gegeben:

d’:Zaié’i, g: Zbi_’i. (113)

Dann liRt sich das Skalarprodukt @ - b mit Hilfe des Skalarproduktes der Einheitsvektoren (1.11)
durch deren Komponenten a1, az, as, b1, bs und b3 ausdriicken:

3 3
<Z alé}> - ijgj
i=1 j=1
3 3

i=1 j=1

3 3
(lél) Zzaibjisij

i=1 j=1

3
= E a;b;
i=1

= ai1bi + azbs + azbs . (1.14)

QL
>
Il

Hieraus lassen sich die folgenden Konsequenzen ablesen:

1. Bildet man das Skalarprodukt des Vektors @ mit einem Einheitsvektor €;, so ergibt sich nach
den Gleichungen (1.2), (1.3) und (1.14) die Komponente

—

a; = ¢€; - a. (115)
2. Das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selber fithrt nach den Gleichungen (1.2), (1.9)
und (1.14) auf den rdumlichen Pythagoras (1.4).

3. Der Winkel v zwischen zwei Vektoren @ und b 138t sich mit Hilfe der Gleichungen (1.4), (1.7)
und (1.14) aus den Komponenten a;, as, asz, by, bz und b3 berechnen:

a1by + azbs + asbs

. (1.16)
V(@2)® + (a2)® + (as)*\/ (02) + (52)* + (b)°

« = arcos

1.4 Vektorprodukt zweier Vektoren

Einem Paar von Vektoren @ und b wird mit Hilfe des Vektorprodukts @ x b ein Vektor zugeordnet.
Das Vektorprodukt @ x b steht dabei zu dem von G und b aufgespannten Parallelogramm senkrecht,
so daf§ @, b und @ x b ein Rechtssystem bilden:
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|
ol

Der Betrag des Vektorproduktes entspricht der Fliche des von @ und b aufgespannten Parallelo-

gramms: . .
@ % b] = | |B] sina. (1.17)

Das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b geniigt den folgenden Axiomen:

1. Antikommutativitat:

2. Distributivitat:

-,

(A@) x b =a x (\b)

I
>
S

ix(b+d=axb+axé, Aaxb)

Wir betrachten nun das Vektorprodukt zweier Einheitsvektoren é€; und €;. Im Falle ¢ = j ergibt
sich wegen der Antikommutativitdt der Nullvektor:

I X =8y x &y =3 x5 =0. (1.18)

Im Falle i # j dagegen ergibt sich ein Vektor, der nach Gleichung (1.17) den Betrag 1 besitzt.
Ferner steht der Vektor €; x €; senkrecht auf €; und €;, so dafs €}, €; und €; x €; ein Rechtssystem
bilden:

—

€1 X ea = €3, 2 X €3 = €1, €3 X €1 = e€3. (119)

Die Gleichungen (1.18), (1.19) und die Antikommutativitéit des Vektorprodukts lassen sich zusam-
menfassen zu

3
é} X é'j = Zaijkgk, (1.20)
k=1
wobei fiir die Definition des Levi-Civita-Tensors €;; gilt:
+1 5 (i,4, k) gerade Permutation von (1,2, 3)
€ijk =< —1 1 (4,7,k) ungerade Permutation von (1,2,3) . (1.21)
0 ; sonst
Der Levi-Civita-Tensor ist antisymmetrisch beziiglich der Permutation zweier Indizes:
€ijk = —€jik = —€kji = —€ikj - (1.22)
Auferdem ist er bei der zyklischen Permutation aller Indizes symmetrisch:
€ijk — €kij — €jki - (123)
Bildet man das Skalarprodukt von (1.20) mit einem Einheitsvektor, so ergibt sich wegen (1.11)

—

[ (é}' X 5k) = €ijk - (1.24)
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Mit der Komponentendarstellung (1.13) der Vektoren @ und b folgt nun das Vektorprodukt a x b
aus den Gleichungen (1.18) und (1.19):

ax g = (a1€1 + a2€2 + a3€3) X (bléi + bzgz + bggg)
= (a1by — asby) €3 + (asby — a1bz) € + (az2bs — aszby) &
€1 €y €3
ar a2 asz |. (1.25)
b1 by b3

Dieses Ergebnis ldft sich kompakt zusammenfassen:

a1 by asby — aszbs
a2 X bz = a3b1 - a1b3 . (126)
as bg al bz — agbl

Statt die ausfiihrliche Rechnung in Gleichung (1.25) durchzufiihren, kénnen wir die Rechnung auch

abkiirzen:
3 3
axb = <Z alé;> X ijé'j
i=1 j=1
- (1.27)
= ZZaibjé} Xé}'.
i=1 j=1
Die k-te Komponente des Vektorproduktes
3
ixb=> (dxb)éx (1.28)
k=1

ergibt sich gemif Gleichung (1.15) dadurch, daff man das Skalarprodukt von Gleichung (1.27) mit
dem Einheitsvektor €}, bildet:

(@xb), = é-(@xb)
3
U2 SIS aibgén - (6 x )
i=1 j=1
1.24 3 3
( = ) Zzaibjek”
i=1 j=1
3 3
= ((_l' X g)l = Z e,-jkajbk . (1.29)
j=1k=1

Wir kénnen anhand der Komponentendarstellung (1.26) zeigen, daf das Vektorprodukt a x b auf
@ und b senkrecht steht:

. ay azbs  — asby
a (6 X b) = ag . a3b1 — a1b3
as a1b2 — a2b1

a1 (CLng - a3b2) + as (Cbgbl — a1b3) + as (albz — azbl)
0. (1.30)

Daraus folgt entsprechend:
b-(@xb)y=—b-(bxa) = 0. (1.31)
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Auferdem ergibt sich aus der Komponentendarstellung des Skalarproduktes (1.14) und des Vek-
torproduktes (1.26) mit Hilfe der Gleichung (1.9) und des rdumlichen Pythagoras (1.4):

-, -,

(C? X b)2 + (C? b)2 = (agbg — a3b2)2 + (a3b1 — a1b3)2
+ (a1by — agb1)® + (arby + azby + azbs)?
= (@3 a3+ a) (B + 3 4 1)

= a2 b2, (1.32)
Mit Gleichung (1.7) 14t sich dann auf Gleichung (1.17) schlieffen:
laxb? = a@**—a%b2cos’a
= @%*’*sin’a
=laxb = |a b sina. (1.33)

1.5 Spatprodukt dreier Vektoren

Das Spatprodukt dreier Vektoren , b und & soll so definiert sein, daf es gerade mit dem Volumen
V(a,b, €) desjenigen Parallelepipeds iibereinstimmt, das von den drei Vektoren aufgespannt wird:

b

-
a x

Somit 158t sich die Definition des Spatproduktes aus der Grundfliiche des Parallelepipeds |a@ x b| =
|@] |b] sin o und dessen Hohe |¢] cos 3 formulieren:

-,

V(d,bd) = (@xb)-&
= |d@||b|sina|¢]cos . (1.34)

Fiir die Komponentendarstellung folgt aus Gleichung (1.14) und (1.26):

. C1 a2bs — asby
V((j, b, E) = C2 . a3b1 - a1b3 (135)
3 aiby — asb
= c1a9b3 — c1a3by + caaszby — caa1bs + czai1by — c3asby . (136)

Das Spatprodukt kann deshalb auch als die Determinante derjenigen Matrix aufgefafit werden, bei
der die Vektoren a, b, ¢ die Zeilenvektoren darstellen:

ay az asg

V(@ b,d)=| by by bs |. (1.37)

C1 Co C3

Innerhalb des Spatproduktes kann man demnach die Vektoren a, 5, ¢ zyklisch vertauschen:

-,

V(@ b, &) = V(b,éad) = V(Za,b). (1.38)
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Bilden die Vektoren d, l_;, ¢ ein Rechtssystem, so wird das Volumen des Parallelepipeds positiv
gerechnet, im Falle eines Linkssystems entsprechend negativ.

1.6 Zweifaches Vektorprodukt

Das zweifache Vektorprodukt ax (5 x &) dreier Vektoren @, 5, ¢ ist im Unterschied zum Spatprodukt
wiederum ein Vektor. Da ein Vektorprodukt senkrecht auf seinen Faktoren steht, ist das zweifache
Vektorprodukt @ x (b x &) orthogonal zu @ und b x ¢. Das Vektorprodukt b x ¢ ist wiederum

senkrecht zu der von l_); und ¢ aufgespannten Ebene. Deshalb muft das zweifache Vektorprodukt
@ % (b x &) in der von b und ¢ aufgespannten Ebene liegen:

@x (bx&)=pb+7e. (1.39)

Aus der Orthogonalitiit des zweifachen Vektorproduktes @ x (b x &) zu @ folgt dann nach Gleichung
(1.39):

= f=a(@-é; ~y=-a@b). (1.40)
Setzt man das Ergebnis (1.40) in den Ansatz (1.39) ein, so folgt:

6><(5><€):a{5(c?-8)—8( -5)}. (1.41)

QL

Um den noch offenen Faktor @ zu bestimmen, gehen wir nach den Gleichungen (1.14), (1.25) und
(1.26) zur Komponentendarstellung iiber:

. g1 52 é’3
a X (b X 5) = a1 as as
szg — b302 bgcl — b103 blcg — b2C]
as (blcg - bgcl) — as (b361 - blcg)
= as (bgCg — 17302) — aq (b102 — 6201) 5 (142)
a1 (bgcl — blcg) —  ag (b283 — 6302)
. . b1 (azcz +azcz) — c1(azbz + azbs)
b(C_L' 5) —5(6 b) = bo (a303,+a101) ) (a3b3+a1b1) . (143)
by (a1c1 + azc2) — ez (a1br + c2b2)

Der Vergleich von (1.42) und (1.43) mit der Gleichung (1.41) fihrt auf das Ergebnis a=1, so daff
sich der Entwicklungssatz des zweifachen Vektorproduktes ergibt:

—

ix(bx&)=b@-é)—a(

QL

b). (1.44)

1.7 Koordinatentransformation

Die Komponentendarstellung eines Vektors hat einerseits den Vorteil, daff sie iibersichtlich ist,
andererseits ist sie jedoch von der Wahl des Koordinatensystems abhéngig. In folgender Abbildung
seien €1, €3, €3 die Einheitsvektoren des urspriinglichen Koordinatensystems und €1, €3, €4 die des
transformierten Koordinatensystems:
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o

Ein Vektor Z kann nun nach den Einheitsvektoren des alten und des neuen Koordinatensystems

entwickelt werden:

T = x1€1+ 1265 + 1363
~ ~ ~ 14
= ziél+ zhed+ xhes. (1.45)
Die dabei auftretenden Entwicklungskoeffizienten x1, 22 und x3 bzw. z{, 25 und x4 sind gemaf

Gleichung (1.15) Projektionen des Vektors & auf die jeweiligen Einheitsvektoren:

— —

T

1 z-e€q, Z2 T - €z, r3 =X - €3, (1 46)
) =7 e, xh =7T-éb, xh=272-¢%. )

Ganz entsprechend lassen sich auch die neuen Einheitsvektoren €7, €5 und €% nach den alten
Einheitsvektoren €7, € und €3 entwickeln:

3
& = Rié;. (1.47)
j=1
Ausgeschrieben bedeutet dies:
€1 = Ri11€1+ Ri26> + Ry3és,
€ = R21€1 + Ry2fs + Rasés, (1.48)
€4 = Ra1€1 + R32€2 + R33€3.

Die dabei auftretenden Matrixelemente R;; sind durch die Winkel o;; zwischen den Einheitsvek-

toren €/ und €; bestimmt:
Rij = é}l . é}' = COS Q45 . (149)

Aus der Forderung, dak sowohl die neuen Einheitsvektoren €7, €3, €4 als auch die alten Einheits-
vektoren €7, €, €3 geméh Gleichung (1.11) orthogonal zueinander sind, 14ft sich nach Gleichung
(1.47) eine Einschrankung fiir die Matrixelemente R;; ableiten:

3 3
> Ruadi | | D0 RuyE
i=1 j=1
3 3

= ZZRkilegi'gj

i=1 j=1

3 3
(lél) Z Z Rkile(Sij

i=1 j=1

3
= Z RiiRy;
i=1

=/ =/
€L €
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Diese Bedingung besagt, daff die Matrix R orthonormal ist, d.h. daf die jeweiligen Zeilen bzw.
Spalten orthonormal zueinander sind. Bezeichnet man mit RT = (R;;) die zur Matrix R = (R;;)
transponierte Matrix, so 1aft sich die Orthonormalitatseigenschaft (1.50) zur folgenden Matrizen-
gleichung zusammenfassen:

R"TR=RR"=1. (1.51)

Setzen wir Gleichung (1.47) in Gleichung (1.45) ein, so erhalten wir die entsprechende Transfor-
mationsvorschrift fiir die Komponenten des Vektors '

3
F = nga’
i=1
3 3

i=1 j=1

(S

j=1 \i=1
3
= D §
j=1
3
i=1

Die Invertierung der Gleichung (1.52) fihrt auf:

3 3 3
Neky = Y (zm)
j=1

j=1 \i=1

3 3
/
= E z; E R;j Ry
=1 \j=1

(150) «

5 ,

= E 04k
i=1

= I;C
3
= = ZRUIJ’- (1.53)
=1

Dieses Ergebnis wird zur strengen mathematischen Definition eines Vektors herangezogen. Ein
System von drei Elementen z1, x3 und z3 ist dann ein Vektor, wenn er sich beim Ubergang
von einem zum anderen Koordinatensystem gemafs (1.53) transformiert. Demnach stellen z.B. die
Masse, die Zeit und die z-Koordinate nicht die Komponenten eines Vektors dar.

In der 1. Ubungsaufgabe zeigen wir, daf das Skalarproduktes (1.14) und das Vektorprodukt
(1.26) unter einer Koordinatentransformation invariant sind. Dabei leiten wir die Kontraktion
zweier Levi-Civita-Tensoren ab

3

Z EijkEmnk = 6zm5Jn - 5zn5Jm ) (154)
k=1

mit der sich ebenfalls der Entwicklungssatz des zweifachen Vektorproduktes (1.44) beweisen 1afst.



Kapitel 2

Kinematik

Die Kinematik ist die Lehre von der Bewegung. Dabei behandeln wir nur die Beschreibung der
Bewegung und fragen zunichst nicht nach den Ursachen, d.h. nach den vorhandenen Kréften.
Dies werden wir erst zu einem spiteren Zeitpunkt im Rahmen der Dynamik diskutieren. Nach der
Einfiihrung des Ortsvektors, des Geschwindigkeitsvektors und des Beschleunigungsvektors einer
Bahnkurve ersetzen wir die Zeit als Bahnparameter durch die Bogenldnge. Dies fithrt uns auf
den Tangenten-, den Normalen- und den Binormaleneinheitsvektor, die ein begleitendes Dreibein
entlang der Bahnkurve bilden. Wir diskutieren insbesondere die Frenet-Formeln, bei denen die Ab-
leitungen der Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins nach der Bogenlinge auf die Kriimmung
und die Torsion der Bahnkurve fiihren.

2.1 Bahnkurve

Die Kinematik eines Massenpunktes besteht darin, dessen Bewegung zu beschreiben. Seine Lage
konnen wir nur durch die relative Position zu einem anderen Korper angeben. In der Regel dient
als ein solcher Bezugskorper die Erde bzw. das Zimmer, in dem wir uns befinden. Fithren wir ein
dreidimensionales Koordinatensystem ein, so konnen wir die momentane Lage des Korpers durch
die Angabe dreier Koordinaten z, y und z und seinen gesammten Bewegungsablauf durch die den
Koordinaten zugehorigen Funktionen z(t), y(t) und z(t) darstellen. Der Kiirze halber kénnen wir
auch einen zeitabhangigen Ortsvektor 7(¢) einfiihren und die drei Funktionen x(t), y(¢) und z(t)
zusammenfassen zu

)=\ y@) | . (2.1)

Wir bilden nun die zeitliche Ableitung des Ortsvektors 7(¢) und erhalten den Geschwindigkeits-

13
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vektor o
dr(t
o(t) = ——. 2.2
i) = = (22)
Die zeitliche Ableitung des Ortsvektors (2.1) wird dabei so durchgefiihrt, daf jede einzelne Kompo-

nente differenziert wird. Deshalb lauten die einzelnen Komponenten des Geschwindigkeitsvektors:

Vs (t) (t)
)=\ v,@) | =1 9@ |. (2.3)
Uy (t) Z(t)

Aus der Definition der Ableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten folgt unmittelbar, dafs
die Geschwindigkeit in Richtung der Bahntangenten weist:

7(t) = lim rt+ At —7(t)

At—0 At (24)

~ T v

Ft+AY-riY)
(O = F(t+At)

Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors gibt die momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes
an:

o(t) = [o(t)] = \/(3'7(1ﬁ))2 + (G(0)° + (1) (2.5)

Die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsvektors ¢(t) fithrt nach Gleichung (2.2) auf den Be-
schleunigungsvektor
du(t)  d*r(t)

Dessen einzelne Komponenten lauten mit Gleichung (2.3)
az(t) 05 (t) Z(t)
a(t)=| ay(t) | =1 2@ | =1{ 40 |. (2.7)
a(t) 02 (t) Z(t)

Hohere zeitliche Ableitungen spielen in der Mechanik eine untergeordnete Rolle.

2.2 Tangenteneinheitsvektor

Statt der Zeit ¢ kann man auch jeden anderen Parameter zur Charakterisierung einer Bahnkurve
verwenden. Besonders gebriuchlich ist die Bogenldnge s, die die Lange der Bahnkurve angibt,
die entlang der gekriimmten Bahn von einem willkiirlich gewahlten Ausgangspunkt aus gemessen
wird. Betrachten wir eine infinitesimale Verinderung des Ortsvektors

dr = v(t)dt, (2.8)

so ist die infinitesimale Verdnderung der Bogenléinge s als dessen Betrag definiert. Mit Gleichung
(2.5) und (2.8) folgt somit:

ds = |dF| = |5(t)| dt = \/ (1) + @) + (2(t)dt. (2.9)
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Integriert man diese Beziehung von einem Anfangspunkt to bis zur Zeit t, so ergibt sich die
Bogenlidnge s als Funktion der Zeit ¢:

s(t) t > 5 5
s(t) = / ds = / V@) + @) + Gt (2.10)
0 to
Wir nehmen an, daf$ sich diese Beziehung eindeutig invertieren 1aft
t=1t(s) (2.11)

und erhalten dann den Ortsvektor 7 als Funktion der Bogenlénge s:

7(s) = 7(t(s)) . (2.12)
Bilden wir die Ableitung des Ortsvektors nach der Bogenlinge
- dr(s)
= 2.1
f{s) = == (2.13)

so erhalten wir analog zu den Uberlegungen beziiglich der Geschwindigkeit (2.4) wieder einen
Vektor, der in Richtung der Bahntangenten weist. Aus der Kettenregel folgt ferner mit Gleichung
(2.2), (2.9), (2.12) und (2.13)

t(s)

_ dr(t(s)) dt(s) _ U(t(s))
T odi(s) ds [3(t(s)]” (2.14)

so daf (s) den Betrag 1 besitzt:
t(s)-t(s)=1. (2.15)

Deshalb bezeichnet man (s) als Tangenteneinheitsvektor. Wir bemerken, daf # dimensionslos ist.

2.3 Normaleneinheitsvektor

Wir konstruieren nun einen Einheitsvektor, der auf dem Tangenteneinheitsvektor #(s) senkrecht
steht. Differenzieren wir die Identitét (2.15) nach der Bogenlénge s, so folgt, daf #(s) und dit(s)/ds
senkrecht aufeinander stehen:

o di(s)

. =0. 2.1
() ——==0 (2.16)

Deshalb definieren wir den Normaleneinheitsvektor durch
di(s)

= ds

=4 . 2.17
ls) = e (217)

ds

Er besitzt die beiden gewiinschten Eigenschaften 7i(s) L #(s) und |fi(s)| = 1. Der Betrag von
di(s)/ds hat eine anschauliche Bedeutung: Hierzu zeichnen wir fiir s und s+ ds die Tangentenein-
heitsvektoren #(s) und #(s + ds) an die Punkte #(s) und #(s + ds) der Bahnkurve. Zeichnen wir
Geraden senkrecht zu #(s) und #(s + ds) durch die Punkte 7(s) und #(s + ds), so schneiden sich
diese in einem Punkt M. Dann 14fst sich um diesen Punkt M ein Kreis mit dem Radius R legen,
so daff die Bahnkurve zwischen 7(s) und (s + ds) auf der Kreislinie liegt:

?(32 =T ___H(st+ds
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Die infinitesimale Verdnderung der Bogenlidnge ist dann gegeben durch
ds = Rdp. (2.18)

Betrachten wir andererseits die Tangenteneinheitsvektoren bei s und s + ds, so vollziehen diese
eine Richtungsénderung:

Die Winkelsinderung dy ist deshalb mit dem Betrag der Anderung des Tangenteneinheitsvektors
identisch:

do = |dt] . (2.19)
Aus der Gleichung (2.18) und (2.19) ergibt sich dann der Radius R des Kreises zu
1
R=— . 2.20
dt(s) (2.20)
ds
Das Reziproke des Kriimmumgsradius R bezeichnet man als Krimmung
1 dt(s)
== = 2.21
"R ‘ ds (221)

2.4 Begleitendes Dreibein

Man kann einer Bahnkurve ein begleitendes Dreibein zuordnen, das aus dem Tangenteneinheits-
vektor #(s), dem Normaleneinheitsvektor 7(s) und dem Binormaleneinheitsvektor

—

b(s) = t(s) x ii(s) (2.22)
besteht:

b(s)

fi(s)

Der Geschwindigkeitsvektor 1&ft sich unmittelbar nach Gleichung (2.2), (2.9) und (2.13) in das

Dreibein zerlegen: . N

Demnach zeigt der Geschwindigkeitsvektor in die Tangentenrichtung der Bahn. Die Zerlegung des
Beschleunigungsvektors ergibt sich entsprechend Gleichung (2.6), (2.17), (2.20) und (2.23):

() = 0 = SO0} = s0fs0) + o) G A
= o(t)(s(t)) + U(t)Qﬁ(s(t)). (2.24)
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Der Beschleunigungsvektor besitzt demnach eine Komponente in Tangentialrichtung und eine in
Normalenrichtung. Die Tangentialbeschleunigung

ap=d-t=1v (2.25)

ist unmittelbar einsichtig, da sie auch bei einer rein linearen Bewegung auftritt. Die Normalenbe-

schleunigung

,02

p=d-=— 2.26
a i-ii=5 ( )
tritt dagegen bei einer nicht geradlinig verlaufenden Bewegung auf. Sie entspricht der Zentripetal-

beschleunigung auf einer Kreislinie mit dem Radius R.

2.5 Binormaleneinheitsvektor

Wir untersuchen nun die Bedeutung des Binormaleneinheitsvektors (2.22). Hierzu betrachten wir
zuniichst eine ebene Bahnkurve, bei der der Tangenteneinheitsvektor #(s) und der Normalenein-
heitsvektor 7i(s) in derselben Ebene liegen. In diesem speziellen Fall ist offensichtlich der Binor-
maleneinheitsvektor 5(5) beziiglich der Bogenlénge s konstant und steht senkrecht zur fraglichen
Ebene. Im allgemeinen Fall wird sich der Binormaleneinheitsvektor g(s) mit der Bogenlinge s
verdndern, so dafs dies ein Maf fiir die Schraubung der Bahnkurve in die dritte Dimension hinein
ist.

Wir betrachten nun die Ableitung des Binormaleneinheitsvektors g(s) beziiglich der Bogenldnge

s. Analog zu (2.15) und (2.16) steht db(s)/ds als Ableitung eines Einheitsvektors senkrecht auf
b(s). Andererseits folgt aus Gleichung (2.17) und der Definition (2.22):
db(s)  di(s) _ . Lo dii(s) . di(s)
dS = W X n(s) + t(S) X dS = t(S) X dS . (227)

Damit steht db(s)/ds auch senkrecht auf i(s). Die Richtung von db(s)/ds ist deshalb durch den
Normaleneinheitsvektor 7i(s) vorgegeben:

db(s)
ds

Nach dem oben Erlduterten ist damit 7 ein Mafk fiir die Schraubung der Bahnkurve und wird als
Torsion bezeichnet.

= —77i(s). (2.28)

2.6 Frenetsche Formeln

Die Veriinderungen des begleitenden Dreibeins #(s), 7(s) und b(s) beziiglich der Bogenliinge s las-
sen sich nach diesem Dreibein entwickeln. Die dabei entstehenden Beziehungen werden Frenetsche
Formeln bezeichnet. Zwei dieser Frenetschen Formeln wurden schon in den Gleichungen (2.17),
(2.21) und (2.28) beschrieben. Nachzutragen ist nun noch eine Formel fiir die Veranderung des

Normaleneinheitsvektors 7i(s). Hierzu bilden wir #(s) x b(s) und wenden den Entwicklungssatz des
zweifachen Vektorproduktes (1.44) an

t(s) x b(s) = f(s) X (f(s) X 7i(s ))
— ) (fls) - i(s)) — ) (#ls) - L) - (2.29)

Da der Tangenteneinheitsvektor #(s) normiert ist und senkrecht zum Normalenvektor 7i(s) steht,
reduziert sich die Gleichung (2.29) auf

ii(s) = b(s) x i(s). (2.30)
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Bilden wir dagegen 7i(s) X b(s), so folgt mit Hilfe des Entwicklungssatzes des zweifachen Vektor-
produktes (1.44) ganz analog;:

-,

fi(s) x b(s) = di(s) x (f(s) x 7i(s))
) (ii(s) - 7i(s)) — ii(s) ((s) - 7i(s)) = 1(s). (2.31)

Demnach handelt es sich bei den Gleichungen (2.22), (2.30) und (2.31) gerade um dieselben For-
meln fiir das begleitende Dreibein, wie in Gleichung (1.19) fiir die Einheitsvektoren des Koordina-
tensystems. Wir differenzieren nun die Gleichung (2.30) mit Hilfe der Gleichungen (2.17), (2.21),
(2.22), (2.28) und (2.31) nach der Bogenlinge s:

SL
X

=
©

dZ(Ss) _ dbd(ss) < F(s) + B(s) x dv;(;)
) = —7ii(s) x t(s) + Kb(s) x 7i(s)
_ dils) _ 75(s) — Kils) . (2.32)

Damit lassen sich die Ergebnisse zum begleitenden Dreibein durch die folgende Ubersicht zusam-
menfassen:

L Bezeichnung | Definition | Frenet-Formel |
. L dF dt
t || Tangenteneinheitsvektor | t = — — = K7
ds ds
dtl | di -
7 Normaleneinheitsvektor | 7 = —— oo —kt+T1b
ds Kk ds
- . S .| db ;
b || Binormaleneinheitsvektor | b=1 x 71 T = 71l
s

Durch das begleitende Dreibein werden drei Ebenen festgelegt:

7 : Schmiegebene
7,b: Normalebene
t: rektifizierende Ebene

In der 2. Ubungsaufgabe untersuchen wir das begleitende Dreibein fiir eine Schraubenkurve. Dabei
werden mit Hilfe der Frenet-Formeln die Kriimmung « und die Torsion 7 der Schraubenkurve
berechnet.



Kapitel 3
Dynamik

Die Dynamik ist die Lehre von den Kréften. Die Dynamik untersucht, welchen Einfluf die Kréfte
auf die Bewegung des Massepunktes ausiiben. Im folgenden diskutieren wir zunéchst die Grund-
gesetze der Dynamik, die durch die vier Newtonschen Axiome formuliert werden. Dann fiihren
wir die Arbeit als Wegintegral der Kraft ein und behandeln konservative Kraftfelder, bei denen
die Arbeit wegunabhingig ist. Anschliefend erldutern wir die Erhaltungssitze der Energie, des
Impulses und des Drehimpulses sowie den Flichensatz von Zentralkraften.

3.1 Erstes Axiom: Tragheitsgesetz

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung, wenn keine Kréfte
von Auflen auf ihn einwirken.

e Ob eine Bewegung gleiférmig verlduft oder nicht, hingt natiirlich vom Bezugssystem ab.
Die Giiltigkeit des ersten Newtonschen Axioms ist in einem Intertialsystem gegeben. Man
definiert also ein Inertialsystem als ein Bezugssystem, in dem sich ein kriftefreier Massepunkt
gleichférmig bewegt oder stillsteht.

e Gibt es ein solches Inertialsystem, so sind alle gleichférmig dazu bewegten Bezugssysteme
ebenfalls Inertialsysteme. Dabei sind alle Inertialsysteme zur Beschreibung der Bewegung
gleichberechtigt. Es ist nicht mdglich, ein ausgezeichnetes, absolutes Inertialsystem festzule-
gen.

e Ein rotierendes System stellt kein Inertialsystem dar. In ihm miissen Scheinkrifte eingefiihrt
werden, um eine Bahnbewegung erklaren zu kénnen. Aber man kann beispielsweise ein mit
der sich drehenden Erde verbundenes Bezugssystem fiir die meisten Versuche ndherungsweise
als Inertialsystem benutzen.

3.2 Zweites Axiom: Grundgleichung der Dynamik

Die auf einen Korper wirkende Kraft Fist proportional zu seiner Beschleunigung a:

F=ma % mi. (3.1)

Die dabei auftretende Proportionalitdtskonstante nennt man die Masse des Korpers.
e Verschwindet die dufsere Kraft, so reduziert sich das zweite auf das erste Axiom.

e In der Mechanik kiimmert man sich nicht um die Herkunft der Kréfte. Es kann sich hierbei
um Gravitationskréfte, elektrische und magnetische Krifte oder Reibungskréfte handeln. In
der Mechanik werden nur die Auswirkungen dieser Kréfte untersucht.

19



20 KAPITEL 3. DYNAMIK

e Bei der im Newtonschon Grundgesetz (3.1) auftretenden Masse m handelt es sich eigent-
lich um die tridge Masse m;. Sie stellt eine Eigenschaft des Massepunktes dar, sich einer
Beschleunigung durch die Einwirkung einer Kraft zu widersetzen. Die trige Masse ist zu
unterscheiden von der schweren Masse, mit der ein Korper auf der Erde die Anziehungskraft

F=mg (3.2)
erfihrt. Hierbei bezeichnet § die Erdbeschleunigung mit dem Wert || = 9,81 m/s?. Experi-
mentell stellt man mit hoher Genauigkeit fest, daf schwere und trige Masse {ibereinstimmen:

my = ms. (3.3)
Schon Galileo Galilei hat (3.3) in der Form festgestellt, daff alle Korper gleich schnell fallen.

e Mit Hilfe des Newtonschen Grundgesetzes (3.1) kann man bei bekannter Kraft F(7,7,t) die
Bahnkurve ausrechnen, indem man die gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
fiir 7(¢) 16st. Umgekehrt kann man aber auch aus einer bekannten Bahnkurve 7(¢) mit Hil-
fe des Newtonschen Grundgesetzes (3.1) die zugrunde liegende Kraft bestimmen (vgl. 5.
Ubungsaufgabe).

e Da die Masse eines Massenpunktes in der Regel eine Konstante darstellt, kann man das
Newtonsche Grundgesetz (3.1) mit Hilfe des Impulses

p=mv (3.4)
auch auf die allgemeinere Form
~  dp
F=— 3.5
7 (3.5)

bringen. Es gibt einige mechanische Probleme, wie zum Beispiel den Flug einer Rakete oder
das Herunterfallen eines Regentropfens, bei denen die Masse m des Korpers nicht zeitlich
konstant ist. In diesen Féllen ist als Grundgesetz (3.5) und nicht (3.1) zu verwenden.

3.3 Drittes Axiom: Wechselwirkungsgesetz

Ubt ein Korper 2 auf einen Korper 1 eine Kraft Fiy aus, so iibt umgekehrt der Koérper 1 auf den
Korper 2 die Kraft Fy; = —F}5 aus: . .
Fio+F» =0. (3.6)

Die zwischen zwei Korpern wirkenden Krifte sind dem Betrage nach gleich grofs, besitzen aber
die entgegengesetzte Richtung. Ein typisches Beispiel fiir dieses Gesetz “actio = — reactio” ist
die gravitative Anziehungskraft zwischen Sonne und Erde in der Mechanik oder die elektrische
Anziehungs- bzw. Abstofungskraft zwischen Ladungen in der Elektrostatik.

3.4 Viertes Axiom: Superpositionsprinzip der Krafte

Wenn auf einen Kérper mehrere Krifte einwirken, so addieren sich diese vektoriell zur Gesamtkraft:

F=>"F. (3.7)
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3.5 Arbeit und kinetische Energie

Wirkt eine Kraft F' auf einen Massenpunkt, der sich auf einer Bahnkurve C vom Punkt 7 zum
Punkt 7 bewegt, so verrichtet die Kraft die Arbeit

Wi2(C) = ﬁ-df:/ﬁ-?(t)dt. (3.8)

T,

—

1

Wir betrachten nun die Situation, daR die Kraft F gemiR dem Newtonschen Grundgesetz (3.1)
die Bahnkurve C verursacht. Einsetzen von (3.1) in (3.8) fiihrt auf

Wi(C) = m/f’(t) F(t)dt = m/ dZ(tt) 7(t)dt
_ j%{;mﬂazgvmﬂi
- %;ﬁ(b)? - %?(tl)Q. (3.9)

Die entlang des Weges C von 1 nach 2 geleistete Arbeit ist also gerade die Differenz der kinetischen
Energie

T:%mﬂo2 (3.10)

am Endpunkt 7 und am Anfangspunkt 7.

Bisher wurde iiber die auf den Massenpunkt wirkende Kraft nichts vorausgesetzt. Im allgemei-
nen ist die Kraft eine Funktion vom Ort 7, der Geschwindigkeit 7 und der Zeit ¢

F = F(7,7t) (3.11)

und die Arbeit Wi2(C') hingt vom Weg C' ab. Dies bedeutet, daf entlang zwei verschiedener Wege
A und B, die vom Anfangspunkt 73 zum Endpunkt 7 fithren, im allgemeinen eine unterschiedliche
Arbeit verrichtet wird:

Wis(A) # Wia(B). (3.12)
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3.6 Konservatives Kraftfeld

Wir wollen nun speziell solche Krifte betrachten, die nur vom Ort 7 abhingen

F = F(7) (3.13)

und bei denen die Arbeit wegunabhingig ist. Letzteres besagt, dafs fiir zwei beliebige Wege A und
B von 7 nach 1% gilt

T2 T2
F(7) -di = | F(7)-dF. (3.14)
7.—“1 rl
A B
Weg A &
" Weg B

Dann konnen wir aus (3.14) folgern, daf§

T2

F(7) -dfiﬁ(f')-df—/ﬁ(f') -dF+7ﬁ(F)-dF—j{ﬁ(f’)dF:6. (3.15)

T1
B A B

= :l\l?i

Demnach muf das Umlaufintegral der Kraft iiber eine beliebige geschlossene Kurve verschwinden.
Krifte, die den beiden Bedingungen (3.13) und (3.15) gehorchen, bezeichnet man als konservative
Krafte bzw. konservative Kraftfelder.

Wir zeigen nun, daf ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Wegunabhingigkeit
der Arbeit darin besteht, daf sich das Kraftfeld als Gradient eines Skalarfeldes, des Potentials
V (7), darstellen 14ft:

F(7) = —grad V(¥) = =V V(). (3.16)

Hierbei wurde das Minuszeichen aus Konventionsgriinden eingefiihrt. Veranschaulicht man sich
das Potential als Gebirgslandschaft, so zeigt F' in Richtung des stirksten Potentialgefalles:
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Aufserdem erinnern wir an die Definition des Nabla-Operators V. Es handelt sich um einen Vek-
tor, dessen einzelne Komponenten aus den ersten partiellen Ableitungen nach den Koordinaten
bestehen:

9
Ox
- 0
_| 9 1
\% a9y (3.17)
9
0z
Deshalb lautet (3.16) in Komponentenschreibweise
~OV(z,y,z2)
F; (137 Y, Z) Iz
IV (x,y, z
Ree) | =| -2 (3.18)
Fz(maya Z) OV(T,y.z)
0z

Zunichst zeigen wir, dal das Kriterium hinreichend ist, d.h. aus (3.16) folgt (3.15). Fiir das
Umlaufintegral einer Kraft (3.16) erhalten wir:

f F() - dif = — f erad V(f) - di — — j{ V() =0, (3.19)

da fiir das Kurvenintegral des Gradientenfeldes gilt

T2

e V) G0 [ [V OV oV _7_~_~
/ erad V(i) - di 2 / { b Sy azdz}— AV = V(i) = V). (320

71 51 1

Nun zeigen wir, dafl das Kriterium notwendig ist, d.h. aus (3.15) folgt (3.16). Hierzu definieren
wir fir das gegebene Kraftfeld F'() das Skalarfeld

V() = - / ) - dir. (3.21)
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Da die Arbeit des Kraftfeldes wegunabhingig ist, hingt das Skalarfeld nur vom Anfangspunkt 7
und vom Endpunkt 7, nicht aber vom gew#hlten Weg zwischen 7y und 7, ab. Wir berechnen die
partielle Ableitung des Skalarfeldes (3.21) nach z:

8V(fj (3:21) _E/F'O;—/)d—»/

ox ox "
0
1 T+eey, T
= —lim-=- / F(#y - di’ — / F(F) - di’
€l0 €
70 70
1 T+€e€y
_ ~lim = F’ =/ d—;/‘ 3.22
i - [ F (3.22)

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt aus (3.22):

ov -
% =— leiﬂ}gm CF(F+&eéy), £€]0,1]. (3.23)
Fiihrt man den Grenziibergang € | 0 durch, so geht (3.23) {iber in
AV (F)
= —F,(7). .24
0 - mw (3.24)

Analog verfahrt man mit den anderen partiellen Ableitungen nach y und z, so daf sich insgesamt
(3.16) ergibt.

Wie sieht man nun einem vorgegebenen Kraftfeld F () an, ob man es gemif (3.16) als Gradient
eines Skalarfeldes schreiben kann? Dafiir kann man eine einfache, analytisch nachpriifbare Regel
angeben, wenn man den Stokesschen Satz

f F() - df = / / vot F(7) - df (3.25)
0A A

verwendet. Der Flachenelementvektor df steht senkrecht auf dem Flichenelement, und sein Betrag
ist dessen Flacheninhalt. Mit 0A ist der Rand der geschlossenen Fliche A gemeint. Wir erinnern
uns an die Definition der Rotation:

o, or,
€& & & dy 0z
- . (2),317)| 0 d 0 oF, OF,
F, F, F, oF, 0k
Ox dy

Ist das Umlaufintegral eines Kraftfeldes wegunabhéngig, so gilt (3.15) fiir jede geschlossene Kurve
und damit folgt aus (3.25)

//rotﬁ(?) df =0 (3.27)
A
fiir jede Fliche A. Deshalb muf gelten:

rot F(7) = 0. (3.28)

Umgekehrt folgt natiirlich aus (3.28) mit Hilfe des Stokesschen Satzes (3.25), dafl das Umlaufintegral

des Kraftfeldes ﬁ(f’) fiir jede geschlossene Kurve verschwindet. Demnach sind die drei Bedingungen
(3.15), (3.16) und (3.28) zueinander dquivalent.
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3.7 Energieerhaltungssatz

Aus den Beziehungen (3.8)—(3.10) folgt fiir konservative Kraftfelder (3.16) mit der Eigenschaft
(3.20) der Energieerhaltungssatz
T+ V=T +V,. (3.29)

Er besagt, daf die Summe aus kinetischer und potentieller Energie wihrend der Bewegung erhalten
bleibt:
E =T+ V = konstant . (3.30)

Mit Hilfe von (3.10) und V = V(7) nimmt der Erhaltungssatz (3.30) die folgende Form an:
1 .
E = §mf’(t)2 + V(#(t)). (3.31)

Wir untersuchen die Bedeutung des Energieerhaltungssatzes in einer Dimension, wo (3.31) iiber-
geht in:

1
E= 5m:‘c(t)2 +V(z(t)). (3.32)
Wir 16sen (3.32) nach & = dxz/dt auf, und erhalten
d
dt = 2—”3 . (3.33)
Z(E—
25 Vi)

Die Integration dieser Gleichung ergibt:

bty = / (3.34)
\ / (E—V(x
Die beiden Anfangsbedingungen z(0) = 2o und #(0) = %o legen dabei gemaf (3.32) die Energie
fest:
E= Ta;«g + V(zo). (3.35)

2
Durch (3.34) wird die Funktion ¢ = t(z) festgelegt, deren Invertierung dann auf die gesuchte
Trajektorie z(t) fiihrt. Das Integral in (3.34) kann nur in ganz wenigen Féllen, wie zum Bei-
spiel dem harmonischen Oszillator oder dem harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere (vgl.
6. Ubungsaufgabe), analytisch gelost werden. Im allgemeinen Fall 146t sich aber die Trajektorie
zumindest qualitativ anhand des Graphen von V(x) diskutieren:

VXL')

!

T1 €2 €3
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Der vertikale Abstand zwischen V (z) und der Horizontalen E gibt die kinetische Energie mi?/2
des Teilchens an. Wihlt man die Bewegungsrichtung, d.h. & > 0 oder ©# < 0 aus, so kann die
Anderung von i? aus der des vertikalen Abstandes abgelesen werden. Nihert man sich einem
Schnittpunkt von V (z) mit der Horizontalen E, so geht & — 0. Diese Punkte werden Umkehr-
punkte genannt, da sich dort die Bewegungsrichtung umkehrt. Verlduft die Bewegungsrichung
zwischen zwei Umkehrpunkten z; und z2, so ergibt sich eine Schwingungsdauer mit der Periode

_ Vi dx
T_QZ ,/%(E—V(x)) .

Der Bereich z3 < = < z3 ist dagegen unzuginglich. An den Stellen xg mit V'(zg) = 0 liegt eine
statische Losung z(t) = z¢ vor, fiir die @(¢) = 0 gelten muf. Diese Gleichgewichtslosung ist bei
einem Minimum des Potentials stabil, bei einem Maximum aber labil.

(3.36)

3.8 Impuls- und Drehimpulserhaltung

Wirkt auf ein Teilchen keine dufiere Kraft, so ist sein Impuls erhalten:

LS } dp -
F=0 &2 =0 = p=konstant. (3.37)
Wir multiplizieren die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) fiir die Bahnkurve 7(t) eines Mas-

senpunktes vektoriell mit 7(¢):

mi(t) x 7(t) = F(t) x F(t). (3.38)
Wir definieren den Drehimpuls des Teilchens durch
L=rxi® mix# (3.39)

und das auf das Teilchen wirkende Drehmoment durch

— —

M=rxF. (3.40)

Beide Grofen L und M beziehen sich dabei auf den Ursprung des gewihlten Inertialsystems. Bei
einer Verschiebung des Inertialsystems verdndern sich demnach L und M, wéhrend sich p' und F’
nicht verédndern. Bilden wir die zeitliche Ableitung des Drehimpulses L, so folgt:

@ (3:39) - 5 -

7 mi(t) x 7(t) +mr(t) x r(t) (3.38) o 7 (3:40)

=" M. (3.41)

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist also gleich dem Drehmoment. Hieraus ergibt sich
unmittelbar der Drehimpulserhaltungssatz. Wenn das Drehmoment verschwindet, dann ist der
Drehimpuls erhalten:

S (3.41) dL

M=0 = i 0 = L = konstant. (3.42)

Als Beispiel fiir die Anwendung des Energie- und des Drehimpulserhaltungssatzes behandeln wir
in der 7. Ubungsaufgabe den Vorbeiflug eines Meteors an der Erde.

3.9 Zentralkrafte

Das Drehmoment M verschwindet trivialerweise, wenn keine Kraft F angreift. Fiir F # 0 kann
M nur dann gleich Null sein, wenn F' parallel zu 7 ist. Die Kraft muff also entgegengesetzt zum
Zentrum des Bezugssystems wirken, d.h., es muf sich um eine Zentralkraft handeln:

F = Ff(F,7t). (3.43)
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Nach (3.40) und (3.43) ist dann der Drehimpulserhaltungssatz erfiillt. Hieraus schliefen wir, daf§
sich 7 und 7 und damit die gesamte Bahnkurve in einer Ebene senkrecht zum Drehimpuls befindet.
Beispielsweise handelt es sich bei der Newtonschen Gravitationskraft zwischen zwei Massen M
und M

MMy 7

F= G
|71 |7

(3.44)
um eine solche Zentralkraft (vgl. 4. Ubungsaufgabe). Tatsichlich bewegt sich die Erde auf ihrer
Ellipsenbewegung mit der Sonne in einem ihrer beiden Brennpunkte in einer Ebene (1. Keplersches
Gesetz):

Ellipse der Erde

N\

Wir betrachten die Flache dA, die der Fahrstrahl pro Zeit {iberstreicht:
1.
Der Vergleich von (3.39) und (3.45) fiihrt auf
- dA
L|=2m|—]| . 3.46
7] = 2m % (3.46)

Wenn der Drehimpuls erhalten bleibt, iiberstreicht der Fahrstrahl in gleichen Zeiten die gleiche
Flache (Flachensatz bzw. 2. Keplersches Gesetz).






Kapitel 4
Harmonischer Oszillator

Viele Systeme konnen Schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausfithren. Wenn die Auslenkun-
gen aus der Ruhelage hinreichend klein sind, dann sind die Schwingungen harmonisch und werden
durch einen harmonischen Oszillator beschrieben. Im folgenden behandeln wir im einzelnen die
harmonische, die geddmpfte und die erzwungene Schwingung. Dabei l6sen wir die Newtonsche Be-
wegungsgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators fiir eine beliebige zeitabhingige Kraft
mit Hilfe der Methode der Greenschen Funktion.

4.1 Harmonische Schwingung
Wenn man einen an einer Schraubenfeder aufgehingten Massenpunkt der Masse m aus der Ruhe-

lage um ein Stiick x verschiebt, so wirkt auf den Massenpunkt eine Kraft in Richtung der Ruhelage,
die nach dem Hookschen Gesetz proportional zur Auslenkung z ist:

Fy (z) = - Dz, (4.1)

wobei D die Federkonstante bezeichnet. Es handelt sich hierbei um eine konservative Kraft, da
der negative Gradient des Potentials

V(z) = — / Fy (/) da’ = %Dgﬂ (4.2)

auf das Hooksche Gesetz fiihrt. Generell lassen sich Potentiale mit einem Minimum in der direkten
Umgebung des Minimums durch ein solches Potential (4.2) nihern:

29
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V(z)

Entwickelt man namlich das Potential V' (x) nach Taylor um das Minimum bei 2y = 0
1
V(x):V(O)+V’(0)q¢+§V"(0)x2+..., (4.3)

so mufl V' (0) = 0 am Minimum gelten und (4.3) reduziert sich fiir kleine Auslenkungen auf (4.2).
Dabei entspricht die Federkonstante D der Kriimmung V" (0) des Potentials V (z) am Minimum
xg = 0. Setzt man das Kraftgesetz (4.1) in die Newtonsche Grundgleichung (3.1) ein, so entsteht
fiir die Auslenkung = eine homogene, lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

i(t) +waz(t) =0, (4.4)

wobei die Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators gegeben ist durch

wo = \/g . (4.5)

Die Eigenfrequenz wg ist also um so grofer, je grofer die Federkonstante D und je kleiner die
Masse m ist. Das {ibliche Losungsverfahren fiir lineare gewohnliche Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten besteht im Exponentialansatz

x(t) = et (4.6)
Einsetzen von (4.6) in (4.4) fithrt auf das charakteristische Polynom
M rwi=0 (4.7)

mit den beiden Ldsungen
Ar = Fiwp . (4.8)

Demnach besitzt die Differentialgleichung (4.4) die beiden Fundamentallésungen
x1(t) = "ot oo(t) = e "ot (4.9

Eine Linearkombination der beiden Fundamentallosungen fiihrt auf die allgemeine Lésung der
Differentialgleichung (4.4): ' '
2(t) = a1e™°" + aze "ot (4.10)

Statt der komplexen Fundamentallosungen (4.9) kann man auch zwei reelle Fundamentallésungen
angeben. Hierzu verwendet man die Eulersche Formel

e = cosh + isinf (4.11)

in (4.10) und erhélt
l‘(t) = b1 COS wot + b2 sin wot (412)

mit den Koeffizienten
by = a1 + as, by = i(al — ag) . (413)
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Die beiden reellen Fundamentallésungen lauten demnach

x1(t) = coswyt, x9(t) = sinwqt .

31

(4.14)

Die noch unbekannten Koeffizienten b, by in (4.12) lassen sich durch die Anfangsbedingungen

2(0) =m0, #(0) = i

festlegen. Wir erhalten dabei

b1 = xo, ba ;

so daff die allgemeine Losung (4.12) iibergeht in
x(t) = xo coswot + 20 gin wot .
wo

Man kann (4.17) auch auf die Form
x(t) = Acos(wot — 0) = A cosf coswot + Asin 6 sinwot

bringen. Der Vergleich von (4.17) und (4.18) fithrt auf
Acosf = xg, Asin9:ﬂ,

so dafs sich die Amplitude A ergibt zu

wahrend die Phase lautet

T
0 = arctan .
woTo

Setzen wir (4.20) und (4.21) in (4.18) ein, so fiihrt dies auf

-2

xZ TO
z(t) = |23 + =5 cos (wot — arctan ) ,
w wo
0 0Zo

was sich durch folgenden Graphen illustrieren 14ft:

LA
i

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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4.2 Gedampfte harmonische Schwingung

Wir beriicksichtigen nun zusétzlich noch die Reibung am umgebenden Medium, z.B. den Luftwi-
derstand, und machen fiir die Reibungskraft den Stokesschen Ansatz

Fr = —vi (4.23)

mit der Reibungskonstanten v. Die beiden Kréfte (4.1) und (4.23) fiihren in der Newtonschen
Bewegungsgleichung (3.1) wieder zu einer homogenen linearen gewdhnlichen Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

B(t) + 2k2(t) + wiz(t) = 0, (4.24)
wobei zur Abkiirzung
—— (4.25)
2m

eingefiihrt wurde. Der Exponentialansatz (4.6) filhrt dann in (4.24) zur charakteristischen Glei-
chung
AN 42604+ w2 =0 (4.26)

Ay = —rk+4/k2—wd. (4.27)

Demnach lauten die beiden Fundamentallésungen der Differentialgleichung in (4.24)

mit den beiden Losungen

21 (t) = e RteVEITWit, To(t) = e Ftem VI Wit (4.28)
und die allgemeine Losung ergibt sich durch Linearkombination
2(t) = aje " teVIITUR 4 gpe Rt T VI TWR (4.29)

Abhéngig vom Wert des Radikanten x2 — w3 ergeben sich drei verschiedene Fille fiir die gedéimpfte
harmonische Schwingung.

4.2.1 Schwache Dimpfung
Im Falle der schwachen Dampfung gilt

k< wq, (4.30)
so daf (4.29) iibergeht in
z(t) = are "t + aze e, (4.31)
wobei die Frequenz
w=/wi — K2 (4.32)

wegen der Reibung kleiner ist als die Eigenfrequenz (4.5) des harmonischen Oszillators. Dabei geht
die gedampfte Schwingung (4.31), (4.32) bei einer verschwindenden Ddmpfung x = 0 in die unge-
didmpfte Schwingung (4.10) iiber. Mit der Eulerschen Formel (4.11) und den neuen Koeffizienten
(4.13) erhalten wir aus (4.31)

2(t) = (by coswt + by sinwt)e ™"t (4.33)
so dafs die reellen Fundamentallosungen gegeben sind durch
r1(t) = e " coswt, To(t) = e "sinwt. (4.34)
Mit Hilfe der Anfangsbedingungen (4.15) lassen sich wieder b; und bs in (4.33) festlegen:

.ito + KT
o .

bl = Zo, b2 = (435)
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Auferdem 14t sich (4.33) auf die Form
x(t) = Acos(wt — 0)e™"* (4.36)

bringen, wobei diesmal Amplitude A und Phase 6 gegeben sind durch

To + KT 2
22 + (%) (4.37)

0 = arctan (M>. (4.38)

A

wIxo

Die Kurve der geddmpften harmonischen Schwingung befindet sich demnach innerhalb einer ex-
ponentiellen Einhiillenden:

Wir betrachten nun zwei aufeinanderfolgende Maximalausschlige x(¢,,) und x(¢,+1) zu den Zeiten
ty, und ty11 = t, + 17 mit der Periodendauer

T==" (4.39)

Fiir das Verhiltnis der Maximalausschléige erhalten wir

x(ty) Acos(wt,, — B)e rtn 9rre
N - 4.4
(tny1)  Acos(wtyr — 0)e Hintr exp ) (4.40)

so daf das logarithmische Dekrement

In xft(iﬂ) - QZ—“ (4.41)

unter Beachtung von (4.32) zur experimentellen Bestimmung der Abklingkonstanten s bzw. der
Déampfungskonstanten -y nach (4.25) benutzt werden kann.

4.2.2 Aperiodischer Grenzfall

Beim aperiodischen Grenzfall
K =uwp (4.42)

fallen die beiden Fundamentallésungen (4.28) zusammen:

T1(t) = e ", (4.43)
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Da die Differentialgleichung (4.24) auch im aperiodischen Grenzfall (4.42) von zweiter Ordnung
ist, d.h.
F(t) 4+ 262(t) + K22(t) =0, (4.44)

mufl es neben (4.43) noch eine zweite Fundamentallosung geben. Wir finden diese nach dem
d’Alembertschen Reduktionsverfahren durch den Ansatz

ra(t) = c(t)e ™. (4.45)

Die noch unbekannte Funktion ¢(t) legen wir durch die Bedingung fest, dafs (4.45) die Differentialgleichung
(4.44) 16sen soll. Einsetzen von (4.45) in (4.44) fiihrt zu

Et)e™ — 2ke(t)e ™ + Kie(t)e ™™ + 26, {é(t)e ™ — ke(t)e T} + KPc(t)e™™ = 0 (4.46)
so dafs ¢(t) der Differentialgleichung
ét)y = 0 (4.47)
geniigt mit der allgemeinen Losung
e(t) = b+ bat. (4.48)
Demnach lautet die zweite Fundamentallosung
zo(t) =te ", (4.49)
und die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4.44) ergibt sich zu
x(t) = (by + bat)e ™. (4.50)
Mit Hilfe der Anfangsbedingungen (4.15) lassen sich b; und by festlegen:

by =x9, by=idq+ Kx0- (451)

4.2.3 Starke Dampfung

Im Falle der starken Dampfung gilt
K> wo, (4.52)

so daf beide Losungen (4.27) der charakteristischen Gleichung (4.26) reell sind. Die allgemei-
ne Losung der Differentialgleichung (4.24) ist dann durch (4.29) gegeben. Das Einarbeiten der
Anfangsbedingungen (4.15) fiihrt auf die beiden Bedingungen

z(0) = a1+ay = zo, (4.53)
#0) = (—n—i— m> a1+ (—K - M) as = do. (4.54)

In Matrixschreibweise lautet dieses inhomogene lineare Gleichungssystem

(o= o) ()= () s

Verwendet man die allgemeine Form fiir das Inverse einer 2x2-Matrix

[a b o1 d —b
A_<c d), A _adbc(c ) (4.56)

so l&fst sich das inhomogene lineare Gleichungssystem (4.55) unmittelbar 16sen

1 PRy z :
- - FTVE T % 1 o - (), (4.57)
N k=K —uws 1 o az
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so dafs wir das Ergebnis

K K2 —wzo + & —K K2 —wi)zg —
ay = ( + O) o+ 07 ag = ( + 0) 0 U (4.58)
2y/K? —wj 2\/Kk? — w}

erhalten. Im Falle der starken Dampfung kehrt die Masse im Vergleich zum aperiodischen Grenzfall
viel langsamer zur Ruhelage zuriick. Man spricht deshalb von einer Kriechbewegung.

4.3 Beliebige zeitabhingige Kraft

Wir wollen nun annehmen, daff auf den Massenpunkt aufier der Hookeschen Riickstallkraft (4.1)
und der Stokeschen Reibungskraft (4.23) noch zusétzlich eine beliebige zeitabhangige Kraft F(t)
einwirkt. Die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) fiihrt dann zu einer inhomogenen linearen
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

()

#(t) + 2K3(t) + wiz(t) = - (4.59)

Die allgemeine Losung von (4.59) setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung z;,(¢) der
homogenen Gleichung (4.24) und irgendeiner partikularen Losung z,(t) von (4.59)

x(t) = zp(t) + zp(t). (4.60)

Eine partikuldre Losung von (4.59) 14t sich mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten
ableiten. Hierzu nimmt man an, daf die beiden Fundamentalldsungen z(¢) und z2(¢) der homo-
genen Gleichung (4.24) bekannt sind und setzt die partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
(4.59) an als

zp(t) = c1(t)z1(t) + ca(t)z2(t) . (4.61)

Man versucht dann, die noch unbekannten Funktionen ¢; (¢) und c(t) so zu bestimmen, daft (4.61)
die inhomogene Gleichung (4.59) 16st. Wir betrachten zunéchst die erste Ableitung von (4.61):

ip(t) =C (t)j?l(t) + Cg(t)x'z (t) + ¢ (t)l‘l (t) + éz(t)l‘z (t) . (462)

Da wir nicht an der allgemeinsten partikuldren Losung sondern nur an einer einzigen partikuldren
Losung interessiert sind, vereinfachen wir (4.62) durch die Bedingung:

x1(t)é1(t) + xa(t)éa(t) = 0. (4.63)
Da sich (4.62) durch (4.63) reduziert auf
Ep(t) = c1(t)d1(t) + ca(t)z2(2), (4.64)
lautet die zweite Ableitung
Zp(t) = c1()@1(t) + c2(t)Ea(t) + e ()1 (t) + éa(t)do(t). (4.65)
Einsetzen von (4.61), (4.64) und (4.65) in die inhomogene Gleichung (4.59) fiithrt auf

c1(t)E1(8) + ca(t)E2(t) + e1(0) a1 (2) + éa(t)d2 (1)
F(t
+ 2k {e1(V)d1(t) + c2(t)d2(t)} + wi {z1(t)er (t) + za(t)ca(t)} = % . (4.66)
Da z1(t) und z2(t) Fundamentallésungen der homogenen Differentialgleichung (4.24) darstellen,
d.h. es gilt
Zil(t) + 2I<L£l",‘1(t) + wgml(t) =0, ig(t) + 2Hi‘2(t) + w%.’tg(t) =0, (467)
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reduziert sich (4.66) auf
()

a1 (t)er(t) + da(t)ce(t) = - (4.68)
Damit stellen (4.63) und (4.68) zwei algebraische Gleichungen fiir ¢;(¢) und ¢éx(t) dar:
(26 20)(28) = Crom ) s
Verwendet man (4.56), so 1afst sich dieses inhomogene lineare Gleichungssystem nach ¢;(¢) und
¢a(t) auflosen:
(50) om0 m0) (0 Y
éo(t) W(t) \ —#1(t)  a1(?) F(t)/m
Hierbei bezeichnet W (t) die Wronski-Determinante
W(t) = 28 28 ’ — 1 (B (t) — 2a(t)i (1) (4.71)
Die zeitliche Ableitung von (4.71) fiihrt auf
W) = z1(t)ia(t) — i1 (t)z2(t)
LD 2l (t)ia(t) — i (B)ra(0)}
IV okw(1). (4.72)
Die Integration der Diffentialgleichung (4.72) ergibt
W(t) = W(0)e 2+, (4.73)
wobei die Anfangsbedingung gegeben ist durch
W (0) = 21(0)d2(0) — 22(0)#1(0) . (4.74)

Aus (4.70) lassen sich ¢ (t), ¢2(t) und nach einer einfachen Integration ebenso ¢ (t), c2(t) ablesen:

t
2y ma(t) F(t) _ / 22 (t)F(t')
é(t) = W) m = )= dt W) (4.75)
() F0) [ )
. _ T t t o 1 L1 t t
)= A = el - / ar (4.76)
Setzt man (4.75) und (4.76) in (4.61) ein, so ist die partikulére Losung von der Form
+oo
zp(t) = / Ge(t, " YF(t')dt', (4.77)
wobei der als Greensche Funktion benannte Integralkern G.(t,t') gegeben ist durch
va()(t) — ma)z(t)
Ge(t,t') = mW (t') = (4.78)
0 ;o<

Da der Integralkern G.(t,t') fiir t < ¢ verschwindet, ist die Kausalitdt gewdhrleistet, daff eine
Kraft F(t') in der Zukunft keine Auswirkung auf die momentane Auslenkung z,(¢) haben kann.
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Diese Kausalitatseigenschaft des Integralkerns wird durch den Index ¢ in der Notation von G.(¢,t")
zum Ausdruck gebracht.

Wir geben nun die Greensche Funktion im Falle der schwachen Dampfung (4.30) explizit an
und verwenden hierzu die beiden Fundamentallgsungen (4.34)

x1(t) = e " coswt, #1(t) = e " (—kcoswt — wsinwt)
z2(t) = e "'sinwt, #2(t) = e ™ (—ksinwt + wcoswt) . (4.79)
Da diese Fundamentallosungen die Anfangsbedingungen
z1(0) =1, 41(0) = —k, x2(0)=0, i3(0)=w (4.80)
besitzen, lautet die Wronski-Determinante nach (4.73) und (4.74)
W(t) = we 2T, (4.81)
Tatséchlich erhalten wir nach (4.71) und (4.79)
W(t) = e 2" {coswt (—krsinwt + w coswt) — sinwt (—k coswt — wsinwt)} = we 2. (4.82)

Einsetzen von (4.79) und (4.81) in (4.78) fiihrt schlieflich auf die explizite Gestalt der kausalen
Greenschen Funktion bei schwacher Dampfung:

1 ,
—e "t ginw(t—t) ; t>t

G.(t,t') = ™ . (4.83)
0 ;ot<t

Demnach ist die Greensche Funktion G.(¢,t") nur von der Zeitdifferenz ¢t — ¢’ abhéngig:
Ge(t, t') = Ge(t —t'). (4.84)

Dies liegt daran, daf die homogene Differentialgleichung (4.24) nicht explizit von der Zeit abhéngt
und daher unter Zeittranslationen invariant ist. In der 8. Ubungsaufgabe fiihren wir in (4.83) den
Grenziibergang wg — 0 durch, um die kausale Greensche Funktion des geddmpften freien Teilchens
zu bestimmen.

Die Greensche Funktion im aperiodischen Grenzfall (4.42) 148t sich auf zweierlei Wegen be-
stimmen. Setzen wir (4.83) im Limes x T wg analytisch fort, so folgt mit Hilfe von (4.32) und der
Regel von de 1’ Hopital

sin\/wg — k2(t —t')

lim =t—t 4.85
KTwo wg — 52 ( )
die Greensche Funktion im aperiodischen Grenzfall:
— / ’
= k=t .
G.(t,t) = m . (4.86)
0 cot<t

Das selbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir die beiden Fundamentallosungen (4.43) und (4.49) in
(4.78) einsetzen. Dabei lautet die Wroski-Determinante (4.71) der beiden Fundamentallosungen
(4.43) und (4.49):

W(t) = e 2, (4.87)
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Ganz entsprechend gehen wir im Falle der starken Dampfung (4.52) vor. Eine analytische Fort-
setzung der Greenschen Funktion (4.83) der schwachen Dampfung (4.30) fiir die starke Ddmpfung
(4.52) ergibt unter Beachtung von (4.32):

1 /
—k(t—t") o3 /2 z(t—t’) o>
e SNV K w
2 — 2 ) -
Ge(t,t')y = MVA —W . (4.88)
0 ;o <t

Hierbei haben wir die analytische Fortsetzung der sin-Funktion verwendet, d.h.
siniz = isinhx, (4.89)

die sich mit Hilfe der Eulerschen Formel (4.11) beweisen lafst. Das selbe Ergebnis erhalten wir,
wenn wir die beiden Fundamentallosungen (4.28) in (4.78) einsetzen. Dabei lautet die Wronski-
Determinante der Fundamentalldsungen (4.28):

W(t) = —24/K2 —wie 2. (4.90)

4.4 Erzwungene Schwingungen

Wir berechnen nun die partikuldre Losung fiir eine harmonische dufiere Kraft
F(t) = Fycost. (4.91)
Einsetzen von (4.83) und (4.91) in (4.77) zeigt, daR hierzu zwei einzelne Integrale auszuwerten
sind:
t t
Fi / /
2p(t) = —e " { sinwt / dt'e"™ coswt’ cos Q' — coswt / dt'e™ sinwt’ cosOt' 5 . (4.92)
mw
— 00 —0o0

Aufgrund der trigonometrischen Additionstheoreme

sinfla £ ) = sinacosf+cosasinf, (4.93)
cos(¢ £ ) = cosacosf Fsinasinf (4.94)

lassen sich Produkte trigonometrischer Funktionen zerlegen geméfs

1
sinacos3 = 5 {sin(a — ) +sin(a + 3)} , (4.95)
1
sinasinf3 = 5 {cos(ax — B) — cos(a + )} , (4.96)
1
cosacosB = 5 {cos(av — ) + cos(a+ 3)} . (4.97)
Mit Hilfe von (4.95) und (4.97) vereinfacht sich (4.92):
t t
z,(t) = Fo e rt {sin wt {/ dt'e™ cos(w — Q)t’ + / dt'e"™ cos(w + Q)t’}
2muw —oo —oo
t ’ t ’
— coswt {/ dt'e™ sin(w — Q)¢ +/ dt'e"™" sin(w + Q)t’} } . (4.98)
Die verbleibenden Integrale lassen sich durch partielle Integration berechnen:
e _ 0T )
/ dx e* cosbr = prE (acosbx + bsinbx), (4.99)
“* sin b € (asinbe — beosb 4.1
/dxe sinbr = m(asm x — bcosbx). (4.100)
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Einsetzen von (4.99) und (4.100) in (4.98) fiihrt zunéchst auf

xp(t) = Qwae*”t {sinwt {WM—Q)Q(K cos(w — Q)t + (w — Q) sin(w — Q)t)
+ W}ZQ)Q(K cos(w + Q)t) + (w + Q) sin(w + Q)t)}
— coswt {m(ﬁ sin(w — Q)t — (w — Q) cos(w — N)t)
+ m(/{ sin(w + Q)t — (w + Q) cos(w + Q)t)} } . (4.101)

Die einzelnen Beitrége lassen sich mit Hilfe von (4.95)—(4.97) zusammenfassen zu

zp(t) = 45;} {I{Q n (:} — Oy [k (sin Qt+sin(2w —Q)t) + (w— Q) (cos Qt —cos(2w —Q)t)

— & (—=sinQt + sin(2w — D)) + (w — Q) (cos Qt + cos(2w — N)t)]
1

+m [H (*Sin Qt+81n(2w+Q)t) =+ (u) +Q) (COS Qt* COS(2(.() +Q)t)

— Kk (sin Q¢ + sin(2w + Q)t) + (w + Q) (cos QU + cos(2w + Q)t)] } ; (4.102)

was sich weiter vereinfachen 1afit:
Fy /'csith—i—(u)fQ)coth+ —ksin Qt + (w + Q) cos Qt
K2 + (w — Q)2 K2+ (w+ Q)2 '

wp(t) = (4.103)

2mw

Bringt man beide Summanden auf den Hauptnenner

F, 1 .
() = 5= PR BIEE EEOD) {rsin Qt [K?+ (w+Q)2 =K — (w—Q)?]
+ cos Qt [(w—Q) (K +(w+Q)%)+(w+Q) (K +(w—2)%) ]}, (4.104)

erhalt man schliefilich

_ Fo2QksinQt + (52 +w® — Q%) cos U

t) = 4.1
S =T @ 0Pt @+ 0P (4109
Beachtet man die Frequenz (4.32) bei schwacher Ddmpfung, so geht (4.105) iiber in
Fo 2Qksin 2 2 —02%)cos
2y(t) = Fo 29k sin Qt + (wp ) cos 2t . (4.106)

m (wi — 92)2 + 4K20)2

Demnach schwingt die partikuldre Losung z,(t) mit derselben Frequenz Q wie die duflere Kraft
(4.91). Die partikuldre Losung (4.106) ist von der Form

zp(t) = Acos(Qt —¢) = AcosgcosQt + Asinpsin Qt, (4.107)
wobei der Koeffizientenvergleich auf
FO (/.)(2) - Q2
A - o 4.1
o8P m (wg — Q02)2 + 4k202’ (4.108)
F 2Q)
Asing = -2 n (4.109)

m (W — Q?)2 + 4k20?2

fiilhrt. Die Phasenverschiebung ¢ zwischen der dufieren Kraft F'(t) und der partikuldren Losung
xp(t) ist gegeben durch

2Q
= arctan il (4.110)
w

2_ (2"
5 — €
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Die graphische Darstellung der Phasenverschiebung ¢ als Funktion der dufieren Frequenz () ergibt:

»(2)

T x— . K1 <K2

QIWO

Die Phasenverschiebung () ist fiir 2 = wy gleich 7/2 unabhingig von der Dampfung x. Ferner
ergibt sich die Amplitude A zu

1
a-lo , (4.111)
m /(w2 — Q)2 1 45202
was auf die folgende Resonanzkurve fiihrt:
A(Q)
i
i
Fo
mws
Q
Q:UJO
Wir untersuchen nun, bei welcher Frequenz 0y die Amplitude A(Q2) extremal ist:
A(Q Fy 2(wd — 0%)(—2Q) + 4r22Q —1
d ( ) _ e ("UO )( )+ KJS ! (4112)
dQ Mmoo (w2 —02)2 + 4k202)2 2

Als Losung erhalten wir

Qo = wg =2k < w<uwp. (4.113)
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Bei dieser Frequenz Qp nimmt die Amplitude A(Q) den Wert

AQ) = — T (4.114)

2mm/w§ — K2

an, der im Limes x — 0 divergiert.

4.5 Diracsche Deltafunktion

Wir wollen nun wieder zur inhomogenen Differentialgleichung (4.59) zuriickkehren und deren Lo-
sung z(t) fiir den Fall bestimmen, daf die Kraft F'(¢) einen kurzzeitigen Kraftstof (“Kick”) darstellt.
Hierzu miissen wir uns allerdings zun#chst damit beschiftigen, wie man einen solchen kurzzeiti-
gen Kraftstofs mathematisch beschreibt. Er wurde erstmalig von Dirac in Form der sogenannten
Deltafunktion §(¢) eingefiihrt, die durch zwei Eigenschaften charaterisiert ist:

(D1) 6(¢)=0, t#0 |,
+p
(D2) [é@)dt=1, pu>0.
—h
Man erhélt die Diracsche Deltafunkton 6(¢) im Grenzprozefs € | 0 aus einer Funktionenfolge d.(¢)

B(1) = lim 5c(t). (4.115)

Betrachten wir beispielsweise die Folge der Gaufi-Funktionen

1 12
__ A1
5o exp { 9¢2 } (4.116)

im Grenzprozef € | 0:

>

Die erste Eigenschaft (D1) ergibt sich daraus, dafs 0.(¢) fiir ein festes t im Limes ¢ | 0 exponentiell
gegen 0 konvergiert und die zweite Eigenschaft (D2) ist garantiert, da die Gauk-Funktionen (4.116)
schon fiir jedes € normiert sind:

/ 5. (H)dt =1, (4.117)
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Hierbei folgt (4.117) aus dem Gauf-Integral

+oo
/ e dx = /7, (4.118)
dessen Quadrat sich durch den Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Polarkoordinaten be-

rechnen lafit:
2

+oo o0 +oo 2m >
/dave*’”2 = /dx / dye_(xz"'yz) = /d(p/drre*"2 =T. (4.119)
— 00 —00 —00 0 0

In der 8. Ubungsaufgabe werden andere Funktionenfolgen &, () untersucht, die im Grenzprozef
e | 0 die Diracsche Deltafunktion §(¢) darstellen.

Wir berechnen nun die Fourier-Transformierte der Gauft-Funktionen (4.116)

+oo
Se(w) = / e S (t)dt . (4.120)

— o0

Einsetzen von (4.116) in (4.120) und eine quadratische Ergénzung fiihren auf

+o0
1 1
Se(w) = N / exp {—2—62 (£ + 2ic’wt — w?e* + w264)} dt

—o0

2
(4.118) exp {—%wz} . (4.121)
Die Fourier-Transformierte der Gaufi-Funktionen sind demnach wieder Gaufi-Funktionen:
de(w)

—=

Wir bemerken, daff die Breite der Gauk-Funktionen (4.116) im Zeitbereich
A =¢ (4.122)

und die Breite der Gauf-Funktionen (4.116) im Frequenzbereich

A, == (4.123)



4.5. DIRACSCHE DELTAFUNKTION 43
durch eine “Unschérferelation” miteinander verbunden sind:
ANA, =1. (4.124)

Im Limes € | 0 geht die Fourier-Transformierte der Gauf-Funktion (4.120) wegen (4.115) in die
Fourier-Transformierte der Diracschen Deltafunktion

+oo

S(w) = / e tS(t)dt (4.125)
iiber geméfs
d(w) = liﬁ)l de(w). (4.126)
Aus (4.121) und (4.126) lesen wir ab:
d(w)=1. (4.127)

Wir zeigen nun, daf die Invertierung der Fourier-Transformation (4.120) gegeben ist durch

+oo
Se(t) = / g—:ei“’t&(w) . (4.128)

— 0o

Einsetzen von (4.121) in (4.128) fiihrt tatsichlich auf

+00 +oo

/dw it e 1 / J e[ 5 2t N t2
—e"lexp{ ——w = — wexpl —— (W — —w— — + —
2m P 2 2m P 2 €2 et et

o0 —00

1 /om t2
27\ €2 p 2¢2

@O 5 4. (4.129)

Im Limes € | 0 folgt aus (4.115) und (4.126)—(4.128) die Fourier-Darstellung der Deltafunktion:

“+oo
d .
5(t) = %em . (4.130)

Wir betrachten nun eine beliebige Funktion f(¢) und deren Fourier-Zerlegung

+oo

ft) = / ;Z—:rjei“’tf(w) ) (4.131)

— o0
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Wir berechnen die Faltung dieser Funktion f(¢) mit der Diracschen Deltafunktion 4(¢):

+00 +o0 +ood
[asose-uw 42 [ase-w) [ Lot
™
+ood o0
= /%f(w)/dté(t—to)ei‘“t
— o — o
+oo +oo
t'(t)=t—to /d_wf(w)/dt/5(t/)6iw(t’+to)
2w
+ood
(4.125),(4.127) dw iwto
L [ S p e
4.131
(4.131) £(to)-

(4.132)

Mit Hilfe dieser fundamentalen Eigenschaft der Diracschen Deltafunktion 1dfit sich die Fourier-

Transformierte (4.131) invertieren:

“+oo “+oo +ood ,
/dte—iwtf(t) — /dte—iwt / ieiw’tf(w/)
2m
+ood , +oo
_ /%f(w/)/dtei(wlfw)t
v
—00 —o0
+oo
(4.130) do' ,, ,
= 2—f(w 276 (w’ — w)
i
(4.132)
= f(w).

4.6 Greensche Funktion

(4.133)

Wir bestimmen nun die partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.59) auf einem
anderen Weg als in Abschnitt 4.3, indem wir (4.77) als Losungsansatz verwenden. Er besagt,
dafl zwischen der Kraft F(¢) als Ursache und der Auslenkung z,(t) als Wirkung ein linearer

Zusammenhang besteht, der durch die kausale Greensche Funktion

£0 ; t>t
Gc(t7t/){ :0 7 t<tl

festgelegt wird. Setzen wir (4.77) und die aus (4.132) folgende Identitét

+oo

F(t) = /dt’&(t—t’)F(t’)

in die inhomogene Differentialgleichung (4.59) ein, so ergibt sich

+oo

ot? ot

— 00

+oo
2 / / !

(4.134)

(4.135)

(4.136)
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Da (4.136) fiir jede Kraft F(t) gelten soll, geniigt die Greensche Funktion G.(¢,¢') der Differen-
tialgleichung (4.59) mit der Deltafunktion 6(¢) als Inhomogenitét:
DG (t, 1) OG.(t, 1)
2
E T

Zur Losung von (4.137) stellen wir zundchst fest, daf G.(¢,t') fiir ¢ # ¢’ die homogene Differen-
tialgleichung erfiillt:

1
+ WG (t, 1) = E5(15 —t). (4.137)

D?G.(t, 1) OG(t,t")
o T T

Unter Berticksichtigung der Kausalitit (4.134) stellt G.(¢,t') fiir ¢ > ¢’ eine Linearkombination
der beiden Fundamentallésungen x1(¢) und z2(¢) der homogenen Differentialgleichung dar:

+wWiG(t, 1) =0, t#£1. (4.138)

c1(t)zr(t) + ca()aa(t) 5 t>1

N —
G(t,t') = { 0 f<t (4.139)

Die beiden Entwicklungskoeffizienten ¢ (#') und c2(¢") werden durch das Verhalten der Greenschen
Funktion G.(¢,t') an der Stelle ¢ = ' bestimmt. Hierzu fordert man einerseits, daf G¢(¢,t’) bei
t =t stetig ist:

13?8 (Ge(t,t) |,_prie — Ge(t,)],_y_] = 0. (4.140)

Einsetzen von (4.139) in (4.140) fiihrt auf die erste Bedingung
c1(t)zr () + ea(t)za(t') = 0. (4.141)

Andererseits 14t man zu, daf die zeitliche Ableitung 0G.(t,t")/0t an der Stelle t = ¢’ einen Sprung
aufweist. Die Grofe dieses Sprunges berechnet man indem man (4.137) beziiglich t von t =t — €
bis t = t' + € integriert und den Grenziibergang ¢ | 0 betrachtet:

e %G (t,t) e OG.(t,1) e 1 e
dt——2") 4 9 dt—2 2 4 2 At Gt = = | dis@E—t
<) 42 S vag [acwry = o [ aoe-v)
t'—e t'—e t’'—e t'—e
—_—— —_——— ———
—0 fiir €0 —0 fiir €0 —1nach (DQ)
0G.(t,t OG. (t,t' 1
= 1im | 2CGet) _ %Gt t) = —. (4.142)
clo ot b=t te ot bt e m

Die Ableitung von (4.139) beziiglich ¢ fithrt auf

OG.(t,t 1 (E)21 () + ca(B)aa(t) ;3 t>¢
a(t ) — { 81( )Tl( ) ('2( )TZ( ) ! t 2 t/ , (4143)
so daft man aus (4.142) die zweite Bedingung
C1 (t/)iil(t/) + 2 (t/)i‘g(t/) = l (4144)
m

erhélt. Die beiden algebraischen Gleichungen (4.141) und (4.144) stellen ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢;(¢') und co(t') dar:

(20 20 (a0) = () sy

Mit Hilfe von (4.56) lift sich das inhomogene lineare Gleichungssystem unmittelbar 16sen

(50) = wm (50 ) () we
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so dafs wir das Ergebnis

al) = i =

z1(t)
mW (t')

(4.147)

erhalten. Einsetzen von (4.147) in (4.139) fiihrt schlieflich auf das in (4.78) abgeleitete Ergebnis
fiir die Greensche Funktion.



Kapitel 5

Mathematisches Pendel

Der harmonische Oszillator stellt ein schwingendes mechanisches System dar, bei dem die Fre-
quenz der Schwingungen nicht von den Anfangsbedingungen abhangt. Dasselbe gilt auch fiir den
harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere, den wir in der 6. Ubungsaufgabe untersuchten.
Es gibt aber auch schwingende mechanische Systeme, bei denen die Frequenz der Schwingungen
von den Anfangsbedingungen wie z.B. der Anfangsauslenkung abhéngt. Hierzu z&hlt der anhar-
monische Duffing-Oszillator in der 9. Ubungsaufgabe und das mathematische Pendel, das wir in
diesem Kapitel ndher untersuchen.

Unter einem mathematischem Pendel versteht man einen Massenpunkt m, der an einem Faden
der Lange [ unter dem Einflufl der Gravitationskraft in einer Ebene schwingt. Hierbei soll sowohl
die Masse des Fadens als auch die Luftreibung vernachlissigt werden. Im folgenden leiten wir
zunichst die Bewegungsgleichung fiir den Winkel () her, um den der Massenpunkt aus der
Gleichgewichtslage ausgelenkt ist. Durch Integration dieser Bewegungsgleichung erhalten wir dann
die Periodendauer 7' des mathematischen Pendels in Abhéngigkeit von der Anfangsauslenkung ¢g.

5.1 Bewegungsgleichung

Zur Beschreibung des mathematischen Pendels verwenden wir das folgende Koordinatensystem:

z'
V
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Gemifh dieser Skizze lautet der Ortsvektor 7(t) des Massenpunktes
Isin p(t)
() = , (5.1)
—lcos p(t)

wobei ¢(t) den Auslenkungswinkel bezeichnet. Zeitliche Ableitungen des Orsvektores (5.1) fithren
demnach auf den Geschwindigkeitsvektor

. lp(t) cos o(t)
(t) = 5.2
" ( 1(0) s (1) ) )
und auf den Beschleunigungsvektor
) = ( 15(t) cos p(t) — 1p(t)* sin () )
13() sin p(t) + 1p(t)2 cosp(t) |

Auf den Massenpunkt wirkt zum einen die Gewichtskraft

ﬁgz< ! > (5.4)
“myg

. —sinp(t)
Fr = \t) , (5.5)
cos p(t)
wobei der Betrag A(t) der Fadenkraft zunichst noch unbekannt ist. Die Newtonsche Bewegungs-
gleichung (3.1) des mathematischen Pendels lautet dann

5(t) cos —1p(t)? sin —sin
m< lsf(t) ! o(t) ls‘o(t) ¢(t) ) _ < 0 > A0 ( o(t) ) . (5.6)
1$(t) sin p(t) + 1p(t)? cos ¢(t) —mg cos p(t)

Projiziert man (5.6) auf den Einheitsvektor in Fadenrichtung

sin p(t)
gr - ; 5.7
( —cos p(t) ) (5.7

so ergibt sich der Betrag der Fadenkraft zu

(5.3)

und zum anderen die Fadenkraft

A(t) = mg cos p(t) + mig(t)? . (5.8)

Der erste Term kompensiert die Projektion der Gravitationskraft (5.4) in Fadenrichtung, wihrend
der zweite Term die momentan wirkende Zentrifugalkraft darstellt. Projiziert man dagegen die
Newtonsche Bewegungsgleichung (5.6) auf den tangential gerichteten Einheitsvektor

cos p(t)
g, = , 5.9
( sin () ) (5.9)

so erhélt man eine nichtlineare Bewegungsgleichung fiir den Auslenkungswinkel ¢(¢)

B(t) +wisinp(t) =0 (5.10)
mit der Frequenz
wo = % . (5.11)

Diese Frequenz wy ist um so grofer, je kiirzer die Fadenlidnge [ ist.
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5.2 Periodendauer

Multipliziert man (5.10) mit ¢(t), so fiihrt eine erste Integration der Bewegungsgleichung mit den
Anfangsbedingungen

o(to) = o,  $(to) =0 (5.12)
auf die Beziehung
Loy de) -
ot) = e +1/2wo/cos p(t) — cos g . (5.13)

Eine Separation der Variablen fithrt (5.13) iiber in

w(t)

d
1 = V2wt — to) . (5.14)
cos p(t) — cos g
¥o

Im folgenden wollen wir nicht die gesamte Zeitabangigkeit des Auslenkungswinkels ¢(¢) diskutie-
ren, die durch die implizite Gleichung (5.14) bestimmt wird. Statt dessen wollen wir die Perioden-
dauer T der Pendelschwingung berechnen. Hierzu untersuchen wir die erste Viertelperiode der
Pendelschwingung mit

T
e(t)=0, t=to+ 1 (5.15)

so dafl wir uns in (5.14) auf das Minuszeichen beschrinken miissen. Dadurch erhalten wir fiir die
Periodendauer T' den Ausdruck

¥o
wo J v/ cos p(t) — cos gg
Mit Hilfe der trigonometrischen Umformung
cosp =1 — 2sin? g , (5.17)

die sich unmittelbar aus dem trigonometrischen Additionstheorem (4.94) ergibt, geht (5.16) iiber
in:

2 d
== / L . (5.18)
w
0 sin? o sin’ b
2
Wir fithren nun die Substitution
sin g = sin % sin x (5.19)
durch. Das totale Differential transformiert sich dann gemé&fi
1
5 cos gdcp = 5in 2 coszdz
25in@cosx (5.19) QSin@COSCL‘
Sdp=—=——dr = 2 dz , (5.20)
1—sin2§ \/1—sin2%sin2x

wihrend die transformierten Integrationsgrenzen gegeben sind durch

™

r1(p1 =0) =0, z2(p2=0) = 3" (5.21)

Fiihren wir noch die Abkiirzung

k = sin % (5.22)
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ein, so erhalten wir schlieRlich aus (5.18)

w/2 /2

2 1
keose d:z::—/—. (5.23)
\/1—kzsin2:v \/kQ—kQSinzac wo J 1—k2sin’z

Hierbei tritt ein elliptisches Integral erster Gattung in der Legendreschen Normalform auf

%)
/ (5.24)
V1 — k2sin? :17
0
so dafs (5.23) die Form
4 s
T=—F — 2
wo (k7 2) (5 5)

besitzt. Das elliptische Integral F(k,w/2) laft sich fiir kleine k, d.h. nach (5.22) fiir kleine An-
fangsauslenkungen ¢y, storungstheoretisch berechnen. Die Taylor-Reihe

1
(1+4+2)*= 1+am+§a(a— Da®+... (5.26)
fithrt ndmlich zu einer Entwicklung des Integranden in (5.24):

(:3)

/2
Ll e L-1-3 12 .92 1o
/dm{l—i— 2( k= sin w)+22 2( k®sin®x)” + ...

w/2 /2 ™/2

1 3
/dm+§l€2/dmsin2x+§k4/d:vsin4:r+.... (5.27)

0 0 0

Die hierbei auftretenden Integrale sind elementar. Sie lassen sich durch die Rekursionsformel
, 1 -1 ,
/sinm zdr = —— sin™ 1z cosz + /sin”“2 rdz (5.28)
m m

berechnen, die wir durch partielle Integration erhalten. Durch Iteration von (5.28) finden wir

w/2

. 9 1-3:5-...-(2n—1) 7
2n . __ —
/d?[;sm x= 516 .. (2 2 (5.29)

0

so daff wir im einzelnen erhalten:

w/2
: 3
dasin® ¢ = 1—76r . (5.30)

. 7r
drsin® z = i

o\%

0
Damit lautet die Taylor-Entwicklung des elliptischen Integrales (5.27):

9
TR (5.31)

™ ™ ™
F(k,—):— T2
2 T3 T 128

2
Nach (5.22), (5.25) und (5.31) ergibt sich die Periodendauer des Pendels zu

2 1 ©o 9 4 0
T = 14 =sin? = 4+ = - .32
wo{ +4 2+64sm 5 T (5.32)
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Fiir sehr kleine Anfangsauslenkungen g ist die Periodendauer 7' unabhingig von ¢g gegeben

durch
_ 2

To = (5.33)

Wo
Fiir endliche Auslenkungen ¢y wird dagegen die Periodendauer 1" grofer als Tj. Dies ist plausibel,
da bei groferen Auslenkungen die riicktreibende Kraft proportional zu sin ¢ und damit kleiner als
die harmonische riicktreibende Kraft ist. Der durch (5.32) beschriebene Einfluf der Anfangsaus-
lenkung ¢ auf die Periodendauer des Pendels wird durch folgende Tabelle illustriert:

20 1° 5° 10° | 20°
T—T,
Ty

0,0019% | 0,048% | 0,19% | 0,77%

Bei groferen Auslenkungen von ¢q sind natiirlich auch die weiteren Terme von (5.32) von Bedeu-
tung.






Kapitel 6

Parametrische Resonanz

Unter parametrischer Resonanz versteht man das Phénomen, daft die Bewegung eines schwingen-
den Systems dadurch verstarkt werden kann, dafs man einen Parameter dieses Systems periodisch
dndert. Beispielsweise verstirkt sich die Bewegung einer Schaukel, wenn sich der Schwerpunkt
periodisch hebt und senkt (vgl. 10. Ubungsaufgabe). Man spricht hierbei vom “Aufschaukeln” der
Bewegung.

6.1 Mathieu-Gleichung

Wir untersuchen im folgenden das Phinomen der parametrischen Resonanz am Beispiel des ma-
thematischen Pendels, dessen Aufhidngepunkt vertikal gem&f einer vorgegebenen Funktion yq(t)
bewegt werden soll:

Ruht der Aufhingepunkt des mathematischen Pendels, ist also yo(t) = 0, so erhalten wir nach
(5.10) und (5.11) fiir den Auslenkungswinkel ¢(¢) die Bewegungsgleichung

B(t) + %singp(t) =0. (6.1)
Wird dagegen der Aufhingepunkt bewegt, ist also yo(t) # 0, so befindet sich das mathematische
Pendel in einem allgemeinen beschleunigten Bezugssystem, in dem zusdtzlich zur Gravitations-

kraft Fy = —mgé, noch die Scheinkraft Fg = mio(t)€, auftritt. Dies bedeutet, daf statt der

53
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Erdbeschleunigung g die effektive Beschleunigung gets = g — ijo(t) vorliegt. In diesem Fall geht die
Bewegungsgleichung (6.1) fiir den Auslenkungswinkel o(t) iiber in
it
B(t) + gfy”() sinp(t) = 0. (6.2)
Wird der Aufhidngepunkt beispielsweise periodisch mit der Amplitude A und der Frequenz w

bewegt
yo(t) = Acoswt, iio(t) = —Aw? cos wt , (6.3)

so lautet die Bewegungsgleichung (6.2):

2
é(t) + (% + ATw coswt) sinp(t) =0. (6.4)

Aufgrund der expliziten Zeitabhéngigkeit handelt es sich hierbei nicht um ein abgeschlossenes
sondern um ein offenes System. Die Gleichgewichtspunkte von (6.4) sind offensichtlich durch
p1 = 0 und @y = 7 gegeben. Fiir kleine Auslenkungen aus dem unteren Gleichgewichtspunkt
p1 = 0146t sich die Bewegungsgleichung (6.4) linearisieren

A p(t Aw?
e (2 ) 00 .

Durch die Umskalierung

- 2. - wt d wd d? w? d?
)= | = f=2, —=_ =X )
() 9”(w>’ Codt 24 A2 4 a2 (6.6)
1aRt sich (6.5) auf die Form der Mathieu-Gleichung
2 - -
ﬁga(t) + {c—2qcos2t} G(t) =0 (6.7)
bringen, wobei die Parameter ¢ und ¢ gegeben sind durch
4g 2A

Betrachtet man dagegen kleine Auslenkungen aus dem oberen Gleichgewichtspunkt ¢o = 7, so
erhélt man durch Linearisierung und Umskalierung wieder die Mathieu-Gleichung (6.7), wobei nun

aber die Parameter lauten
_4g 24

- _lw_za q= i
In beiden Fillen (6.8) und (6.9) ist ¢ umgekehrt proportional zum Quadrat der Frequenz w,
wahrend ¢ proportional zur Amplitude A ist. Diese Abhéngigkeit von ¢ und ¢ von den Parametern
der periodischen Bewegung des Aufhingepunktes wird im folgenden bei der Untersuchung des
Phénomens der parametrischen Resonanz von Bedeutung sein.

(6.9)

6.2 Floquet-Theorie
Die Mathieu-Gleichung (6.7) ist ein Spezialfall der Hill-Gleichung
() + f(t)z(t) =0, (6.10)
wobei f(t) eine periodische Funktion mit der Periodendauer T' bezeichnet:
f@)=ft+7). (6.11)
Die Hill-Gleichung (6.10) besitzt zwei wichtige Eigenschaften:



6.2. FLOQUET-THEORIE 55
1. Mit x(¢) ist auch z(t+T') eine Losung von (6.10). Substituiert man némlich in (6.10) ¢ durch
t+ T, so folgt

dx(t+T)
d(t+1T)?2

+ 4+ Tt +T) ©2Y % + FO(t+T) = 0. (6.12)

2. Als gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung besitzt (6.10) zwei Fundamentallo-
sungen x1(t) und x2(t):

F1(t) + f@)x1(t) =0, F2(t) + f(t)z2(t) = 0. (6.13)

Aus diesen beiden Eigenschaften folgern wir, daff auch z1(¢ + T') und z2(t + 7') Losungen der
Hill-Gleichung (6.10) darstellen und sich deshalb nach den Fundamentallosungen z1(¢) und za(t)

entwickeln lassen:
l‘l(t + T) _ A11 A12 Il(t) (6 14)
T (t + T) A21 A22 o (t) ) :
Die Matrix A = (A;;) gibt dabei an, wie sich die Fundamentallésungen z1(¢) und z»(t) nach einer

Periode von f(t) verindert haben. Man kann iiber die Matrix A zwei einschrinkende Aussagen
machen:

1. Zunichst stellen wir fest, daft die Wronski-Determinante der beiden Fundamentallésungen

X1 (t) i) (t

)
a1(t)  @a(t)

zeitlich konstant ist, da deren Zeitableitung verschwindet

W(t) =

‘ = 21 ()da(t) — 1 ()22 (2) (6.15)

d (6.15) .. -
W) =T 0)Fa(t) = B (1) (t)
©139
W = W (6.16)

Eine Auswertung der Wronski-Determinante zur Zeit ¢ 4+ 7" fiilhrt auf

w2 weaT)
O b+ Tt + T) — iy (¢ + T)aa(t +T)
(6.14)

{A1121(t) + A1222(t)} {A2121(t) + Ao (t)}
—{A1121(t) + A12da(t)} {Aa1z1 (¢) + A2222(t)}
(6.15),(6.16)

= W {A11 A2 — A12A21} . (6.17)
Die Determinante der Matrix A besitzt demnach folgenden Wert:

All A12

det A =
¢ ' Aot A

= AnAaz — A1pAz = 1. (6.18)

2. Da die zeitlich periodische Funktion f(t) reell ist

f)=r@)", (6.19)

ist mit «(¢) auch x(¢)* eine Losung von (6.10). Geht man in (6.10) zum konjugiert Komplexen
iber, so gilt ndmlich mit (6.19):

#(8)" + f(Oz(t)* = 0. (6.20)



56

KAPITEL 6. PARAMETRISCHE RESONANZ

Demnach sind auch z;(¢)* und z2(t)* Losungen der Hill-Gleichung (6.10), die sich nach den
Fundamentalldsungen z1(t) und () entwickeln lassen:

T (t)* T (t) )
=M . 6.21
( 2a(t)" ) ( za(t) (6.21)
Fiir die hierbei auftretende Matrix

_( My My
M= ( My Mo ) (6.22)

konnen wir eine wichtige Eigenschaft ableiten, wenn wir das konjugiert Komplexe der Wronski-
Determinante berechnen:

we o G2 e
I (t)*il'g(t)* — il(t)*.’lfg(t)*

= {My121(t) + Migxa(t)} {Ma1@1(t) + Magda(t)}
— {Myria (8) + Musiia(£)} {Maszr(£) + Masza(£)}

= W {M11 M2y — Mi2Mo}
= W det M . (6.23)

Durch zweimalige Verwendung von (6.23) folgt:

(6.23)

w* W det M

©29 W det M2, (6.24)
so daf wir fiir die Determinante der Matrix M die folgende Aussage machen konnen:

|det M|*> = 1. (6.25)

Da demnach det M # 0 ist, existiert die zu M inverse Matrix M —!. Substituiert man nun
in (6.21) t durch t 4+ T, so folgt

( il(H—T)* ) (6.21) M< x1(t+T) )

2(t+T)* $2(t+T)
(6.14) 1 (1)
- MA( T (t) )
CET R 28 ) . (6.26)

Der Vergleich vom konjugiert Komplexen von (6.14) und (6.26) fithrt auf die Matrizeniden-
titat
A*=MAM ™, (6.27)

Wir bilden auf beiden Seiten von (6.27) die Spur geméf der Definition
Sp(A) =) Au, (6.28)

wobei wir die Rechenregel verwenden, daf innerhalb einer Spur Produkte von Matrizen zy-
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klisch vertauscht werden kénnen. Bei der Spur eines Produktes zweier Matrizen gilt ndmlich

sp(4B) 2V S4B,

2

Z Aiiji
(2]

2.0 Biidy
J

i

= > (BA)y

J

Sp (BA), (6.29)

(6.28)

so dafs fiir die Spur eines Produktes vieler Matrizen die zyklische Vertauschung gilt:

(6.29)

Damit kénnen wir folgern, daft die Spur der Matrix A reell ist:
sp (4%) 27 gp (MAM) 2V gp (MM A)
= Sp(4). (6.31)
Die beiden Eigenschaften (6.18) und (6.31) der Matrix A werden wir weiter unten verwenden.
Zunéchst zeigen wir, dal es Losungen z(t) der Hill-Gleichung (6.10) mit der Eigenschaft
x(t+T) = px(t) (6.32)

gibt. Da sich z(t) nach den Fundamentallésungen x1(t) und z2(t) entwickeln &t

x(t) = c1x1(t) + cawa(t), (6.33)
erhalten wir aus (6.32):
crx1(t+T) +caxa(t+T) (619 c1 {An1z1(t) + Arzxa(t)} + c2 {As121(t) + Ao (t)}
= p{czi(t) +coxa(t)} . (6.34)

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Fundamentallosungen 1 (¢) und z2(¢) folgt dann das alge-
braisches Gleichungssystem

Al A c1 ) < 1 )
- , 6.35
<A12 Az 2 EA e (6:35)
das in Matrizenschreibweise lautet
ATe = e (6.36)

Demnach ist ¢ der Eigenvektor und j der Eigenwert der Matrix A”. Eine nichttriviale Losung fiir
¢ liegt vor, wenn i der charakteristischen Gleichung

det (AT — uI) =0 (6.37)
geniigt. Aufgrund der Determinantenregel

det D = det DT (6.38)
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ist die charakteristische Gleichung (6.37) fiir A” identisch mit der fiir A:
det(A—pl)=0. (6.39)

Sind g und & durch (6.39) und (6.36) bestimmt, so definiert uns (6.33) eine Losung x(t) der
Hill-Gleichung (6.10) mit der Eigenschaft (6.32). Setzen wir

p=er (6.40)

mit dem Floquet-Exponenten ), so lautet die Eigenschaft (6.32)

z(t+T) = e a(t). (6.41)
Wir betrachten nun die Funktion
U(t) = e Ma(t) (6.42)
und substituieren t durch ¢ + T
Ut +T) (6.42) e ATy 1 T)
(640 e Ma(t)
2 v, (6.43)

Demnach handelt es sich bei U (t) um eine periodische Funktion. Zusammenfassend kénnen wir nun
die Floquet-Theorie formulieren. Sie besagt, daf die Hill-Gleichung (6.10) eine Losung z(t) besitzt,
die wegen (6.42) in eine Exponentialfunktion und in eine periodische Funktion (6.43) faktorisiert:

z(t) = eMU(t). (6.44)

Der im allgemeinen komplexe Floquet-Exponent A bestimmt die Stabilitdt der Losung z(¢). Im
Falle Re A > 0 bzw. Re A < 0 tritt Auf- bzw. Abschaukeln auf, wihrend Re A = 0 zu einer stabilen
Losung fiihrt.

Weitergehende Aussagen iiber die Stabilitdt der Losung lassen sich gewinnen, wenn man die
charakteristische Gleichung (6.39) mit Hilfe von (6.18) vereinfacht:

A — 12 Arz
Ay A —p

= p?— (A +Ap)p+ A Ass — AjpAs =0
=7 2 —Sp(A)u+1=0. (6.45)

det(A—pul) =

Es gibt demnach die beiden Eigenwerte

s = Sp (A) £ (28p (4))? — 4 ’ (6.46)

die wegen (6.18) die Eigenschaft
py p =1 (6.47)
besitzen. Fiir die gemé&f (6.40) definierten Floquet-Exponenten A_und A, bedeutet (6.47):

A +A-=0. (6.48)
In Abhéngigkeit der Spur von A, die nach (6.31) reell ist, lassen sich zwei Falle unterscheiden:

1. Ist |Sp (4)] > 2, so sind p4 und p— nach (6.46) und damit auch Ay und A_ reell. Aufgrund
von (6.48) gibt es dann einen positiven und einen negativen Floquet-Exponenten, so daf§
Auf- und Abschaukeln auftritt.
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2. Ist |Sp (A)| < 2, so sind g4 und p— nach (6.46) und damit auch Ay und A_ zueinander
komplex konjugiert. Aus (6.48) folgt dann, daff A; und A_ rein imaginér sind, so daf die
Losung stabil ist.

Demnach kénnen wir die Stabilitdtsgrenze durch die Bedingung

Sp (4)] =2 (6.49)
charakterisieren. Aus (6.46) ergeben sich dann an der Stabilititsgrenze die Eigenwerte

lpsl =1 (6.50)
und aus (6.40) die Floquet-Exponenten

Ay = z%n n=0,+1,42, ..., (6.51)

wobei (6.47) bzw. (6.48) zu beachten ist.

6.3 Stabilitdtsdiagramm

Wir wenden nun die Floquet-Theorie der Hill-Gleichung (6.10) auf die Mathieu-Gleichung (6.7)
Z(t) + {c — 2qcos 2t} x(t) =0 (6.52)
mit der Periodendauer 7' = 7 an. Im Falle ¢ = 0 lauten die beiden Fundamentall6sungen
z1(t) = eV, To(t) = e Ve, (6.53)
Wertet man diese Fundamentallésungen zur Zeit ¢t + 7" aus

(6.53) eiveterm B2 e oy

)
.54
ot + m) (6.53) e-ivetm) (633 Taa(t), o

so laft sich die Matrix A aus (6.14) direkt ablesen:

Jver
A = [ € , . .
( 0 miver ) (6.55)

Die Matrix (6.55) besitzt die Eigenschaften

det A = eVeme iVer — 1 (6.56)

Sp(A) = Ve 4 e Ve = 9cos(m/c), (6.57)

so daf offensichtlich die beiden Einschrankungen (6.18) und (6.31) erfiillt sind. Nach (6.49) und
(6.57) ist die Stabilitétsgrenze charakterisiert durch die Bedingung

|cos(my/c)| =1, (6.58)

die den Parameter c festlegt zu
en=n% n=0,4+1,+2,.... (6.59)
Fiir alle ¢ > 0, die der Stabilititsbedingung (6.59) nicht geniigen, gilt gemafs (6.57) offensichtlich
258(1(46) 5<7 )2, so daf§ es sich um stabile Bereiche handelt. Fiir ¢ < 0 setzen wir ¢ = —|c| und erhalten

Sp (A) = 2 cosh(m/c) > 2 (6.60)
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aufgrund der analytischen Forsetzung der cos-Funktion

cosix = coshuw, (6.61)

die sich mit Hilfe der Eulerschen Formel (4.11) beweisen ldt. Deshalb handelt es sich bei ¢ < 0 um
einen instabilen Bereich. Diese Ergebnisse lassen sich nun durch das folgende Stabilitdtsdiagramm
zusammenfassen: Fiir das mathematische Pendel mit periodisch bewegtem Aufhingepunkt geht

Stabilitétsgrenze < stabil(Sp(4) < 2)
(Sp(4) =2)

. q
< instabil (Sp(A) > 2)

(6.59) fiir kleine Auslenkungen aus dem unteren Gleichgewichtspunkt gemafs (6.8) tiber in

wp =22 p=1,2,3,.... (6.62)

Hierbei bezeichnet wy die in (5.11) eingefiihrte Frequenz der harmonischen Schwingungen bei
festem Aufhidngepunkt und kleinen Auslenkungen. Demnach tritt die Stabilitatsgrenze bei sub-
harmonischen Frequenzen von 2w, auf. Dieses Phinomen ist von der Schaukel gut bekannt, die
man idealisierend als Pendel mit einer periodisch verénderlichen Fadenlénge auffassen kann. Der
Fall n = 1 entspricht dabei dem Heben und Senken wihrend einer Halbschwingung der Schaukel:
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Dieser Fall wird der in der 10. Ubungsaufgabe durch Anwendung des Energie- und des Drehim-
pulserhaltungssatzes ndher untersucht.

Im Falle ¢ # 0 ergeben sich die Stabilititsgrenzen aus dem Floquet-Theorem (6.43), (6.44)
und der Forderung (6.51). Diese Stabilitéitsgrenzen werden wir in der 11. Ubungsaufgabe mit
Hilfe von Kettenbriichen stérungstheoretisch fiir kleine ¢ # 0 berechnen. Es zeigt sich, dafl die
Stabilitdtsgrenzen ¢ = ¢(q) die Symmetrie

c(q) = c(—q) (6.63)

besitzen. Deshalb beschrinken wir uns beim Schaubild des Stabilitdtsdiagramms auf den Bereich
q=>0:

cn(q)

Nach (6.8) und (6.9) entspricht der Bereich ¢ > 0 bzw. ¢ < 0 dem mathematischen Pendel am
unteren bzw. obenen Gleichgewichtspunkt bei kleinen Auslenkungen. Im Falle ¢ > 0 werden aus
den Instabilitdtspunkten (6.59) fiir ¢ = 0 Instabilitdtsbereiche fiir ¢ > 0, die mit wachsendem ¢
gréfer werden. Im Falle ¢ < 0 erreicht man fiir ¢ > 0 Stabilitét, obwohl ohne periodische Modula-
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tion ¢ = 0 bei ¢ = 0 eine Instabilitét vorliegt. Man nennt diesen Effekt dynamische Stabilisierung.
Dieser Effekt wird in den sogenannten Paul-Fallen ausgenutzt, um geladene Teilchen in einem
elektrischen Quadropolfeld festzuhalten (vgl. 11. Ubungsaufgabe).



Kapitel 7

Zweikorper-Problem

Bisher haben wir uns ausfiihrlich mit einigen eindimensionalen mechanischen Systemen mit ei-
nem Massenpunkt beschéftigt. Nun wollen wir uns wichtigen mehrdimensionalen mechanischen
Systemen mit mehr als einem Massenpunkt zuwenden. In diesem Kapitel betrachten wir ein ab-
geschlossenes System aus zwei Massenpunkten m; und msy, bei dem die Wechselwirkung zwischen
den Massen durch ein Zentralpotential

V(i 73) = V(i —72l) (7.1)

beschrieben wird. Zunéchst zeigen wir, daff sich dieses Zweikdrper-Problem auf ein effektives
Einkorper-Problem abbilden l&fit. Anschlieffend werden wir fiir das effektive Einkérper-Problem
die Winkel eliminieren, und die Bewegung anhand der verbleibenden Radialgleichung qualitativ
diskutieren.

7.1 Problemstellung

o V(| —73)

Fip

Bei einem Zentralpotential (7.1) wirken zwischen den beiden Massen Krifte, die dem dritten

Newtonschen Axiom “actio = — reactio” geniigen:

=7 V(| — 1))
|71 — 72| 0|1 — o

71— 7o OV (|F1 — 7a|)

[Py — 7| O|FL — T2

ﬁlZ = —gradﬁV(Fl,f‘Z): ) (7.2)

By = —grad, V(f,7) =+ (7.3)

In diesen Rahmen fillt beispielsweise die attraktive Newtonsche Gravitationswechselwirkung, bei
der das Zentralpotential gegeben ist durch

(7.4)
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mit der Konstanten
a = Gmims (7.5)

(vgl. 4. Ubungsaufgabe). Wir wollen aber zunichst die physikalischen Konsequenzen eines all-
gemeinen Zentralpotentials (7.1) studieren und die Spezialisierung (7.4) erst zu einem spéteren
Zeitpunkt durchfiihren.

Die Krifte (7.2) und (7.3) fiihren zu den Newtonschen Bewegungsgleichungen der Massenpunk-
te m1 und mas:

. =7 OV(7 — 7))

- - . 7.6

i |’Fl —F2| (9‘7:’1 —772| / ( )
. 7 — 7 OV(7 — 7))

- . 7.7

e P N ey (7.1)

Hierbei handelt es sich um ein gekoppeltes System von sechs gew6hnlichen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, das die Zeitabhingigkeit der Ortsoperatoren i und 75 der Massenpunkte m;
und my festlegt. Dieses Problem besitzt die folgenden Symmetrien:

1. Invarianz unter rdumlichen Translationen,
2. Invarianz unter Rotationen,
3. Invarianz unter zeitlichen Translationen.
Aufgrund dieser Symmetrien 14t sich das Problem schrittweise vereinfachen:

1. Die Losung der Schwerpunktbewegung fiihrt auf ein effektives EinkOrper-Problem der Rela-
tivbewegung.

2. Die Losung der Winkelbewegung fiihrt auf eine radiale Differentialgleichung zweiter Ord-
nung.

3. Eine Integration der Radialgleichung fiihrt auf den Energieerhaltungssatz und damit zu einer
Differentialgleichung erster Ordnung.

Damit 1afst sich das Problem fiir ein allgemeines Zentralpotential (7.1) bis auf ein Integral 16sen.
Zur Ausfilhrung dieses Integrals mufs das Zentralpotential spezifiziert werden.

7.2 Reduktion zum Einkorper-Problem

Die Invarianz des Problems unter rdumlichen Translationen tritt deutlicher hervor, wenn man von
den Ortsvektoren 7 und 75 der Massenpunkte zu den Schwerpunktkoordinaten
myT 4+ mats

R= (7.8)

my + may
und den Relativkoordinaten
=17 — T (7.9)
iibergeht. Dadurch entkoppelt man namlich die gekoppelten Bewegungsgleichungen (7.6) und (7.7)
in unabhéngige Bewegungsgleichungen fiir die Schwerpunkts- und die Relativbewegung. Fiir die
Schwerpunktbewegung erhalten wir

f 08 Man tmary - (LO.0T R (7.10)
m1 + ma

mit der Gesamtmasse
M =m1+ms>. (711)
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Demnach bleibt der Schwerpunktimpuls erhalten, so daff sich der Schwerpunkt 1angs einer Geraden
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt:

R(t) = Ry + Vt . (7.12)

Die Relativbewegung dagegen wird bestimmt durch

- (7.9) - - (7. . 1 1
P g e (L 1) ZoVD), .
m [/ 0l
so dafl wir erhalten - oV ()
- T T
P = — = = —grad;V (|7 7.14
T (71 (7.14)
mit der reduzierten Masse T
m1 + ma2

Die Relativbewegung stellt somit ein effektives Einkorper-Problem dar, bei dem sich ein Teilchen
der Masse i im Potential V(7) = V(|7]) bewegt.

7.3 Reduktion zur Radialgleichung

Fiir die Relativbewegung ist der Drehimpuls

L=FXp=purxr (7.16)
eine Erhaltungsgrofie, da dessen zeitliche Ableitung verschwindet:

ai ..
o =M ><r+,u7“><r(7—14)0. (7.17)

Demnach befinden sich Ortsvektor 77 und Geschwindigkeitsvektor 7 zu allen Zeiten ¢ in einer Ebene
senkrecht zum Drehimpulsvektor L. Wir wihlen nun ein spezielles Koordinatensystem, bei dem
der Dehimpulsvektor Lin z-Richtung zeigt, so daf die Bewegung des effektiven Teilchens in der
zy-Ebene erfolgt. Im Falle von Polarkoordinaten lautet der Ortsvektor

T COS @
r=| rsing |, (7.18)
0

so dafs sich der Geschwindigkeitsvektor zu
] 7" COS (p — T sin
= | rsing+rpcosp (7.19)
0
und der Beschleunigungsvektor zu
7 cos @ — 27psin @ — r@sin p — r$? cos @

F=| #sing+ 2F@cos g+ r@cosp — r@?sing (7.20)
0

ergeben. Die Bewegungsgleichung (7.14) geht dann {iber in
cos ¢ —sing cos oV (r)

p(i—r?) | sing | + p(2r¢ + 1) Cos ¢ =—| sing
0 0 0

(7.21)
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Projiziert man (7.21) auf die Einheitsvektoren in radialer Richtung

or cos @
é, = g; (7.18) sin ¢ (7.22)
— 0
or
und in tangentialer Richtung
or .
0 —sing
€p = —gsi (7.1%) cos , (7.23)
o 0
e

so erhdlt man die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen

pit —r¢?) = 761(;7(17”)’ (7.24)

241y = 0. (7.25)

Berechnen wir den Drehimpulsvektor (7.16) im Falle der Polarkoordinaten (7.18) und (7.19), so
erhalten wir

. €y €y €, 0
L=p T COS rsin g 0 [=pp| 0 |. (7.26)
7cosp —rpsing rsinp4rocosep 0 1

Demnach fiihrt (7.25) auf die Erhaltung (7.17) des Drehimpulsvektors L:

7 0
dL .
— =pur2ro+r@) [ 0 ] =0. (7.27)
dt 1
Der Betrag des Drehimpulsvektors stellt demnach ein Integral der Bewegung dar:
L=|L|=pur’p. (7.28)
Mit Hilfe von (7.28) laft sich die Winkelgeschwindigkeit ¢ in (7.24) eliminieren
L?  oV(r)
F=— — . 7.29
Hr ur3 or (7:29)

Der Drehimpuls fithrt demnach zu einer Zentrifugalkraft in der radialen Bewegungsgleichung. Man

kann sie auf die Form )
 OVers(r)

pr =
or
bringen, wobei sich das effektive Potential Vees(r) aus dem Zentralpotential V(r) und einem re-
pulsiven Zentrifugalpotential additiv zusammensetzt:

(7.30)

L2
‘/eff(T) = V('I") + 2/1? . (731)
7.4 Energieerhaltung
Multiplikation von (7.30) mit 7 fithrt auf
d [p.o —
% [Er + Véff(?“)] =0, (7.32)
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so daf die Energie des Einkorper-Problems erhalten ist:

B = 5i% 4 Veat(r) (7.33)

dr [2
E =+ ; [E - Veff(’l“)] (7.34)

ergibt eine implizite Bestimmungsgleichung fiir r(¢):

Die Separation der Variablen

r(t)

d
t:toj:/ — : (7.35)

oo [E — Vegs(r)]

Setzt man die so bestimmte Zeitabhingigkeit der Radialkoordinate r(¢) in (7.28) ein, so ergibt
sich die Zeitabhingigkeit der Winkelkoordinate () geméaf

t

p(t) = o * / ﬁ dt’ . (7.36)

to

Eliminiert man schliefilich aus r = r(¢t) und ¢ = @(t) die Zeit ¢, so ergibt sich die Bahnkurve
r = r(¢). Ist man nur an der Bahnkurve r = r(y) interessiert, so kann man diese auch direkt
bestimmen:

do  dp dt (7.28),7.
dp _ dpat (7.28),(734) | pr : (7.37)

dr — dt dr 2
m [E — Vege(r)]

Die Integration von (7.37) ergibt dann eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die Bahnkurve
r = (o)

g L '
$ =gt / _ V2T dr. (7.38)
E — Vege(r)

7.5 Diskussion der Bewegung

Auch ohne explizite Losung der verbleibenden Integrale in (7.35), (7.36) und (7.38) lassen sich qua-
litative Aussagen iiber die Bewegung machen. Hierzu betrachten wir als Beispiel das Newtonsche
Gravitationspotential (7.4), das gemaf (7.31) zum effektiven Potential

« L?
Vet (r) = o * 2pr?

(7.39)

fiihrt. Zeichnet man den Graphen von Vet (r), dann gibt dessen Abstand zur Horizontalen E gemif
(7.33) die jeweilige kinetische Energie ;72 /2 an. Abhéingig vom Vorzeichen von 7 lduft das Teilchen
zum Zentrum hin oder nach aufien:
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Vere ()

Er

T1 r2

Es

Die Bewegung des Teilchens ist auf diejenigen Bereiche beschrankt, fiir die £ — Voge(r) > 0 ist. An
den Umkehrpunkten r; mit
E = ‘/éff(Ti) (740)

kehrt sich die Bewegung um. Man kann zwei Bewegungstypen unterscheiden:

e Ist £ < 0, so liegt eine gebundene Bewegung vor, die durch r; und r; eingegrenzt ist. Wie
wir noch sehen werden, handelt es sich bei der Bahnkurve um eine Ellipse bzw. einen Kreis.
Dieser Fall liegt z.B. bei der Bewegung der Planeten um die Sonne vor.

e Ist £ > 0, so liegt eine Streulsung vor. Das Teilchen kommt aus dem Unendlichen und fliegt
zum Umkehrpunkt r3. Dort kehrt sich die Bewegung um und das Teilchen fliegt vom Zentrum
weg. Wie wir noch sehen werden, handelt es sich bei der Bahnkurve um eine Hyperbel bzw.
eine Parabel. Dieser Fall liegt z.B. bei der Bewegung von Kometen vor.

Wir diskutieren die gebundene Bewegung zwischen zwei Umkehrpunkten r; und r2 im Falle eines
beliebigen Zentralpotentiales V' (r) noch etwas eingehender. Die Bewegung erfolgt in der zy-Ebene
vollsténdig in dem ringférmingen Gebiet, das durch die Kreise r = r; und r = r9 begrenzt wird.
Das bedeutet jedoch nicht, daf die Bahn geschlossen ist. Wahrend sich » von r; bis 7 und dann
wieder bis r; dndert, dreht sich der Ortsvektor gemaf (7.38) um den Winkel

L

T2 R

2
Ap = +2 V2T g (7.41)

EARY E — Vi (r)

Die Bahn bildet nur dann eine geschlossene Kurve, wenn dieser Winkel ein rationaler Teil von 27
ist, d.h. wenn

Ap =212 (7.42)
m

mit ganzen Zahlen n, m gilt. Nach m-maliger Wiederholung der zugehdrigen Zeitperiode hat der
Ortsvektor n ganze Umlaufe durchgefiihrt und fallt mit dem Anfangswert wieder zusammen, d.h.
die Kurve schlieft sich. Es existieren nur zwei Zentralpotentiale, das 1/r- und das r-Potential,
bei denen alle Bahnen einer begrenzten Bewegung geschlossen sind. Diese wichtige Aussage wird
im Buch
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V.I. Arnold, Mathematische Methoden der klassischen Mechanik, Birkhduser Verlag

bewiesen. Bei einer beliebigen Form des Zentralpotentials V(r) wird der Winkel A¢p kein ra-
tionaler Teil von 27 sein. Die Bahn ist dann nicht geschlossen. Beispielsweise wird das Newton-
sche Gravitationspotential (7.4) durch das Quadrupolmoment der Sonne (13. Ubungsaufgabe),
die Gravitationspotentiale anderer Planeten oder durch allgemein relativistische Effekte gestort.
Nach jedem Umlauf des Planeten ist dann die Linie vom Zentrum zum sonnennichsten Punkt,
dem Perihel der Bahn, ein wenig gedreht:

T2

Beispielsweise ist die Periheldrehung fiir den Merkur von der Grofenordnung einer Bogensekunde
pro Umlauf um die Sonne, die etwa 88 Tage dauert. Sie wird zu etwa 9/10 durch das Quadrupolmo-
ment der Sonne bzw. die Gravitationspotentiale anderer Planeten und zu 1/10 durch relativistische
Effekte verursacht (vgl. 12. Ubungsaufgabe).






Kapitel 8

Das Kepler-Problem

Nun untersuchen wir quantitativ die Bahnkurven, die im Newtonschen Gravitationspotential (7.4)
auftreten kdnnen. Wir werden sehen, daft die Bahnkurve abhéngig von der Energie E eine Ellipse,

ein Kreis, eine Hyperbel oder eine Parabel sein kann.

8.1 Bahnkurve

Setzen wir das Newtonsche Gravitationspotential (7.4) in das effektive Potential (7.31) ein, so

lautet die implizite Bestimmungsgleichung (7.38) fiir die Bahnkurve r = r (¢):

L
() Vo]
p=@ox / ) dr
O L
ro 2ur?
Mit Hilfe der naheliegenden Substitution
1 1 ,
u(r)=~-, du=——dr = dr=-r"du
r r
geht das Integral (8.1) {iber in
1/T0
L du
p=¢ot —— /
V21 1,2
1r(e) | E 4 oau — —u?

2p

Zur Integration von (8.3) kann man das Standardintegral

/ dx 1 arccos( —2Ax — B >
VA2 LBz +C A VB? — 4AC

verwenden, das den Einschriankungen
A<0, B?>-4AC>0

unterliegt. Identifizieren wir die einzelnen Parametern geméfs

2 2
A:—§—<0, B=a, C=E = B2—4AC:a2+2EL
"

71

(8.1)

(8.3)
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so erhalten wir

@ = (o = < arccos o — arccos pr(p)

Wir fithren nun als Abkiirzung die Konstante

L2
— -«
Po = o * arccos Ko NTE (8.8)
2+
]

ein, die durch den Anfangswinkel ¢y und den Anfangsradius ¢ bestimmt ist. Damit erhalten wir
aus (8.7):

L2
@ "
o—@o = Farccos | =Pl | (8.9)
,  2EL?
+
I
bzw. nach einigen Umformungen
L2
r(p) = = : (8.10)
,  2EL? -
a+/a?+ . cos(¢ — o)

Beachten wir, daft die Konstante o im Newtonschen Gravitationspotential (7.4) gemaf (7.5) positiv
ist, so ergibt sich die endgiiltige Form der Bahnkurve r = r(p) zu
L2
apu
r(p) = £

. (8.11)
2EL? 5
1+4/1+ 5~ cos(p — o)
po

Mit dem Parameter

L2
= — 8.12
P= (8.12)
und der Exzentrizitét
2F L2
e=4/1 5 (8.13)
o
besitzt (8.11) die Form eines Kegelschnittes:
p
= . 8.14
r (%) 1+ ecos(p — @) (8.14)

Bei einem Kegelschnitt treten abhéngig von der Energie E die folgenden Fille auf:
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e>1 E>0 Hyperbel
e=1 E=0 Parabel
po? .
O<exl1 —ﬁ<E<O Ellipse
_ _ o per :
e=0 E= 572 Kreis

Wir diskutieren nun getrennt diese moglichen Bahnkurven.

8.2 Ellipse

73

Wir betrachten zuniichst die gebundene Bewegung —pa?/2L? < E < 0 mit 0 < € < 1 und setzen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit g9 = 0. Aufgrund von (7.18) lautet der Zusammenhang

zwischen Polarkoordinaten und kartesischen Koordinaten

(8.15) in (8.14) eingesetzt fithrt dann auf

cosp =

T

/22 + 42 ’

/$2+y2:—

Nach einigen Umformungen erhalten wir hieraus

ep 2
<$+ 162)

y2

p2

p2

(1-e?)?

Es handelt sich demnach um die Normalform einer Ellipse

1—¢e2

(=)

mit den Halbachsen

Y—7Y0
+( "

) =1

PR >b=
I V1—¢?
und dem Mittelpunkt
Ep
=— <0, =0
Lo 1_ 22 Yo

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

Offensichtlich entartet die Ellipse im Falle F = —ua?/2L%, d.h. bei ¢ = 0, zu einem Kreis, da
dann die beiden Halbachsen a und b in (8.19) {ibereinstimmen.
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=
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8.3 Kepler-Gesetze

Wir diskutieren nun die ellipsenférmig gebundene Bewegung fiir ein System, das aus der Erde
mit m; = 6 - 10** kg und aus der Sonne mit my = 2 - 10°C kg besteht. Hierzu driicken wir die
Ortsvektoren 7 und 7 durch die Schwerpunkt- (7.8) und die Relativkoordinaten (7.9) aus:

mi ma .
mi+ma  mi+ma 7?:1 = R . (8.21)
1 1 T2 a

Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem ldt sich mit Hilfe von (4.56) nach 7} und 7 auflésen

1 12
n\ my + my R (8.22)
FQ o 1 _ mi F ’ ’
mi + mo
so dafl wir erhalten
B R+ 7712 7
1 mi -+ ma
. = . .2
( 2 ) R__™ = (8.23)
mi + ma

Demnach vollfithren beide Massenpunkte neben der Schwerpunktsbewegung (7.12) noch gegen-
laufige Ellipsenbewegungen, wobei der gemeinsame Schwerpunkt im Brennpunkt beider Ellipsen
liegt:
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Aufgrund der unterschiedlichen Massen m; < my 14t sich (8.23) ndhern durch

—

m~R+7, H~R (8.24)

und ergibt das erste Keplersche Gesetz: Die Planetenbahnen sind Ellipsenbahnen mit der Sonne
in einem Brennpunkt. Bei dieser Ndherung werden Terme der Ordnung my/mo = 106 vernach-
lissigt. Bei einem mittleren Abstand von 1, 5-10% km zwischen Erde und Sonne bedeutet dies, daf
die Ellipsenbewegung der Sonne Halbachsen von ca. 102km besitzt, die sehr viel kleiner als ihr
Radius von 7 - 10° km sind. Fiir die Bewegung der Erde sind eher Korrekturen durch den relativ
schweren Planeten Jupiter mit m3z = 2-10?” kg wichtig, die von der Ordnung m;/m3 = 103 sind.

Das zweite Keplersche Gesetz besagt, daf die vom Fahrstrahl pro Zeiteinheit iiberstrichene
Flache konstant ist. Dies entspricht gerade dem Drehimpulserhaltungssatz (vgl. Abschnitt 3.9):

1. 1., (r.16) || dA L
dA = = I el @@z .
SIrxean| = g xan 20 e — U2 (5.5
A
7+ di dP
77'

Das dritte Keplersche Gesetz besagt, dafs die Quadrate der Umlaufzeiten T verschiedener Plan-
ten proportional zur kubischen Potenz der grofien Halbachsen a ihrer Elipsenbahnen sind:

T? = ka®. (8.26)

Dabei ist die Proportionalitdtskonstante £ unabhingig vom betrachteten Planeten. Um die Bezie-
hung (8.26) abzuleiten, integrieren wir (8.25) iiber eine Periode und erhalten dadurch die von der
Ellipse eingeschlossene Fliche:

T dA 825) L
A= dt — =" T— = mwab. 2
bf 7 o a (8.27)

Setzen wir (8.12) und (8.13) in (8.19) ein, so lauten die Halbachsen:

e
L
= —. (8.29)
V2u|E|
Zwischen den beiden Halbachsen a und b besteht demnach die Beziehung
b (8.29) 1 (8.28) a
i g — 8.30
L V20 B pex (530
Einsetzen von (8.30) in (8.27) fithrt dann auf (8.26):
T b 2
ra— =ma, | — = T?= 47T—'ua3. (8.31)

Z: L ap «
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Die Proportionalititskonstante k in (8.26) hingt gemaf (8.31) genau genommen doch von den
Planeten ab:

A2y (7.5),(7.15) 472 1

kE = REEr— 8.32
« G mq+mgy ( )
Im Falle m; < mas gilt ndherungsweise
4 2 4 2 2
g 2T LR —2,96- 1019 (8.33)
Gma  6,67-10 1 m3/(kg s*)2-1030kg m
unabhingig vom Planeten. Beispielsweise ergibt sich fiir die Erde
T2 (365-24-60-60s)> 1o 82
k=g = 05 10T 2,95-1071 (8.34)

in guter Ubereinstimmung mit (8.33).

8.4 Hyperbel

Nun betrachten wir die Streulosung £ > 0 mit ¢ > 1 und setzen wieder ¢¢ = 0. In diesem Fall
geht die Normalform einer Ellipse (8.18)—(8.20) in die Normalform einer Hyperbel {iber

(;p—axg)Q(y—byo)Q_l (8.35)

mit den Halbachsen

o = 5 (8.36)
b o= gf_ - (8.37)

und dem Mittelpunkt
o = Efp >0, yo=0. (8.38)

Die Hyperbel (8.35) besitzt die Asymptote

Y=y =+ g (z — z0) (8.39)

und durchstéft die Gerade y = yg bei den Punkten
(0 £a,0). (8.40)
Hierbei ist wegen (8.36) und (8.38) zu beachten, dall zo = ea ist, d.h. es gilt z9 > a wegen
€ > 1. Beispielsweise bewegt sich ein Komet bei seiner Bewegung um die Sonne auf einer solchen

Hyperbel. Aus dem Unendlichen kommend wird der Komet aufgrund der attraktiven Newtonschen
Gravitationskraft bis zum sonnennichsten Punkt schneller und anschlieffend wieder langsamer:



8.4. HYPERBEL

7

Y
- A Antigravitation ------
AN Wahre Bahn -7
\I\\\ | ///I/ -
éﬁ;ﬁt T,
e : >
_-T >~ o
/://a RO
Setzt man (8.37) und (8.38) in (8.35) ein
2 ep e?p? (e - 1)2 -1,
¢ - 2———1+ 5 5 -——y =1, (8.41)
es—1 (2 1) D P
so artet die Hyperbel im Grenzfall £ =1 zu einer Parabel aus:
15, p
T =——1 —. 8.42
AR (8.42)
Y
p
=

N3
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8.5 Coulomb-Potential

Die elektrostatische Wechselwirkung zwischen zwei Punktladungen @; und @2 wird durch das
Coulomb-Potential beschrieben. Es besitzt dieselbe Form wie das Newtonsche Gravitationspoten-
tial (7.4), die Konstante « ist aber nicht durch (7.5), sondern durch

1Q2
o= ym— (8.43)
im SI-Einheitensystem gegeben. Haben )1 und @2 ein unterschiedliches Vorzeichen, so ist die
elektrostatische Wechselwirkung mit a > 0 attraktiv und das entsprechende Zweikorper-Problem
1aft sich wie beim attraktiven Newtonschen Gravitationspotential (7.4) behandeln. Insbesondere
gibt es eine gebundene Losung, bei der sich beide Punktladungen auf Ellipsenbahnen umkreisen.
Diese Uberlegung war die Grundlage des Atommodells von Bohr und Sommerfeld fiir das Was-
serstoff-Atom, das aus einem Elektron (; = —e und einem Proton Q2 = +e besteht. Eine neue
Situation tritt allerdings auf, wenn beide Ladungen dasselbe Vorzeichen besitzen, da dann die
elektrostatische Wechselwirkung mit « < 0 repulsiv wird. Gemaf (7.39) ist in diesem Fall das
effektive Potential Veer(r) positiv und monoton fallend:

S|

Dann gibt es nur Lésungen mit £ > 0 und es liegt nur ein Umkehrpunkt vor. Der Bewegungsablauf
stellt eine Streuung dar. Geht man bei der Herleitung der Bahnkurve r = r(p) auf (8.10) zuriick,
so ergibt sich auch fiir a < 0 ein Kegelschnitt (8.14) mit dem Parameter p < 0 geméf (8.12). Die
Exzentrizitat ist aber nicht mehr durch (8.13), sondern durch

2EL?

e=—4/1
+ua2

(8.44)

gegeben. Da nun ¢ < —1 vorliegt, ergibt sich wieder die Hyperbel als Bahnkurve, wenn wir die
Streuung eines a-Teilchens (=Heliumkern=2 Protonen+2 Neutronen) mit der Ladung Q1 = 2e
an einem Atomkern mit der Ladung Q2 = Ze betrachten, wobei Z die Kernladungszahl be-
zeichnet. Aus dem Unendlichen kommend wird das a-Teilchen aufgrund der repulsiven Coulomb-
Wechselwirkung bis zum dem Atomkern nichsten Punkt seiner Bahn langsamer und anschliefiend
wieder schneller.



Kapitel 9

Rutherford-Streuung

Streuexperimente sind in der Physik von grofer Bedeutung. Dabei l4uft ein Strom gleicharti-
ger Teilchen auf eine Ansammlung anderer, im allgemeinen ruhender Teilchen zu. Wenn jedes
der einfallenden Projektile maximal an einem Teilchen des Targets streut, dann 1dft sich die-
ser Vorgang auf das schon behandelte Zweikorper-Problem zuriickfiihren. Die Streulosung des
Zweikorper-Problems bestimmt dann den Wirkungsquerschnitt des Streuexperimentes. Im folgen-
den berechnen wir den Wirkungsquerschnitt fiir die Rutherford-Streuung im Schwerpunktsystem.
Anschliefiend diskutieren wir, wie ein Wirkungsquerschnitt vom Schwerpunkt- ins Laborsystem
transformiert wird.

9.1 Definition des Wirkungsquerschnittes

Wir betrachten einen Strahl von Teilchen, die an einem Potential gestreut werden. Wir nehmen an,
daf der einfallende Strahl eine {iber die Strahlbreite homogene Stromdichte I besitzt. Sie ergibt
sich aus der Zahl dN der Teilchen, die pro Zeiteinheit dt auf die Flache dF' auftreffen:

_dN
T dtdF

Weit weg vom Streuzentrum haben alle Teilchen im Strahl die gleiche Geschwindigkeit v, und
damit auch die gleiche Energie

9.1)

E = Hvz .

2 oo

Durch die Geschwindigkeit ¥, wird die Strahlrichtung ausgezeichnet. Wir stellen uns zunéchst
vor, dafs der Strahl auf genau ein Targetteilchen zulduft. Die Wechselwirkung zwischen Projektil
und Targetteilchen werde durch ein Zentralpotential beschrieben. Wenn wir annehmen, daf sich
die Projektilteilchen nicht beeinflussen, so kann der betrachtete Vorgang als eine Uberlagerung

aus den unabhéngigen Streuungen der einzelnen einlaufenden Teilchen behandelt werden:

9.2)

Detektor

- dS 7
+
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Jedes gestreute Teilchen wird um einen Winkel 1) abgelenkt. Da der einfallende Strahl eine Richtung
auszeichnet, ist das Streuproblem nicht kugelsymmetrisch wie das Zentralpotential, sondern nur
noch zylindersymmetrisch. Deshalb hingt die Zahl der gestreuten Teilchen nicht vom Winkel ¢
ab. Ein im Abstand R aufgestellter Detektor weist nun alle Teilchen nach, die auf ihn treffen.
Dabei sei der Abstand R so groft und die Detektorflache dF' so klein, daft durch den Detektor ein
kleiner Raumwinkel definiert wird:

dF

dﬂ_ﬁ.

(9.3)

Dieser Raumwinkel df) stellt ein infinitesimales Flachenelement auf der Oberflache der Einheits-
kugel dar, und 14t sich deshalb durch die Winkel ¢ und ¢ ausdriicken:

QY = sin 9dIdy . (9.4)

Im Zeitintervall dt weist der Detektor dN (9) gestreute Teilchen nach. Dabei ist d N (9J) proportional
zur Zeit dt, zum Raumwinkel df) und zum Teilchenstrom I. Der differentielle Wirkungsquerschnitt
ist daher definiert als:

do(9)  Anzahl gestreuter Teilchen pro Zeit und Raumwinkel — dN(v) 1

dQ ~  Anzahl einfallender Teilchen pro Zeit und Fliche  dtdQ I° (9:5)
Summieren wir iiber alle Richtungen, erhalten wir den totalen Wirkungsquerschnitt
B do (9.4) / . o do(9)
0—/d§2m = 27r/sm19 70 dv. (9.6)

0

Nach (9.5) und (9.6) ist die Gesamtzahl der pro Zeiteinheit gestreuten Teilchen durch oI gegeben.
Man kann daher den totalen Wirkungsquerschnitt o als die Flache ansehen, an der die einfallende
Teilchenstromdichte I effektiv gestreut wird:

Y 4 .
\ / | o
- . - Y. e nicht gestreute
zu streuende S~ - Teilchen
Teilchen L oA - /%@ T estreute /
/ \/%eilchen
- >
A

Fiir die Rutherford-Streuung eines o-Teilchens an einem Atomkern, das einen dem Radius R = 6 fm
(1fm = 1Femtometer = 10~ 15m) besitzt, erwarten wir daher die Gréfenordnung o = 7R? =
Ibarn (= 1072 cm? = 1072 m?). Die tatséichliche Messung erfolgt immer an einem Target mit
vielen Streuzentren. Typischerweise stellt man bei der Rutherford-Streuung eine diinne Folie (z.B.
aus Gold) in den einfallenden Strahl. Dabei wihlt man die Folie so diinn, daf jedes Projektilteil-
chen maximal an einem Targetteilchen gestreut wird, und dann ohne weitere Ablenkung die Folie
verlafst. Wenn M die Zahl der Streuzentren in der diinnen Folie bezeichnet, dann mufs die am De-
tektor gemessene Streurate lediglich durch M geteilt werden, um sie auf ein einzelnes Streuzentrum
zu beziehen.
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\j

\j

/

/

9.2 Berechnung des Wirkungsquerschnitts

Auf der Grundlage der diskutierten Annahmen kénnen wir den Wirkungsquerschnitt mit Hilfe
der Losung des Zweikorper-Problems berechnen. Alle einfallenden Teilchen besitzen die gleiche
Energie (9.2), so dak die Teilchengeschwindigkeit im Unendlichen gegeben ist durch

Voo = \/@ (9.7
U

Fiir ein Zentralpotential kann der Streuwinkel ¥ dann nur vom Stofiparameter s, d.h. vom Abstand
des gestreuten Teilchens von der Streuachse abhéngen:

I=0(s) & s=s(v). (9.8)

Streuzentrum

Der Stofiparameter s bestimmt den Drehimpuls L des gestreuten Teilchens beziiglich des Streu-
zentrums:

L = pusvy 0 V2uEs. (9.9

Im einfallenden Strahl kommen Teilchen mit verschiedenen Werten von s vor.

Alle Teilchen mit einem Stofiparameter zwischen s und s + ds werden in denselben Winkelbe-
reich ¥ und 9 4 di¥ gestreut. Da keine Teilchen verloren gehen, muf der einfallende Teilchenstrom
zwischen s und s + ds gleich dem Strom der zwischen ¥ und ¥ 4 dv gestreuten Teilchen sein:

5. d
oms|ds|I &) 2x % sin 9| dd|I . (9.10)

Um zu garantieren, daf§ in der Bilanzgleichung (9.10) beide Seiten positiv sind, wurden die Betréige

von ds und dv verwendet. Im allgemeinen ist zu erwarten, daff der Streuwinkel ¥ mit wachsendem

ds abnimmt. Aus der Bilanzgleichung (9.10) lesen wir ab, daft die Bestimmung des differentiellen

Wirkungsquerschnittes do/d) auf die Beziehung s = s(1}) zwischen Stofparameter s und Streu-
winkel 9 zuriickzufiihren ist:

do(9)  s(¥)

dQ  sind

(9.11)

ds () ‘ ‘
d?
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Auf der Bahnkurve des Projektils dreht sich der Ortsvektor 7 von rg = oo mit g = 0 bis zum
minimalen Abstand r,;, um den Winkel

o % - s
©rmin(5) (7-31).(7.38) / 2pr dr (2.9) / r2 dr. (9.12)
e L? W 1 2 V(r)
min FE— 2//”“2 — V(T) min - 1“_2 - E

Der Umkehrpunkt 7., ist dabei durch die Bedingung (7.40) festgelegt, so daf sich mit dem
effektiven Potential (7.31) ergibt

L? (9.9) 52 V(Tmin)
E=_—— v min 1= - - 1
2/1’7"12nin " (r ) - Trznin - E (9 3)

Da die Bahn beziiglich r,;;, symmetrisch ist, &ndert sich der Ortsvektor " um insgesamt um den
Winkel 2. Aus der obigen Abbildung ersieht man, dafs der Streuwinkel dann durch

19(5) =T = 2<:Dmin(s) (914)

gegeben ist. Hieraus erhalten wir die gesuchte Beziehung s = s(+) und nach (9.11) den differentielen
Wirkungsquerschnitt do/dS2.

9.3 Rutherfordscher Wirkungsquerschnitt

Wir wenden die bisher erzielten Ergebnisse auf die Streuung von zwei Atomkernen an, die die
Kernladungszahlen 71, Z> und damit die Ladungen Q1 = Zi1e,Q2 = Zse besitzen. Die Wechsel-
wirkung der zwei Atomkerne ist durch das Coulomb-Potential (7.4) mit der negativen Konstante

a = —|a| aus (8.43) gegeben. Fiir den minimalen Abstand 7y, erhalten wir aus (9.13)
52 o
1——— =0 1
rrznin " TminE ’ (9 5)

so dafl rmin der quadratischen Gleichung

Tmin + %Tmm —s7=0 (9.16)
geniigt, die die Losungen
452F2
Pinin = % (1 £4/1+ Sa2 ) (9.17)

besitzt. Hierbei miissen wir das Minuszeichen ausschlieffen, da dies zu einem negativen minimalen
Abstand 7, fiihren wiirde, und wir erhalten daher

la| 452 E?
Blieyi+ 22, (9.18)

"min = 2F o

Den minimalen Abstand (9.18) hétten wir auch direkt aus der Form (8.14) des Kegelschnittes
ablesen kénnen:

L? 2Fs?
roim = 7(G0) (8.14) P (8.12)(8.44) o (9.9) o
o L+e 2F>2 4F2s2
1—4/1+ 3 1+ > 1
o o
2Fs? 4F?s2
— +—+1
_ o . e 14 4F252 41 (0.19)
B 4FE%s? T 9F 2 . .
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Nun setzen wir (7.4) in (9.12) ein, und berechnen den zum minimalen Abstand 7y, gehdrenden
Winkel @pin:

1/Tmin

a1z [ .3 . 1
Pmin (S) « 4)é9 = —Tz dr (8:2) S / du
s «@ 2.2, @
rmin A/l — — + — 0 —su"+ =u+1
T2 + Er \/ E
L
BA69) arccos min B oecos —E (9.20)

o2
ﬁ + 452 ﬁ + 45>
Wendet man das Additionstheorem

arccos T — arccosy = arccos (my +V1—221—9y? ) (9.21)

auf (9.20) an, so folgt
a2\’
E?

SDmin(S) = arccos | —5—% + 2 -
— + 45’ X4 gs? L1 ys?
E2 L2 52
a? 25« 52 o
= FEr + 4s \/l -+ — T
= arccos min 2 mm min . (922)

Mit Hilfe des minimalen Abstandes (9.18) vereinfacht sich (9.22):

o? 2520 2F 4522
— 1—4/1+ ——
E2 E |of | o2 1
(Pmin(s) = arccos = arccos —————.
— + 45? AE?s?
Ez 1+ o2

Diesen Winkel hétten wir auch direkt aus der Form (8.14) des Kegelschnittes ablesen kénnen. Aus
der Bedingung
(8.14) D

T(Somin + 950) - W =0 (923)

folgt ndmlich
—1 (8.44) 1

(Pmin = arccos - = arccos m . (9.24)

Fiir den Tangens des Winkels ¢min erhalten wir

. () Sin Qi () 1 —co8? Pmin(8s) (9.24)
aln min S) = = =
v COS Prin($) COS Pmin(8)

== (9.25)
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Deshalb ergibt sich der Kotangens des halben Streuwinkels 9 zu

™
9(s) (9.14) s o8 {_ B @min(s)]
ctg <2_) = ctg [5 - @min(s)} = 721'
sin |:5 — @min(s)}
. 25) 2
= (4 93)5(4 94) tan @min(s) (9:25) | |s ) (926)
[0

Die Invertierung von (9.26) fiihrt auf den Stofparameter s als Funktion des Streuwinkels ¥:

o Y
= ct

9) = g —. .2
s(0) = ot 5 (9.27)
Hieraus ergeben sich die Spezialfille
5(0) = o0, s(m) =0, (9.28)
so dafs die Bahnkurven fiir verschiedene Stofiparameters s folgendermafien aussehen:
=@
Die Ableitung von (9.27) lautet
ds(9) la] 1
__laf 2
PR Vo (9.29)
sin” 5

Einsetzen von (9.27) und (9.29) in (9.11) fithrt auf den differentiellen Rutherfordschen Wirkungs-
querschnitt

)
do(9) 1 o5 0al 1 o® 1 a3y Q@ \? 1 (9.30)
aa .U 92E . UAE 5V 16E2 . 49  \16meoE .4 '
20 sin — cos — sin — sin“ — sin™ — sin™ —
2 2 2 2 2 2

Der experimentelle Nachweis der Winkelabhéngigkeit (9.30) erfolgte im Jahre 1913. Er bestétigte,
daf das Streupotential fiir die a-Teilchen tatséchlich die Coulomb-Form (7.4) mit (8.43) besitzt,
und daf die Masse des Atoms zum gréfiten Teil im Bereich r < 7, lokalisiert ist. Da der geméfs
(9.18) bestimmte minimale Abstand rmin viel kleiner als der damals bereits bekannte Atomradius
von einigen Angstrém (1 A=10"10 m) war, war dies zugleich eine Bestétigung des Rutherford-
schen Atommodells aus dem Jahre 1911, das einen Atomkern annahm.

Die Grofe das Atomkerns kann durch die anomale Rutherford-Streuung abgeschitzt werden.
Bei sehr schnellen a-Teilchen mit einer Energie E. = 6 MeV und einem groflen Winkel von etwa
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J¢ = 160° beobachtet man deutliche Abweichungen des differentiellen Wirkungsquerschnittes vom
Rutherfordgesetz (9.30):

do

ds}

Normale Rutherfordstreuung

Anomale
Rutherfordstreuung

Ve

Die anomale Rutherford-Streuung tritt bei sehr kleinen Stofiparametern auf:

(8.43),(9.27) Z1Z2€> Ve 15
= ——ctg—~5-10 =5fm. 31
Se Stk ctg - m m (9.31)

a-Teilchen und Atomkern kommen sich bei diesem Stofsparameter so nahe, dafy neben der Coulomb-
Wechselwirkung noch eine neue kurzreichweitige Wechselwirkung wirksam wird, die Kernkraft. Mit
dem kritischen Stofparameter (9.31) kann man abschitzen, daff der Kernradius die Grofe von ca.
107 m (= 1 fm = 1 Femtometer) besitzt.

In der Quantenmechanik werden die a-Teilchen durch Wellen beschrieben. Hierbei ist die De-
Broglie-Wellenlénge von derselben Groflenordnung wie der betrachtete Atomkern:

h
A= ~ 5.85fm. 9.32
V2mE i ( )

Die Streuung der a-Teilchen am Atomkern ist damit quantenmechanisch als Beugung zu behan-
deln. Es ist daher zu erwarten, dafl das klassische Rutherford-Gesetz (9.30) quantenmechanisch
modifiziert wird. Erstaunlicherweise zeigt sich aber fiir das Coulomb-Potential (7.4) mit (8.43),
daf der quantenmechanische differentielle Wirkungsquerschnitt genau mit dem klassischen Ergeb-
nis (9.30) iibereinstimmt.

Berechnet man den totalen Wirkungsquerschnitt fiir das Rutherfordgesetz (9.30), so stellt man
fest, daf dieser divergiert. Dies liegt daran, daff der differentielle Wirkungsquerschnitt (9.30) fiir
¥ — 0 eine zu grofie Divergenz besitzt. Sie riihrt daher, daff auch Teilchen mit groffem Stof3-
parameter gestreut werden, wenn auch um einen immer kleineren Winkel. Man spricht deshalb
davon, dafs das Coulomb-Potential (7.4) mit (8.43) eine unendliche Reichweite besitzt. Im tatséch-
lichen Experiment wird das Coulomb-Potential (7.4) mit (8.43) bei groflen Abstinden z.B. durch
die Atombhiille abgeschirmt, seine Reichweite also begrenzt. Daher erfahren die Teilchen mit einem
Stofiparameter grofer als der Atomradius keine Ablenkung mehr, und der experimentell gemessene
Wirkungsquerschnitt ist endlich.
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9.4 Transformation ins Laborsystem

Aufgrund der Reduktion des Zweikorper-Problems auf ein effektives Einkorper-Problem in Kapi-
tel 7 haben wir bisher die Relativbewegung so diskutiert, als ob sich ein Teilchen der reduzierten
Masse 4 in einem Zentralpotential bewegen wiirde. Nur in diesem effektiven Einkdrper-Bild haben
wir bisher den Wirkungsquerschnitt abgeleitet. Wir wollen nun den Wirkungsquerschnitt wieder
auf das urspriinglich zugrunde liegende Zweikdrper-Problem beziehen.

Hierbei betrachten wir als Bezugssystem zunéchst das Schwerpunktsystem, in dem der Schwer-
punkt gemiff R = 0 ruht. Nach (8.23) ist dann die Bewegung der einzelnen Massenpunkte direkt
mit der Relativbewegung verkniipft:

ma my .

t), 7mt)=——"—7(). (9.33)

7(t) = ———
1() mi1 + ma mi + ms

Ein Beobachter im Schwerpunktsystem sieht demnach, dafs sich beide Teilchen auf Hyperbelbah-
nen direkt aufeinander zubewegen und sich nachher direkt voneinander weghewegen:

Der Winkel zwischen Anfangs- und Endrichtung des Relativvektors stimmt im Schwerpunktsy-
stem mit dem Streuwinkel jedes Teilchens iiberein. Da aufserdem jedem Teilchen der reduzierten
Masse p im reduzierten Einkorper-Problem ein Projektilteilchen entspricht, ist der differentielle
Wirkungsquerschnitt der Projektile im Schwerpunktssystem durch (9.11) definiert.

Im tatsdchlichen Experiment ist die Situation allerdings eine andere. Im Laborsystem werden
a-Teilchen auf eine vor der Streuung ruhende Goldfolie geschossen. Bei der Streuung wird ein Teil
des Projektilimpulses auf den Goldkern des Targetteilchens iibertragen, so daf sich dieser nach der
Streuung bewegt. Der Streuwinkel ¢ des Projektils im Laborsystem ist dann nicht mehr mit dem
Drehwinkel 9 des Relativvektors identisch. Wir wollen im folgenden den Zusammenhang zwischen
den Streuwinkeln ¥ und ¥’ im Schwerpunkt- und im Laborsystem bestimmen.

Da der Schwerpunkt im Ursprung des Schwerpunktsystems ruht, bezeichnet

my7y (t) +matd (1) (7.12)

R(t) =
(*) my+m+2

Ro + Vit (9.34)

den Vektor vom Ursprung des Laborsystems zu dem des Schwerpunktsystems. Die Ortsvektoren
der beiden Teilchen transformieren sich dann geméfs

FL(t) = R(t)+7(t), 7)) =R (t)+m(t), (9.35)
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Projektil

. Target

so daf sich die Geschwindigkeiten ergeben zu

A =Vo+7m(t), 7(t)=Vo+in(t).

87

(9.36)

Fiir die Geschwindigkeit 7%/ (t) des Projektils gilt daher fiir ¢ = —oo vor dem Stof und fiir t = +oo

nach dem Stofs:

\j

_|_
8

\j
\J

™ -

Zwischen den Winkeln 9 und ¥’ besteht demnach die folgende Beziehung:

|7, (400)] sin ¥
|7 (4+00)| cos D + |Vo|

tan’ = 7 (00) | sin 9" =
|7 (400) | cos ¥’

Fiir die Geschwindigkeit, 7 (+00) gilt nach (9.33)

ma

00) = ————i(+00),

my + ma

iy

T1 (—|—

(9.37)

(9.38)

wihrend sich die Geschwindigkeit Vy aus (9.33), (9.36) und der Anfangsbedingung 7 (—oc) = 0

ergibt:

my

Vo = (—00) .

my + ma

Andererseits folgt aus dem Energieerhaltungssatz des Einkorper-Problems

B = £Ji(=o0)|? = §IF(+00)
die Identitét

[7(—o00)| = [F(+00)] .

(9.39)

(9.40)

(9.41)
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Einsetzen von (9.38), (9.39) und (9.41) in (9.37) fithrt auf die Beziehung zwischen den Streuwinkeln
¥ und ¥ im Schwerpunkt- und im Laborsystem:
in 9
tan 19, = L’ﬂll . (942)
cost + —
ma

Im Falle m; < ms3, wenn sich also das Target nach der Streuung niherungsweise nicht bewegt,
geht (9.42) {iber in

Vel mg < my. (9.43)

Im Spezialfall m; = mgy erhilt man dagegen aus (9.42)

¥
. 2sin — cos —
5in v
tan® = —= 0 2 2 _tan~, 9.44
an cos?+1 5 U ange ( )
2 cos® —
2
d.h. es gilt
v
19/ = E s mip =may. (945)

Nun kénnen wir den Zusammenhang zwischen den differentiellen Wirkungsquerschnitten do’/d€Y’
und do/dQ) im Labor- und im Schwerpunktsystem bestimmen. Da durch den Ubergang zwischen
Labor- und Schwerpunktsystem die Zeit erhalten bleibt, mufs die Zahl der gestreuten Projektil-
teilchen pro Zeit in den zueinander gehérenden Raumwinkeln dQ) und d€)’ gleich sein. Nach der
Definition (9.5) gilt dann

d do’
I%%r sin 9d) = I’d—g,% sind’'dd’ . (9.46)

Die Stromdichte I’ des im Laborsystem einlaufenden Strahls ist gleich der Stromdichte I in (9.1)
im Schwerpunktssystem bzw. im reduzierten Einkorper-Problem:

I=1r. (9.47)
Demnach ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt im Laborsystem gemif;

do’(0")  sind(0') d¥(') do(¥())

= . 4
asy sind’  dv’ aQ (9.48)
Im ersten Spezialfall (9.43) folgt aus (9.48)
do’'(¥)  do(¥)
= -4
FTeY a9 m; < ma, (9.49)
wahrend sich (9.48) im zweiten Spezialfall (9.45) reduziert auf
do’ (9") ,do(29)
o 4 cos? - (9.50)

Bespielsweise lautet der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Rutherford-Streuung zweier
gleich schwerer Teilchen im Laborsystem nach (9.30) und (9.50):

do’ (") ( Q10> )2 cos ¥/

= . .51
dasy SmeoE ) sin* (6.51)




Kapitel 10

System von Massenpunkten

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Dynamik eines einzelnen Massenpunktes auf ein Sy-
stem von Massenpunkten. Dabei filhren wir mit dem Schwerpunkt, dem Gesamtimpuls, dem Ge-
samtdrehimpuls und der Gesamtenergie globale Observablen ein, die das gesamte System von
Massenpunkten charakterisieren.

10.1 Newtonsche Grundgleichung

Wir betrachten ein System von N Massenpunkten, die mit i = 1,2,..., N durchnummeriert wer-
den. Hierbei wird die Bahnkurve des i-ten Massenpunktes durch den Ortsvektor 7;(¢) beschrieben,
wahrend seine Masse mit m; und die auf ihn wirkende Kraft mit F;- bezeichnet wird. Fiir jeden
einzelnen Massenpunkt gilt dann die Newtonsche Grundgleichung

mir; = Fy. (10.1)

Bei den wirkenden Kréften unterscheidet man zwischen inneren und dufseren Kréften. Die inneren
Krifte sind diejenigen, die die Massenpunkte des Systems aufeinander ausiiben. Nach dem dritten

—

Newtonschen Axiom “actio = — reactio” von Abschnitt 3.3 gilt fiir die inneren Krafte F;;, die das
j-te Teilchen auf das i-te Teilchen ausiibt, die Beziehung
F; +Fj = 0. (10.2)
Sie ist erfiillt, wenn die inneren Krifte F‘ij konservativ sind und sich gemif
Fij = =ViUi; (73, 75) (10.3)
aus einem Potential mit der Eigenschaft
Usj (7, 75) = Usj (7i = 75) = Uy (Fi — 75) (10.4)

herleiten lassen. Beispielsweise verursacht bei einem Sternhaufen die Gravitationswechselwirkung
zwischen den Sternen die inneren Kréfte

- mym; T — 7

Fij= -Gy o, (10.5)

|7 — 7 17— 7

die das Potential

Uiy (Fi = 75) = ~Gr i (10.6)
|7 = 7
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besitzen (vgl. 4. Ubungsaufgabe). Die duferen Krifte F@ gind diejenigen, die von aufien auf das
System von Massenpunkten einwirken. Beispielsweise sind die Molekiile eines Gases_’der dufieren
Gravitationskraft unterworfen. Demnach lassen sich die in (10.1) wirkenden Kréfte F; zerlegen in

B F@

i

Fy. (10.7)

¥IM=

10.2 Schwerpunkt

Wenn wir jeden einzelnen Radiusvektor 7; mit der Masse m; gewichten, erhalten wir als arithme-
tisches Mittel den Ortsvektor R des Schwerpunktes aller Massenpunkte:

N
m;T;
R=1=___ 10.8
M (10.8)
Hierbei bezeichnet N
M=) m (10.9)
i=1
die Gesamtmasse des Systems. Wir stellen nun die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt auf:
S (10.8) o 5 (10.1) o 10.7) o Sl
ME"E) S iy SV ST USSR LSS R (10.10)
i=1 i=1 i=1 i=1j=1
J#i

Aufgrund des dritten Newtonschen Axioms (10.2) verschwindet in (10.10) die Summe iiber die
inneren Kréfte. Formal erkennt man dies dadurch, daff man die Summationsindizes umbenennt,
die Reihenfolge der Summation vertauscht und das dritte Newtonsche Axiom (10.2) anwendet:

N N N N N N 102 &
)IDILTES 3) DI 35 YLD 3 oS SENNCIRT)
i=1 j=1 j=1i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
J#i i7J G#i i
Aus (10.10) und (10.11) ergibt sich dann der Schwerpunktsatz
MR = F() (10.12)

Der Schwerpunkt eines Systems bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse M in ihm vereinigt wéire
und als ob die Summe der dufieren Kréfte

N
Fo =3 F@ (10.13)
i=1

auf ihn wirken wiirde. Daraus konnen wir die folgenden Schluf¥folgerungen ziehen:

e Die inneren Krifte sind ohne Einfluf auf die Bewegung des Schwerpunktes. Salopp gespro-
chen bedeutet dies, dafs man sich nicht am eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen kann.

e Der Schwerpunktsatz rechtfertigt im nachhinein die Idealisierung realer Korper als Massen-
punkte. Wenn die inneren Bewegungen eines Festkorpers, wie z.B. seine Rotationen oder
seine Schwingungen, nicht von Interesse sind, kénnen wir den gesamten Korper als einen
Massenpunkt der Masse M behandeln, fiir den eine Newton-Gleichung der Form (10.12)
gilt.
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e Unter einem abgeschlossenen System versteht man ein System, das keine Wechselwirkun-
gen mit Vorgingen auferhalb des Systems hat. Da es fiir ein abgeschlossenes System keine
duferen Krifte

F@O—g Y pa@_gj (10.14)

3

gibt, folgt aus (10.12), daf der Schwerpunktimpuls

P=MR (10.15)
erhalten bleibt. Fiir die Beschreibung der Bewegung des Massenpunktes wird man vorzugs-
weise dasjenige Inertialsystem benutzen, in dem der Schwerpunkt ruht. Dieses Schwerpunkt-
system wird in Abschnitt 10.4 eingefiihrt.

10.3 Gesamtdrehimpuls

Den Gesamtdrehimpuls definieren wir als die Summe der Drehimpulse der einzelnen Massenpunkte

N N N
L:ZLi:Zﬁx@-:ZmiFixf}. (10.16)
i=1 i=1 i=1

So wie der einzelne Drehimpuls hingt auch der Gesamtdrehimpuls des Systems von der Wahl des
Koordinatensystems ab. Analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.8 leiten wir den Gesamtdrehimpuls-
satz ab, indem wir die Newtonsche Grundgleichung (10.1) vektoriell mit 7% multiplizieren und iiber
alle Massenpunkte aufsummieren:

iv:mf'xo;’ = div:mfx?(lojﬁ)df—i”x_’
111 2 - 111 2 - - 2 2
i=1 dt i=1 dt i=1
N N N
ULD ST < BTN i x By (10.17)
i=1 i=1j=1
j#i

Wir untersuchen den Term in (10.17), der das Drehmoment der inneren Krifte beinhaltet. Durch
Umbenennung der Summationsindizes, Vertauschung der Summationsreihenfolge und Anwendung
des dritten Newtonschen Axioms (10.2) folgt

N N N N N N (10.2) N N
YIPILELA 35 SURT 55 SRS LIS o ST IENITIe
i=1 j=1 j=1i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Hieraus folgern wir
N N TR
ZZﬁ-xFijzazZ(ﬁ-—Fj)xFij. (10.19)
i=1 j=1 i=1 j=1
J#i j#i

Wir miissen die inneren Kréfte F;; durch die weitere Annahme einschrénken, daf sie nur in Rich-
tung der Verbindungslinien wirken:

Fyj = Aij (7 = 7), Ay = Aji. (10.20)
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712 ., )
F Eji mj
J
o————
m; my;
nicht realisiert realisiert

Falls diese Einschrénkung nicht gelten wiirde, konnte sich beispielsweise ein abgeschlossenes Sy-
stems aus zwei Teilchen mit einer starren Achse von selbst in immer schnellere Drehung versetzen.
Dies wiirde allen Beobachtungen widersprechen. Die Einschrankung (10.20) ist beispielsweise bei
konservativen inneren Kréften (10.3) erfiillt, bei denen das Potential die iiber (10.4) hinausgehende
Eigenschaft

Uy (7iny) = Uy (17 = 1) = Uyi (17 — 75]) (10.21)

besitzt. Einsetzen von (10.21) in (10.3) fiihrt namlich auf (10.20) mit

(10.22)

Aufgrund der Einschrankung (10.20) fiihren die inneren Kréfte F;j zu keinem Drehmoment:

Wi 10.19),(10.20
ZZﬁxFij( 1901020) 5 (10.23)
i=1j=1
J#i
Demnach folgt aus (10.17) und (10.23) der Gesamtdrehimpulssatz

d

EE =M@, (10.24)

Er besagt, daf die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses L durch das Gesamtdrehmoment
der dufseren Kréifte

N
M@ =37 £ (10.25)
=1

gegeben ist. In einem abgeschlossenen System verschwinden die dufieren Kréfte und damit auch
das von ihnen verursachte Gesamtdrehmoment:

F@—g (1025 @ —§. (10.26)

Dann bleibt der Gesamtdrehimpuls L des Systems nach (10.24) erhalten.

10.4 Schwerpunktsystem

Wir gehen nun vom urspriinglichen Koordinatensystem S zu einem dazu achsenparallelen neu-
en Koordinatensystem S’ {iber, das im bewegten Schwerpunkt des Systems von Massenpunkten
verankert ist:
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3

=L

Die Ortsvektoren 7; und 7/ der Masse m; im Koordinatensystem S und S’ unterscheiden sich dann
durch den Vektor R, der vom Ursprung von S zum Ursprung von S’ zeigt:

=R+, (10.27)

Aus der Definition des Schwerpunktes folgt dann tatséchlich, daf der Schwerpunkt des Systems
von Massenpunkten mit dem Ursprung des neuen Koordinatensystems S’ zusammenfillt:

N
2 : =/
m;r;
i=1
N

N
> mi > mi
i=1

i=1

N

N
S~ Y
(10.27) 121 =1 (10.8),(10.9)

=7 0. (10.28)

Differenzieren wir (10.28) nach der Zeit, so lesen wir ab, dafs der Gesamtimpuls des Schwerpunktes
im neuen Koordinatensystem S’ verschwindet:

N .
> mr =0. (10.29)
=1

Wir untersuchen nun die Auswirkungen der Koordinatentransformation (10.27) auf den Gesamt-
drehimpuls (10.16):

N . N . .
L= mi(i +R)x (# +R) =Y mi(il x{ +7 x R+ Rx i + Rx R).  (10.30)

i=1 i=1
Aufgrund von (10.28) und (10.29) erhalten wir die Zerlegung
L = L['+1Ls. (10.31)

Demnach zerfillt der Gesamtdrehimpuls (10.16) im urspriinglichen Koordinatensystem S in den
Gesamtdrehimpuls im neuen Koordinatensystem S’

N
L'=>"mi x i (10.32)
=1

und den Drehimpuls des Schwerpunktes beziiglich des urspriinglichen Koordinatensystems S

Ls=MRxR. (10.33)
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Eine entsprechende Zerlegung erhilt man auch fiir das Gesamtdrehmoment der dufseren Krifte:

N N
M@ (10.25)£(10.27) ZFz‘/ % ﬁi(a) + é % Zﬁi(a) — M@ + Méa). (10.34)

i=1 i=1
Das Gesamtdrehmoment (10.25) im urspriinglichen Koordinatensystem S zerfallt in das Gesamt-

drehmoment im neuen Koordinatensystem S’

N
M@ =37 < B (10.35)

%
i=1

und in das Drehmoment der am Schwerpunkt angreifenden dufieren Kréfte beziiglich des urspriing-
lichen Koordinatensystems S

MY = B x F@, (10.36)
Aus dem Gesamtdrehimpulssatz (10.24) im urspriinglichen Koordinatensystem S und den Zerle-
gungen (10.31), (10.34) folgt zunéchst

dl’  dL - - (a
—+ —dtS = M@ 4 §pi (10.37)

Aufgrund der Bewegungsgleichung des Schwerpunktes gilt nun

dj—ts U9 N B U B x @ (89 pjlo) (10.38)

Aus (10.37) und (10.38) lesen wir dann ab, dafl der Gesamtdrehimpulssatz auch im neuen Koor-
dinatensystem S’ giiltig ist:

— = M@ (10.39)

Dieses Ergebnis bildet den Ausgangspunkt fiir die spétere Behandlung des starren Korpers.

10.5 Gesamtenergie

Wir gehen nun wieder in das urspriingliche Koordinatensystem S und leiten analog zum Vorgehen
in Abschnitt 3.5 den Gesamtenergieerhaltungssatz her. Hierzu multiplizieren wir die Newtonsche
Grundgleichung (10.1) skalar mit 7; und summieren {iber alle Massenpunkte:

N L. N (10.7) N, NN
S omis =Y F - F U2 E:Fi'Fi(a)JFE > i Fy. (10.40)
=1 i=1 i=1 i=1 j=1

J#i

Die linke Seite ist die zeitliche Anderung der kinetischen Gesamtenergie
N
T = Z; 77?2 , (10.41)

wahrend die rechte Seite die von den dufieren und inneren Kriften aufgebrachte Leistung darstellt.
Wir nehmen nun an, daf sowohl die &ufleren Kréfte F;-(a) als auch die inneren Krifte F}; konservativ
sind und daher aus Potentialfeldern herleitbar sind. Unter Beriicksichtigung von (10.3) und (10.21)
gilt dann

Y = VUl (7), (10.42)
Fj = =Vl (|7 = 7j1) - (10.43)
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Werden diese Potentialfelder entlang der Bahnkurve 7;(¢) ausgewertet, so fiihrt die Kettenregel
auf

d . (a), . - (@) o (10.42) -, S(a
U ) = 7i(t) - VU (7(0) U= () - B (10.44)
und entsprechend auf
d iR o 5 = o N iR = iR R
Ui (@) =50 = 7it) - Vil (I7i(t) = 75 (@)]) +75(2) - VUi (I73(8) = 75(2)])
10.43 - 5 o 7
W2 ey By #(t) - By (10.45)
Summieren wir in (10.44) iiber den Index 4, so gilt
N d
Do) B = =2 U (A (). x(8)) (10.46)
i=1
mit dem Potential der dufieren Krifte
N
U (7., 7n) = 3 U (7). (10.47)
i=1

Entsprechend folgt aus (10.45) durch Summation {iber alle i und j

ZZFZ - F = 522(’7’; . Fij -I—T_‘} . FJZ) = —% U(??l(t),...,’r_"]v(t)) (1048)
i=1 j=1 i=1 j=1
J7#i J7#i

mit dem Potential der inneren Krifte
L NN
U () = 52> Ui (17 = 750) (10.49)
=
i
Einsetzen von (10.41), (10.46) und (10.48) in (10.40) fithrt auf den Gesamtenergieerhaltungssatz
d
—(T+ U@ 4+U)=0 = T+4UY 4+U =FE = konstant (10.50)
mit der Gesamtenergie E. Die Potentiale (10.47) und (10.49) der duferen und inneren Krifte

lassen sich auch zur Formulierung der Newtonschen Grundgleichung (10.1) heranziehen. Deren
Gradienten ergeben ndmlich

G 06D Gy 1D _p,
N
= (10.49) = L o (1043) =
ViU =T N ViU (I =) = —Fy
j=1
J#i
so daft man aus (10.1) und (10.7) abliest
mir; = V(U@ +U). (10.51)
Liegen keine dufieren Krifte vor
U@ (7,...,7xy) =0, (10.52)

so vereinfacht sich die Newtonsche Grundgleichung (10.51) zu

mit; = —V,;U . (10.53)






Kapitel 11

Harmonische Schwingungen von
Massenpunkten

Wir behandeln nun ein System von N Massenpunkten, die kleine Auslenkungen um ihre Ruhelage
ausfithren. Wir zeigen, daf§ ein solches System zu Eigenschwingungen fihig ist, bei denen alle NV
Massenpunkte mit ein- und derselben Eigenfrequenz schwingen.

11.1 Notation

Wir fithren zunéchst eine kompakte Notation zur Beschreibung eines Systems von N Massenpunk-
ten ein. Um eine Doppelindizierung fiir die Komponenten der Ortsvektoren der Massenpunkten
zu vermeiden, werden diese zu einem 3/N-dimensionalen Vektor zusammengefafst:

X1 T1g
Xo T1y
X3 T1z
X=|: = (11.1)
Xan_2 TNz
Xan_1 TNy
X3n TNz

Damit wird das Potential der inneren Kréfte zu einer Funktion dieses 3N-dimensionalen Vektors:
U=U(X). (11.2)

Fiihrt man noch die 3N x 3/N-Massenmatrix

m1 0 0
0 m; O 0
0 ma
M= _ (11.3)
-omny 0 0
0 0 my 0
0 0 mn

ein, so lassen sich die Newtonschen Grundgleichungen (10.53) fiir die N Massenpunkte zusammen-
fassen zu

—

MX = —VU(X), (11.4)

97
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wobei auf der rechten Seite ein 3/N-dimensionaler Gradient auftritt:

oU (X)
X,

<
G
Il

: (11.5)
U (X)
0Xsn

11.2 Kleine Auslenkungen aus der Ruhelage

Wir nehmen nun an, daf die inneren Krifte so beschaffen sind, dak die Massenpunkte eine Ruhe-
lage X () besitzen. Dann verschwinden die inneren Krifte in dieser Ruhelage, d.h. es gilt

U (X)

0X. | . _
klg_xo

=0; k=1,...,3N. (11.6)

Wir untersuchen nun kleine Auslenkungen Z aus dieser Ruhelage X,

X@) =X 47, (11.7)
Setzt man die Zerlegung (11.7) in das Potential (11.2) der inneren Krifte ein

U=U(X9 +2), (11.8)

so kann man eine Taylor-Entwicklung in den kleinen Auslenkungen Z durchfithren. Hierzu verall-
gemeinert man die Taylor-Entwicklung einer Variablen

oU(X )‘ - EOUZ(X)'

0X X=X 2 6X2 X=X(0)

UXO 4 2)=U(X) 4+ 24 .. (11.9)

auf mehrere Variablen

_ (X)
UXO® 47) = )+ Z aaUX
k

xpxy+ ... . (11.10)

X=X k=11 —X()

Fiir kleine Auslenkungen ist es ausreichend, die Taylor-Entwicklung schon nach der zweiten Qrd—
nung abzubrechen. Berticksichtigt man auferdem noch die Bedingung (11.6) fiir die Ruhelage X (*),
so vereinfacht sich (11.10) zu

S S 1
UXO +2)=0(X0)+ 5fTUgc, (11.11)
wobei die 3N x 3N-Matrix
92U(X)
= 11.12
Un = ox0%,| . (11.12)
X=X(0)

eingefiihrt wurde. Da wir nach dem Satz von Schwarz annehmen, dafs die zweiten partiellen Ab-

leitungen des Potentials nach den inneren Kréften vertauschen
PUX)  9PUX)
0Xe0X,  0X,0Xy'

(11.13)

ist die Matrix U symmetrisch
U=U". (11.14)
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Da wir ferner annehmen, daf die Ruhelage der Massenpunkte ein Minimum darstellt, muf die
Matrix U positiv definit sein, d.h. es gilt

F'UZ >0 fiir alle 7. (11.15)
Der Gradient des Potentials der inneren Kréfte ergibt dann

oU(X) (11.8) oU(X© 4+ 7) (11.11)
an N al‘k B
so daft die Bewegungsgleichungen (11.4) iibergeht in

U2y, (11.16)
ME(t) = ~U(t). (11.17)
Es handelt sich demnach um ein System von 3V gekoppelten harmonischen Oszillatoren.

11.3 Koordinatentransformationen

Zur Losung der Bewegungsgleichung (11.17) fiihren wir eine Koordinatentransformation durch

Z(t)=M"YV2501) o  §t) = MV2E®D), (11.18)
wobei die Wurzel der Massenmatrix (11.3) definiert ist durch
JaT 00
0 mi 0 0
0 0 /1My
M2 — ; (11.19)
/M N 0 0
0 0 vmy 0
0 0 v/ MN
und entsprechend lautet deren Inverse
1
0 0
A/ ]
0 0 0
/T 1
0 0
M~Y? = vim ) . (11.20)
' — 0 0
VAL 1
0 0 — 0
/TN 1
0 0 —
VN
Damit vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (11.17) zu
7= -Vit) (11.21)
mit der neu eingefiihrten Matrix
V=M12um2, (11.22)
Mit den Matrizen M ~1/2 und U ist auch die Matrix V symmetrisch:
vT UL (12T T -2y T L0 gy o1z G120 g (11.23)

Auferdem folgt aus der positiven Definitheit der Matrix U in (11.15) und der Koordinatentrans-
formation (11.18), daf auch die Matrix V positiv definit ist:

gTV§>0 fir alle . (11.24)
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11.4 Eigenvektoren und Eigenfrequenzen

Die Fundamentallésungen von (11.21) sind die Eigenschwingungen
G () = greTrt | (11.25)

bei denen alle Komponenten von #(t) mit derselben Frequenz wy, der sogenannten Eigenfrequenz,
schwingen. Einsetzen von (11.25) in (11.21) fiihrt auf

Vije = wiik - (11.26)

Demnach sind die Amplituden ¢ der Eigenschwingungen die Eigenvektoren und die Quadrate
der Eigenfrequenzen wy die Eigenwerte der Matrix V. Das homogene lineare Gleichungssystem
(11.26) besitzt genau dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix
verschwindet

det(V —wil) =0. (11.27)

Diese Bestimmungsgleichung fiir w? besagt, da die Quadrate der Eigenfrequenzen wj Nullstel-
len eines Polynomes der Ordnung 3N sind. Nach dem Gaufsschen Hauptsatz der Algebra gibt
es genau 3N Losungen w,% mit £k = 1,2,...,3N, wobei Mehrfachwurzeln entsprechend mehrfach
gezahlt werden. Dabei fithren die Eigenschaften (11.23) und (11.24) dazu, daf sich fiir die Eigen-
werte wy gewisse Aussagen ableiten lassen. Geht man in (11.26) zum konjugiert Komplexen und
Transponierten iiber, so gilt

. L (1123) £2 s
Vi = Wik (:>) ykTV = WkalcT ‘ (11.28)
Aufserdem folgt
Sx Ty — (11;26) 2 5xT - (11-_28) *2 oxT —
U VUk = Wik Uk = Wi Y Yk (11.29)

so daR wir wegen ¢, # 0 schlieRen kénnen, daR die Quadrate der Eigenwerte wy, reell sind:
wi=wi?. (11.30)
Ferner bewirkt die positive Definitheit (11.24) von V zusammen mit (11.26)
wi >0, (11.31)

so daf auch die Eigenwerte wy, reell sind. Zu jedem reellen Eigenwert w; der Matrix V erhilt
man durch Losung von (11.26) einen reellen Eigenvektor 7. Tritt ein Eigenwert wy, gerade g-fach
auf, dann gibt es genau g verschiedene, linear unabhingige Eigenvektoren 4, bei der Lésung von
(11.26). Man bezeichnet gj als den Entartungsgrad von wy.

Wir untersuchen nun das Eigenwertproblem (11.26) fiir zwei verschiedene Eigenwerte wi # w?:
Vi =wife = 4§ Vi = wig] Gk, (11.32)
Vi =witi = 5V =wliii- (11.33)
Beriicksichtigt man die Eigenschaften der Skalarprodukte
g = Gha)" = i i (11.34)
und

T T (123) oo
V=@V =g Vg =" g Vi, (11.35)
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so folgt aus (11.32) und (11.33)
(W~ DG =0 “E GG =0. (11.36)

Demnach sind die Eigenvektoren ., 4} zu verschiedenen Eigenwerten wy # w; orthogonal zuein-
ander. Innerhalb eines gi-fach entarteten Eigenraumes kann man die Eigenvektoren mit Hilfe des
Schmidtschen Verfahrens orthogonalisieren. Eine anschliefsende Normierung fiihrt dazu, daf die
Eigenvektoren ¢ ein VNOS, d.h. ein vollstindig normiertes Orthogonalsystem bilden:

R = Ot - (11.37)

Wir machen nun die Koordinatentransformation (11.18) wieder riickgéingig und untersuchen, wie
sich die erzielten Ergebnisse fiir die transformierten Koordinaten g auf die urspriinglichen Koor-
dinaten & auswirken. Die Fundamentallésungen (11.25) von (11.21) gehen mit Hilfe von (11.18)
tiber in die Fundamentallosungen von (11.17)

Tp(t) = Tretiort (11.38)
wobei die Amplitude gegeben ist durch
T = M2, . (11.39)
Aufierdem geht das Eigenwertproblem (11.26) iiber in
Wy = WiZy, (11.40)
wobei die neu eingefiihrte Matrix
W=M1U (11.41)

im allgemeinen nicht symmetrisch ist. Sind w? und §, Eigenwert und Eigenvektor der Matrix V/,
so sind w? und & = M~1/2§, Eigenwert und Eigenvektor der Matrix W. Die Orthonormalitits-
relation (11.37) der Eigenvektoren g geht dabei {iber in

FLMT) = 0y . (11.42)

Demnach sind die Eigenvektoren 7 von W beziiglich der Massenmatrix M orthonormiert.

11.5 Einarbeiten der Anfangsbedingungen

Nun konstruieren wir durch Linearkombination der Fundamentallosungen (11.38) die allgemeine

Lésung von (11.17)
3N

#t) = &, <a§j)e"wkt + aff)e—"“kf) . (11.43)
k=1
Die Anwendung der Eulerschen Formel (4.11) ergibt dann

3N
Z(t) = Z T (b,(cl) coswyt + b,(f) sin wk.t) (11.44)
k=1
mit den Koeffizienten
b](cl) — a‘l(cl) + a§€2) , b](f) = ’L(ag) — CLECZ)) . (1145)

Die noch unbekannten Koeffizienten b,(cl) , b,(f) lassen sich durch die Anfangsbedingungen

3N
o=20) "=V Sz, (11.46)
k=1

3N
to=#0) "=V S #mbdw, (11.47)
k=1
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festlegen. Multipliziert man (11.46) und (11.47) mit Z] M, so folgt unter der Beriicksichtigung der
Orthonormalitétsrelation (11.42)

r M
bV = A Mz, bP =10 (11.48)
W
Damit lautet die Losung (11.44) von (11.17):
3N =T 5
M
Z(t) = E Z (:E’ZAI:E'O cos wit + T2 %0 sinwkt) . (11.49)
Wk
k=1

11.6 Dreiatomiges Molekiil

Als Beispiel untersuchen wir ein Molekiil, das aus drei Atomen der Massen m; = m, ms = p, ms =
m besteht, und bei dem sich die drei Atome nur langs einer Achse bewegen konnen. Fiir kleine Aus-
lenkungen aus der Ruhelage lassen sich die Riickstellkrifte durch Federn mit der Federkonstanten
D modellieren:

X 1‘2. I3

Die Auslenkungen z1(t), z2(¢), z3(t) der drei Massen aus der Gleichgewichtslage geniigen den New-
tonschen Grundgleichungen

m:'z%l = F12 = D(IQ — 1‘1),
pia = Fo1 4 Fos = —D(l‘g — 2171) + D(l‘g - 372) , (11.50)
ng = F32 = 7D(LI33 — IQ) .

Sie sind demnach von der Form (11.17), wobei die Matrizen M und U die folgende explizite Gestalt
besitzen:

m 0 0 1 -1 0
M=|0 u o, U=D| 1 2 -1]. (11.51)
0 0 m 0o -1 1
Die Invertierung der Massenmatrix M fiihrt analog zu (11.19) und (11.20) auf
1
— 0 0
m
1 1
Mt=| o0 = o |, (11.52)
U
1
0o 0 —
m
so daf sich die Matrix W ergibt zu
D D
Z = 0
m m
w (LD oy s | D, D Doy (11.53)
nooTpop
D D
o -2 Z
m m
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Wir bemerken, daff die Matrix W im Fall m # p nicht symmetrisch ist. Das charakteristische
Polynom der Matrix W lautet:

D 2 D
~ _w - 0
m m
5 D D D
e |
1 I z
D D 9
0 - — —w
m m
D D D
= w? (— —w2) <u}2 —2— - —) . (11.54)
m meoom

Die Nullstellen dieser Gleichung fithren uns auf die folgenden Eigenfrequenzen des Molekiils:

D D D
w1 =0<wy = — < wg = — 42— (11.55)
Vom \/m 7

Die dazugehorigen unnormierten Eigenvektoren ergeben sich durch Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems (11.40) unter Verwendung von (11.53) und (11.55):

D D
=~ = 0
m m 1
D D D _
(W —wil#d = —— 2= —— |#H=0 = #H=N| 1|, (11.56)
I Iz )
D D
0 - =
m m
D
0 —= 0
m
D D D D -
(W —wil)#y = —— 2——= —= |#H=0 = FH=Ny| 0 , (11.57)
peooopomop .
D
0 —= 0
m
D D
2= —= 0
m
g D D .
(W —wi)ds = -= = = |#%=0 = #=N3| —2m |.(11.58)
I m Iz
D D K
0o —-= —2=
m I

Entsprechend (11.42) sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten tatséchlich orthogonal
zueinander:

m 0 0 1
FIMi#; = NiNo(1,0,—-1)| 0 pu 0 1 |=o0, (11.59)
0 0 m 1
m 0 0 1
EIMZ, = NiNa(p,—2m,p)| 0 pu 0 1 |=o0, (11.60)
0 0 m 1
m 0 O
FYMiy = NoyNs(p.—2m,p)| 0 p 0 0 | =0. (11.61)
0 0 m -1
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Die Bedingungen fiir die Normierung der Eigenvektoren lauten

m 0 0 1
FIM# =NX1,1,1)| 0 u 0 1 |=1, (11.62)
0 0 m 1
m 0 0
Fa My = N3(1,0,—-1)| 0 pu 0 0 | =1, (11.63)
0 0 m -1
m 0 0 L
TyMTs = Ni(u, —2m,p) | 0 pu 0 —2m | =1, (11.64)
0 0 m H
so daf sich die Normierungskonstanten ergeben zu:
1 1 1
Ni=———— Np=—~, Nyg=——" 11.65
! Vi +2m T Vom ? V2mpu(p + 2m) ( )

Die Eigenvektoren des dreiatomigen Molekiils lassen sich graphisch veranschaulichen:

w1 =0: ./\N\/\/\N\/\/\N\.\/\/\/\/\/\/\/\/\/\P Translation

—_— -—

WV\WW/\‘\NW\/\N\/\/\P symmetrische Streckschwingung

D — —_ —

w3 =4/—+2—: ./\N\/\/\N\/\/\N\.\/\/\/\/\/\/\/\/\/\P asymmetrische Streckschwingung
m

I

Wy =

Damit ist die Losung von (11.50) durch (11.49), (11.55)—(11.58) und (11.62)—(11.64) gegeben. In
der 15. Ubungsaufgabe untersuchen wir als weiteres Beispiel die Eigenschwingungen eines vierato-
migen Molekiils in einer Ebene.



Kapitel 12

Lineare Kette und
eingespannte Saite

Wir untersuchen nun die Eigenschwingungen einer linearen Kette, die ein Modell fiir einen un-
endlich ausgedehnten eindimensionalen Kristall darstellt. Im Grenziibergang, dafs immer mehr
Massenpunkte dichter zusammenriicken, geht die lineare Kette in eine Saite iber. Wir diskutieren
unter anderem, wie das Anfangs- und Randwertproblem fiir eine eingespannte Saite gelost wird.

12.1 Problemstellung

Wir betrachten ein System von N Massenpunkten der Masse m, die in einer eindimensionalen Kette
jeweils im Abstand a angeordnet sind. Dabei seien benachbarte Massen iiber elastische Federn der
Federkonstanten D miteinander verbunden. Im folgenden untersuchen wir nur die longitudinalen

Auslenkungen x4 (t),...,zn(t) der Massenpunkte aus der Ruhelage:
| a | a |
m Tm, m!
| | |
VA, AVAVAVAVAVAVAY. AVATAVAVAVATAY. AVAVAN
[ I | 11
—> -- > -- —> --
Tn-1 In Tpt1
(negativ)

Wir wollen die endliche Kette als ein Modell fiir einen unendlich ausgedehnten eindimensionalen
Kristall verwenden und setzen deshalb periodische Randbedingungen voraus:

TNin(t) =ap(t); n=1,...,N. (12.1)
1 2
N N -1
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Auf den n-ten Massenpunkt wirken also zwei Krafte:
Fo=Fppir+ Fop1. (12.2)
Die eine Hooksche Kraft wird vom (n + 1)-ten Massenpunkt ausgeiibt
Font1 = D(xps1 — z0), (12.3)
wihrend die andere vom (n — 1)-ten Massenpunkt ausgeht
Fon—1=—D(zp — Tp-1). (12.4)
Demnach lauten die resultierenden Newtonschen Bewegungsgleichungen

F, (12.2)—(12.
o= 2 (22 ) 2 — 22 4 a1 s (12.5)

wobei wq die Eigenfrequenz einer einzelnen Feder darstellt:

wo = \/g. (12.6)

Diese gekoppelten Bewegungsgleichungen (12.5) sind nun unter Beriicksichtigung der periodischen
Randbedingung (12.1) zu 16sen.

12.2 Basisfunktionen

Aufgrund der periodischen Randbedingung (12.1) lassen sich die Auslenkungen einer diskreten
Fourier-Transformation unterziehen:

xn(t) = E ak(t)xszk) ) (127)
k
wobei die Basisfunktionen gegeben sind durch
1 .
(k) — ikna 12.8
xr € . .
© = (12.8

Die periodischen Randbedingungen (12.1) sind dann erfiillt, wenn gilt
ehNa — 1. (12.9)
Auch wenn diese Gleichung gelst wird durch

2
— 7rl

k= 2o
Na

(12.10)

mit | € Z, so gibt es nur N verschiedene k-Werte, die zu unterschiedlichen Basisfunktionen (12.8)
fithren. Ublicherweise wahlt man fiir ungerade NV die Einschrinkung

N —1 N —1
S o<l ——, (12.11)
2 2
so dafl nur k-Werte der ersten Brillouin-Zone
k<4l (12.12)
a a

auftreten. Wir zeigen, daft die Basisfunktionen x,%k) aufgrund der geometrischen Summe

N
1— N+

n_ % 12.1

;Oz — (12.13)
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der Orthonormalitétsrelation geniigen:

i2n(l'~1)/N _ giza(l'~1)(N+1)/N

N N
(k)x (k) (12:8),(12.10) L o —pyn/v (1213) €
n=1
1— eiQﬂ’(l/fl) (12 10)
- N e 2 00/N 1] oue Ok - (12.14)

Entsprechend zeigen wir, daff die Basisfunktionen (12.8) mit (12.10) auch der Vollsténdigkeitsre-
lation geniigen:

(N-y/z
Z l‘(k)* (]” _ Z N€i2ﬂ(n,7n)l/N
I=—(N-1)/2
U=l+(N+1)/2 _, N
=N 671271'(71 —n)(N+1)/ Z 227r(n —n)l'"/N
R . (12.15)

12.3 Eigenfrequenzen
Wir setzen nun den Ansatz (12.7) unter Beachtung der Eigenschaft der Basisfunktionen
8 = etikag (k) (12.16)

in die gekoppelten Bewegungsgleichungen (12.5) ein:

Z i (t)z®) = Wl Z (e'ka — 2 4 e~ tha) ar(t)z®) . (12.17)
k k
Multipliziert man (12.17) mit 2% und summiert man iiber alle n = 1,..., N, so erhilt man

aufgrund der Orthonormalitatsrelation (12.14) fiir die Amplituden ax(t) die Bewegungsgleichung
eines harmonischen Oszillators

ir(t) +wiar(t) =0 (12.18)

mit der Frequenz

k
wi = 2w3(1 — cos ka) = 4w} sin® g =  wp = 2wq

k
sin g‘ . (12.19)

Wegen (12.10) und (12.11) tritt immer die Frequenz w = 0 auf, da man die lineare Kette als ganzes
verschieben kann. Aufierdem ist aufgrund von (12.10) und (12.11) die Anzahl der unabhingigen
harmonischen Oszillatoren mit der Anzahl N der Massenpunkte identisch. Da der Betrag des Sinus
eine achsensymmetrische Funktion ist, ist die Dispersionsrelation als ganzes symmetrisch:

wi 20 . (12.20)

Wir illustrieren die Dispersionsrelation (12.19) unter Beriicksichtigung von (12.10) und (12.11) fiir
eine lineare Kette mit N = 7 Massenpunkten:



108 KAPITEL 12. LINEARE KETTE UND EINGESPANNTE SAITE

Erste Brillouin-Zone

N
I e

Bei einem eindimensionalen Festkorper mit N ~ 10°* Massenpunkten liegen die erlaubten k-Werte
gemaf (12.10) beliebig dicht. In der 16. Ubungsaufgabe untersuchen wir, wie sich die Dispersions-
relation (12.19) der linearen Kette beim Ubergang zur linearen zweiatomigen Kette verdndert.

12.4 Ebene Wellen

Die allgemeine Losung von (12.18) lautet

ag(t) = b\ e twnt 4 pl2 g riwht (12.21)
Damit die Auslenkungen
(12.7),(12.8) L ikan
Tn(t = E ai(t)—=e 12.22
( ) - ]v( )\/N ( )
mit ihrem konjugiert Komplexen
v (12.22) N 1 ipan K=k x L ik'na
z (1) = E ar(t)—e = E a” . (t)—=e 12.23
n( ) - k( )\/N ~ k ( )\/N ( )

iibereinstimmen und somit reell sind, muf gelten:

wn(t) = 25 () TP ) = @t () - (12.24)

Setzt man (12.21) unter Beachtung der Symmetrie der Dispersionsrelation (12.20) in (12.24) ein,
so folgt die Einschrinkung

2 =) (12.25)
Mit der Definition b, = b,(;) reduziert sich (12.21) aufgrund von (12.25) auf
ap(t) = bpe Rt 4 p*, TRt (12.26)

so dafs die reellen Auslenkungen (12.22) gegeben sind durch

b 1 b* .
oo (1) = el(knafwkt)_i_ kez(kna+wkt) ) 12.27
-3 |7 VN (1220)
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Der erste bzw. zweite Term entspricht einer nach rechts bzw. links laufenden ebenen Welle. Eine
nach rechts laufende ebene Welle in der linearen Kette 14t sich durch stroboskopische Aufnahme

der Lage der Massenpunkte zu verschiedenen Zeiten illustrieren:

e e eere s ere e e o
- . o o o——o——.—o—o——o—-g N

LLLTE PIT LT
n=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111213

12.5 Ubergang ins Kontinuum

Wir betrachten nun den Grenziibergang, daft immer mehr Massenpunkte dichter zusammenriicken,

wobei die Linge L der linearen Kette konstant bleiben soll:

a—0, N —oo, L=aN =endlich.

In diesem Grenziibergang identifizieren wir die Auslenkungen der Massenpunkte gemé&f

Talt) = f(2,1), 7 =na.
Einsetzen von (12.29) in die Newtonsche Bewegungsgleichung (12.5) ergibt

0%f (x,1)

ot2 :wg[f(m+a,t)f2f(x,t)+f(a:fa,t)}.

Im Limes a — 0 1t sich f(z + a,t) nach Taylor entwickeln:

2
flx +a,t) = f(z,t) :I:aafé?t) + %aZa ](;i:vz,t) +....

Einsetzen von (12.31) in (12.30) fiihrt bis zur zweiten Ordnung in a auf

82 , o , 282 ,

U e
of (x, 202 f(x,

e —o2le | S2IEN),

was sich auf die folgende partielle Differentialgleichung reduziert:

02 f(z,t) _ 2 02 f(x,t)
ot? ox?

Hierbei wurde angenommen, daf im Limes a — 0 die Grofe

c = wga

- 2f(Tt)

(12.28)

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)

(12.33)

(12.34)
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endlich bleibt. Im Grenziibergang (12.28) geht die lineare Kette in eine Saite iiber, deren Auslen-
kung f(z,t) aus der Ruhelage der Wellengleichung (12.33) geniigt. Die periodische Randbedingung
(12.1) lautet in diesem Grenziibergang (12.28) wegen (12.29)

flet)=flz+L,t). (12.35)
Die Losung von (12.33) und (12.35) folgt unmittelbar aus (12.27):

bk ika—wpt bk itk t
flat)=>" {—e“ s-wit)  —kgilkatwit)| (12.36)
—~ VL VL

Die erlaubten k-Werte sind dabei wieder durch (12.10) gegeben, die Einschrankung (12.11) geht
aber durch (12.28) iiber in [ € Z. Die Dispersionsrelation (12.19) reduziert sich wegen (12.34) auf

k. (12.37)

W =c

Die Konstante c stellt damit die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle dar.

12.6 Eingespannte Saite

Liegt eine Saite der Linge L vor, die an ihren Enden fest eingespannt ist, so geniigt deren Aus-
lenkung f(z,t) aus der Ruhelage der Wellengleichung (12.33). In diesem Fall sind aber die peri-
odischen Randbedingungen (12.35) zu ersetzen durch die Dirichletschen Randbedingungen

£(0.t) = f(L,t) =0. (12.38)

Da es sich bei der Wellengleichung (12.33) um eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
in der Zeit t handelt, miissen als Anfangsbedingung die Anfangsauslenkungen

f(z,t) = F(x) (12.39)
t=0
und die Anfangsgeschwindigkeiten
ANCIIN —eT. (12.40)
0 P

vorgegeben sein. Die Auslenkung f(z,t) der eingespannten Saite ergibt sich durch Losung des mit
(12.33) und (12.38)—(12.40) definierten Rand-und Anfangswertproblems.

Wir berechnen zunéchst die Fundamentallsungen f,,(z, t) fiir die Wellengleichung (12.33), die
auch die Dirichletschen Randbedingungen (12.38) erfiillen. Hierzu fithren wir den Separationsan-
satz

In(@,t) = gn(z) hn(t) (12.41)
durch und erhalten aus (12.33):

1 1 Php(t) 1 d?gu(2)
A hp(t) dt?2 gu(z) da?

(12.42)

Da die linke bzw. rechte Seite von (12.42) nur von ¢ bzw. x abhéngt, miissen beide gleich einer Kon-
stanten sein, die wir mit —k2 bezeichnen. Damit erhalten wir aus (12.42) die beiden gewdhnlichen
Differentialgleichungen:

d29n(x) 2

T kgu(@) = 0, (12.43)
2

dh”(t)+w§hn(t) = 0, (12.44)

dt?
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wobei wir als Abkiirzung
wy, = cky, (12.45)
eingefiihrt haben. Die allgemeine Losung von (12.43) lautet
gn(x) = ay, sin kpx + by, cosknz (12.46)

wobei die Randbedingungen (12.38) aufgrund des Separationsansatzes (12.41) auf die Einschran-
kungen

by =0 (12.47)
und
iy = %n (12.48)

fiihren. Hierbei kann n zunéchst eine ganze Zahl sein. Den Wert n = 0 miissen wir ausschliefsen,
da sonst g, (z) wegen (12.46)—(12.48) verschwinden wiirde. Aufierdem fiihren die negativen ganzen
Zahlen n = —1,—2,... gemaf (12.46)—(12.48) gegeniiber den positiven ganzen Zahlen

n=12,... (12.49)

nicht zu neuen linear unabhingigen Losungen. Deshalb koénnen wir fiir n nur die Werte (12.49)
zulassen. Die allgemeine Losung von (12.44) lautet

hn(t) = Ay sinwyt + By, coswpt, (12.50)
so daf sich aus (12.41), (12.46) und (12.47) die Fundamentallésungen
oz, t) =sinkyz (A, sinw,t + By, coswyt) (12.51)
ergeben. Hierbei haben wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit a,, = 1 gesetzt.

Fiir eine lineare Differentialgleichung wie die Wellengleichung (12.33) gilt das Superpositions-
prinzip. Es besagt, daf mit den Fundamentalldsungen (12.51) auch die Linearkombination

f(z,t) = Z sin k,x (A, sinw,t + By, coswpt) (12.52)

n=1

eine Losung der Wellengleichung (12.33) ist. Aufierdem erfiillt (12.52) per Konstruktion die Di-
richletschen Randbedingung (12.38). Mit Hilfe der Anfangsbedingungen (12.39) und (12.40) lassen
sich nun die Konstanten A,, und B, festlegen. Einsetzen von (12.52) in (12.39) und (12.40) fiihrt
zundchst auf

Zaninknx = F(x), (12.53)
n=1
anAnsinknx = Glx). (12.54)
n=1

Die Sinusfunktionen geniigen einer Orthogonalitétsrelation:

(4.96),(12.48) g {sin(n —n)m  sin(n+n')T _L S (12.55)

L
/dm sin (k,z) sin (kv ) ) CFTr 5
0
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Dabei wurde beim letzten Schritt ausgenutzt, daf n gemaf (12.49) nicht negativ sein kann. Mit
Hilfe der Orthogonalitétsrelation (12.55) kénnen wir (12.53) nach B,, aufldsen:

L - L
55) L
/ de F(z)sinkyz =Y B, / dz sin (knz) sin (kprz) C =) = B, (12.56)
0 n=l 9
so daf wir erhalten
) L
B.=2 / do F(z)sin knz . (12.57)
0
Entsprechend folgt aus (12.54)
) L
Ay = Ton /d:r; G(z)sink,z. (12.58)

0

Aus (12.52), (12.57) und (12.58) koénnen wir demnach die Losung des durch (12.33) und (12.38)-
(12.40) definierten Rand-und Anfangswertproblems ablesen. Unter Beriicksichtigung von (12.45)
und (12.48) erhalten wir:

L
- x| 2 ' t
flz,t) = ) sin W—ZT — / dz'G(z") sin ﬂzm sin 7”20
n= 0
L !
2 t
+7 / dz’ F(2/) sin mzx cos mzc . (12.59)

In der 17. Ubungsaufgabe untersuchen wir die unterschiedliche Klangfarbe von Klavier und Cem-
balo, indem wir die Wellengleichung der eingespannten Saite unter Beriicksichtigung der jeweiligen
Rand- und Anfangsbedingungen 16sen.



Kapitel 13

Rotierendes Bezugssystem

In allen gleichmiftig gegeneinander bewegten Systemen gelten in der klassischen Mechanik die
Newtonschen Gesetze, wenn sie in einem gelten. Dies trifft aber nicht mehr zu, wenn ein Sy-
stem Beschleunigungen unterworfen wird, da dann in den Newtonschen Bewegungsgleichungen
zusdtzliche Scheinkrifte auftreten. Die neuen Bewegungsgleichungen erhélt man, indem man die
Newtonschen Bewegungsgleichungen in einem Inertialsystem aufstellt und in das beschleunigte
System transformiert. In diesem Kapitel untersuchen wir exemplarisch die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen in einem rotierenden Bezugssystem und behandeln als Anwendung den freien
Fall auf der Erde.

13.1 Transformation der Einheitsvektoren

Wir untersuchen die Transformation zwischen einem ruhenden Bezugssystem S und einem beliebig
rotierenden Bezugssystem S’, die beide denselben Ursprung besitzen. Wihrend die Einheitsvek-
toren €}, €, €3 von S zeitunabhingig sind, besitzen die Einheitsvektoren €Y (t), € (t), €3 (t) von
S’ eine explizite Zeitabhingigkeit. Der Zusammenhang zwischen den Einheitsvektoren von S und
S’ lautet gemafs (1.47)

el (t) = Ryj (t) €, (13.1)

wobei die Matrixelemente R;; (t) durch die Winkel zwischen den Einheitsvektoren €/ (¢) und €
bestimmt sind:
Rij (t) =é/ (t) . gj = COs [<I (é;l (t) , é})] . (13.2)

In (13.1) haben wir die Summation iiber j bewufst nicht mitaufgefithrt. Wir wollen némlich von
jetzt ab die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, wonach iiber zwei gleiche Indizes auto-
matisch aufzusummieren ist. Wir setzen voraus, daf sowohl die Einheitsvektoren €; von S als auch
die Einheitsvektoren €/ (¢) von S’ ein Orthonormalsystem bilden:

é}'é}' = (51']', (133)
el(t)-el(t) = b, (13.4)

Dies fiihrt zu einer Einschrénkung der Matrixelemente R;; (t). Es gilt
& w-al 0 = (R ®E] Ry (O8] = Ru (O Ry (06 -
U2 Rys (8) Rij (t) 0 = Rus (8) Rus (1) (13.5)
so daff der Vergleich mit (13.4) auf die Beziehung
Ry (t) Ryi (t) = Okt (13.6)

113
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fithrt. Sie besagt, daf die aus den Matrixelementen R;; (t) aufgebaute Matrix R (t) orthonormal
ist:

R(t)RT (t)=1. (13.7)
Das Inverse der Matrix R (t) ist demnach die transponierte Matrix

R'(t)=R"(t), (13.8)

so daf mit (13.7) auch gilt
RTt)R(t)=1. (13.9)

In Komponentenschreibweise heifst dies
Rig (t) Rit (t) = O - (13.10)

Man beachte, daff die Summation in (13.6) bzw. in (13.10) iiber die zweiten bzw. die ersten Indizes
der Matrixelemente R;; (t) erfolgt. AuRerdem fiihrt die Invertierung des Zusammenhanges (13.1)
auf

R (t) €L (£) = Rux (8) Riy () & "7 6156, = &, (13.11)
so daf gilt

& =¢j (t)Rj; (t) . (13.12)

13.2 Zeitableitung der Einheitsvektoren

Wir betrachten nun die Zeitableitung von (13.1) und verwenden dabei, daff die Einheitsvektoren
€; von S nicht explizit zeitabhéngig sind:

¢ =0. (13.13)

Mit Hilfe von (13.12) kénnen wir dann die Zeitableitung der Einheitsvektoren €/ (t) von S’ wieder
nach den Basisvektoren €/ (t) von S’ zerlegen

&ty =¢e/ (t) Qi (t), (13.14)
wobei die Matrixelemente ;; () gegeben sind durch
Qji (t) = Rjk (t) Rig () - (13.15)
Differenzieren wir (13.6) nach der Zeit
Rix (t) Rjk () + Rar, (t) Rji, (t) =0, (13.16)
so konnen wir mit Hilfe von (13.15) eine wichtige Eigenschaft der Matrixelemente €;; (t) ablesen:
Qji (1) + Q5 (1) = 0. (13.17)
Demnach besitzt die aus den Matrixelementen 2;; (¢) aufgebaute Matrix
Q(t) = Rt)R(t)T (13.18)

die Eigenschaft, antisymmetrisch zu sein:

Q)+ QT (t)=0. (13.19)
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Eine antisymmetrische 3 x 3-Matrix wie Q (¢) besteht aus genau drei verschiedenen Komponenten
21(1), 25(t) und €(t):
0 —03()  2(1)
Q)= Q) 0o e |- (13.20)
—05(t) (1) 0

Wir filhren nun einen Vektor €3 (t) im rotierenden Bezugssystem ein, der gerade aus diesen drei
verschiedenen Komponenten € (¢) , ©5(¢) und Q%(t) besteht:

Q(t) = Qe (t) . (13.21)

Dann kénnen wir mit Hilfe des Levi-Civita-Tensors (1.24) zwischen den Elementen der antisym-
metrischen 3 x 3-Matrix (13.20) und den Komponenten des Vektors (13.21) den folgenden Zusam-
menhang angeben:

Qij (t) = ejin % (t). (13.22)

Tatséchlich gilt fiir die nicht verschwindenden Matrixelemente:

Mo (t) = 621393(15) = _Qzls(t)a Q21 (t) = 512393(75) = Qg(t) )
Qs (t) = e31205(t) = (1), Qa1 (1) = e132Q(t) = — (1), (13.23)
Qo3 (1) = €321 (1) = = (1), Qaa () = 25123 (8) = Q1)

Man kann aber auch die Beziehung (13.22) zwischen den Elementen der antisymmetrischen 3 x 3-
Matrix (13.20) und den Komponenten des Vektors (13.21) mit Hilfe von (1.54) invertieren und
erhalt

1
Q1) = §€jiiji t) . (13.24)

Setzen wir (13.22) in (13.14) ein, so erhalten wir zunéchst

2 _ =1 ! (133) ! —/

€; (t) =€ (t) Eiijk(t) = Qk(t)akijej (t) . (1325)
Analog zu (1.20) gilt folgende Beziehung zwischen den Einheitsvektoren &/ (t) von S’ und dem

Levi-Civita-Tensor €;;:
&l (t) x & (t) = eywéy (t) . (13.26)

Einsetzen von (13.26) in (13.25) ergibt

py e Y —/ —/ (13;21) o —/

ety =Q,(t)ex (t) x & () =7 Q) x e (t) . (13.27)
Diese Beziehung rechtfertigt es, den Vekor 0 (t) mit dem Winkelgeschwindigkeitsvektor zu iden-
tifizieren. In der 18. Ubungsaufgabe betrachten wir spezielle Drehmatrizen R(t) und zeigen, daf

man mit Hilfe von (13.18), (13.20), (13.21) den Winkelgeschwindigkeitsvektor (3(¢) ablesen kann,
der die entsprechende Rotation beschreibt.

13.3 Zeitableitung der Vektorkomponenten
Ein Vektor A (¢) kann nun sowohl nach den Einheitsvektoren & von S

Aty = A; ()& (13.28)
als auch nach den Einheitsvektoren €/ (t) von S’

Aty = A, (t) &l (t) (13.29)
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entwickelt werden. Bei der Entwicklung (13.28) beziiglich S riihrt die Zeitabhangigkeit des Vektors
A (t) nur von den Vektorkomponenten A; (t) her, so daf die Zeitableitung ergibt

dA (t) (13.28) dA; (t)
a  dt

& . (13.30)

Bei der Entwicklung (13.29) beziiglich S’ dagegen riihrt die Zeitabhingigkeit des Vektors A ()
sowohl von den Vektorkomponenten A’ (t) als auch von den Einheitsvektoren &/ (t) her:

A 20) dA] 7 27),(13.20) dA! - B
d dt(t) (13.20) d allf(t) 2 (8) + AL () del (t) as 27),(13.20) dA] (t) SO <A . (13.31)

dt dt
Die Zeitableitung des Vektors A (t) beziiglich S

dA (1)

dt

(13.30) dA; (1)
B dt

€i (13.32)

S

setzt sich demnach additiv aus der Zeitableitung des Vektors A (t) beziiglich S’

dA (t)
dt

_dA®)
= el (1) (13.33)

S/
und der Zeitableitung der Einheitsvektoren &/ (¢) von S’
Q(t) x A(t) (13.34)

zusammen. Man bezeichnet (13.32) als wahre Zeitableitung, (13.33) als scheinbare Zeitlableitung
und (13.34) als Rotationsableitung. Demnach kann man (13.31) auch schreiben als

+ Q) x A(t) . (13.35)
5t

d

o dt
13.4 Tragheitskrifte

Wir wenden nun (13.36) auf die Bahnkurve 7 (¢) eines Massenpunktes an und erhalten fiir die
Geschwindigkeit

dr (t) dr (t) =~ .
= Q(t t) . 13.37
dt S dt 5 + ( ) X T( ) ( )
Dann wenden wir die Operatorengleichung (13.36) nochmals auf (13.37) an und erhalten fiir die
Beschleunigung
d*7 (t) d < A (t) .
== Q(t Q) x 7(t
|, (dts,+ ()x)( a |t ()XT()>
O I 10 - O . )

- | P +20(0)x 5| -0 [B@Wx7®)] . (3.38)

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung im ruhenden Bezugssystem S

d*F (t)

| =F (13.39)

S
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folgt dann mit Hilfe von (13.38) eine entsprechende Bewegungsgleichung im rotierenden Bezugs-
system S’:

- m@ () |G (1) x7 ()] . (13.40)

Es handelt sich hierbei wieder um eine Newtonsche Bewegungsgleichung, bei der aber neben der
Kraft F' noch drei Scheinkrifte hinzukommen: die lineare Kraft, die Coriolis-Kraft und die Zen-
trifugalkraft.

13.5 Freier Fall auf der Erde

Als Anwendung betrachten wir die Bewegung eines Massenpunktes im Bezugssystem S’, das an
der Erdoberfléche fixiert ist:

9!

3

Zeigt der Vektor R (t) vom Ursprung von S zum Ursprung von S’, so gilt fiir die Ortsvektoren
7(t) und 7’ (t) in den beiden Bezugssystemen S und S’

F(t)=R(t)+7 (1) . (13.41)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung (13.39) im ruhenden Bezugssystem S transformiert sich dann
wie vorher mit (13.38), wobei aber noch ein zusétzlicher Term durch die Bewegung R (t) des
Ursprungs von S’ hinzukommt:

A7 (t) . d2R(1) s ()
= F— — 7!
|, mp | T g | T W
S S’
=/
om (1) x dt(t) —m (t)x[g (t)x 7' (t)} . (13.42)
S/

Die Beschleunigung des Ursprunges von S’ muf ebenfalls noch gemaf (13.38) auf das bewegte
Bezugssystem S’ umgerechnet werden:

sl (t)
dt

4R (1)
dt?

_ dPR(t)
o dt?

S’
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Da der Vektor R (t) vom bewegten Bezugssystem S’ aus eine zeitunabhingige Grofe ist, gilt

d2R (t)
di?

dR (t)
dt

=0, =0. (13.44)

S’

S’

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dadurch, daff der Winkelgeschwindigkeitsvektor Q (t) der
Erde im bewegten Bezugssystem S’ zeitunabhéngig ist:
i (t)

— 7| =0. 13.4
7 (13.45)
Sl

Beriicksichtigen wir noch, daf im ruhenden Bezugssystem S die Newtonsche Gravitationskraft
wirkt

po G ) (13.46)
7 (@) 17 ()]
so folgt aus (13.41)-(13.46) die noch exakte Bewegungsgleichung
2=/ ] t 7t . di’ (+
drz(t) _ GmM ]E()—{—r() omd (1) x 7' (t)
dt* g [B(6) + 7 () | [E () + 7 (1) | g
“m@ (1) x [ﬁ (1) x 7 ()] — m$ () x [fz (t)R(t)} . (13.47)

Hier kénnen wir zwei physikalische Naherungen durchfiihren. Da der Betrag des Winkelgeschwin-
digkeitsvektors sehr klein ist

- 27
~24-60-60s

o]l

Q=

1
()] =7,27- 10*5g , (13.48)

kann man in (13.47) die in O (t) quadratischen Terme vernachlissigen. Betrachtet man auRerdem
einen Massenpunkt in der Nahe der Erdoberflache, so 146t sich R (¢)+ 7’ (¢) ndherungsweise durch
R (t) ersetzen. Damit kénnen wir die Erdbeschleunigung

M R(t)
B ()2 |R(1)]

j=— (13.49)

einfifhren, deren Betrag von der Masse der Erde M = 6 - 102*kg und dem Erdradius |R (t)| =
6,4 - 105 m bestimmt wird:

-1t m®  6-10%'kg m

=14l =6,6-1 =9,8—. 13.50
9=1d kgs? (6,4-106m)” 52 (13.50)

Damit vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (13.47) schliefslich auf

Fl(t) =g —20(t) xi'(t). (13.51)

Beim freien Fall auf der Erde tritt demnach im Unterschied zum ruhenden Bezugssystem noch
die Coriolis-Beschleunigung auf, die den Korper in z’- und y/-Richtung ablenkt. Die in (13.51)
auftretenden Vektoren lauten im bewegten Bezugssystem

x' (t) 0 . —Qsin A
Fey=1 v |, g=| 0 |, Q)= 0 , (13.52)
2" (t) —g Qcos A

wie aus der obigen Skizze hervorgeht. Mit dem Vektorprodukt
] el (t) & (t) €3(t) —Qcos Ay (¢)
Q@) x 7 (t) =] —QsinA 0 QcosA | = [ QcosAi/(t) + Qsin A 2'(¢) (13.53)
&' (t) gty () —Qsin Ay (t)
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erhdlt man die drei gekoppelten Bewegungsgleichungen

#(t) = 2Qcos\, ¥ (t) (13.54)
i'(t) = —2Qcos\i’(t) —2Qsin\, 2 (t) (13.55)
() = —g+20sinAg(1). (13.56)

Beim freien Fall auf der Erde wird der Korper aus der Hohe h zur Zeit ¢ = 0 losgelassen, so dafs
sich folgende Anfangsbedingungen ergeben:

2 (0)=y(0)=0,2 (0)=h, & (0)=7(0)=2(0)=0. (13.57)

Die Bewegungsgleichungen (13.54)—(13.56) lassen sich unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gungen (13.57) einmal hochintegrieren:

P'(t) = 2QcosAy (), (13.58)

() = —2QcosAz’ (t) —2Qsin Az’ (t) +2Qhsin\, (13.59)

() = —gt+2Qsin\y (¢) . (13.60)
Einsetzen von (13.58) und (13.60) in (13.55) fiihrt auf

i'(t) = —4Q%)/ (t) + 2Qgtsin \. (13.61)
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet

_gsin A
20

y' (¢) t + Acos2Qt + Bsin 20t . (13.62)

Die Einarbeitung der Anfangsbedingungen (13.57) legt die Parameter A und B fest:

y'(0) = A=0 (13.63)

in A gsin A
7 0) = AL pon—o B=_—
y'(0) a0 T = 102

(13.64)

Einsetzen von (13.63) und (13.64) in (13.62) fiihrt auf die gesuchte Losung

: 120
y (1) = gsin A (t sin t) . (13.65)

2Q 2Q

Unter Verwendung von (13.65) gehen (13.58) und (13.60) iiber in

in 20t

#'(t) = gsinAcos\ <t = > , (13.66)
2Q
in 20t

Y(t) = —gt+gsin?\(t— o . (13.67)

20

so dafs eine Integration unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (13.57) ergibt:

t2 20t — 1

Z(t) = gsinAcosh (5 n COST) , (13.68)
g .9 o [t? cos2Qt —1

Z/ (t) = h- it + gsin A <5 + T . (1369)

Die zeitlichen Oszillationen, die beim freien Fall auf der Erde gemafs (13.65), (13.68), (13.69) auf-
treten sollen, sind aber nicht physikalisch. Es handelt sich hierbei lediglich um ein mathematisches
Artefakt, das dadurch entstand, daff wir die in der Winkelgeschwindigkeit 2(¢) quadratischen
Terme in (13.47) vernachléssigten. Da wir in der zugrunde liegenden Bewegungsgleichung (13.47)
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nur die Terme bertiicksichtigten, die in der Winkelgeschwindigkeit linear sind, sind in der L&sung
unseres Anfangswertproblems auch nur diejenigen Terme physikalisch, die linear in der Winkelge-
schwindigkeit sind. Deshalb entwickeln wir die trigonometrischen Funktionen in (13.65), (13.68),
(13.69) nach Taylor beziiglich der Winkelgeschwindigkeit :

1 1
sin 20t = 20t — 206 +...,  cos20t=1— 3 (20t + ... . (13.70)

Die erste Ordnung in {2 lautet dann

. . 2 1-20%2 -1
oy LI deosa (L LRSI o s
2 102
. . in A 20t — 4033 /3 1
't (13.69).(13.70) gemA (4 .= =Qgsin M + ... ,(13.72
y' (t) 50 50 + 5 Qg sin +...,(13.72)
Sy (PN gﬂ o (13.73)

Demnach wird ein fallender Massenpunkt nach Osten abgelenkt. Dieses Ergebnis erscheint zu-
nichst paradox, weil sich die Erde doch auch nach Osten dreht. Es wird aber sofort anschaulich
verstdndlich, wenn man bedenkt, daff der Massenpunkt in der Hohe h zur Zeit ¢ = 0 durch
die Erdrotation beziiglich des ruhenden Bezugssystems eine grofiere Geschwindigkeitskomponen-
te ostwérts besitzt als beziiglich des bewegten Bezugssystems S’ auf der Erdoberfliche. Es ist
diese “liberschiissige” Geschwindigkeit in Ostrichtung, die fiir den Beobachter auf der Erde den
Massenpunkt nach Osten fallen 1aft.
Zur quantitativen Auswertung setzen wir die Zeit zum Durchfallen der Hohe h nach (13.73)

t=4 = 13.74
; (13.74)

in (13.72) ein und erhalten fiir die Ostablenkung

2+/2
y = \/_Qh sin)\\/g. (13.75)
g

3
Am Aquator mit A = 7/2 ist diese Ostablenkung maximal und ergibt bei einer Hohe von 2 = 100 m

,_2V2

1
y' =5 7.27-107°100m, [ ————y = 2.2cm. (13.76)

In unseren Breiten mit A = 40° ist diese Ostablenkung um den Faktor
sin 40° = 0,64 (13.77)

unterdriickt.



Kapitel 14

Kinematik des starren Korpers

FEin starrer Korper ist ein System von Massenpunkten, deren Abstinde konstant sind. Praktisch
kann dies ein Siick gewShnlicher fester Materie sein, wie etwa ein Stein oder ein Kugelschreiber.
N&herungsweise kann man aber auch die Erde als starren Korper bezeichnen.

Betrachten wir zunichst N = 3 Massenpunkte. Die insgesamt 3-3 = 9 kartesischen Koordinaten
unterliegen 3 Zwangsbedingungen durch die 3 vorgegebenen Abstinde zwischen den Massenpunk-
ten. Das System besitzt demnach 9 — 3 = 6 Freiheitsgrade. Die Lage jedes weiteren Massenpunktes
kann dann dadurch fixiert werden, daf man seine Abstinde zu den 3 bereits vorhandenen Massen-
punkten angibt. Jeder weitere Massenpunkt ergibt so 3 zusdtzliche Koordinaten und 3 zusétzliche
Zwangsbedingungen. Daher bleibt es auch fiir N > 3 Massenpunkte bei f = 6 Freiheitsgraden
eines starren Korpers. Dabei benotigt man 3 Freiheitsgrade, um die Lage des Schwerpunktes zu
charakterisieren und 3 Freiheitsgrade, um die Orientierung des starren Korpers relativ zu den
Achsen eines Bezugssystems festzulegen.

Die Bewegung eines starren Korpers wird durch die Zeitabhingigkeit von 6 geeigneten Koor-
dinaten beschrieben. Die Kinematik behandelt die blofse Beschreibung dieser Bewegung und die
Dynamik untersucht die Gesetze, nach denen diese Bewegung ablauft.

Wird ein Punkt des starren Korpers festgehalten, so bezeichnen wir ihn als Kreisel. Dann fallt
die Translation weg und es bleiben nur die 3 Freiheitsgrade der Rotation.

14.1 Kinetische Energie des starren Korpers

Wir betrachten ein raumfestes Bezugssystem S und ein kirperfestes Bezugssystem S’:

121
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Die Transformation zwischen beiden Bezugssystemen erfolgt dann durch
7i(t) = B(t) + (1), (14.1)

wobei 7 (t) und 7/ (t) die jeweiligen Ortsvektoren eines Massenpunktes m; darstellen und R(t) die
Verschiebung des Ursprunges charakterisiert. Zerlegt man den Ortsvektor 7/ (¢) nach den Eigen-
vekoren €}/ (t) von S’

77 (t) = i€ (t) + yi €2 (t) + &5 (¢) . (14.2)

so erkennt man den Vorteil des korperfesten Bezugssystems .S’. Die Koordinaten der Massenpunkte
sind n&mlich zeitlich konstant:
i =1y; =4 =0. (14.3)

Nach (13.35), (14.1) und (14.3) transformiert sich dann die Geschwindigkeit zwischen beiden Be-
zugssystemen gemaf )

7i(t) = R(t) + Q(t) x 7 (t) . (14.4)
Wir berechnen nun die kinetische Energie des starren Korpers. Im raumfesten Bezugssystem S
gilt

r=y %m#(t) . (14.5)

Einsetzen von (14.4) in (14.5) fiihrt dann auf

1 ~ o,
T=3 Ei:miR )+ R(t)-

Q(t) x me’(t)

+ Z m, [6(0) x 7 (0)] (14.6)

Der zweite Term in (14.6) verschwindet, wenn Y, m;7/(t) = 0 ist, d.h. wenn der Ursprung von
S’ mit dem Schwerpunkt des starren Korpers zusammenfillt. Dann entspricht der erste Term in
(14.6) gerade der translatorischen, kinetischen Energie T}, des Schwerpunktes und der dritte Term
in (14.6) ergibt die kinetische Energie 7" des starren Korpers im korperfesten Bezugssystem S’,
die man auch als Rotationsenergie bezeichnet. Damit folgt aus (14.6) die Zerlegung

T=Ty+T. (14.7)
Mit Hilfe der Vektoridentitét
@xb)-@xd)=(@-c)b-d)—(@-d)b-é) (14.8)

aus der 1. Ubungsaufgabe 13t sich diese Rotationsenergie genauer untersuchen:
/ 1 32 —/2 S —/ 2
T = 521:% G202 (1) — [Q(t)-ri (t)} . (14.9)

Setzt man die Zerlegungen (13.21) und (14.2) von (3(t) und 7/(t) beziiglich des kérperfesten Be-
zugssystems S’ in (14.9) ein, so folgt

1
T = 5 Zm{ (2 +y? + 22) [QF(t) + QF (1) + Q1))
— [ ()7} + D)y} + (1)) } : (14.10)
Man erhélt demnach eine Bilinearform in den kérperfesten Komponenten der Winkelgeschwindig-

keit

1
T = 5@3k93(t)(2;€(t), (14.11)
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wobei der Trigheitstensor

12 12 !, !

Yi + 2 —L;Y; —ILiZ;

I / _ 1,0 12 2 11
0" = ( jk) = E m; Ty r Atz ;%%2 (14.12)

- i 10 / /

i —T;%; —YiZ; vty

auftritt, der offensichtlich symmetrisch ist:
o=0T. (14.13)

Da der Tragheitstensor (14.12) mit Hilfe der korperfesten Koordinaten z},y;, z/ berechnet wird,
ist er automatisch zeitunabhingig. Im Grenziibergang einer kontinuierlichen Massenverteilung mit
der Dichte p = p(2’, v/, ') gilt

Zmi — /dx'/dy'/dz'p(x',y',z'), (14.14)
i

so dafs der Tragheitstensor (14.12) {ibergeht in
y12 + 212 —:zr’y’ '
o = /dx’/dy’/dz’p(x’,y’,z’) —xy 2?4 2? . (14.15)

p— _y/Z/ :L‘IQ + y/2

Umgekehrt kann man aber auch (14.12) aus (14.15) zuriickerhalten, wenn man die Dichte einer
Ansammlung von Massenpunkten m; mit Hilfe von Delta-Funktionen ausdriickt:

o2’y 2" = Zmié(?[;' — 26y —y)d(z' — 2]). (14.16)

14.2 Steinerscher Satz

Wir nehmen nun an, daft (14.1) nicht in den Schwerpunkt sondern in einen beliebigen Punkt des
starren Koérpers transformiert. Dann kann man den Ursprung O’ des korperfesten Bezugssystems
S’ in den Schwerpunkt translatieren:

Ein weiterer Wechsel des Bezugssystems von S’ nach S” lautet analog zu (14.1)
F(t) = a+ T (E). (14.17)

wobei @ vom Ursprung O’ von S’ auf den Schwerpunkt zeigt. Dabei gewéahrleisten die Bedingungen

> maal =Y mayl =) mizl =0, (14.18)
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daf der Ursprung O” von S” mit dem Schwerpunkt zusammenfillt. Unter Verwendung von (14.17)
geht der Tréigheitstensor (14.12) iiber in

(ay +9)* +(a: +2)*  —(ae+a))(ay +v))  —(az+2])(a: +2)
O = ) mi| —(a+a)(ay+y) (ac+a])+(a:+2)* —(ay+y])(a:+2])
i —(a +af)(az+2)  —(ay+u/)az+2) (aa+2]) + (ay + 1))
@ 4ad —aa, . R Y
= 2mi| —aeay af+al —ayes | 4d mi|  —alyl ety
i —aga, —aya, a2+ a? i —xl 2l gzl a4 yl?
2ayy; +a22])  —(ayr] +azy)  —(aza] + agz])
+ Z mi | —(ayz] +agy)  2(agz! +a2)  —(ayy! +ayzl) | . (14.19)
- N " AN 1 " 1" 7
i (.7 + az2]) (a:y +ayz])  2(acy] + ayzy)

Aufgrund von (14.18) entfallt der dritte Term in (14.19) und der Trigheitstensor ©’ zerfallt in einen
Tragheitstensor © 57, der so berechnet wird, als ob die gesamte Masse M = ). m; im Schwerpunkt
vereinigt wire und in einen Trégheitstensor ©”, der vom Schwerpunkt aus berechnet wird:

0 =0y +0". (14.20)

Dies ist die Aussage des Steinerschen Satzes.

14.3 'Tragheitstensor der Erde

Die Erde kann man n&herungsweise als ein Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, ¢ auffassen. Mit Hilfe
der Kugelkoordinaten

' (r,9, ) ar sin ¥ cos ¢
y(r,9,0) | = brsindsing (14.21)
2'(r, 9, ) cr cos
und der Wertebereiche
rel0,1] 9 e[0,7] ¢e€]0,2n] (14.22)

lassen sich alle Punkte des Ellipsoids berechnen. Fiir = 1 erh&lt man beispielsweise die Oberfléiche
des Ellipsoids mit der Normalform

CI,/,IZ y/2 Z/2
Sttt =1 (14.23)
Die Jacobi-Determinante der Koordinatentransformation (14.21) berechnet sich zu
or’ oy 9z
g;, gr/ gg, asinv cos bsin ¥ sin ccosv
J = £l 8_% a0 | = arcosvcose brcosvsing —crsind
o oy 0 —arsindsine brsind cos ¢ 0
dp Op Oy
= aber? (sin ¥ cos® ¥ cos? o + sin® 9 sin? ¢ 4 sin ¥ cos ¥ sin? ¢ 4 sin® ¥ cos? go)
= abcr?sing. (14.24)

Die Transformation des Volumenelementes von kartesischen Koordinaten zu Kugelkoordinaten
lautet dann

dx'dy'dz' = aber? sin 9drdddyp, (14.25)
so dafs sich die Masse der Erde bei einer als konstant angenommenen Dichte ergibt zu
1 T 27
9 . 47
M= [dr | d9 [ dppaber®sind = p?abc. (14.26)
0 0 0
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Trigheitstensor (14.15) fiir ein Ellipsoid berech-
nen. Fiir die Hauptdiagonalelemente erhalten wir

1 ™ 27

o= /dr/dﬁ/dgpabch sin ¥p (b*r2sin9 sinp +?r?cos®) , (14.27)
0 0 0
1 ™ 27

_— /dr/dﬁ/dgpabch sin ¥p (a*r?sin?v cos®p+c?rcos?y) (14.28)
0 0 0
1 ™ 27

- /dr/dﬁ/d(pabcr2 sinp (a2r2sin219cosz<p+bzrzsin215‘sin2<p), (14.29)

0 0 0
und die Nebendiagonalelemente ergeben sich zu
1 kg 2m

s = —/dr/dﬁ/dapabcr2 sin ¥p ar sin 9 cos p brsinv sin g, (14.30)
0 0 0
1 ™ 27

s = —/dr/dﬁ/dapabcr2 sin¥p ar sin Y cos p cr cos ¥, (14.31)
0 0 0
1 ™ 27

by = —/dr/dﬁ/dapabcr2 sinJp br sin ¥ sin ¢ cr cos ¥ . (14.32)
0 0 0

Wir bemerken, daff aufgrund der ¢-Integrale
2m 2m 2T
/dgosin@zo, /dgocoscpzo, /dcpsingocosgozo (14.33)
0 0 0

alle Nebendiagonalelemente (14.30)—(14.32) verschwinden. Bei den Hauptdiagonalelementen (14.27)—
(14.29) tritt das r-Integral

1
/dr rt = é , (14.34)
0
die p-Integrale
2 o 27
/d(p: 27, /d(psin2<p:7r, /d<p0052<,0:7r, (14.35)
0 0 0
und die ¥-Integrale
/d19 sin® 9 = % , /d19 sin 9 cos? ¥ = % (14.36)
0 0
auf. Damit lautet der Tragheitstensor des Ellipsoids:
b2é7r + 02227r 0 0
1 3 3 4 2
e = pabeg 0 a?Sm+com 0
0 0 a? éw + b2 éw
3 3
b? 4 ¢ 0 0
(14.26) % 0 a4+ 0 . (14.37)

0 0 a’ + b2
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14.4 Drehimpuls des starren Korpers

Wir untersuchen nun, wie sich der Drehimpuls des starren Korpers beim Ubergang vom raumfesten
Bezugssystem S zum korperfesten Bezugssystem S’ verandert. Im raumfesten Bezugssystem S gilt

Zm Fi(t) x 7(t) . (14.38)
Einsetzen von (14.1) und (14.4) in (14.38) fiihrt dann auf
Z miR(t) x > mi(t)] x R(t) + R(t) x {ﬁ(t) x lz mif}-’(t)] }
+ me [“ t) x Fi’(t)} . Z (14.39)

Der zweite und der dritte Term verschwinden, wenn 3", m;7/ = 0 ist, d.h. wenn der Ursprung
von S’ mit dem Schwerpunkt des starren Korpers zusammenfillt. Dann entspricht der erste Term
gerade dem Drehimpuls Ly des Schwerpunktes beziiglich des Ursprungs von S und der vierte
Term stellt den Drehimpuls L'(t) des starren Korpers beziiglich des Ursprunges von S’ dar, so daf
wir die Zerlegung

L(t) =Ly + L'(2) (14.40)

erhalten. Mit Hilfe des Entwicklungssatzes des zweifachen Vektorproduktes (1.44) laft sich der
Drehimpuls L’(t) genauer untersuchen:

Ly =Y m {2 - 7 [Go) - 7©)]} (14.41)

Setzt man die Zerlegungen (13.21) und (14.2) von 3(t) und 7/(t) beziiglich des kdrperfesten Be-
zugssystems S’ in (14.41) ein, so folgt

(1)
domig (@ + P+ 27) [ () (14.42)
' Q3(t)
;
=[] + By + M)z | v : (14.43)
%
Mit Hilfe des Tragheitstensors (14.12) geht (14.42) iiber in
L'(t) = 0'Q(t). (14.44)

Demnach ist die Richtung des Drehimpulses L (t) im allgemeinen verschieden von der Winkelge-
schwindigkeit §2(¢).

14.5 Hauptachsentransformation

Die konkreten Werte ©’, des Haupttréigheitstensors (14.12) hingen von der Orientierung des kor-
perfesten Bezugssystems S’ ab. Wir fithren nun eine Transformation zu einem neuen korperfesten
Bezugssystem S” durch, das der Symmetrie des starren Korpers angepafit ist und den Haupttrag-
heitstensor ©’ vereinfacht. Hierzu transformieren wir erneut die Basisvektoren

&)/ (t) = Djé () (14.45)
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mit einer zeitunabhéngigen, aber orthonormalen Transformationsmatrix

DjDy =6j, <= DD'=1. (14.46)
Fiir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit bedeutet dies
G = Qa0 =20 1) "= QLD (1), (14.47)
so daf sich die Winkelgeschwindigkeit wie ein Tensor erster Stufe transformiert:
Qi(t) = Q(t)Dy; . (14.48)

Fiir die kinetische Rotationsenergie erhalten wir entsprechend

. . 1
1 MY L0, 0 (10 (1) M 60,00 ()DL () Dk = 5O O (U (1) =T, (14.49)

2
so dafs sich der Haupttragheitstensor wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert
e =0O1mDji Dy = 0" =DO'DT. (14.50)
Wir bestimmen nun die Eigenwerte © und die Eigenvektoren v des Haupttriagheitstensors:
(@ —-0eNnv=0. (14.51)
Die charakteristische Gleichung
det (@' —OI)=0 (14.52)

fiihrt nach dem Fundamentalsatz der Algebra von Gaufs auf drei komplexe Losungen ©1,05,03. Da
der Haupttragheitstensor nach (14.12) symmetrisch ist, sind diese Eigenwerte ©1,02,03 und da-
mit auch die dazugehorigen Eigenvektoren 4,705,753 reell. Aus der Positivitat der Rotationsenergie
(14.11) folgt ferner, daf der Haupttrigheitstensor (14.12) positiv definit ist, so daf die Eigenwerte
01,052,053 nur positiv sein kdnnen. Man bezeichnet sie als Haupttragheitsmomente, die dazugeho-
rigen Eigenvektoren 1,705,703 als Haupttragheitsachsen und das neue korperfeste Bezugssystem S”
als Hauptachsensystem. Die Eigenvektoren v;,05,05 bilden ein Orthonormalsystem (vgl. Abschnitt

11.3):

), = O . (14.53)
Wir verwenden nun die Eigenvektoren v4,05,03 als Zeilen- bzw. von D bzw. D'
o
D= 4] |, D" =(th,0,0s). (14.54)
_T
U3

Dann folgt die Orthonormalitédt (14.46) der Transformationsmatrix D aus der Orthonormalitét
der Eigenvektoren ¥ ,0s,73:

o7 Tl vl vy U U3
ppT "BV Al | @) = | dn dn dn | 2L (14.55)
Ty TAT) UIU2 U3 s
Der transformierte Haupttrigheitstensor ergibt sich zu
T T
Q" (14.50)£(14.54) 1_),;— 91(171,172,173): 1—}3’ (9/1—)»1’@/1—)'2’@/1—)»3)
3 o
(14.51) i . . -
== Uy (@1’!)1, @21)2, @31)3)
o
010771 OuU] 1y O30 U3 0, 0 0
- 075 0,007 075 | TEY [ 0 e, o |, (14.56)

O Onil vy O0) s 0 0 O
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so dafs er eine Diagonalgestalt mit den Haupttrigheitsmomenten als Diagonalelementen besitzt.
Die Rotationsenergie (14.49) lautet damit

1
T" = 5 [0:191(t)* + ©:295(¢)” + ©s%(1)*] - (14.57)

Wir transformieren nun auch den Drehimpuls in das Hauptachsensystem. Hierzu miissen wir
(14.48) und eine analoge Transformation des Drehimpulses

L(t) = Li(t) Dy (14.58)
in (14.44) einsetzen:
LZ(t)ij = @;-kﬂzl(t)le - ijijLg(t) = ij@;-lekQEI(t). (1459)
Mit (14.46) und (14.50) folgt dann
LY (t) = 05,4t . (14.60)

Verwenden wir die Diagonalgestalt (14.56) des Haupttragheitstensors im Hauptachsensystem S”,
so folgt
L7 (t) = ©;Q5(t), (14.61)

wobei hier {iber die doppelt auftretenden Indizes auf der rechten Seite nicht zu summieren ist. Zeigt
die Winkelgeschwindigkeit in Richtung einer der drei Haupttrigheitsachsen des starren Korpers,
so zeigt auch der Drehimpuls in diese Richtung.



Kapitel 15

Dynamik des starren Korpers

Die Dynamik des starren Korpers wird durch die Euler-Gleichungen fiir die Komponenten der Win-
kelgeschwindigkeit im Hauptachsensystem bestimmt. Wir 16sen die Euler-Gleichungen zunéchst fiir
die Rotation um freie Achsen und fiir die kriftefreie Rotation des symmetrischen Kreisels. Anschlie-
fend fiithren wir die Euler-Winkel ein, um die Euler-Gleichungen fiir den schweren symmetrischen
Kreisel zu 16sen.

15.1 Euler-Gleichungen

starrer
Korper

1
raumfestes Bezugssystem

Wir fassen zusammen, wie die Bewegungsgleichungen fiir die Rotation eines starren Korpers in
verschiedenen Bezugssystemen lauten. In Abschnitt 10.3 wurde gezeigt, daft der Drehimpuls L und
das Drehmoment M (%) der duferen Krifte im raumfesten Bezugssystem S der Beziehung

-

dL -

ey {()) 15.1
7 (15.1)
geniigen. In Abschnitt 10.4 wurde (15.1) in ein Bezugssystem S’ transformiert, dessen Ursprung
mit dem Schwerpunkt des starren Korpers zusammenféllt und dessen Koordinatenachsen parallel
zu denen des raumfesten Bezugssystems S sind:

dL’ -

— =M". 15.2
I (15.2)
Nun gehen wir zum Bezugssystem S” {iber, dessen Ursprung auch im Schwerpunkt des starren
Korpers liegt, dessen Koordinatenachsen aber korperfest sind und in Richtung der Haupttrag-
heitsachsen zeigen. Bei der Transformation von S’ nach S” miissen wir fiir die Zeitableitung die

129
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Substitutionsregel (13.36) anwenden:

—

dr”
di

+ G x L' = M"@) (15.3)

Hierbei besteht zwischen den Komponenten der Winkelgeschwindigkeit (" und denen des Dreh-
impulses L die Beziehung (14.61). Damit lauten die Bewegungsgleichungen (15.3):

0107 (t) + (03 — ©)U M) (1) = M (1),
0% (1) + (01 — ) (N (t) = My (1), (15.4)
O30 (1) + (02 — 0 (ML (1) = My (1).

Diese Euler-Gleichungen des starren Korpers legen die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit
im Hauptachsensystem S” fest. Es handelt sich um drei nichtlineare, gewdhnliche Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die Winkelgeschwindigkeiten Qf (¢), Q5 (¢), Q4 (¢). Durch die Wahl
des Hauptachsensystems S” hat man den Vorteil, daf die Haupttragheitsmomente ©1, 05, O3
zeitunabhiingig sind, dafiir aber den Nachteil, daR die Komponenten M, (¢), M (¢), M@ (¢)
des Drehmomentes der dufieren Krifte im Hauptachsensystem unter Umsténden eine komplizierte
Zeitabhéngigkeit erfahren, die von der Bewegung des Korpers abhéngt. Deshalb beschranken wir
uns im folgenden zunéchst auf die krifte- und damit momentenfreie Rotation des starren Korpers.
Naherungsweise kann man z.B. die rotierende Erde als einen starren Korper ansehen, auf den
kein dufleres Drehmoment wirkt. Fiir einen Kreisel im Schwerefeld kann dies dadurch verwirklicht
werden, daf man den Schwerpunkt als Unterstiitzungspunkt nimmt. Fiir die Einschrankung

M) = MY (1) = MY () =0 (15.5)
vereinfachen sich die Euler-Gleichungen (15.4) zu

010 (1) + (03 — ©2)Q5 () (1) = 0
205 (1) + (01 — ©3)Q ()Q (1) = 0, (15.6)
O30 (t) + (2 — ©1)QY (1) (1) 0

15.2 Rotation um freie Achsen

Eine kréaftefreie Translationsbewegung ist gleichférmig, sie erfolgt also mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit. Wir wollen untersuchen, ob die Euler-Gleichungen im kréftefreien Fall auch durch
eine konstante Winkelgeschwindigkeit zu l6sen sind. Wir schreiben dazu die kriftefreien Euler-
Gleichungen (15.6) fiir eine konstante Winkelgeschwindigkeit

QU() =7, Q) =9, Q5() =9 (15.7)
an und erhalten
(03 — ©2)Q0% = (01 — 03)Q3Q) = (02 — ©1)Q/Q = 0. (15.8)
Wir setzen voraus, daf alle drei Haupttrigheitsmomente voneinander verschieden sind:
0;#0;, i#7. (15.9)
Dann besitzt (15.8) die folgende nichttriviale Losung
O #0, Q) =0Q7=0. (15.10)

Durch Vertauschung der Komponenten ergeben sich noch zwei weitere, analoge Losungen, wobei
aber immer zwei der drei Komponenten verschwinden miissen. (Q7, Q%, Q%) # (0,0,0) ist also im
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allgemeinen keine Losung der kriftefreien Euler-Gleichungen.

Die Bewegungsgleichungen (15.6) lassen drei Losungen der Art (15.10) zu. Wir zeigen, daf
nur zwei dieser Losungen stabil sind. Dazu betrachten wir eine Bewegung, die nur geringfiigig von
(15.10) abweicht:

Q1) = Y + 6 (1), QY() = 6Q5(1),  QU(t) = 5Q(1). (15.11)

Beim Einsetzen von (15.11) in die kraftefreien Euler-Gleichungen (15.6) vernachléssigen wir alle
Terme, die in den Abweichungen §QY(t), 605 (¢), 694 (t) quadratisch sind und erhalten

0160 () = 0, (15.12)
02004 (t) + (0, — ©3)Q7604(t) = 0, (15.13)
030604 (1) + (02 — ©1)QY6Q4(t) = 0. (15.14)
Aus (15.12) folgt zunidchst
S (1) = 59 . (15.15)

Differenziert man (15.13) beziiglich der Zeit ¢ und setzt man darin (15.14) ein, so erhilt man

01— 03)(01 — 03)
0,03

SO (1) + ( Q2605 (t) =0. (15.16)

Hierbei sind nun zwei Md&glichkeiten zu unterscheiden:

e Das Haupttrigheitsmoment © ist das grofite oder das kleinste der drei Haupttrigheitsmo-
mente. Dann besitzt (15.16) die Losung

5QU(t) = Acos \/(@1 — @(;’359@31 — @2)9’1’15 +Bsin \/(@1 — 6@32(@? — 62)9’1’15 . (15.17)

d.h. die kleinen Abweichungen oszillieren um die Losung (15.10).

e Das Haupttrigheitsmoment ©; ist das mittlere der drei Haupttrigheitsmomente. Dann lau-
tet die Losung von (15.16)

5O (t) = Aexp \/(@3 —91)(61 - 6,) Q/t| +Bexp —\/(93 — 06 - ez)ﬂ’l’t . (15.18)

@2(")3 62@3

d.h. die urspriinglich kleinen Abweichungen wachsen exponentiell an.

Die freie Rotation um die Haupttriagheitsachse mit dem groften oder dem kleinsten Haupttrag-
heitsmoment ist also in dem Sinne stabil, daf kleine Abweichungen auch klein bleiben. Die Rotation
um die Achse des mittleren Tragheitsmoments ist dagegen nicht stabil, da kleine Abweichungen
davon schnell anwachsen.

15.3 Kraftefreier symmetrischer Kreisel

Wir untersuchen nun die kréaftefreie Rotation fiir den symmetrischen Kreisel. Fiir die Haupttrag-
heitsmomente eines solchen Korpers gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Einschrinkung

0, =0,. (15.19)

Man unterscheidet dabei weiter:
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e O3 > O5: oblater Kreisel, z.B. eine Scheibe,
e O3 < O: prolater Kreisel, z.B. ein Zylinder,
e O3 = 0;: Kugelkreisel, z.B. ein Wiirfel.

Symmetrische Kreisel sind insbesondere starre Korper, die rotationssymmetrisch beziiglich einer
Achse sind. Fiir (15.19) ist dies die 2%-Achse, die dann auch Figurenachse genannt wird. Durch
die Einschrankung (15.19) gehen die kriftefreien Euler-Gleichungen (15.6) {iber in

0.0/ (t) + (03 —0)Qy () (t) = 0, (15.20)
0105 (t) + (01 —O3)U 1) () = o0, (15.21)
0:04(t) = 0. (15.22)
Aus (15.22) folgt sofort
QU(t) =Y. (15.23)

Differenzieren wir (15.20) beziiglich der Zeit ¢ und setzen wir darin (15.21), so erhalten wir mit
(15.23)

. 0, — 7\ 2
O (1) + (%) Q) =0. (15.24)
1
Die allgemeine Losung von (15.24) lautet
Q] (t) = Acoswt + Bsinwt (15.25)
mit der Kreisfrequenz
O3 -0
w= MQ?{. (15.26)
O
Dann ist durch (15.20) und (15.23) auch Q5(¢) festgelegt:
Q(t) = %}\793)9'{(0 (15:2%) sgn (01 — O3) (—Asinwt + Bcoswt) . (15.27)

Wir halten fest, daft der Betrag der Winkelgeschwindigkeit im Hauptachsensystem konstant ist:

(15.23),(15.25),(15.27) A2

Q2 (1) + Q52 (t) + Q5°(1) + B2+ (15.28)

Die Projektion der Winkelgeschwindigkeit auf die /', 25j-Ebene hat die konstante Lange v/ A? + B2
und rotiert mit der Kreisfrequenz (15.26). Damit bewegt sich die Winkelgeschwindigkeit €2 (¢) im
Hauptachsensystem auf einem Kreiskegel, der Polkegel genannt wird:

1//

Der Offnungswinkel des Polkegels

VT B

a=g [Q”(t)7 s (t)] = arctan ,, (15.29)
Q3
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ist zeitlich konstant. Wir betrachten als Beispiel die Erde und vernachléssigen das Drehmoment,
das durch das Gravitationsfeld der Sonne verursacht wird. Die Erde kann n&herungsweise als ein
homogenes Rotationsellipsoid mit den Halbachsen a = b = 6378 km zum Aquator und ¢ = 6357
km zum Pol aufgefafst werden. Nach Abschnitt 14.3 lauten dann die Haupttrigheitsmomente

1 2
0, =0, = gM(a2 +c?), ©O3= gMa2, (15.30)

so dafs sich die relative Abweichung der Haupttrigheitsmomente ergibt zu

0;-0;  a>—c> 63782 — 6357

= = =33-103%~
0, a2+ ¢2 63782 + 63572 ’

303" (15.31)
Damit besagt (15.26), daf bei der Erdrotation die Drehachse um die Figurenachse mit einer Periode
von 303 Tagen wandert. Dieses theoretische Ergebnis weicht stark von der tatsdchlich gemessenen
,Chandlerschen Periode*“ von 433 Tagen ab. Diese Abweichung ist wesentlich darin begriindet, dafé
die Erde kein starrer Korper ist. Man stellt experimentell fest, daf der Offnungskegel des Polkegels
der Erde etwa a = 0,3” betrigt. Der Durchstofpunkt der Drehachse auf der Erdoberflache hat
damit den Abstand

27 - 0,3

l~ca=6375-10°m  ————
360 - 3600

=9.2m (15.32)
von der Figurenachse.

Fiir den Drehimpuls L”(¢) gilt aufgrund von (14.61), (15.19) und (15.23), (15.25), (15.27):

LY(t) = ©;1(Acoswt+ Bsinwt) ,
Li(t) = ©O1sgn(0; — O3) (—Asinwt + Bcoswt) , (15.33)
Li(t) = ©30f.

Damit rotiert auch der Drehimpuls L” (t) mit der Kreisfrequenz (15.26) auf einem Kreiskegel, es
liegt aber eine andere Amplitude vor. Der Offnungswinkel dieses Kreiskegels lautet

©1V A2 + B2

o ol Y _ 1
A= [L (1), & (t)} = arctan =5 (15.34)

Die relative Lage der Vektoren (”(¢) und L”(t) wird demnach durch die Haupttrigheitsmomente
©; und O3 bestimmt:

tan a (15.29),(15.34) ©
o (15.26),(15.34) 6_11” , (15.35)
Wir unterscheiden die folgenden Fille:

e oblater Kreisel (O3 > 01): a > 3,

e prolater Kreisel (03 < 01): a < 3,

e Kugelkreisel (O3 = 01): @« = 3 mit w = 0.

Die relative Lage der drei Vektoren L”(t), Q”(t) und &'(t) 138t sich folgendermafken weiter cha-
rakterisieren. Die Winkelgeschwindigkeit im Hauptachsensystem kann geméaf

() = QL (1) + () (15.36)
in einen Anteil senkrecht zur Figurenachse

QL () = QU)E (1) + (1) (¢) (15.37)
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und einen Anteil parallel zur Figurenachse
V(1) = e (1) (15.38)

zerlegt werden. Fiir den Drehimpuls gilt dann aufgrund von (15.23), (15.25), (15.27) und (15.33)

eine entsprechende Zerlegung . . .
L"(t) = 019 (t) + O30/ (¢) .- (15.39)

Damit liegen die Vektoren L” (), 3"(t) und &4’ () stets in der von (3 (¢) und ﬁll (t) aufgespannten
Ebene. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn wir vom kérperfesten Hauptachsensystem S” zum
raumfesten Bezugssystem S zuriickkehren. Da aber der Drehimpuls L des kriftefreien Kreisels
im raumfesten Bezugssystem S zeitlich konstant ist, lduft die Bewegung so ab, dal Drehachse

(t) und Figurenachse €3’ (t) auf Kegeln um ihn umlaufen. Dabei rollt der Gangpolkegel auf dem
Rastpolkegel ab:

. N
ol
—~~
~
=

Gangpolkegel

Rastpolkegel

15.4 Euler-Winkel

Die Lage des korperfesten Hauptachsensystems gegeniiber dem raumfesten Bezugssystem wird
durch die Angabe dreier Winkel bestimmt. Die Euler-Winkel ¢, v, sind so definiert, dafs drei
hintereinander ausgefithrte Drehungen das raumfeste Bezugssystem in das korperfeste Hauptach-
sensystem iberfiihren:

€
>/ _ I
€1 = €2

Zunichst wird eine Drehung um die €3-Achse mit dem Winkel ¢ durchgefiihrt:

ey cosp sinp 0 €1
és | = —sinp cosp 0 € (15.40)
eq 0 0 1 €3
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Anschliefend erfolgt ein Drehung um die €y'-Achse mit dem Winkel ¥:

et’ 1 0 0 ey
e | =10 cos? sinv éy (15.41)
ed’ 0 —sinY cos? e
Schliefilich wird noch eine Drehung um die €5’-Achse mit dem Winkel ¢ vollzogen:
et costyp  siny 0 ey’
ed” | = —siny cosyp 0 e’ | . (15.42)
é’3/// O O 1 6’3//
Damit erhalten wir insgesamt die Transformation
e-‘llll é’l
" | =Rp0.0) | @ | (15.43)
= /1 —
€3 €3

wobei die dabei auftretende Transformationsmatrix R(p,4,1) gegeben ist durch

cosy siny 0 1 0 0 cosep sinp 0
R(p,0,¢)=| —sinyp cosyp 0 0 cost? sind —singp cosep 0
0 0 1 0 —sinY cos¥ 0 0 1
cosyp siny 0 cos sin ¢ 0
=| —siny cosy O —cos¥singp cosdcosep  sind
0 0 1 sindsingp  —sindcosp cosd
coscosp —siny cos¥sing  cosysing 4 siny cos cos . sin Y sin v
= [—sin cos p—cosp cos¥sinp — sint) sin p+cosyp cos cosp cosysind | . (15.44)

sin ¥ sin ¢ —sind cos cos v

Die einzelnen Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im kdrperfesten Hauptachsensystem erge-
ben sich aus (13.15) und (13.20). Die erste Komponente lautet
QY = —Qff = —Rop R, = —Ra1R31 — RoaR3s — RazRas
= (sin cos ¢ 4 cos 1 cos ¥ sin @) (1) cos ¥ sin ¢ + ¢ sin 1 cos @)
+(sin 1 sin ¢ — cos ¥ cos ¥ cos @) (—1) cos ¥ cos @ + @sin U sin @) + 1 cos ¥ sin ¥?
= 19(sin 1) cos ¥ sin @ cos @+ cos 1 cos>1) sin®p —sin ¢ cos 9 sin @ cos p-+cos 1 cos>1) cos® @+ cos 1 sin1))
+¢(sin ¢ sin ¥ cos?p4-cos 1 sin ¥ cos U sin ¢ cos p4-sin ¢ sin ¥ sinp — cos 1 sin 9 cos U sin ¢ cos )
= Jcos) + Gsinsing . (15.45)
Entsprechend ergibt sich die zweite Komponente zu
QY = Ofl= RixRai, = Ri1R3y + Ri2R3y + RizRas
= (cosvcosp — sinp cos v sin ) (Y cos ¥ sin @ + @ sin 1 cos @)
+(cos ¥ sin g + sin 1 cos 1 cos ) (—1) cos 1 cos ¢ + ¢ sinI'sin @) — U sin ¢ sin® 9
= @costsing — Jsinp. (15.46)
Schlieflich erhalten wir fiir die dritte Komponente nach einer etwas umfangreichen, aber nicht
schwierigen Rechnung;:
QY = Q51 = Ry R = Ra1Rix + RooRia + RosRys
= (—sin cos ¢ — cos ) cos Y sin p)
X (—1/) sin 1 cos o —1 cos 1 cos ¥ sin g+ sin 1 sin 9 sin p— p cos ¥ sin @ — ¢ sin ¥ cos ¥ cos ®)
+ (= sin sin @ + cos 1) cos I cos p)
X (—w sin ¢ sin cp—l—zb cos v cos ¥ cos @—19 sin ¢ sin ¥ cos p—+¢ cos 1) cos p— @ sin 1) cos ¥ sin @)
+ cos ¢ sin (1) cos 1 sin ¥ + U sin ¥ cos )

= 1) + pcost. (15.47)
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Nach (1.48) und (1.52) ergeben sich die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im raumfesten
Bezugssystem:

2 QY
Oy _ R | o (15.44)— (15.47)
Qs Qy
cospcosp —siny cosvsing —sinycosp —cosycosdsing  sindsing
= cosyPsinp +siny cos¥ cos  —sinsing + cosyp cosV cos  —sind cos ¢
sin ¢ sin ¥ cos ¥ sin cos v
D cost + @ sintsind Ysin¥sin g + U cos ¢
pcostpsing —dsiney | = | —ysindcosp+Ising | . (15.48)
¥+ peost Yeosd + ¢

Mit Hilfe der Euler-Winkel werden wir nun die Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels
beschreiben.

15.5 Schwerer symmetrischer Kreisel

Als weiteres Beispiel fiir die Anwendung der Methoden der Dynamik starrer Korper betrachten
wir die Bewegung eines symmetrischen Kreisels, der sich in einem Gravitationsfeld befindet und
von dem ein Punkt auf der Symmetrieachse im Raum fixiert ist. Einen solchen schweren symme-
trischen Kreisel bezeichnet man als Lagrange-Kreisel. Eine Vielzahl physikalischer Systeme vom
Kinderkreisel bis zu komplizierten gyroskopischen Navigationsinstrumenten werden durch einen
solchen schweren symmetrischen Kreisel ndherungsweise beschrieben. Sowohl wegen seiner prak-
tischen Anwendungen als auch wegen der Tllustration fiir viele der frither entwickelten Verfahren
verdient die Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels eine ausfiihrliche Erérterung.

Die Symmetrieachse ist natiirlich eine der Haupttrigheitsachsen und soll als die €3”-Achse des
korperfesten Bezugssystems gew#hlt werden. Da der Kreisel in einem Punkt unterstiitzt wird, wird
die Konfiguration des schweren Kreisels durch die Euler-Winkel vollstindig beschrieben. 9 gibt
die Neigung der €5”’-Achse gegen die vertikale €3-Achse, ¢ mift den Azimut des Kreisels um die
vertikale €3-Achse und ) ist der Drehwinkel des Kreisels um seine eigene Achse (siehe auch die
Skizze zur Einfiihrung der Euler-Winkel im vorangegangenen Abschnitt 15.4):

Bezeichnet [ den Abstand zwischen Schwerpunkt und Unterstiitzungspunkt des Kreisels, so lautet
der Ortsvektor des Schwerpunktes

Fs =1é3". (15.49)
Besitzt der Kreisel die Masse m, so greift im Schwerpunkt die Gewichtskraft

Fo=—mgés (15.50)
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an. Demnach wirkt auf den schweren Kreisel das dufiere Drehmoment

. o (15.49),(15.
M@ = g x By W40 e x &t (15.51)
Aus der Invertierung von (15.43) liest man nun ab
€3 = Rizé7” + Rgz€yd” + Razéed” (15544) sin v sin ver” + cos 1 sin véy” + cosvéy” R (15.52)

so daf sich das dufsere Drehmoment im Hauptachsensystem S berechnen 14ft:
~ 15.51),(15.52
Pl (15:51):(15-52) mgl(siny sindg 7"’ x €3 + cospsind &y” x &3")

(1.20) mgl(costpsind &f” — sinipsind &y’ . (15.53)

Die Euler-Gleichungen (15.4) fiir den schweren symmetrischen Kreisel lauten mit ©; = ©3 und
(15.53)

0.0/ (t) + (03 — 0)QY (1) (t) = mglcostsind, (15.54)
0,0 (t) + (01 — ©)QY () (t) = —myglsinysind, (15.55)
0:04'(t) = 0. (15.56)

Hierbei lassen sich die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im Hauptachsensystem S’ gemé&f
(15.45)—(15.47) in Abhéngigkeit der Euler-Winkel ausdriicken. Der schwere symmetrische Kreisel
besitzt drei Integrale der Bewegung. Aus (15.51) folgt zunichst, daff das dufiere Drehmoment

D@ genkrecht auf &3 und €3” steht. Es ist demnach anzunehmen, daR die Projektionen des
Drehimpulses auf &5 und 3" zeitlich konstant sind. Tatséchlich folgt aus (15.56) unmittelbar

Ly (151 CHY4 (15.47) O3(¢) + ¢ cos ) = konstant. (15.57)
Fiir die anderen Komponenten des Drehimpulses gilt im Hauptachsensystem mit ©; = ©9

L&” (14251) (_)1 Qi”

L,Z,, (14.61) @19,2,,

(129 g (psinesind + J cos ) | (15.58)

(1329 9 (¢ cosysind — Jsinp) . (15.59)

Damit ergibt sich der Drehimpuls in Richtung der vertikalen €3-Achse

(1.52)

L3 LY"Ri3 + LY Ros + L5 Rs3 (15.60)

unter Verwendung von (15.44) und (15.57)—(15.59) zu

Ly = O3t + ¢costd)cost) + O (psinaysind + 1 cos ) sin ¢ sin 9
401 (¢ cossin®) — 0 sin 1)) cos 1 sin
= $(O;sin® 0+ Oz cos? V) + O3 cos V) . (15.61)

Wir zeigen nun, daff Ls tatsdchlich ein Integral der Bewegung darstellt. Hierzu berechnen wir
sin¥sin - (15.54) + sinv cos 1 - (15.55):

©1 sin J(sin ?/JQ/{' + cos ¢Q’2”) + (03 — ©4)sin ﬂﬁg'(sin 11}9,2” _ Cossz’l”)
= % [©1 sin¥(sin 1/;9/1// + cos szg')] — @11960819(sin ¢Q'1" n cosq/)Q’z”)

—01¢sin 9 (cos Q) —sin Q') + (01 — O3) sin VO (cos Y — sin QYY)
0. (15.62)



138 KAPITEL 15. DYNAMIK DES STARREN KORPERS

Ferner lesen wir aus (15.45) und (15.46) ab

sinQ)" + cos QY = psind, (15.63)
cos QY —siny QY = 4, (15.64)

so daf sich (15.62) mit (15.47) reduziert auf

d . . ..
= (©1¢sin* ¥) — ©19¢sind cos? — O sind + (01 — O3) sin VI () + ¢ cos )

d . )
o (©1¢sin”¥) — O3 sin ¥y — Oz sin cos) = 0. (15.65)
Im Hinblick auf die Drehimpulskomponente (15.61) formen wir (15.65) um:

d . )

T (@u,b sin® ¥ + O3 cos? ¥ 4+ O31) cos 19) — O3 cost cosV + 2030 sin I cos I
—O31) cos ¥ + O30 sin ) — O3 sin V) — Oz)psin cos ) = 0. (15.66)

Aus (15.57) und (15.61) folgt demnach

dLs Ll
W —cos? dt =0 s (1567)
so daf sich mit (15.57) ergibt
dL
d—; =0 = Ls=konstant. (15.68)

Da die Gravitationskraft auf dem schweren symmetrischen Kreisel nicht explizit zeitabhingig ist,
erwarten wir, dafs auch noch die Energie ein Integral der Bewegung darstellt. Multiplizieren wir
(15.54) bis (15.56) jeweils mit Q' QL' QF' und addieren wir die einzelnen Therme, so folgt auf
der linken Seite

. . . d[1 1
O + 0105 + a0 = T |01 + 05?) + 5052
(15.45) —(1547) d |1 9 .9 . 9 1 L 9
= pn 5@1(19 + o7 sin” ) + 5@3(10 + ¢ cos ) (15.69)
und entsprechend auf der rechten Seite
. 46 . d

mgl (2} cosy sin) — Q4 sin 9 sin ) (15:42),(1546) mglYsing = pr (—mgl cos V) . (15.70)

Insgesamt ergibt sich insgesamt der Energieerhaltungssatz:

1 . 1 .

E= 5(91(192 + p?sin® ) + 593(10 + ¢ cosv)? 4 mgl cos ) = konstant . (15.71)

Der Vollstindigkeit halber geben wir noch die explizite Form der Bewegungsgleichungen fiir die
Euler-Winkel an. Aus sin®) - (15.54) 4 cos ) - (15.55) folgt mit (15.45) und (15.46)

0, [Sin@/)(&cosw — Yipsine) + @sinesind + @i cos ) sin ) + G sin ¢ sin )
+cos¢(71.9'sinw — P cost + @ coshsind — @i sin i sin g + gbzécosz/)cosﬂ)}
+(01 — ©3)Q4" (cos Q)" — sinhQy)
USATLOSOD o (= 0+ @sind) + @i cos¥) — (O1 — Os)I(W) + peosd) =0, (15.72)
so dafs sich ergibt

O1(psin® + 20 cos ) — O3(¢h) + V¢ cos ) = 0. (15.73)
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Entsprechend folgt aus cos) - (15.54) — sin ) - (15.55) mit (15.45) und (15.46)
0, [cos¢(1§cos¢ — Jipsiney + Gsinepsind + @i cos ¥ sind + ¢ sin e cos 1)
— sin (=10 sin ) — Ji cos Y + B costp sin ) — @) sin ) sin 9 + @) cos Y cos )]

+(03 — ©1)Q4 (sin Q)" + cos Q')
(15.47),(15.63)

= 01 (9 + pihsind) + (O3 — O1)@sin (¢ + ¢ cos Vgl sin ¥ . (15.74)
Aufierdem folgt aus (15.46) und (15.56) unmittelbar
O3(1) + @gcost) — pdsind) = 0. (15.75)

Wir kehren nun wieder zu den drei Integralen der Bewegung (15.57), (15.61), (15.71) zuriick. Nach
(15.57) und (15.61) lassen sich die Winkelgeschwindigkeiten ¢, 1) eindeutig durch die Drehimpulse
LY’ und L3 ausdriicken. Das inhomogene lineare Gleichungssystem

Ly O3 cosV O3 @
( Ls > a ( O1sin® Y 4 O3 cos2? O3z cosd 1/; (15.76)
188t sich mit Hilfe von (4.56) invertieren
i A o W (15.77)
P T 0,03sin29 \ —O1sin’ 9 — Ozcos?9 O3 cosV Ly ) :

so dafl wir erhalten
. LY cosV — La
2= Ty (1578
b O3 cos¥Lz — (01 sin* 9 + O3 cos?¥) LY’
@1@3 sin2 ¥ '
Einsetzen von (15.78) und (15.79) in (15.71) fiihrt auf
(LY cosd - L3)? N 163 Lg’f
©2sin* 2 " O3
Demnach ist der Energieerhaltungssatz analog zur Bewegung eines Teilchens in einer einzelnen
Dimension

(15.79)

+ mgl cos?. (15.80)

1 . 1
E = 5@1'[92 + 5@1 Sin2 )

1 .
E= 5(—)1192 + Uett (V) (15.81)

wobei das effektive Potential

LY? (LY cosv — L3)?
203 20, sin” 9
auftritt. Bei einer vorgegebenen Energie F schrinkt das effektive Potential Uess(¢¥) die moglichen

¥-Werte auf ein Intervall [¢1, 2] ein. Die Funktion ¥(t) ergibt sich aus (15.81) durch Separation
der Variablen

(15.82)

Uets(9) = mglcos ) +

B(t)
- dv 2 dd
V= — =4/ —[E-Uu(¥)] = t—to=1=% / . (15.83)
dt O 2
do () g7 [E — Uett(V)]

O
Ist die Funktion 9(¢) bekannt, so ergeben sich durch Integration von (15.78) und (15.79) die beiden
anderen Funktionen ¢(t) und v (t):
t
LY cosd(t') — L3

t) — = at’, 15.84
@(t) — o o1 s 0(7) (15.84)

to

¢
3Lz cos V(') — LY (01 sin ¥(t') + Oz cos? I(t')]

V() = = / 0,65 51”90 : (15.85)

to
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Dabei beschreibt die Funktion ¥(¢) das ,Nicken* der Figurenachse gegeniiber der raumfesten é3-
Achse, was man als Nutation bezeichnet. Auferdem beschreibt (t) die Drehung der Figurenachse
é3" um die raumfeste €3-Achse, was man als Prézession bezeichnet, und 1 (t) beschreibt die ei-
gentliche Kreiseldrehung.

Es ist {iblich, die Bewegung des Kreisels dadurch zu beschreiben, daff man die Schnittkurve
der Figurenachse auf einer Einheitskugel um den Unterstiitzungspunkt auftragt. Diese Kurve wird
der Locus der Figurenachse genannt. Die Polarkoordinaten eines Punktes auf dem Locus sind mit
den Eulerwinkeln 9 und ¢ identisch. Die Uberlagerung von Nutation und Prizession fiihrt zu den
folgenden moglichen Gestalten des Locus:

o D) P




Teil 11

Analytische Mechanik

Der erste Teil der Vorlesung befafite sich mit den Gesetzméafigkeiten der Bewegung materieller
Korper. Dabei wurden die zugrunde liegenden Newtonschen Axiome formuliert und deren Konse-
quenzen anhand einiger wichtiger mechanischer Systeme diskutiert. Im zweiten Teil der Vorlesung
wird die Beschreibung mechanischer Systeme auf formaler Ebene weiterentwickelt. Dabei werden
andere Formulierungen der Mechanik untersucht, die zwar zur Newtonschen Mechanik dquivalent
sind, die aber eine tiefere Einsicht in die analytische Struktur der Mechanik er6ffnen. Diese an-
deren Formulierungen der Mechanik sind zur Beschreibung und zur Lésung vieler mechanischer
Systeme niitzlich. Thre eigentliche Bedeutung besteht aber darin, daf sie eine wesentliche formale
Voraussetzung fiir die Entwicklung anderer Bereiche der Theoretischen Physik darstellen. Dies gilt
insbesondere fiir die Hydrodynamik, die Kontinuumsmechanik, die Statistischen Mechanik und vor
allem die Quantenmechanik. Wir gehen im einzelnen wie folgt vor:

In der Lagrangeschen Mechanik untersuchen wir, wie die Newtonsche Mechanik zu mo-
difizieren ist, um mechanische Systeme mit Zwangsbedingungen zu beschreiben. Abhingig
davon, ob man an den dabei wirkenden Zwangskriften interessiert ist oder nicht, fithrt dies
auf die Lagrange-Gleichungen erster oder zweiter Art.

Eine Einfiilhrung in die Variationsrechnung zeigt, daf sich die Lagrange-Gleichungen zweiter
Art auch iiber ein Variationsprinzip ergeben. Dabei werden wir auf das Noether-Theorem
stoflen, das einen allgemeinen Zusammenhang zwischen den Symmetrien und den Erhal-
tungsgrofien eines mechanischen Systems darstellt.

Wihrend in der Lagrangeschen Mechanik nur die Koordinaten als unabhingige Variablen
angesehen werden, sind dies in der Hamiltonschen Mechanik sowohl die Koordinaten als auch
die Impulse. Dies fiihrt auf die Hamilton-Gleichungen, die unter kanonische Transformationen
zwischen den Koordinaten und den Impulsen forminvariant sind.

In der Hamilton-Jacobi-Theorie wird ein effizientes Verfahren entwickelt, mit dem sich die
Frequenzen periodischer Bewegungen berechnen lassen, ohne daf die konkrete Gestalt der
Bahnen besimmt werden muf.






Kapitel 16

Zwangsbedingungen und
Zwangskrafte

Fiir viele mechanische Systeme sind die Newtonschen Axiome nicht unmittelbar anwendbar, da
Zwangsbedingungen zu Zwangskraften fiihren, die die Newtonschen Bewegungsgleichungen mo-
difizieren. Das Problem besteht darin, daff wir in der Regel die Zwangsbedingungen nicht aber die
Zwangskrifte explizit angeben konnen, da die letzteren von der tatsichlichen Bewegung abhén-
gen. In diesem Kapitel geben wir ein allgemeines Verfahren an, durch das die Zwangskréafte bei
gegebenen Zwangsbedingungen bestimmt werden kdnnen.

16.1 D’Alembert-Prinzip ohne Zwangsbedingungen

Wir beginnen damit, dafs wir die Bewegung eines Massenpunktes m unter dem Einfluff einer
duferen Kraft F' betrachten. Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir dessen Ortsvektor 7= 7(t)
mit den Komponenten x; = z;(t), i = 1,2, 3 lautet

—

mi'=F — mi; = F. (16.1)

Wir fithren nun virtuelle Verriickungen 6z} der Koordinaten z; ein, bei denen sich die Kréfte,
denen das System unterliegt, nicht dndern. Virtuelle Verriickungen bewirken demnach, daf eine
kinematisch mdgliche Bahn in eine andere iiberfiihrt wird. Bei dem hier betrachteten Fall eines
Massenpunktes, der nur einer duferen Kraft F ausgesetzt ist, ist die virtuelle Verriickung dz¥ mit
einer vollig beliebigen Verriickung dz; identisch:

oxy =doxy; 1=1,2,3. (16.2)
Wir untersuchen spiter den schwierigeren Fall, dafs ein Massenpunkt aufierdem noch Zwangsbe-
dingungen unterworfen ist. Bewegt sich der Massenpunkt beispielsweise auf einer Flache, dann
gilt (16.2) nicht mehr, da nur solche virtuellen Verriickungen zugelassen sind, die das Teilchen auf

dieser Fliche belassen.

Aus (16.1) und (16.2) lesen wir ab
> (mi; — Fy)dz; =0, (16.3)
was sich im statischen Fall reduziert auf
3
> Fia; =0. (16.4)
i=1

143
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Dabei besagt (16.4), daf die dukere Kraft im statischen Gleichgewicht bei virtuellen Verriickungen
keine Arbeit verrichtet. Man bezeichnet (16.4) deshalb auch als das Prinzip der virtuellen Arbeit.
Demgegeniiber besagt (16.3), daf im dynamischen Gleichgewicht die Summe aus der duferen
Kraft F; und der Trigheitskraft —ma; bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit verrichtet. Aus
diesem d’Alembert-Prinzip der virtuellen Verriickungen folgt natiirlich umgekehrt die Newtonsche
Bewegungsgleichung (16.1), da (16.3) fiir alle beliebigen virtuellen Verriickungen dz; gelten soll.

16.2 D’Alembert-Prinzip mit Zwangsbedingungen

Wir untersuchen nun, wie das d’Alembert-Prinzip modifiziert wird, wenn sich der Massenpunkt
auf einer fixierten Fliache bewegt, die durch die Gleichung

G(z1,22,23) =0 (16.5)

beschrieben wird. Die Koordinaten des Massenpunktes miissen dann diese Gleichung zu jedem
Zeitpunkt erfiillen. Die Fliche iibt eine Zwangskraft Z auf den Massenpunkt aus, damit dieser auf
der Fliche bleibt und verandert damit die Newtonsche Bewegungsgleichung (16.1) zu

mr=F+Z. (16.6)

Da die Zwangskraft 7 nicht innerhalb der Fliche G wirken kann, muf sie senkrecht auf ihr stehen.
Wir differenzieren (16.5) beziiglich der Zeit ¢ und wenden die Kettenregel an:

dGg dr =

—=—-VG=0. 16.7

dt  dt (16.7)
Wir sehen, dafs auch VG senkrecht auf der Fliche G steht, da di” eine Verschiebung innerhalb der
Flache darstellt. Zwangskraft 7 und VG sind somit proportional zueinander

7 =A\VG, (16.8)

wobei A = A\(7,t) die Proportionalitdtskonstante darstellt. Demnach werden die vier Funktionen
x1(t), z2(t), x3(t), A(7,t) aus der Zwangsbedingung (16.5) und der aus (16.6) und (16.8) resultie-
renden Newtonschen Bewegungsgleichung, d.h.

mr=F + VG, (16.9)
bestimmt.
Da die virtuellen Verriickungen dz} eine kinematisch mdogliche Bahn in eine andere iiberfiihren

sollen, sind sie im Falle der Zwangsbedingung (16.5) nicht mehr durch (16.2) gegeben. Die virtuellen
Verriickungen dz} miissen in der Fliche G liegen, d.h. es muf§ analog zu (16.7) gelten

3
> ViGoxl =0, (16.10)
=1
so daf mit (16.8) folgt
3
> Zibxy =0. (16.11)
i=1

Demnach verrichten die Zwangskrifte bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit. Aus (16.9) und
(16.10) ergibt sich
3

> (mi; — F)éay =0, (16.12)

i=1
d.h. auch bei Anwesenheit der Zwangsbedingung verrichtet die Summe aus der duferen Kraft
F; und der Tragheitskraft —ma; bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit. Die Zwangskraft tritt
in (16.12) nur indirekt in Erscheinung, da die virtuellen Verriickungen dz} nicht beliebig sind,
sondern der Zwangsbedingung (16.10) unterworfen sind.
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16.3 Klassifikation von Zwangsbedingungen

Eine Zwangsbedingung der Form (16.5), bei der eine Einschrankung fiir die Koordinaten in Form ei-
ner impliziten Gleichung vorliegt, heifst holonom. Alle anderen Zwangsbedingungen heifsen nichtho-
lonom. Ist beispielsweise ein Massenpunkt dadurch in seiner Bewegung eingeschriankt, dafs er sich
im Inneren einer Kugel mit Radius R aufhalten muf, gilt die Zwangsbedingung

?+9y°+22 - R*<0. (16.13)

Hierbei handelt es sich um eine nichtholonome Zwangsbedingung, da die Einschrinkung fiir die
Koordinaten durch eine Ungleichung gegeben ist. Zwangsbedingungen kdnnen aber auch in einer
differentiellen Form

9z (2,y, 2)dx + gy (2, y, 2)dy + g:(x,y,2)dz =0 (16.14)

vorliegen. Hierbei miissen wir zwei Fille unterscheiden. Wenn die linke Seite von (16.14) das
vollstindige Differential einer Funktion G = G(x,y, z) darstellt, dann konnen wir (16.14) sofort
integrieren und erhalten eine Gleichung von der Form (16.5). In diesem Fall ist die Zwangsbedin-
gung (16.14) holonom. Ist die linke Seite von (16.14) kein vollstéindiges Differential, so kann sie
erst integriert werden, wenn das Problem schon gelost ist. Die Zwangsbedingung (16.14) ist dann
nichtholonom. Aus der Forderung, daf die linke Seite von (16.14) ein vollstindiges Differential
sein soll, kénnen wir ein Kriterium fiir die Holonomitét differentieller Zwangsbedingungen (16.14)
angeben. Es mufs ndmlich gelten

dG = g,dz + g,dy + g.dz (16.15)
d.h. die Funktionen g, gy, 9. stimmen mit den partiellen Ableitungen von G nach x,y, z iiberein:

e e e

r — o - 5 z— q_ - ]'1
92 =y BT, 9T, (16.16)

Nach dem Satz von Schwarz sind bei einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion G die ge-
mischten zweiten partiellen Ableitungen vertauschbar:

9?°G 9?G 9?G 0?°G 9?G 9?G

= = = . 16.1
0xdy  Oydx’ 0xdz 0z0x Oydz  9z0y (16.17)
Setzt man (16.16) in (16.17) ein, so folgt
89@/ _ 09e 9g.. _ 09 99 _ 89y (16.18)

or oy or 9z oy 0z

Demnach ist die Zwangsbedingung (16.14) holonom, wenn die Integrabilitdtsbedingungen (16.18)
erfiillt sind, andernfalls ist sie nichtholonom. Beispielsweise stellt ein Rad, das ohne zu rutschen
auf einer Ebene rollt, eine nichtholonome Zwangsbedingung dar.

Eine weitere Unterscheidung der Zwangsbedingungen wird nach ihrer Zeitabhéngigkeit vorge-
nommen. Ist die Zwangsbedingung eine explizite Funktion der Zeit, so heifst sie rheonom, tritt die
Zeit nicht explizit auf, nennen wir die Zwangsbedingung skleronom. Beispielsweise handelt es sich
bei (16.5) um eine skleronome, holonome Zwangsbedingung, wihrend ein mathematisches Pendel
mit, periodisch verénderter Fadenldnge eine rheonome, holonome Zwangsbedingung darstellt.

16.4 Lagrange-Gleichungen erster Art

Wir betrachten N Massenpunkte mit den Massen m1, ..., my und den Koordinaten x1,...,zsyN
(vgl. Notation in Abschnitt 11.1) und nehmen an, daf L rheonome, holonome Zwangsbedingungen

GO (xy,...,235,t)=0; 1=1,...,L (16.19)
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vorliegen. Analog zur Diskussion einer einzelnen skleronomen, holonomen Zwangsbedingung in
Abschnitt 16.2 lauten dann die Newtonschen Bewegungsgleichungen

L
maii; = Fi+ Y 2", (16.20)
=1

wobei ZZ-(l) die Zwangskraft der [-ten Zwangsbedingung fiir die i-te Koordinate darstellt. Analog
zu (16.8) ist diese Zwangskraft Zfl) durch

Z(l) _ )\(l) aG(l)

, 16.21
7, o (16.21)

gegeben, wobei A) = A()(zy,... x3y,t) die Proportionalititskonstante darstellt. Demnach sind
die 3N + L Funktionen z, ..., 23y, A, ... A) aus den I Zwangsbedingungen (16.19) und den
aus (16.20) und (16.21) resultierenden 3N Newtonschen Bewegungsgleichungen, d.h. den Lagrange-
Gleichungen erster Art

L
oGW"
y— ) O
mi; = Fy + ;)\ o (16.22)
zu bestimmen.
Fiir die virtuellen Verriickungen 0z} gilt analog zu (16.11)

3N
S 205y =0, (16.23)
i=1

so daff die Zwangskrifte bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit leisten. Somit folgt aus (16.22)
und (16.23) das d’Alembert-Prinzip der virtuellen Verriickung

3N
i=1

16.5 Energiesatz

Wir nehmen nun an, daf die dufieren Krifte F; konservativ sind, so dafs sie sich als Gradient eines

Potentials U = U(z1,. .., 23N, t) darstellen lassen:
oU
F;, = — . 16.2

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen (16.22) lauten dann

L

ou oG®
o O] ) 16.2
midi = =5+ ; N (16.26)
Eine Multiplikation mit #; und eine Summation iiber alle i = 1,...,3N fiihrt dann auf
3N 3N 3N L
oUu oG®
;:1 miZ&; = 1-2:1 T 92, + izg 1 l:E 1 A oz, T (16.27)

Betrachten wir als Nebenrechnung die Differentiation der Zwangsbedingungen (16.19) beziiglich
der Zeit t

=0, (16.28)
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so ergibt eine Multiplikation mit A(*) und eine Summation {iber alle l =1,...,L
3N L L
0G< oGW
N0 — O]
IR =3 A el (16.29)
i=1 1=1 =1

Entsprechend gilt fiir das Potential U

3N

AU ou U
= > dia—+ (16.30)
=1

Einsetzen von (16.29) und (16.30) in (16.27) fithrt auf den Energiesatz

d U () 0GW
—(T+U)=— -y A= (16.31)

wobei die kinetische Energie T" gegeben ist durch
(16.32)

Der Energiesatz (16.31) geht demnach in den Energieerhaltungssatz tiber, wenn das Potential U
nicht explizit zeitabhingig ist
oUu
ot

und wenn die holonomen Zwangsbedingungen (16.19) skleronom sind

=0 (16.33)

1ei
ot

=0. (16.34)

16.6 Losungsverfahren

Zur Losung eines mechanischen Problems mit rheonomen, holonomen Zwangsbedingungen kann
man folgendermafien vorgehen. Zunichst werden die Zwangsbedingungen (16.19) formuliert und
die Lagrange-Gleichungen erster Art (16.22) aufgestellt. Anschliefend werden die Proportionali-
tétskonstanten A\(V) eliminiert. Hierzu bildet man von den holonomen Zwangsbedingungen (16.19)
die zweifache Zeitableitung

ell

N 16.
e (16.35)
Hierbei entstehen Gleichungen, in denen die Beschleunigungen #; nur linear vorkommen
3N (1) .t
= O
wobei die rechte Seite gemifs
3N 3N
?GW (z,t) b, GV (x,t) . 9*GU(x,1)
Oz, 2,t) = — e — 2 : 16.
g zz:;]z::l O j0x; Z Dzt ot2 (16:37)

abhéngt von
I:(Ila"'aISN)v £L.:(zlal.BN) (1638)



148 KAPITEL 16. ZWANGSBEDINGUNGEN UND ZWANGSKRAFTE

und von ¢. Fiir die Beschleunigungen #; in (16.36) setzen wir die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen (16.22) ein:

3N L

0 (k)
ZML Fi(x,j:,t)+ZA(k)(x,ab,t)M = ¢V (z,,1). (16.39)

ox; ™m; Ox;
i=1 ¢ g k=1 g

Hierbei handelt es sich um eine lineares, inhomogenes Gleichungssystem fiir die Proportionalitéts-
konstanten A\(V), dessen Koeffizienten von z, & und ¢, aber nicht mehr von 7 abhingen. Die Anzahl
der Gleichungen (16.39) ist mit der Anzahl der Unbekannten \(") identisch, so daf wir daraus die
Proportionalitdtskonstanten bestimmen kdnnen

MO = XDz @ t); 1=1,...,L. (16.40)

Die so berechneten \(!) werden dann in die rechte Seite von (16.22) eingesetzt, so daf wir die
Newtonschen Bewegungsgleichungen

mii; = Fy(x, i, t) (16.41)

mit den Kréften .
ﬁi(xaiat) = Fi(maiat) + ZA(Z)(I,J},LL)
=1

GO (z, 1)

e, (16.42)

erhalten. Sie werden mit den {iblichen Verfahren gel6st, wobei die dabei auftretenden Integrations-
konstanten durch die Anfangsbedingungen

2i(0) = 250, #:(0) = di0 (16.43)

festgelegt werden. Dabei ist zu beachten, daft diese Anfangsbedingungen (16.43) nicht beliebig ge-
wihlt werden kdénnen, da auch sie den Zwangsbedingungen (16.19) und derem totalen Differential
beziiglich der Zeit (16.28) geniigen miissen:

G(l)(xloa-"7x3N070) = Oa lzla"'aLa

3N 50 / () ;
ZaG (mlo,...,ngo,O):ti0+aG (Ilo,...,l‘3N0, ) _ O, l:l,’L (]_644)
0x;0 ot t=0

i=1

Setzt man die Losungen von (16.41)-(16.43) in (16.21) und (16.40) ein, so konnen die Zwangs-
krifte berechnet werden. In der 21. Ubungsaufgabe ist dieses Losungsverfahren fiir die Lagrange-
Gleichungen erster Art am Beispiele eines Massenpunktes auf einer Achterbahn zu diskutieren.

16.7 Schiefe Ebene

Wir betrachten als Beispiel einen Massenpunkt m, der unter dem Einfluff der Gewichtskraft eine
schiefe Ebene mit dem Winkel o zur Horizontalen reibungsfrei hinuntergleitet. Die Koordinaten x
und y des Massenpunktes m geniigen fiir alle Zeiten der Beziehung

tana = 2. (16.45)
x
Es liegt demnach die skleronome, holonome Zwangsbedingung
G(z,y) =y —axtana =0 (16.46)

vor. Die Lagrange-Gleichungen erster Art (16.22) lauten fiir dieses Problem

mi = )\% (16.46) —Atana, (16.47)
ox
mj = —mg+ )\% 1849 _ g4 A (16.48)
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<<

> X

Zur Losung dieser Bewegungsgleichungen miissen wir zunichst den Parameter A eliminieren. Hierzu
bilden wir geméf (16.35) die zweifache Zeitableitung der holonomen Zwangsbedingung (16.46):

j—Ztana =0. (16.49)

Einsetzen von (16.47) und (16.48) in (16.49) fiihrt auf eine Bestimmungsgleichung fiir den Para-
meter A, aus der folgt:

A =mgcos?a. (16.50)

Demnach lautet die Zwangskraft fiir dieses Problem:

Zy = A% (1929 _ )\ tana 2% —mg sin a cos a, (16.51)
Z, = )\aa—c; (16.46) , (16:50) mg cos® a. (16.52)

Mit Hilfe von (16.50) gehen die Lagrange-Gleichungen erster Art (16.47) und (16.48) {iber in

¥ = —gsinacosa, (16.53)
j = —gsin®a. (16.54)

Die allgemeine Losung von (16.53) und (16.54) lautet
1
z(t) = xo+dot— Eth sin « cos o, (16.55)

1
Yo + Yot — §gt2 sin? o (16.56)

<

—~
~

N2

y(0) = wo, 9(0)=1 (16.58)

mit der holonomen Zwangsbedingung (16.46) kompatibel sein miissen, so folgen fiir sie die Ein-
schrankungen

Yo = Totana, g = dotana. (16.59)

Das Hinuntergleiten des Massenpunktes auf der schiefen Ebene wird deshalb beschrieben durch
(16.55) und

y(t) = z(t) tan . (16.60)






Kapitel 17

Lagrangesche Mechanik

Haufig ist man nicht an der Berechnung von Zwangskréften interessiert. Dann ist es wesentlich
bequemer, eine Formulierung der Mechanik zu wéahlen, bei der die Zwangskrifte aus den Bewe-
gungsgleichungen eliminiert werden. Im folgenden werden wir sehen, dafs diese Elimination der
Zwangskrafte von den Lagrange-Gleichungen erster Art zu den Lagrange-Gleichungen zweiter Art
fiihrt.

17.1 Generalisierte Koordinaten

Bei 3N Koordinaten z1, ..., 23y und L holonomen Zwangsbedingungen (16.19) sind nur
f=3N-1L (17.1)

Koordinaten voneinander unabhingig. Wir nennen dies die Anzahl der Freiheitsgrade des Sy-
stems. Wir wihlen nun f geeignete generalisierte Koordinaten ¢1,...,qy, so daf diese die Lage
der Massenpunkte festlegen

z; = zi(q1, ..., qpt); i=1,...,3N (17.2)
und die holonomen Zwangsbedingungen (16.19) identisch erfiillt sind
G(l)(ml(ql,...,qf,t),...,mgN(ql,...,qf,t),t):0; l=1,...,L. (17.3)

Als Beispiel betrachten wir die rheonome, holonome Zwangsbedingung, daf sich ein Massenpunkt
auf der Oberflache einer in z-Richtung beweglichen Kugel mit Radius R bewegt:

G(r,y,z,t) =2 +y> + [z —s(t)? = R*=0. (17.4)

Hierbei beschreibt die Funktion s(t) die verschiebbare Position des Kugelmittelpunktes. Das Sy-
stem besitzt mit N =1 und L = 1 geméf (17.1) genau f = 2 generalisierte Koordinaten, die man
mit den Winkeln ¢; = ¢ und ¢2 = ¢ identifizieren kann. Die Transformation (17.2) zwischen den
kartesischen und den generalisierten Koordinaten lautet in diesem Fall

z(V,p,t) = Rsindcosp,
y(9,¢,t) = Rsindsing,
z2(9,p,t) = Rcos?+ s(t). (17.5)

Die Zwangsbedingung (17.4) ist mit der Identifikation (17.5) offensichtlich fiir alle méglichen Werte
von ¥ und ¢ erfiillt:

G(z(d,p.1),y(9,0,1), 2(9, ¢, t),t) = R (sin® ¥ cos®  + sin® ¥'sin® p + cos’ ) — 1) = 0. (17.6)

Wir sehen an diesem Beispiel, daf die generalisierten Koordinaten nicht die Dimension einer Linge
haben miissen.

151
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17.2 Elimination der Zwangskrifte

Da die generalisierten Koordinaten gy, ..., g5 keinerlei Zwangsbedingungen unterworfen sind, sind
deren virtuelle Verriickungen d¢? mit vollig beliebigen Verriickungen d¢, identisch (vgl. Abschnitt
16.1):

0qp, =0qy; v=1,...,f. (17.7)
Hierbei verwenden wir die Konvention, dafs lateinische Indizes i, j, k, . . . fiir die kartesischen Koor-
dinaten und griechische Indizes v, p, A, ... fiir die generalisierten Koordinaten verwendet werden.

Solch vollig beliebige virtuelle Verriickungen (17.7) der generalisierten Koordinaten fithren auf-
grund der Beziehung (17.2) zu virtuellen Verriickungen der kartesischen Koordinaten

f (9.17Z

01 = 2 g,
1%

v=1

(17.8)

die mit den holonomen Zwangsbedingungen (16.19) vertraglich sind. Wir untersuchen nun, wie
sich das d’Alembert-Prinzip der virtuellen Verriickungen (16.24) durch den Ubergang auf die
generalisierten Koordinaten verindert. Hierzu betrachten wir zunéchst die Arbeit, die von den
Aufseren Kréften F; bei virtuellen Verriickungen verrichtet wird:

SAY = ZF(S” 178)ZF 8““ (17.9)

Fiihrt man die generalisierten Krafte

83:,-
E,=Y K24 17.10
> i (17.10)
ein, so vereinfacht sich (17.9) auf
f
SAY =Y F,dq,. (17.11)

Entsprechend erhalten wir fiir die Arbeit, die von den Trégheitskraften —m;#; bei virtuellen Ver-
riickungen verrichtet wird:

3N

3N
545 = =3 miioay 'Y ZmZszawl . (17.12)
=1

l/

Als Nebenrechnung untersuchen wir den Ausdruck

d Ox; Jz; . d Oz;
— | Ti=— | =Fi—+Tj——— . 17.1
(T aqu> ETIRTE (17.13)
Einerseits erhalten wir ;
d Ox; %x; . 3 T
— 17.14
dt Bqu Z aquaqu ataq (17.14)
und andererseits gilt fiir die kartesischen Geschwmdlgkelten
(r.2) Z 8@ i (17.15)
so dafs ;
0 d:l:Z 0? HF 8 Li
17.1
dqu dt Z aquaqu aq,,at (17.16)
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Gilt der Satz von Schwarz, so sind die gemischen zweiten partielle Ableitungen vertauschbar:

2 2 2 2
0%x; 0%x; 0%x; 0%x;

= = . 17.17
9q,0q,  9q,0q, Otdq,  0q,0t ( )
Deshalb folgt aus (17.14) und (17.16) die Identitéat
— = 171
&t 90, ~ Oa,’ (a718)

d.h. die totale Ableitung nach ¢ und die partielle Ableitung nach ¢, sind vertauschbar. Einsetzen
von (17.18) in (17.13) fiihrt auf

d . 8xi _axz %
i (750, ) = g+ 15 (17-19)

so daf (17.12) iibergeht in

3N f d O 3N f O
Ay =- i) iz ) dq iy Tim—0qy . 17.2
o ;m;dt (I aqy>‘5q +;m ;ﬂ? 3q. (17.20)

Das d’Alembert-Prinzip der virtuellen Verriickungen (16.24) geht mit (17.11) und (17.20) {iber in

f 3N .
d ox; . 0
SIS i (@5t ) = mdi ot |~ F —0. 17.21
{ [mzdt <m1 Oql,> m;a; qu} V} 0q, =0 (17.21)

v=1 \i=1

Da die virtuellen Verriickungen (17.7) der generalisierten Koordinaten vollig beliebig sind, folgt

aus (17.21)
3N
Die beiden Terme auf der linken Seite von (17.22) lassen sich mit der kinetischen Energie (16.32)
des Systems in Verbindung bringen. Differenziert man die kinetische Energie (16.32) nach den
generalisierten Koordinaten ¢,, so erhalten wir unmittelbar

or X iy
= my; Iti ) 17.23
99, ; 9q, (17.23)

wihrend eine Differentiation nach den generalisierten Geschwindigkeiten ¢, auf

0.T = Zmzxz% (17.24)

fiilhrt. Da die kartesischen Geschwindigkeiten gem&fi (17.15) nur linear von den generalisierten
Geschwindigkeiten ¢, abhingen, gilt

—_ = 17.25
9q, dq, ’ ( )
so daf (17.24) iibergeht in
3N
_ 0% 17.26
dq, ;m ! dq, ( )
Wir setzen (17.23) und (17.26) in die Bewegungsgleichungen (17.22) ein und erhalten:
T T
dor o _p . (17.27)

dt 04,  9q,
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17.3 Lagrange-Funktion
Wir nehmen an, daf es ein generalisiertes Potential U = U(q, ¢, t) als Funktion von

gibt, so daf sich die generalisierten Kréfte (17.10) ergeben als

doUu oU
v = 3, a- . 17.2
at 93, ~ 9, (17.29)
Dann folgt aus (17.27) und (17.29), daf die Lagrange-Funktion
L(q,4,t) = T(q,4,t) — U(q, 4, 1) (17.30)

als Differenz von kinetischer Energie 7" und generalisiertem Potential U auf die Lagrange-Glei-
chungen zweiter Art

d OL 0L
- — = 17.31
dt ¢,  0Oqy (17.31)
fithrt. Die Anwendung der Kettenregel fiihrt (17.29) iiber in
(‘32 oUu
F, = 1] —. 17.32
Z  Gorit Z aquaqu 507, o0, (17:32)

Da die dufseren Krifte F; nicht von den Beschleunigen #; abh#ngen, héngen die generalisierten
Krafte (17.10) geméaf (16.41), (16.42) und (17.2) nicht von den generalisierten Beschleunigungen
g, ab. Deshalb folgt aus (17.32), dafl das Potential U hochstens linear von den generalisierten
Geschwindigkeiten ¢, abhingen darf:

0*U
= 17.33
aqltafﬁz ( )
Das Potential U mufl deshalb die Form
f
U(2.4,1) = V(@) + Y _ Mu(a.)du (17.34)
p=1
besitzen. Einsetzen von (17.34) in (17.29) fiihrt auf die generalisierten Krafte
f
oV IdM, oM, OM,
Fy __9v v v m o 17.
og, " ot +Z<6qu ) (17:3)

pu=1

Wir betrachten nun den Spezialfall einer einzelnen Punktmasse, bei der keine Zwangsbedingungen
vorliegen, so daf die generalisierten mit den kartesischen Koordinaten {ibereinstimmen. Dann
gehen die generalisierten Kréfte (17.35) in die dufsere Kraft

OV OM; S~ [OM; OM;
F=— : i % g 17.
9z ot +Z(axj 61:,;>xj (17:36)

iber. Ist M; = 0, so ist die duflere Kraft konservativ. Wir betrachten nun die Lorentz-Kraft auf
eine bewegte Ladung @) im elektromagnetischen Feld im SI-Einheitensystem

3 3
=QE+Q@xB) & F=QE+Q)Y Y &jki;B. (17.37)

j=1k=1
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Hierbei geniigen die elektrische Feldstirke E und die magnetische Feldstirke B den vier Maxwell-
Gleichungen. Sie bestehen aus den zwei homogenen Gleichungen
divB = 0, (17.38)
OB

tE = — 17.39
ro 5 ( )

und den zwei inhomogenen Gleichungen

1

divE = —p, (17.40)
€0

tB = 17.41

o @ g T (1741)

mit der Ladungsdichte p und der Stromdichte j. Das elektromagnetische Feld kann aber auch mit
Hilfe eines skalaren Potentials ¢ und eines Vektorpotentials A beschrieben werden. Aus (17.38)
folgt ndmlich

—

3 3 8A
—VxA — B = ZZ&ZJka , (17.42)

so dafs wir aus (17.39) ablesen

. oA
E == — —_— E = — .
Ve T T om T ot

Einsetzen von (17.42) und (17.43) in (17.37) fiithrt zunichst auf

3 3 3 3
F; = ngl 0521 QZZZ Z eukx]eumix:n . (17.44)

j=1k=11=1 m=1

(17.43)

Aus der Symmetrie (1.23) des Levi-Civita-Tensors und der Kontraktionsregel (1.54) folgt dann

3

0 0A;
Fi=-Qg- - Q QZ(OL ax) - (17.45)

so dafs der Vergleich mit (17.36) auf die Identifikation

V=Qp, M;=-QA,; (17.46)

fithrt. Nach (16.32), (17.34) und (17.46) lautet demnach die Lagrange-Funktion (17.30) eines ge-
ladenen nichtrelativistischen Teilchens im elektromagnetischen Feld

3 3

Liw,dt) =Y %iﬁ —Qela,t) + QY Aj(a, t)iy . (17.47)

J=1 Jj=1

17.4 Eichtransformation

Die Lagrange-Funktion (17.30) wurde eingefiihrt, weil sie ein besonders einfacher Ausgangspunkt
zur Aufstellung der Lagrange-Gleichungen zweiter Art (17.31) ist. Wir zeigen nun, dak es verschie-
dene Lagrange-Funktionen geben kann, die zu denselben Bewegungsgleichungen fiihren. Hierzu
untersuchen wir die Transformation

dF(q,1)
dt

L'(q,4:t) = L(g, 4,t) + (17.48)
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wobei F' = F(q,t) eine beliebige Funktion darstellt, so daf

f
, , OF(q,t) .  OF(q,t
L'(g,¢,t) = L(q, ¢, 1) + > (;qq )qwr é;’ ). (17.49)
p=1 ®

Die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion (17.48) nach den generalisierten Koordinaten

f
oL’ OL 82
] 17.
90~ 0, 2 aquaqu " 9,0t (17:30)
und nach den generalisierte Geschwindigkeiten
oL’ 0L OF
= 17.51
Gy 94y * dqy ( 75 )
fiihren schliefslich zu
d oL 9L arsoparsy  d OL i ) 0%F
dt 94, g, - dt9g, | 2~ 94,04, Wt Soq
f 2
aL . 0°F (17.31)
— ="0. 17.52
T aqyaqu W Dot (17:52)

Hierbei wurde wieder der Satz von Schwarz verwendet, dafs man die gemischten zweiten partiellen
Ableitungen bei zweimal stetig differenzierbaren Funktionen vertauschen kann:
0*F B 0*F 0*F _ 0*F
94, 0q,  0q,0q,  dq,0t  dtdq,

(17.53)

Man kann also die Lagrange-Funktion der mechanischen Eichtransformation (17.48) unterziehen,
ohne daf sich die Bewegungsgleichungen &ndern. Demnach sind alle durch (17.48) miteinander
verbundenen Lagrange-Funktionen als gleichwertig anzusehen.

Die mechanische Eichtransformation hat einen Bezug zur elektromagnetischen Eichtransfor-
mation der Potentiale

5% dx
= — 2 A=A+ =2, 17.54
o=p- g A +axi, (17.54)

unter der das elektrische und magnetische Feld in (17.43) und (17.42) invariant ist:
E'=E, B =8B. (17.55)

Hierbei stellt x = x(x,t) eine beliebige Funktion dar. Betrachten wir die Lagrange-Funktion
(17.47) eines geladenen nichtrelativistischen Teilchens im elektromagnetischen Feld, so fiihrt eine
elektromagentische Eichtransformation (17.54) zu einer mechanischen Eichtransformation (17.48),
wobei der Zusammenhang zwischen den Eichfunktionen F' und x gegeben ist durch

F(z,t) = Qx(z.1). (17.56)

17.5 Punkttransformation

Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art (17.31) besitzen neben der Invarianz unter einer mecha-
nischen Eichtransformation (17.48) noch eine weitere Symmetrie . Hierzu untersuchen wir eine
allgemeine Transformation der generalisierten Koordinaten ¢ = (¢1,...,¢s) zu den neuen genera-
lisierten Koordinaten @ = Q(Q1,...,Qy), die auch als Punkttransformation bezeichnet wird:

@ =q@Q,t); v=1...,f. (17.57)
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Die generalisierten Geschwindigkeiten transformieren sich dann geméaf

_ Z aqu Q D4 8quéi27t) ‘ (17.58)

Eine Punkttransformation (17.57) induziert demnach die folgende Transformation der Lagrange-
Funktion

f .
L/(Qa Qat) =1L q(Q,t)’ Z M

B=1

t] . 17.
P T (17.59)

Die ersten partiellen Ableitungen der transformierten Lagrange-Funktion (17.59) nach den neuen
generalisierten Koordinaten

aL' OL dq, <~ 0L [ 92, 0, 4 L
ki 17.60
Z 0%} aQa ; OQV (Z aQaaQﬂ aQaat ( )
und nach den neuen generalisierten Geschwindigkeiten
oL 0q,
17.61
Z 94, 94 (76

fithren schlieflich auf

f
d oL’ OL'  (17.59),(17.60) d OL dq, ?q, - 0%q,
oA = Z Z aqy Z P Qp +

dt 0Q, 9Qa dt 9¢, 0Qq = Q30Qq 0toQ
OL dq, 92, . 8q,
Z < 0q, 0Qq Z qu ﬁz_l aQaaQﬁQ 9Q.0t
w5 (4L OLY
4y 0. (17.62)

Demnach sind die Lagrange-Gleichungen (17.31) auch unter einer Punkttransformation (17.57)
forminvariant.

Wir bemerken, daf sich die generalisierten Krafte (17.10) unter einer Punkttransformation
(17.57) gemaf

P 17 10) ZF Zf:g ox; 8ql, (17.10) Xf:F dq, (17.63)
0.~ 22" 0. - 2. '

transformieren. Ergeben sich die generalisierten Krafte gemaf (17.29) aus einem generalisierten
Potential, so fiihrt dessen Transformation

f
~ 9q(Q.t) »  0q(Q,1)
! ,t) = , f 17.64
U(Q.Qit) =U (q(Q,t),;l: bos Qs+ g (17.64)
analog zur Herleitung von (17.62) auf
f f
, 172090 d oU'  OU' (17.62) Z d oU OU\ dq, (17.29) Z 0q,
= —_— < —_— = b —_ == v 9 ]. .

¢ dt 0Qx 0Qa dt 9q, 0qy ) 0Qa 5 1F 0Qa ( ’ 65)
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was gerade mit (17.63) ilibereinstimmt. Aus der Zerlegung (17.34) des generalisierten Potentials
ergibt sich, dafs sich dessen Bestandteile V' und M,, unter einer Punkttransformation (17.57) wie
folgt transformieren:

f
VD = V(@ 0.0+ Mula(@ 1), n 2L, (17.66)
f
ML(Qt) = ZM(%Q&)J)%- (17.67)
p=1 *

Auch die transformierten generalisierten Kréfte (17.63) lassen sich dann gemaf (17.35) zerlegen

f
oV’ OM! 3 oM, OMjp
!’ a
Fo= aQa+ ot + — (6@ 0Qq )Q (17.68)

wie man mit Hilfe der Kettenregel nachweisen kann:

,  (17.66)—(17.68) oM, 8qu 0? Ay oM, 0q,
Fa N o ZaQ ot Z ["aQ ot Z Ot 0Qq

aQ
+2f:ZaM 0q, Oy +Zf:M 9%q,,
2222 9g, Ot 9Qq " AHOQu

f 2 2
oM, O0qu qu oM, dq, 0%q >
+ § § M _ -M
- (aQﬁ aQa “anaQa 0Qa 0Qp “aQaaQﬁ Qs

pn=1
f
Schwarz oV O0q, oM, Oql, OM 0q, Oq# oqu
N 2:31 0q, 0Q Z ot 0Qa — = Z Q ot | 9Q.
f
oM, 0qu aqu q,
-2 Z Qs+
eyt 8(111 — 0Qp ot | 0Qa
f
(17.35),(17.58) q,
= Fl/ . 1 .
; 0. (17.69)

Dies stimmt gerade mit (17.63) {iberein.

17.6 Geodate

Fiir mechanische Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen, bei denen die generalisierten Kraf-
te aus einem generalisierten Potential U berechenbar sind, haben wir eine recht bequeme Methode
hergeleitet, die Bewegungsgleichungen aufzustellen. Es ist nicht mehr notwendig, mit vektoriellen
Kréften und Beschleunigungen zu arbeiten. Nach der Lagrangschen Methode hat man lediglich
zwei skalare Funktionen, ndmlich die kinetische Energie 7" und das generalisierte Potential U,
in Abhéngigkeit der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten zu ermitteln. Aus deren
Differenz bildet man dann die Lagrange-Funktion (17.30), die in (17.31) eingesetzt auf die zu-
grunde liegenden Bewegungsgleichungen fiihrt. Die benétigte Transformation von 7' und U von
kartesischen Koordinaten und Geschwindigkeiten auf die entsprechenden generalisierten Koordi-
naten und Geschwindigkeiten erfolgt durch (17.2) und (17.15). Beispielsweise nimmt die kinetische
Energie (16.32) in generalisierten Koordinaten die Form

qa q7 Z Z g)\,u qa qu;L + Z ax C], q)\ + b(q, ) (1770)

/\1,u1
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an, wobei die Metrik

3N
9zi(g,t) 9zi(g. 1)
=Y m ' 17.71
9)\“((] ) gt 8(],\ aqu ( )
offensichtlich symmetrisch ist
9ur(0:t) = gru(q, t) , (17.72)
und die Abkiirzungen
3N
Ori(q.t) 0xi(q,1t)
t) = i , 17.
ax(q,t) ;:lm o0 AT (17.73)
3N 2
m; [ Ox;(q,t)
b(q,t) = — 17.74
(¢:1) ;:1 5 < 5 ) (17.74)

eingefiihrt wurden. Fiir skleronome, holonome Zwangsbedingungen und zeit- sowie geschwindig-
keitsunabhéngige, konservative generalisierte Krifte ist die Lagrange-Funktion (17.30) aufgrund
von (17.34) und (17.70)—(17.74) gegeben durch

o r
1 .
=3 Z > grnu(@dndu — V(a)- (17.75)
A=1p=1
Deren erste partielle Ableitungen nach den generalisierten Koordinaten
f
=5 o - A 17.
9a, 2 ;1; 3g, P " B, (17.76)

und den generalisierten Geschwindigkeiten

Z Gurdn (17.77)

aqu pwt

fiihren auf die Bewegungsgleichungen

f ;o f
d 0L 0L L1 09 Ogux  Ogau\ . . OV (17.31)
e » Z — — ="70. (17.78
90, 9, Az::lg xixF 5 g; ( R TR T L vy (17.78)
Definiert man zur Metrik g, deren Inverse g;ltl gemaf
f
Z g;ltlg;w = 6AL/ ) (1779)
=1
so gehen die Bewegungsgleichungen (17.78) iiber in
) . oV
qdx + Z Z Fkuququ = - Z Iyv 8_ (1780)
A=1p=1 v=1 v
mit dem Christoffel-Symbol
f
1 1 (09w | Ogux  Ogx
Dy = = = — == 17.81
Apx 2 l;gxl/ <aq>\ + aqu aqu ( )

Im Falle V(q) = 0 bezeichnet man (17.80) als Geoditengleichung.



160 KAPITEL 17. LAGRANGESCHE MECHANIK

17.7 Schwerer symmetrischer Kreisel

Als Beispiel betrachten wir nochmals den schweren symmetrischen Kreisel, den wir schon in Ab-
schnitt 15.5 diskutierten. Dessen Bewegung wird mit Hilfe der Euler-Winkel ¥, ¢, 1) als generali-
sierte Koordinaten beschrieben. Die kinetische Energie des unsymmetrischen Kreisels lautet

. 1
T UL 5 (01977 + 020 + 9,07)
45)-(1547) 1 . .
(18.45)—(15.47) 5 [@1(19 cos ) + ¢sinysind)? + Oq(—Vsin 1) +  cos 1 sin )
+O3(1) + pcos 19)2} : (17.82)

so dafs man fiir den symmetrischen Kreisel mit ©; = O, erhélt
1 . 1 .
T = 5@1(192 + ¢?sin?9) + 5@3@ + ¢pcos?)?. (17.83)

Die potentielle Energie des symmetrischen Kreisels im Schwerefeld der Erde ergibt sich zu (vgl.
Skizze im Abschnitt 15.5)
V =mglcosd. (17.84)

Demnach resultiert aus (17.30), (17.83) und (17.84) die Lagrange-Funktion
: : 1 . 1 :
L9, o, 059, 9, 0) = 5@1(192 + ¢?sin® ) + 5@3(1& + ¢ cosV)? —mgl cos ¥ . (17.85)

Die ersten partiellen Ableitungen dieser Lagrange-Funktion nach den generalisierten Geschwindig-
keiten lauten

oL _ e,

oY

dL R C

% = O1¢psin” ¥ + O3(¢) + pcosd) cos?,

12

oL -

— = O3(y+ pcos?). 17.86
9 3(1h + peos ) (17.86)

Entsprechend ergeben sich die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion nach den generali-
sierten Koordinaten zu

L .

2_19 = 01¢%sinYcost — Oz(1) + ¢ cos V) sin ¥ + mglsind,

oL

g~

oL

5 = O (17.87)

Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art (17.31) sind dann gegeben durch

doL  dL S . . o
Tog 99 01(9 — ¢*sind cos V) + O3(¢) + ¢ cos ) sind — mglsind =0, (17.88)
a5 05 E(@upsm U+ O3(¢ + ¢ cosd) cos)) =0, (17.89)
d oL 0L d, . |
g @ 90 E(w + ¢ cos)O3 =0. (17.90)

Nach (15.57), (15.61), (15.68) besagen (17.89), (17.90), daf sowohl der Drehimpuls in Richtung
der vertikalen €3-Achse
oL

Ls = 7 = 01¢sin? 9 + O3(¢) + ¢ cos V) cos v (17.91)
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als auch der Drehimpuls in Richtung der Figurenachse &5”

Ly = g—i = O3(¢ + ¢ cos?) (17.92)
eine Erhaltungsgréfie sind. Dies ist offensichtlich eine unmittelbare Folge davon, daf die Lagrange-
Funktion (17.85) nicht explizit von den Euler-Winkeln ¢ und 1 abhéngt. In Verallgemeinerung
dessen bezeichnet man eine generalisierte Koordinate ¢, als zyklisch, wenn die Lagrange-Funktion
nicht explizit davon abhingt, wenn also gilt

oL
=0. (17.93)
dq,

Aus den Lagrange-Gleichungen zweiter Art (17.31) folgt dann unmittelbar, daf der zu ¢, kanonisch

konjugierte generalisierte Impuls
OL

Iy
eine Erhaltungsgrofse darstellt. Wir konnen demnach festhalten, dafs beim symmetrischen schweren
Kreisel die beiden Euler-Winkel ¢ und v zyklisch sind und deshalb deren kanonisch konjugierte
Impulse (17.91) und (17.92) Erhaltungsgrofien sind. Wir stellen fest, daf sich dieses Ergebnis im
Lagrange-Formalismus sehr viel schneller erzielen 14t als bei der Diskussion der Euler-Gleichungen
im Abschnitt 15.5. Andererseits ergibt sich die Erhaltung der Energie (15.81) nicht unmittelbar
aus dem Lagrange- sondern erst aus dem spéter noch zu entwickelnden Hamilton-Formalismus.

Dv (1794)






Kapitel 18

Variationsrechnung

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen der Variationsrechnung dargestellt.
Hierbei entwickeln wir analog zur Extremalisierung einer Funktion die Stationaritdtsbedingung
eines Funktionales. Wir zeigen, daf das Verschwinden der Funktionalableitung auf die Euler-
Gleichung der Variationsrechnung fiihrt. Als Anwendung berechnen wir die Brachistochrone, d.h.
diejenige Kurve, die ein Massenpunkt unter dem Einfluff des Schwerefeldes am schnellsten hin-
untergleiten kann. Aufierdem diskutieren wir das Hamiltonsche Prinzip, nach dem die Extrema-
lisierung der Wirkung, d.h. des Zeitintegrals der Lagrange-Funktion, auf die Lagrange-Gleichung
zweiter Art fiihrt.

18.1 Problemstellung

Eine Funktion y = y(z) stellt eine Vorschrift dar, die jedem 2z-Wert eine Zahl zuordnet, die man als
y-Wert bezeichnet. In der Variationsrechnung betrachtet man dagegen ein Funktional F[y(-)], das
einer Funktion y = y(z) eine Zahl zuordnet. Um Funktionale von Funktionen zu unterscheiden,
schlieffen wir deren Argumente mit eckigen und nicht mit runden Klammern ein. Beispielsweise
stellt

2

Fly()] = /ds = /\/1 + ¢/ (z)dx (18.1)
1

1

das Funktional dar, das die Wegstrecke entlang der Kurve y = y(z) zwischen den beiden Punkten

163
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(z1,y(z1)) und (z2,y(z2)) angibt. Dieses Funktional ordnet jeder Funktion y = y(z), die diese
beiden Punkte miteinander verbindet, die Weglénge der entsprechenden Kurve als Zahl zu.

Bei der Diskussion einer Funktion y = y(z) wird untersucht, fiir welche Argumente = ein
Maximum oder ein Minimum auftritt. Die notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum einer
differenzierbaren Funktion y = y(x) lautet

y'(z) = =0. (18.2)

Analog hierzu kann man nun die Frage stellen, fiir welche Funktion y = y(x) ein Funktional F[y(-)]
extremal wird. Im folgenden wollen wir die zu (18.2) analoge Bedingung fiir die Stationaritét eines
Funktionales aufstellen.

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der Variationsrechnung war das Brachistochronen-Problem,
das von den Briidern Bernouli 1697 unabhéngig voneinander gelost wurde. Ein Massenpunkt m
gleite unter dem Einfluf der Schwerkraft entlang einer Kurve y = y(z) reibungsfrei von (z1,y1)
nach (z2,y2):

Y2

X T2

Seine Anfangsgeschwindigkeit sei null. Nun soll die Kurve y = y(x) so bestimmt werden, daff die
Zeit T minimal wird, die das Teilchen fiir den Weg von (x1,y;) nach (z3,y2) braucht. Aus der

Energieerhaltung folgt

507 =mgly —y()], (18.3)

so daf sich die zu minimierende Zeit T als das folgende Funktional der Kurve y = y(x) ergibt:

o f [tever
Ty ()] - / o / Vs, (1.4

Die Losung des Brachistrochronen-Problems ist beispielsweise fiir die Konstruktion einer Notrut-
sche relevant, iiber die Passagiere im Notfall das Flugzeug verlassen miissen.

18.2 Euler-Gleichung

In Verallgemeinerung des Brachistochronen-Problems betrachtet wir das Funktional

Fly()] = / F(@). o (2), 2)dx (18.5)
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mit den vorgegebenen Randwerten

y(r1) =1, Y(72) = y2 (18.6)

und bestimmen diejenige Kurve y = y(z), fiir die das Funktional extremal wird. Wir betrachten
nun eine beliebige infinitesimale Abweichung

6y(z) = en(z) (18.7)

von dieser extremalen Kurve y = y(x), wobei € infinitesimal klein ist. Hierbei ist zu beachten, daff
die beliebige Funktion 7(z) die Randwerte

n(z1) =n(w2) =0 (18.8)
besitzt, da auch y(z) + dy(x) dieselben Randwerte wie (18.6) besitzen soll:

y(r1) +y(z1) = y1, y(22) + dy(z2) = Y2 . (18.9)

=

Y2

n

Das Funktional F[y(-) + dy(-)] wird damit zu einer Funktion von ¢, die wir mit
F(e) = Fly(-) +en(-)] (18.10)

bezeichnen. Fiir die gesuchte Funktion y = y(z) muf dann F'(¢) an der Stelle ¢ = 0 extremal sein.
Es muf deshalb

=0 (18.11)

fiir beliebiges 7(x) mit den Randwerten (18.8) erfiillt sein. Zur Auswertung von (18.11) berechnen
wir (18.10) mit Hilfe von (18.5) bis zur ersten Ordnung in e:

P LN [ o)+ enta). v @) + e @), o

e Lo o) @), + LU o

Ty

f(y(z), y'(x), @)
+ (o) en (x)} ... (18.12)
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Einsetzen von (18.12) in (18.11) fiihrt demnach auf die Bedingung

T [ofly@),y (), ) of(y(x).y' (@), 2) , | _
/dx{ (@) n(x) + . n (m)} =0. (18.13)

1

Fiihrt man eine partielle Integration im zweiten Term durch, so entfallt der entstehende Oberfla-
chenterm wegen der Randbedingung (18.8):

[ (0@ @) d o y@.y@.) Of(y(w).y' (@))%
/ dx { oy () dx oy (z) } n(z) + { By (2) n(m)} =0.(18.14)

(18.8)

Z1
Ty

Da die Funktion n(x) beliebig ist, muf der Klammerausdruck im Integranden gleich null sein. Ware
der Ausdruck an irgendeiner Stelle positiv oder negativ und damit von null verschieden, so wére er
dies wegen der Stetigkeit auch in einer gewissen Umgebung. Dann wiirde eine Funktion n(z), die in
dieser Umgebung positiv und sonst gleich null ist, zu einem Integralwert ungleich null fiihren. Da
dies im Widerspruch zu (18.14) steht, gilt demnach die Euler-Gleichung der Variationsrechnung:

(@), (@), 7)  d 0f(y(x).y(),2)
dy(x) dx Ay’ (x)

=0. (18.15)

Es handelt sich hierbei um eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die gesuchte
Funktion y = y(z), die unter Beriicksichtigung der Randbedingungen (18.6) zu 15sen ist. Eine
solche Funktion y = y(z) stellt ein Extremum des Funktionales (18.5) dar.

18.3 Funktionalableitung

Wir betrachten zunéchst eine Funktion F' endlich vieler Variablen y1,...,yn
F=F(y1,.-.,yn) . (18.16)

Die partielle Ableitung von F' nach der Variablen y;

OF (y1,...,
OF (y, -, yn) (18.17)
Jy;
gibt dann die Anderung dieser Funktion an, wenn nur die Variable y; versndert wird und die
anderen Variablen y1,...,%;—1,¥it1,---,yn konstant gehalten werden. Die Gesamtinderung der
Funktion

N
OF (11,1

=1

0y (18.18)

setzt sich dann additiv aus allen Verédnderungen der Funktion zusammen, wenn eine Variable
verdndert wird und alle anderen Variablen konstant gehalten werden. Wir verallgemeinern nun alle
Begriffe von endlich vielen auf ein Kontinuum an Variablen. Dazu betrachten wir ein beliebiges
Funktional F[y(-)]. Die Funktionalableitung

SFy ()]
dy(x)
soll dann angeben, wie sich der Wert des Funktionales verdndert, wenn man die Funktion y =

y(x) nur am Orte x variiert. Damit ist die Funktionalableitung (18.19) eine gewdhnliche, von der
Variablen 2 abhingige Funktion. Die Gesamtinderung des Funktionales

(18.19)

SFy()] = / dx(s?y[?;')” Sy(z) (18.20)
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setzt sich dann additiv aus allen lokalen Anderungen zusammen, die bei der Variation der Funktion
y = y(x) an allen Orten = entstehen. Wie die partielle Ableitung laft sich auch die Funktional-
ableitung als Grenzfall eines Differenzenquotienten darstellen. Dazu betrachten wir eine Stérung
der Funktion y = y(z) am Ort 2y mit der Stirke e

Sy(z) = e(x — o) (18.21)
und erhalten
Fly() +ed(-—ao)l = Fly()] = 0F[y()]
20 [0 -
_ 655(3;(0';] . (18.22)

Im Grenziibergang ¢ — 0 folgt dann

OFy()] _ o Fly() +ed( —a)] - Fly()]
y(x) =0 € '

(18.23)

Aus dieser Definition der Funktionalableitung als Grenzfall eines Differenzenquotienten lassen sich
einige niitzliche Rechenregeln ableiten:

1. Produktregel
Fly() + (- — 2)|Gly(-) + 6(- — =)] — Fly()|Gly()]

50 (FhOIGKO} 7= i :
- lﬂ{F[y(.)ﬂ&(:x)}—F[y(-)] Gly() + 8(- — )]

()] Gly() + €5 ; )] - Gly()] }
(18.23) OF[y()] ., NG9l
=2 Gl 0]+ Flu) T a3 (18.24)
2. Triviales Funktional
5 (1823) .. y(z)+ed(x —x0) — y(x)
6y(m0)y(T) B lg% €
= §(z—uxz0). (18.25)
3. Kettenregel
] o820 f(yla) + ez~ a)) — f(y()
6y(x0)'f(y(x)) o l—»O €
Taylor 0 (y(z)) r—
S Tay W)
(18.25) 6f(y(x)) dy(z) (18.26)

y(x) dy(wo)

In Verallgemeinerung von (18.2) besagt die Bedingung fiir die Stationaritét eines Funktionales
Fly(-)], daf dessen Funktionalableitung verschwindet:

SFy()]

ORE 0. (18.27)
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Wir berechnen nun die Funktionalableitung des Funktionales (18.5):
SFly()  ass) 8

/12 FW(xo), ' (o), wo)dxo

dy(x) oy(x)
_ /12 5f(y(550);y/(5€0),5€0)dx0
(18.26) /“ {af(y(%)ay’(%), 20) 6y(z0) 1
= 8.28
. o) o) (1829
9f(y(x0), Y (x0), xa) 0y’ (o)
. 18.2
e ) S (15:29)
Aufgrund der Vertauschbarkeit von gewohnlicher Ableitung und Funktionalableitung
0y’ (z0) _ 0 dy(zo)
oy(x) oy(z) dzo
_ 0 Y@ te) —y(zo)
Oy (x) e=0 €
_ 1 {oy(zo+e€)  dy(zo)
—0e | dy(z) by (x)
d dy(wo)
_ 4 18.
dxg oy(x) (18.30)

geht (18.29) {iber in

OFy()] :/“{a.f(l/(mo),l/'(fﬂo)#ﬂo)52/(%) 9f(y(o), y'(x0), x0) d dy(xo)
Sy(x) o1 dy(wo) dy() 9y’ (o) dy dy(x)

Eine partielle Integration im zweiten Term fiihrt auf

} dzg. (18.31)

6F[y(-)] _ /gc2 {a.f(y(ﬂio),y/(xo),xo) _ iaf(y(ﬂ?o)yy/(aﬁo),xo)} 5Z/($0)dT
oy(x) o 9y (o) dxo 9y’ (wo) oy(x)
Of (y(wo), y' (wo), xo) dy(x0) 1™
+[ N 500, (18.32)

Aufgrund von (18.25) wird beim Randterm die Funktion §(x¢ — ) fiir o = x1,2 ausgewertet. Da
aber x im Innern des Intervalles liegt, d.h. 1 < 2 < z2, folgt aus (18.32)

oFly()  _ (@) v (), x)  d 9f(y(x),y'(x), x)

oy(x) Ay(x) dx oy'(x)
(220 . (18.33)

Die Bedingung (18.27) fiir die Stationaritidt des Funktionales F'[y(-)] fiihrt demnach ebenfalls auf
die Euler-Gleichung (18.15) der Variationsrechnung.

18.4 Brachistochronen-Problem
Fiir das Brachistochronen-Problem lautet der Integrand des Funktionales (18.4)

1 +y/(z)?

fly(x),y (z),2) = | =—T"—, 18.34
(@), v (@), 7) 2g[y1 — y(a)] (18:34)
so daf dieser nicht explizit abhingig von z ist

0

of _y. (18.35)

ox
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In einem solchen Falle 14£t sich die Euler-Gleichung (18.15) direkt integrieren. Wir erhalten namlich

d&m@4ﬁé—f}:=y%m OF @)L O 08 iy O gy O

da dy' () dy'(x) dr 9y (x)  Ox dy(x) dy'(x)
(18.15),(18.35) 0, (18.36)
so dafs eine Integration auf
aof
/ — =
y'(z) 97 () f=c (18.37)

mit einer Integrationskonstanten ¢ fithrt. Einsetzen von (18.34) in (18.37) ergibt dann

1 () 1+y'(x)?

/ Y B . |
v V29lyr — y(2)] 1+ ¢/ (z)? 29(y1 — y(z)) ; (18.38)

so dafs wir nach kurzer Umformung

L = (18.39)
29[y1 —y(@)][1 + ' (x)?]

erhalten. Wir bestimmen nun die Parameterdarstellung x = z(s),y = y(s) der Brachistochrone.
Hierzu machen wir den Ansatz

Y () = — cotg (18.40)
und erhalten aus (18.39)
1 s 1
— =14y (x)? =1+cot? 2 = ) 18.41
YTy R 2" ey
Mit der trigonometrischen Formel
sin 2 = 1(1 — cos s) (18.42)
2 2
folgt dann aus (18.41)
1
y(s) =y — w(l — oS S) . (18.43)
Einsetzen von (18.43) in (18.40) ergibt dann
s dyds 1 S sds
S 18.44
VYT ds da 2¢gc2 S €08 g g (18.44)
so daff wir mit Hilfe von (18.42) eine Differentialgleichung fiir :(s) erhalten
dx 1
E = 497(1 — COS S) . (1845)
Die Integration von (18.45) liefert
(5) = 21 + ——s (s — sins) (18.46)
x(s) = x1 49025 ns), .

so daf die durch (18.43) und (18.46) definierte Brachistochrone eine Zykloide darstellt:
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Tr T2

In der 22. Ubungsaufgabe wird als weiteres Beispiel zur Variationsrechnung untersucht, welche
Seifenfléiche sich zwischen zwei parallelen konzentrischen Drahtringen ausbildet.

18.5 Verallgemeinerungen der Variationsrechnung
Wir haben die Euler-Gleichung (18.15) der Variationsrechnung fiir eine Funktion y = y(z) abgelei-

tet, die von einer Variablen x abhéngt. Die Form des Funktionales war durch (18.5) eingeschrénkt.
Im folgenden stellen wir kurz einige Verallgemeinerungen der Variationsrechnung vor.

18.5.1 Mehrere Funktionen

Wir betrachten ein Funktional

2
Fly(), . oun ()] = / fon(@), - un(@), (), yn (@), v)da (18.47)
x1
von N Funktionen y; = y1(z),...,yn = yn(z) mit festen Randwerten
vi(r1) =ya,  yi(®2)=y; i=1,....N. (18.48)

Wir suchen diejenigen Funktionen y; = y1(x),...,ynv = yn(x), fir die das Funktional (18.47)
stationdr wird. Die Stationaritdtsbedingungen

OF[y1(), ..., yn ()]

=0; i=1,...,N 18.49
6yi(z) (18.49)
liefern analog zu Abschnitt 18.3 die N Euler-Gleichungen
d
of o7 =0; i=1,...,N. (18.50)

Oyi(x)  dwoyl(z)

Es handelt sich um N gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die N gesuchten
Funktionen y; = y1(z),...,yn = yn(z), die unter Berticksichtigung der Randbedingungen (18.48)
zu losen sind. Diese Verallgemeinerung der Variationsrechnung ist fiir die Mechanik mehrerer
Massenpunkte notwendig (vgl. Abschnitt 18.6).

18.5.2 Mehrere Argumente

Wir betrachten nun den Fall, daf mehrere Argumente x1, ...,z anstelle von 2 vorliegen. Gesucht
ist demnach eine Funktion y = y(z1,...,zxN), die das Funktional
0 eyl 0 e
Fly(,...,)] = /ng;f Yr, o oy), 2L eN) Oy en) Y g )
ox1 oxn

B
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extremal macht. Hierbei sei die Funktion y = y(x1,...,2y) auf dem Rand des Integrationsberei-
ches B fest vorgegeben. Aus der Stationaritidtsbedingung

OFy(y...,-
oy(x1,...,TN)
folgt dann die Euler-Gleichung
of Moo of
_ =0. 18.53
9y(z1,...,2N) ; Ozi Iy(z1,...,2N) ( )
8xi
Dies ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion y = y(z1,...,2zn)-

Eine mogliche Anwendung fiir diese Verallgemeinerung der Variationsrechnung wére etwa die Aus-
dehnung einer dehnbaren Membran bzw. einer Seifenhaut im Schwerefeld der Erde, die 1dngs einer
Kurve in der z1-z2-Ebene eingespannt ist. Hierfiir konkurrieren Schwerkraft und Oberflachenspan-
nung miteinander und die Gleichgewichtskonfiguration wird durch das Minimun der Summe der
beiden potentiellen Energien bestimmt.

Die beiden Verallgemeinerungen (18.47) und (18.51) der Variationsrechnung kénnen auch mit-
einander kombiniert werden. Dann enthdlt das Funktional mehrere Funktionen, die jeweils von
mehreren Variablen abhéngen.

18.5.3 Hohere Ableitungen
Falls das Funktional hohere Ableitungen der Funktion y = y(x) enthilt, wie z.B.

2

Fly()] = /f’(y(li),y'(fl?),y"(ﬂf)»fﬂ)dl‘a (18.54)

x1
treten auch hohere Ableitungen in der Euler-Gleichung auf. Die Stationaritdtsbedingung

SFy()]

OR 0 (18.55)

fiihrt beispielsweise im Falle des Funktionales (18.54) auf die Euler-Gleichung

of d _of & of
dya) droy@) T a2 oy@) (18.56)

Es handelt sich hierbei um eine gew6hnliche Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die Funktion
y = y(z). Die iiblichen Randbedingungen (18.6) reichen nicht aus, die Funktion y = y(x) eindeutig
festzulegen. Eine genaue Analyse der Stationaritdtsbedingung (18.55) im Falle des Funktionales
(18.54) zeigt, daf durch partielle Integrationen noch zusitzliche Randterme entstehen, deren Ver-
schwinden auf die zusétzlichen Randbedingungen

=0 (18.57)

fiihrt. Beispielsweise wird das Durchbiegen eines Balkens im Rahmen der Kontinuumsmechanik
durch ein Energiefunktional der Form (18.54) beschrieben (vgl. 24. Ubungsaufgabe).
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18.6 Hamilton-Prinzip

Wir stellen ein Variationsproblem auf, dessen Euler-Gleichungen die Langrange-Gleichungen zwei-
ter Art sind. Hierzu betrachten wir das Zeitintegral der Lagrange-Funktion als Funktional der

Bahnkurve
t2

Al (), -+, a5 ()] =/L(ql(t),...,qf(t),q'l(t),...,qf(t),t)dt. (18.58)

t1

Diese Grofe wird als Wirkung (= action) oder Wirkungsfunktional bezeichnet. Wir untersuchen
nun das Hamiltonsche Prinzip, nach dem das Wirkungsfunktional (18.58) stationir sein soll

6Alqi () - a5 ()]
5qu(t)

Hierbei sind die Variationen dadurch eingeschrinkt, daff Anfangs- und Endpunkte festgehalten
werden:

=0; v=1,...,f. (18.59)

a@(t) =aqn,  @tz)=aq,; v=1....f. (18.60)
Nach Abschnitt 18.5.1 fithrt das Hamiltonsche Prinzip (18.59) auf die Euler-Gleichungen

a—L_ia—L_o =1 f (1861)
Oq,(t)  dtog, ) T o '

die offensichtlich dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen zweiter Art (17.31) sind. Deshalb be-
zeichnet man (17.31) bzw. (18.61) auch als Euler-Langrange-Gleichungen. In der 23. Ubungsauf-
gabe werden die Euler-Lagrange-Gleichungen zweier schwingender Massenpunkte untersucht.

Das Hamiltonsche Prinzip besagt demnach, daff aus der Menge aller moglichen Bahnkurven
diejenige physikalisch realisiert ist, die die Wirkung (18.58) stationdr macht. Es ist dabei nicht
wichtig, ob es sich bei diesem Extremum um ein Maximum oder um ein Minimum handelt. In
konkreten Anwendungen fiihrt die Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen (18.61) in der Regel
auf ein Minimum der Wirkung (18.58). Deshalb wird das Hamiltonsche Prinzip auch haufig als
das Prinzip der kleinsten Wirkung bezeichnet.

Bei den Euler-Lagrange-Gleichungen (18.61) handelt es sich um f gew6hnliche Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung, deren Integration insgesamt 2 f Integrationskonstanten erfordert. Man
kann diese Integrationskonstanten entweder durch die Randbedingungen (18.60) oder durch die
Anfangsbedingungen des physikalischen Problems

@) =qus @) =qu;  v=1,...,f (18.62)

festlegen. Die Angaben (18.60) bzw. (18.62) sind dabei vollkommen gleichwertig. In der 25. Ubungs-
aufgabe 16sen wir fiir den harmonischen Oszillator die Euler-Lagrange-Gleichung (18.61) mit den
Randbedingungen (18.60) und berechnen die extremale Wirkung (18.58).

18.7 Anmerkungen zum Hamilton-Prinzip

Fiir die praktische Losung von Problemen bringt das Hamiltonsche Prinzip (18.59) keine Vor-
teile, da dessen konkrete Anwendung wieder zu den Euler-Lagrange-Gleichungen (18.61) fiihrt.
Den Vorteil des Hamiltonschen Prinzips kann man darin sehen, daft es die Mechanik holonomer
Zwangsbedingungen in der knappen und prignanten Form (18.59) zusammenfaflt. Dies ist nur
eine Gleichung im Gegensatz zu den f Euler-Lagrange-Gleichungen (18.61). Aufserdem setzt die
Form des Hamiltonschen Prinzips (18.59) noch keine bestimmten generalisierten Koordinaten vor-
aus. Von den zu wéhlenden generalisierten Koordinaten wird lediglich verlangt, daf sie mit allen
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Zwangsbedingungen vertraglich sind.

In der nichtrelativistischen Mechanik ist die Lagrange-Funktion geméf (17.30) die Differenz
aus kinetischer und potentieller Energie, wobei sie als Funktion geeigneter generalisierter Koordi-
naten zu schreiben ist. Im Unterschied zur kinetischen oder potentiellen Energie ist die Lagrange-
Funktion aber keine physikalische Mefigrofie. Sie ist vielmehr eine mathematische Hilfsgréfse, die
so definiert ist, daf aus ihr die Bewegungsgleichungen folgen. Umgekehrt legen die Bewegungsglei-
chungen die Lagrange-Funktion nicht eindeutig fest, da man zu einer Lagrange-Funktion immer
das totale Differential einer von den generalisierten Koordinaten abhingigen Funktion hinzuad-
dieren kann (vgl. Abschnitt 17.4). Eine solche Eichtransformation (17.48) fiihrt bei der Wirkung
(18.58) zu einem zusétzlichen Term, der von den Randpunkten ¢;, t; abhingt:

A'la()] = Alg()] + F(q(t2), t2) — F(g(t1), 1) (18.63)
Fiir die Funktionalableitung bedeutet dies

SAl()] _ 5Ala() | _OF or

5q,(t) g, (t) aq,,(tz)(s(trt)’m(s(t*tl); v=1,....f, (18.64)

wobei die Deltafunktionen im Falle von t; < t < 3 verschwinden und so das Hamiltonsche Prinzip

invariant ist:
SN ()] _ 5Ala()]
8q,(t) Squ(t)
Im allgemeinen ist die Lagrange-Funktion eine besonders einfache Funktion der in Frage kom-
menden generalisierten Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten. Oft ist sie auch die einfachste
mit den Symmetrien des Systems vertrigliche Funktion. Bei der Entwicklung neuer physikalischer
Theorien geht man deshalb bevorzugt von einem Ansatz fiir die Lagrange-Funktion aus.

v=1,....f. (18.65)






Kapitel 19

Noether-Theorem

In diesem Kapitel gehen wir vom Hamiltonschen Prinzip aus und untersuchen den Zusammenhang
zwischen Symmetrien und Erhaltungssétzen in vollster Allgemeinheit. Wir werden zeigen, daf jede
einparametrige Schar von Transformationen der generalisierten Koordinaten und der Zeit, unter
denen das Hamiltonsche Prinzip invariant ist, zu einer Erhaltungsgrofie fiihrt. Dieser Zusammen-
hang wurde von der Mathematikerin Emmy Noether zu Beginn des 20. Jahrhunderts abgeleitet
und tragt daher ihren Namen.

19.1 Einparametrige Schar von Transformationen

Wir betrachten nun Transformationen der generalisierten Koordinaten und der Zeit, die von einem
kontinuierlichen Parameter ¢ abhéngen:

q:, = q,//(qla'"7Qf;q.17"'aq.fat7€)a (191)
t = t/((ha"'7Qf;q'1a"'7(jfat7€)' (192)
Entwickelt man (19.1) und (19.2) in eine Taylor-Reihe beziiglich des Scharparameters ¢, so soll

der Parameterwert ¢ = 0 der identischen Transformation entsprechen, wihrend der erste Term in
¢ eine infinitesimale Transformation darstellt:

oq’
/ 14
¢, = @ +c¢ +..., (19.3)
Oe |._q
’
t = t+€a—t +.on (19.4)
de =0

Fiir die Herleitung des Noether-Theorems wird es ausreichen, diese infinitesimale Transformation
zu betrachten.

19.2 Invarianzbedingung

Wir vergleichen nun die Wirkung der Bahn ¢(t) = (q1(%), ..., ¢s(t)) mit Randwerten ¢, und ¢,
2 dq(t
A = [ 2 (a0, 22 ) (19.5)

mit der Wirkung der tranformierten Bahn ¢'(t') = (¢1(t'), ..., ¢}(#')) und den entsprechend trans-
formierten Randwerten ¢/, ¢}

Ald ()] = /L <q'(t'), dql(t/),t’> dt' . (19.6)
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Die Transformation (19.1), (19.2) stellt eine Symmetrietransformation dar, wenn sie die Bewe-
gungsgleichungen und damit das Hamiltonsche Prinzip nicht dndert. Dies ist auf jeden Fall gege-
ben, wenn beide Wirkungen iibereinstimmen:

Ald' ()] = Ala()]. (19.7)

Aus (19.5)—(19.7) folgt damit

t2 dq' (t') dt’ t2 dq(t)
!/ ! / — - 7
/tl L<q (), W ,t> dtdt_/tl L<q(t), yr ,t) dt . (19.8)

Entwickelt man die linke Seite fiir eine infinitesimale Transformation in eine Taylor-Reihe in ¢, so
lautet die Invarianzbedingung

9 dg'(t') )\ dt’
— |L{d t') — =0. 19.
5 { (q( =t » (19.9)
19.3 Erhaltungsgrofie
Bis zur ersten Ordnung in ¢ folgt aus (19.4)
dt’ d at’
— =l+4e—— 19.1
&~ tfaee| (19.10)

und damit fiir die transformierten generalisierten Geschwindigkeiten

dq), _ dg;, dt
dt' B dt dt’
(19.3),(19.10) (dq,, d 9q, > ( d ot )
= — £— —+ ... 1—e—— + ...
dt dt Oe |__, dt de | _,
dql/ d aql/j dql, d ot
= — — - — e 19.11
a ¢ <dt e |, At dioe|_,) " (19:11)

Setzt man (19.3), (19.4), (19.10) und (19.11) in die Invarianzbedingung (19.9) ein, so folgt

2{L<q+sa—q/ + ... @ 5<ia—q/ —@ia—tl )—i—...t—i—sa—tl —|—>
de de | ._q T dt dt e |__, dtdtoe|__, ’ de | _
.<1+sid—t’ +)}
dt de |__ e=0
g Lo 5Ok (o] _gaor y oo L pdo
= dqy Oz |y = 0¢ \dt 9| _, 7 dt o=, ot Oe|._, —dt Oe|._,
= 0. (19.12)

Fir die Bahnkurve ¢(t) = (qi(t),...,qf(t)) gelten einerseits die Euler-Lagrange-Gleichungen
(18.61), andererseits folgt aus der Kettenregel analog zu (18.36)

f
= oL. oL, oL _ . d oL . 0L\ (s.61) OL
= Z <aqul/ + 3quu) + ot Z (q”dt 9iy +Qan.y) T (19.13)

v=1
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Mit Hilfe von (18.61) und (19.13) geht die Invarianzbedingung (19.12) iiber in

>[4 (%) % )
(L Sae) il a () v
=0 ( Zaqu ”) %

Hieraus lesen wir das Noether-Theorem ab. Ist die Wirkung invariant unter der einparametrigen
Schar von Transformationen (19.1), (19.2), so folgt daraus die Erhaltungsgrofe

(L Z 5 qu> or

Es handelt sich hierbei um eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Bahnkur-
ve, die ein erstes Integral der Euler-Lagrange-Gleichungen (19.12) darstellt. Wir zeigen nun, daff
die bekannten Erhaltungssdtze vom Impuls und der Energie Spezialfille des Noether-Theorems
sind.

oL d dq,,
0q, dt 0Os

e=0

e=0

d 0L 0q,,
aq,, Oe

] =0. (19.14)
e=0

Ef: aL dq,
0q, Oe

v=1

= konstant . (19.15)
e=0

19.4 Impulserhaltung

Liegt eine zyklische Koordinate ¢,, vor (vgl. Abschnitt 17.7), so hingt die Lagrange-Funktion
nicht explizit von ihr ab:

L= L(qla s Quo—1,qug+1s - - -5 4f, G1y .-, qf7t) . (1916)
Wir betrachten daher die Transformation

G = G +E0u,, (19.17)
v o= t, (19.18)

die die Wirkung invariant 1aft. Es gilt dann

oq ot’
Sl =5, =] =0, 19.1
e |._, T e, (19.19)

so daf§ sich die Erhaltungsgrofe (19.15) auf den zur generalisierten Koordinate ¢, kanonisch
konjugierten Impuls reduziert:

oL
9wy

Py = = konstant . (19.20)

19.5 Energieerhaltung
Hangt die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab

L=L(qu,- s qfydus---+45), (19.21)

so lafit die Transformation

a4 = Qv (19.22)
' = t4e (19.23)
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die Wirkung invariant. Es gilt dann

odq,
Oe

8_75’
Oe

= 07
e=0

e=0

so dak die Erhaltungsgrofe (19.15) lautet

f
OL
E ——¢q, — L = konstant .
v=1 aqy

NOETHER-THEOREM

(19.24)

(19.25)

Fiir die Standard-Wirkung (17.75) handelt es sich bei der Erhaltungsgrofie (19.25) gerade um die

Energie des Systems:

/
Z Z 9au(q) 4Gy + V(q) = konstant .
A=1p=1

N

(19.26)
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Hamiltonsche Mechanik

In der Lagrangeschen Mechanik werden die f generalisierten Koordinaten als unabhingige Varia-
blen angesehen und deren Bewegungsgleichungen, die Lagrange-Gleichungen, stellen f gewShn-
liche Differentialgleichungen zweiter Ordnung dar. Wir gehen nun zur Hamiltonschen Mecha-
nik iiber, bei der sowohl die f generalisierten Koordinaten ¢, als auch die f dazu kanonisch
konjugierten generalisierten Impulse p, aus (17.94) als unabhingige Variablen angesehen wer-
den. Hierzu ersetzt man die generalisierten Geschwindigkeiten ¢, im Rahmen einer Legendre-
Transformation durch die generalisierten Impulse p,, so daft die Lagrange- in die Hamilton-
Funktion {ibergeht. Die dazugehorigen Bewegungsgleichungen, die Hamilton-Gleichungen, stellen
2f gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung dar. Fiir die praktische Lésung mechani-
scher Probleme bietet der Hamilton-Formalismus im allgemeinen keine Vorteile gegeniiber dem
Lagrange-Formalismus. Die Hamiltonsche Mechanik ist aber von besonderem theoretischen Inter-
esse, da sie der Ausgangspunkt fiir den Ubergang zur Quantenmechanik darstellt und auch eine
wichtige Grundlage fiir die statistische Mechanik darstellt.

20.1 Legendre-Transformation

Eine Funktion f = f(z) ordnet jedem z-Wert den Funktionswert f(x) zu und besitzt das totale
Differential

df = f'(x)dz. (20.1)

Die Funktion

p=f'(z) (20.2)

gibt dagegen zu jedem z-Wert die Steigung der Kurve f = f(z) an. Wir fithren nun eine Legendre-
Transformation zu einer Funktion ¢ = ¢(p) mit der neuen Variablen (20.2) durch, die zur ur-
spriinglichen Funktion f = f(z) &quivalent ist und damit die gleiche Information enthélt. Hierfiir
ist erforderlich, daff sich g = ¢g(p) eindeutig aus f = f(z) berechnen 14#t und umgekehrt. Wir
betrachten die Tangente im Punkt (z0, f(z0)) an die Kurve f = f(z):

T(x) = f(zo) + f'(z0)(z — o). (20.3)

179
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f(zo)

g(wo)

Der Achsenabschnitt der Tangenten fiihrt dann auf

g(x0) = T(0) *Z*) f(zo) — £ (w0)70 (20.4)

und héngt natiirlich vom betrachteten Punkt xo ab. Wir bezeichnen die Funktion g(x) fiir eine
beliebige Stelle x als die Legendre-Transformation von f(z) und erhalten mit (20.2)

9(x) = f(x) — zp(z). (20.5)

Wir zeigen nun, daf g nur von der Steigung p abhingt. Dazu bilden wir das totale Differential
von (20.5):

dg = df — zdp — pdx (20-1.(202) —xdp. (20.6)
Um die Funktion g = g(p) explizit angeben zu kénnen, miissen wir in

(20.2),(20.5)

g(x) = flz) —af'(z) (20.7)

die Variable 2 mit Hilfe von (20.2) eliminieren. Das geht aber nur dann, wenn sich (20.2) eindeutig
nach z auflésen 14ft, wenn also zu f’ eine Umkehrfunktion f’~! existiert. Dann kann man

v =f"1p) (20.8)
in (20.7) einsetzen und erhilt explizit die Funktion
9 =1 ) = (T P)p- (20.9)

Wir zeigen nun, daft die Legendre-Transformation involutorisch ist, daff also zweimalige Anwen-
dung der Legendre-Transformation wieder auf die urspriingliche Funktion fiihrt. Die Steigung der
Legendre-Transformierten g(p) lautet nach (20.6)

—z=4(p), (20.10)

so daf sich die Legendre-Transformation von g(p) analog zu (20.5) ergibt als

(05 ¢ (20.11)

9—np(-z)
Als Beispiel fithren wir die Legendre-Transformation fiir die Funktion

f(z) = 2? (20.12)
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durch. Der Zusammenhang zwischen alter und neuer Variable lautet dann nach (20.2) und (20.8)

p=f'(x) G o o 2= ) = g : (20.13)
Damit ergibt sich die Legendre-Transformierte (20.9) zu
p)2 p L,
=(2) —=Zp=—-= 20.14
9= (5) —Ep=—7 (20.14)

Wir bemerken, dafs die durch (20.2) und (20.9) definierte Legendre-Transformation in der Ther-
modynamik verwendet wird, um Umrechnungen zwischen den thermodynamischen Potentialen
wie der inneren Energie U, der freien Energie F, der Enthalpie H und der freien Enthalpie G
vorzunehmen.

20.2 Hamilton-Funktion

Wir betrachten nun eine Lagrange-Funktion L(q, ¢,t) mit ¢ = (¢1,...,q7) und ¢ = (¢1,...,¢s) und
fiihren beziiglich der generalisierten Geschwindigkeiten ¢, eine Legendre-Transformation durch.
Hierzu definiert man die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion L nach den generalisierten
Geschwindigkeiten ¢, als neue Variablen

0L(q,4,1) .

=1,...,f. 20.15
e BT R (20.15)

Pv = pu(Qa q, t) =

Man bezeichnet p,, als den zur generalisierten Koordinate ¢, kanonisch konjugierten generalisierten
Impuls. Wir nehmen an, daf sich die Beziehung (20.15) zwischen den generalisierten Geschwin-
digkeiten und Impulsen invertieren 1aft zu

G =du(g,pst); v=1,...,f (20.16)

mit p = (p1,...,ps). Die Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion L(q, ¢,t) ist dann nicht
durch (20.9) sondern durch derem Negativen definiert und fiihrt auf die Hamilton-Funktion

~

H(g,pt Z (¢, p; t)pp — L(a,4(q, p; 1), 1) - (20.17)

Entscheidend ist hierbei, daf die Hamilton-Funktion (20.17) von den generalisierten Koordinaten
¢ =(q1,...,q¢) und den dazu kanonisch konjugierten Impulsen p = (p1,...,ps) und nicht von den
generalisierten Geschwindigkeiten ¢ = (¢1,...,y) abhéngt.

20.3 Hamilton-Gleichungen

Wir berechnen nun die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion (20.17) unter Verwendung
der Lagrange-Gleichungen (17.31):

f .
OH (20.17) aqu 0L 94, (20. .15) OL 731y d OL (20.15)
— _ _ = —— = —p 20.18
9qy ; Qv Z * 04y 0q, - 9q, dt dq, 420.18)
f
OH (2017) 6qﬂ 0L 0q, (20. ).15)
= qv + Qv 20.19
Ipy ; Z 1 94 I, (20.19)
f . f .
OH  (2017) 94, OL 9q, 0L (2015) 0L
o Zat X e o o (20.20)
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Die ersten beiden Gleichungen (20.18), (20.19) sind die sogenannten Hamilton-Gleichungen

Ipy(t) 9qu (1)

Es handelt sich hierbei um 2 f gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, die die Lagrange-
Gleichungen (17.31) als f gewdhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung ersetzen. Die
Lagrange- und die Hamilton-Gleichungen sind daher alternative Formulierungen der Bewegungs-
gleichungen.

L f. (20.21)

20.4 Hamilton-Prinzip

Wir zeigen nun, daf sich die Hamilton-Gleichungen (20.21) auch aus dem Hamiltonschen Prinzip
ableiten lassen. Hierzu losen wir die Legendre-Transformation (20.17) nach der Lagrange-Funktion
L auf, so daf die Wirkung (18.58) iibergeht in

Ala(t). p(t)] = / 2

ty

/
<Z Gu ()P (t) — H (q(t), p(), t)) dt. (20.22)
pn=1

Nach dem Hamiltonschen Prinzip ergeben sich die Bewegungsgleichungen durch Extremalisierung
der Wirkung. Da in der Hamiltonschen Mechanik die generalisierten Koordinaten und Impulse
als unabhéngige Variablen aufgefafit werden, miissen sie unabhingig voneinander variiert werden.
Dies fiihrt dann zur folgenden Variation der Wirkung (20.22):

OH OH
0A / <5q Yu(t) + ¢u(t)0pu(t) — ———=0q,(t) — ——p,(t ) dt. (20.23
6 Mz:l ] # IL( ) N( ) aqﬂ@) N( ) apu(t) N( ) ( )
Da die Operationen Variation und totale Zeitableitung miteinander vertauschen,
d d
6Equ(t) = E(sq“(t)’ (20.24)

kann man im ersten Term von (20.23) eine partielle Integration durchfiithren und erhélt

5A[q(t) Z Pult2)0qu(t2) — pu(t1)dqu(t1))

[ (a0 a0 2500 ) i
1 p=1 "
(20.25)

Wie in der Variationsrechnung iiblich verlangen wir, dafs die Variationen der generalisierten Ko-
ordinaten am Anfangs- und Endpunkt verschwinden.

5qu(t1) = 6qy(t2) =0; v=1,... 7fa (2026)

so dak die Randterme in (20.25) entfallen. An die Variationen der generalisierten Impulse am
Anfangs- und Endpunkt stellen wir dagegen keine Anforderungen:

Opu(t1), dpu(t2) beliebig; v=1,...,f. (20.27)
Damit reduziert sich die Variation der Wirkung (20.25) auf

5 Aa(t). p(t)] = ] {Zf: [du(t) aﬁH }619“ +Z[ %} 6qu(t)}. (20.28)

pn=1 pn=1

Da die Variationen der generalisierten Koordinaten und Impulse dg,,(¢), dp,(t) vollkommen beliebig
sind, ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip, daff die Variation der Wirkung in (20.28)
verschwindet, die Hamilton-Gleichungen (20.21).
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20.5 Bewegung eines geladenen Teilchens im elektromagne-
tischen Feld

Die Lagrange-Funktion eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld ist im SI-Einheiten-
system durch (17.47) gegeben. Der generalisierte Impuls ergibt sich zu

(20.15) 6_L (17.47)

o1, mi; + QA; ([L‘, t) . (2029)

Di
Er unterscheidet sich vom kinetischen Impuls durch einen zuétzlichen Anteil, der vom elektroma-
gnetischen Feld herriihrt. Die Beziehung (20.29) zwischen generalisiertem Impuls und generalisier-
ter Geschwindigkeit 14#t sich unmittelbar invertieren
i = % - %Ai(z,t). (20.30)
Die Legendre-Transformation (20.17) der Lagrange-Funktion (17.47) fithrt demnach auf die Hamilton-
Funktion

H = z_jpj (%—% ,-(x,t)) —i% (%—%&(%ﬂ)gﬂw(zﬁ

- (% - Lajen)
— Z (2% - %pJA (z,t) + Q—QA,-(x,tV) + Qy(z,1)
SH = 3 5 (5 QAy(e,0)" + Qele.1). (20.31)

Die Hamilton-Gleichungen dieses Systems lauten

Co19) OH osy 1

Z; ap; = m (pi - QA; ($, t)) ) (20'32)
. (2018)  OH (2031) 8(,0 x,t) Q 2 (1' t)
pi = ox; Ox; o 2:: — Q4 t)) or; (20-33)

Eliminiert man den Impuls aus den Hamilton-Gleichungen (20.32), (20.33), so ergeben sich die
Newton-Gleichungen

3

(20.32) . 0Ai(z,t) . 0Ai(z,t)
mi; = pi —Q Z Du, i + >
Jj=1
(20.32),(20.33) . dp(x,t) Az, b)) .
Lt Q P, Q QZ 8% o, i;.(20.34)

Auf das geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld wirkt demnach die Lorentz-Kraft (17.45).

20.6 Poisson-Klammern

Wir betrachten eine beliebige Funktion O(q, p, t) der generalisierten Koordinaten ¢ = (q1,...,qy)
und der dazu kanonisch konjugierten Impulse p = (p1,...,py). Entlang einer beliebigen Bahn
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andert sie sich zeitlich gemafs der Kettenregel wie folgt:

f
%O(Q(t),p(t),t) = ; (%O(t)q'u(t) + %Mt)) + % . (20.35)

Wenn diese Bahn eine Losung der Hamilton-Gleichungen darstellt, kénnen wir (20.21) in (20.35)

einsetzen und finden

dO _i (ao OH 90 aH) 00

dt dq, Opy, B Opy, 0qy E ’

(20.36)

v=1
Dieses Ergebnis legt es nahe, als neues Symbol die Poisson-Klammer zwischen zwei Funktionen
A(g,p,t) und B(q,p,t) einzufiihren:

f
0A OB 0A 0B
A B = —_— . 20.
{ l }q,p ,}2::1 (aqu apu apu aQV) ( 0 37)
Sie besitzt die folgenden, leicht zu beweisenden Eigenschaften:
{A1+ A2, Blgp = {A1,Blgp+ {42, Blep, (20.38)
{A,B1+ B2}q,p = {4, Bl}q,p +{A4, BZ}q,p’ (20.39)
a{A,B},p, = {aA B},,={A aB},,, akonstant, (20.40)
{A,B}qp = —{B,A}qp- (20.41)
Auflerdem geniigt die Poisson-Klammer der Jacobi-Identitét
{Av {Bv 0}071)}(171’1 + {Ba {Ca A}qyp}%p + {Oa {Aa B}q,p}q,p = 07 (20'42)
wie man durch explizites Nachrechnen einsehen kann.
Wenn die Poisson-Klammer zwischen A und B verschwindet, d.h.
{A,B}q, =0, (20.43)

so sagt man, dafs diese Groflen miteinander vertauschbar sind. In der Hamiltonschen Mechanik
werden die generalisierten Koordinaten ¢, und die dazu kanonisch konjugierten Impulse p, als
unabhingige Variablen aufgefafit

oqy oqy - Ipy -0 Opy

aqu = Ovp

T _ =0, =0y, 20.44
apu aqu 8])# 2 ( )

so dafl die fundamentalen Poisson-Klammern

f
(20.37) Z 0q, 0q,  0qy, 0q, \ (20.44)
vy = _— - = 0, 2 .4
{q qM}q,p <GQI€ Opx Opx, 0qs ( 0 5)

rk=1
f
(20.37) 0qy Opy Oqu Opu \ (20.44)
) 2 P v TP ) (020 5 20.4
tavPukes ot <aq~ Ips i O g (20.46)
f
(20.37) Opy Opy Opy Opy\ (20.44)
. =00 — P PP ) Y 20.4
{p pu}q,p Z <8qﬁ Opr  Opm Ogn (20.47)

gelten. Mit Hilfe der Poisson-Klammer (20.37) geht die zeitliche Anderung der Funktion O in
(20.36) iber in

do 00
— ={0,H + —. 20.4
dt { ’ }va at ( 0 8)
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Offensichtlich sind die Hamilton-Gleichungen (20.21) selbst ein Spezialfall von (20.48)

P

dq, (20.48) (20.37) dq, OH 0q, OH\ OH

aw o e = Hz_l(aqn Opn ~ Opedax) ~ Opy’ (20.49)
f

dp,  (20.48) (20.37) op, OH  9Op, OH\  OH

aw et = ,; 9ax Opx  Iprdax) — Oay (20.50)

Eine nicht explizit von der Zeit abhingige Funktion O(q,p), die mit der Hamilton-Funktion ver-
tauscht, d.h.

{O,H},, =0, (20.51)

ist wegen (20.48) eine Erhaltungsgrofe. Insbesondere kommt es hiufig vor, dak die Hamilton-
Funktion selbst zeitunabhingig, d.h. von der Form

H=Hp,q) (20.52)

ist. Da die Hamilton-Funktion trivialerweise wegen der Antisymmetrie der Poisson-Klammer (20.41)

mit sich selbst vertauscht, ist dann die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofie langs des klassischen
Pfades.

Wir beweisen nun noch den Poissonschen Satz, wonach die Poisson-Klammern zweier Integrale
der Bewegung selbst wieder ein Integral der Bewegung ist. Es seien A und B zwei Integrale der
Bewegung, d.h. es gelte

{A,H}yp={B,H}¢p=0. (20.53)
Dann folgt aus der Jacobi-Identitit (20.42)
{{A.B}gp, H}qp =0, (20.54)

so daf auch {4, B}, , ein Integral der Bewegung ist.

20.7 Liouvillscher Satz

In der Hamiltonschen Mechanik werden die generalisierten Koordinaten ¢1,...,qs und die dazu
kanonisch konjugierten Impulse p;, ..., pr als unabhéngige Variablen aufgefafst. Fafit man diese 2 f
unabhingigen Variablen zusammen, so entsteht der 2 f-dimensionale Phasenraum I'. Der Zustand
eines mechanischen Systems zur Zeit ¢ wird dann durch den Punkt (g1 (¢), ..., q¢(t),p1(t), ..., ps(t))
im Phasenraum I' charakterisiert:

Wir betrachten als Beispiel den eindimensionalen harmonischen Oszillator, dessen Lagrange-Funktion

. m . m
L(q,q) = §q2 — szqQ (20.55)
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auf den kanonisch konjugierten Impuls

15) 9L (20.
(2015) I (2089) 0 e 4= 2 (20.56)
a4 m

fithrt. Durch eine Legendre-Transformation (20.17) erhalten wir die Hamilton-Funktion

2 2
p [mp® m PP om
H(q,p) =p— — {—— - —w2q2} = o+ geid (20.57)

Da diese nicht explizit von der Zeit abhingt, stellt diese eine Erhaltungsgrofie in Form der Energie

E dar:
2
D m 5 o
E=—+4— . 20.
2m+2wq (20.58)

Fiir die Trajektorie im Phasenraum I'" bedeutet dies, daf sie eine Ellipse darstellt:

2mE

N

—\V2mE

Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Fall zuriick und betrachten ein hochdimensionales me-
chanisches System, wie beispielsweise ein ideales Gas, bestehend aus 1022 Teilchen, das in einem
Volumen eingeschlossen ist. Obwohl in der klassischen Mechanik die genaue Bewegung des Sy-
stems vollstdndig durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist, ist es fiir solch komplizierte Sy-
steme unmoglich, die Losungen der Bewegungsgleichungen zu berechnen. Hinzu kommt, daf die
Anfangsbedingungen oft nur unvollstindig bekannt sind. Wir kénnen zwar festlegen, dafs zur An-
fangszeit ¢y eine gegebene Masse eines Gases eine bestimmte Energie hat, aber wir kénnen nicht
die Anfangskoordinaten und -geschwindigkeiten jedes Molekiils bestimmen. Die statistische Me-
chanik, die sich mit solchen Systemen beschiftigt, die sehr viele Teilchen enthalten, versucht daher
nicht, eine vollstindige Losung zu gewinnen. Thr Ziel besteht vielmehr darin, Voraussagen iiber
mittlere Eigenschaften zu machen, indem die Bewegung einer grofien Zahl identischer Systeme
untersucht wird. Wir betrachten demnach ein Ensemble von vielen mechanischen Systemen mit
derselben Hamiltonfunktion H(q1,...,q¢,p1,...,pf), die sich nur durch ihre Anfangsbedingungen
voneinander unterscheiden. Da jedes System durch einen einzelnen Punkt im Phasenraum I' dar-
gestellt wird, entspricht dem Ensemble von Systemen ein Punktschwarm im Phasenraum I'. Zur
Anfangszeit t; fiihren wir deshalb eine Punktschwarmdichte p(q7, ..., q%,pY,...,p%,t0) ein, wobei
p(q}, ... d5, 1Y, % to)dqy . . . dgfdpy . .. dp$ die Wahrscheinlichkeit darstellt, daf im Ensemble
die Anfangsbedingung (¢Y, ... ,qjoc, ..., p(}) vorliegt. Da mit der Wahrscheinlichkeit 1 irgendeine
Anfangsbedingung realisiert ist, lautet die Normierung der Punktschwarmdichte

/p(q?, . ,q?,p?,...,p?,to)dq?...dq?dp?...dp(f) =1. (20.59)
r

Die Punktschwarmdichte p entwickelt sich mit der Zeit von p(q7,...,q%,pY,...,p},t0) zu
pldt, .. .,q},pﬁ, el ptf,t) und es stellt sich die Frage, welcher Bewegungsgleichung die Punkt-
schwarmdichte p(qt,.. ., q;,pﬁ, ... ,p;,t) geniigt. Hierzu betrachten wir ein beliebiges Gebiet M°
im Phasenraum I'. Die Wahrscheinlichkeit, daff im Ensemble Anfangsbedingungen in M? vorliegen,
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ist gegeben durch

WL = [ plalee sl b to)dat . dat . . (20.60)
MO

Die Trajektorien jedes einzelnen Systems geniigen den Hamilton-Gleichungen (20.21) mit den
Anfangsbedingungen

qf’|t:t0 = qg) plt/’t:to :pg; V= 17 . ‘7f’ (20'61)

Durch die zeitliche Entwicklung haben die einzelnen Punkte (¢Y,..., q?,p(l’, ... ,p?c) in M° neue
Stellen (¢t, ... ,qtf, ph, ..., p’}) im Phasenraum I erreicht. Insgesamt gesehen wird dadurch M, zur
Zeit to in eine neue Untermenge M*® zur Zeit ¢ iibergefiihrt:

=

Die Wahrscheinlichkeit, daf im Ensemble zur Zeit ¢ der Punktschwarm in M? liegt, lautet

W(M') = /p(qi,---,q},p’i,---,p},t)dﬁ---dQ}dpi---dptf- (20.62)
Mt
Der Liouvillsche Satz besagt nun, daf die beiden Wahrscheinlichkeiten (20.60) und (20.62) gleich
sind, da keine Schwarmpunkte im Phasenraum I" erzeugt oder vernichtet werden kénnen:

MO
— [ plat B 0 . (20.63)
Mt
Um hieraus eine Differentialgleichung fiir die Punktschwarmdichte p(¢t, ..., q}, P, ..., p}, t) ge-
winnen zu konnen, muff man auf der rechten Seite von (20.63) eine Koordinatentransforma-

tion durchfiihren und die neuen Koordinaten (q’i,...,q}, ph, ..., p?) in die alten Koordinaten
(q(l)a ey qjofap?a ) p(}) umrechnen:

Mo

= /P(Q§(Q?77Q?fap(1)7 7p?7t)7'-'7q‘tf(q(1]7---7q‘(f)7p?7---7p?7t)7

’...,qg7p(1)’...,p?"t)7...’ptf(q?,...7q‘(;‘,p?,...,p?,t)’t) .
a q 7"'7q}7p§7"'7ptf)

(a1
a(q(l)""’q?7p?""7p(f)‘)

dqy ... dqdpt ... dp§. (20.64)
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Dabei transformiert sich ein infinitesimales Volumenelement im Phasenraum mit der Jacobi-
Determinante

qu’ 3q? Bq? aq?

dq* g% opt ap},

t t oot t g9 ... Zf 2P . f
Odi. -y ph ) | B Al e (20.65)

(¢ 9, pY 0) | 2q 9¢;  9p 9y | '

Q17---7Qfap1a---7pf & e =5 A5 ' F%b

op? ap? op? opY

a.t &;t a.t B.t

@ .. %4y 9 Py

3;0(} Bp(} ap(; Bp‘}

Fihrt man zwei Koordinatentransformationen hintereinander aus

QIt/l = qltjl(qga"'aqgap(l]a'"7p‘(}at1):ptul(q(1]7"'aq‘(f)vpcl)v"'vpgttl); V:1,...,f, (2066)
Qf,z = quz(qilv"'7q;‘1apt11a"'7ptf17t2)7pi2(q?a"'7q‘;‘1:pt117"'7p§“15t2); V:1,...,f,
(20.67)
so gilt mit Hilfe der Kettenregel
8(Qi27"':Q}Qap?a"'ap?) o 8((1;23'"7q)}27p§23"'7p1}2)a(qiila"'7Q;Iapila"'ap?) (2068)
8(q?,...,q?,p?,...,p(f’) 6<q§17__.’q;17pt117.__7p;1) 8(q?,...,q?,p?,.._,pg) . .
Setzen wir ty = t1 + €, so ergibt die Taylor-Entwicklung von (20.67) im Limes ¢ — 0:
@ =g +qe+..., phte=plt4plte+...; v=1,...,f (20.69)
und die erste Jacobi-Determinante auf der rechten Seite von (20.68) lautet
a(qiﬁré’ ceey q;1+éap§1+ev e ap)}lJrE)
a(qila' .. 7q}1apt113 LR 7ptf1)
L ot ol
1+ Gaqil + eaqil + eaqfl + Gaqil +
04y LI OB 4 X
_ an}l 63 ;1 an}l aq?
o4 od' oy o .
€oph + api1 + 1 +€ap§1 + aph +
8¢t agit opt1 ol
66;314-" eapi;]-l--- eaiiﬁr 1+eap£1+'-
/ . .
aqt'l apt1
= 1+4¢ < Y o4 v 4o, 20.70
Z o Opy ( )
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Damit fiihrt die Zeitableitung der Jacobi-Determinante (20.65) auf

ia(qi7""q;‘7p§7"'7ptf)
dto(qf,---.4%,0Y, .. p%)

1<5(q§+6,---,q}+€,p§+€,---,p}“) G(qi,---,q},pi,---,p})>

= lim —
a(q(lj""7q‘(}’p?""’p(}) a(q?""7q?7p?7"'7p?)

e—0 €

(20.68), ! . . ¢ toot t
. 1 dgtr  oph Ay bl
(010 iy 2 <1+e§:( Loy pu>_1> oy oy PY)

v=1

e—=0€ 0qy 0pu a(q(l)a"'aQ?apga"'ap(})

T orogs apt gk qh bl P} 2020
= 2\t 50) 50 25 ro="0. (20.71)
r=1 qu Pv (Q17"'7qf7p17"'apf)
Zusammen mit der Anfangsbedingung
g, ..., q%ph, ...,
aEqé qﬁ pé pé; =1 (20.72)
qla"'anvpla"'vpf t=to
fiilhrt die Integration von (20.71) auf
gk, ..., ¢t k..., D
(1, qpo P10 PF) L (20.73)

6<q?’ st ,q?”p??' .- ,p?)
Einsetzen von (20.73) in (20.64) ergibt

MO

fiir alle Gebiete M°, so daf die Punktschwarmdichte an einer mit dem Hamilton-Strom mitschwim-
menden Stelle zeitlich konstant bleibt:

p(q?7'"5q?7p(1)7"’7p?’t0) = p(qi’.‘.’q;,pi,_..’ptf’t)‘ (20'75)

Setzen wir beispielsweise

(0] 0 0 0 0
0 0,0 0 Po; (QIa"'aQ7p17"'ap>eM
.oy Drito) = 20.76
p(Ql, 1y 4fyP1s 1Py 0) { 0; (Q?v--wqﬂp?v--wpé) ¢M0, ( )
so lesen wir aus (20.75) ab
t t ot t P03 (qiavq}apiavpi}) € M!
g Pt pht) = 20.77

Dann besagt (20.74), daf das Volumen des Gebietes M° mit dem des Gebietes M? iibereinstimmt:
V(M®) =V (M?). (20.78)

Hieraus ergibt sich die Aussage des Liouvillschen Satzes, wonach das Volumen eines beliebigen
Gebietes im Phasenraum erhalten bleibt, wenn sich die Punkte seiner Begrenzung entsprechend
durch den Hamilton-Gleichungen bewegen. Der Flufs im Phasenraum entspricht also demnach dem
einer inkompressiblen Fliissigkeit. Differenzieren wir (20.75) nach der Zeit, ¢, so folgt

d

Ep(QL'"aQ;aptla"'ap?at):0- (2079)

Demnach ergibt sich aus (20.48) und (20.79) die Liouville-Gleichung fiir die Punktschwarmdichte

im Phasenraum:
dp

A —{p.H}qp- (20.80)






Kapitel 21

Kanonische Transformationen

In diesem Kapitel werden weitere grundlegende Eigenschaften des Hamilton-Formalismus unter-
sucht. Insbesondere betrachten wir die Moglichkeit, die generalisierten Koordinaten und Impulse
so zu transformieren, daf sich die Struktur der Hamilton-Gleichungen nicht &ndert. Wir werden se-
hen, daf$ sich solche kanonischen Transformationen aus einer einzelnen skalaren Funktion ergeben,
die deshalb auch als Erzeugende bezeichnet wird.

21.1 Transformation von Koordinaten und Impulsen

In Abschnitt 17.5 wurde gezeigt, dafs man in der Lagrangeschen Mechanik von urspriinglichen ge-
neralisierten Koordinaten ¢,,v = 1,..., f zu neuen generalisierten Koordinaten Q,,a =1,..., f
iibergehen kann. Die Form der Lagrange-Gleichungen &ndert sich bei einer solchen Transformati-
on nicht. Man muf lediglich die Transformation der generalisierten Koordinaten (17.57) und die
daraus folgende Transformation der generalisierten Geschwindigkeiten (17.58) in die urspriingliche
Lagrange-Funktion L(q, q,t) einsetzen, um die neue Lagrange-Funktion L(Q, Q, t) gemak (17.59)
zu erhalten. Welche Koordinaten man dann tatséchlich verwendet, um ein mechanisches Problem
zu 16sen, ist eine Frage der Zweckmafigkeit.

Wir untersuchen nun in der Hamiltonschen Mechanik Transformationen der 2 f unabhingigen

Variablen, also der generalisierten Koordinaten ¢,,» = 1,..., f und der dazu kanonisch konjugier-
ten Impulse p,,v = 1,..., f in neue Koordinaten Q),,a = 1,..., f und Impulse P,,a =1,..., f:
QVZQV(Pant); pl/:pl/(P:Qvt);V:lv"'af' (211)

Bei diesem Ansatz handelt es sich um eine wesentlich grofsere Klasse von Transformationen als die
in Abschnitt 17.5 untersuchten Punkttransformationen (17.57). Eine solche Transformation (21.1)
heifit kanonisch, genau dann, wenn sie die Form der Hamilton-Gleichungen erhilt. Dies bedeutet,
daf die von der urspriinglichen Hamilton-Funktion H(q,p,t) abgeleitete Hamilton-Gleichungen
(20.21) durch den Ansatz (21.1) so transformiert werden, daff es eine neue Hamilton-Funktion
H'(q,q,t) gibt, die auf die neuen Hamilton-Gleichungen

OH' . OH'
= v Palt) = ;
orm Y 0.m
fiihrt. Dabei stellt sich die Frage, wie die neue Hamilton-Funktion H'(Q, P,t) aus der alten her-

vorgeht. Hierzu erinnern wir uns daran, daf sich die urspriingliche Hamilton-Gleichungen (20.21)
gemifs Abschnitt 20.4 aus dem Hamiltonschen Prinzip

Qa(t) a=1,...,f. (21.2)

to f
5/ {Zq'u(t)pu(t) - H(Q(t)ap(t)at)} dt=0 (213)

191



192 KAPITEL 21. KANONISCHE TRANSFORMATIONEN

ableiten lassen. Ganz entsprechend ergeben sich die neuen Hamilton-Gleichungen (21.2) aus dem
Hamiltonschen Prinzip

to f
6/{2 Qao(t)Pa(t) —H(Q(t),P(t),t)}dt:O (21.4)

Aus der Identitdt von (21.3) und (21.4) folgt jedoch nicht, daf die Integranden gleich sein miis-
sen, es ist ausreichend, wenn sie sich nur um die totale Ableitung einer beliebigen Funktion
F(p,q, P,Q,t) nach der Zeit unterscheiden:

f

!
Y @O (t) = H(a(t),p(t),t) = Y Qa(t)Pa(t) = H(Q(E), P(t),t) + jtF( (®),p(t), Q(t), P(t),1).

v=1

(21.5)
Beim Hamiltonschen Prinzip fiithrt ndmlich ein solcher Zusatzterm zu Variationen am Anfangs-
und Endpunkt ¢; und t2, die nach den Regeln der Variationsrechnung verschwinden:

to

5 [ Fla(0)p(0).Q(0). P08t =3[ f(a(0).p(0). Q). P(a). 1)) = 0. (21.6)

Wie wir gleich sehen werden, bestimmt die Funktion F(q,p, @, P,t) die Transformationsgleichun-
gen (21.1). Man bezeichnet sie deshalb als die Erzeugende oder erzeugende Funktion der kanoni-
schen Transformation.

Bei einer kanonischen Transformation kann man von den insgesamt 4f Variablen lediglich 2 f
als unabhéngig voneinander ansehen. Deshalb kann man davon ausgehen, daff die Erzeugende eine
Funktion dieser 2f unabhiingigen Variablen ist. In der Regel wéhlt man die 2f unabhéngigen
Variablen so aus, daft f Variablen den alten Koordinaten bzw. Impulse und f Variablen den neuen
Koordinaten bzw. Impulse entsprechen. Aus historischer Sicht sind dabei die vier folgenden Fille
von Erzeugenden bedeutsam:

F1:F1(Q:Q7t); FZZFQ(Q7P7t); F3:F3(paQat); F4:F4(p7P7t)' (217)

Wir untersuchen zuerst den Fall der ersten Erzeugenden F; und zeigen dann, wie sich daraus die
anderen Fille ergeben.

21.2 Erste Erzeugende
Wir gehen von (21.5) fiir die erste Erzeugende F aus:
! d
Z GuPv — q p,t Z QaP H/(Q P, t) + Fl(Qa Q, t) (21'8)
v=1

Die Erzeugende F} hangt von den alten und neuen generalisierten Koordinaten ab, so dafs dessen
totale Ableitung lautet

d aF, OF OF
—Fi(q,Q,t) = ! Z LQ tl.

o (21.9)

Wir setzen (21.9) in (21.8) ein

f
> dupy — H(p. q,t) ZQQP — H'(Q.P.t) +ZBF1' Z OF ¢ aFl (21.10)
v=1
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und beriicksichtigen, daff die generalisierten Koordinaten ¢, und ), als unabhingig angesehen
werden. Dies bedeutet, daf die Koeffizienten vor den entsprechenden generalisierten Geschwin-
digkeiten ¢, und @), einzeln verschwinden miissen und wir erhalten die Transformationsgleichungen

OF; .

P : =1,...,f, 21.11

P 50, "V f ( )
o0

P, = ——; =1,...,f, 21.12
TR f (21.12)

oI

H = H+ —=—. 21.1

+ 5 (21.13)

Die f Gleichungen (21.11) enthalten nur die Grofen p,, q,, Q4 und ¢. Sie kénnen nach den f neuen
generalisierten Koordinaten @), als Funktion der p,,q, und ¢ aufgelést werden:

Qa:Qa(q7p7t); O[:].,...,f. (2114)

Setzt man diese Beziehung in (21.12) ein, so ergeben sich auch die neuen generalisierten Impulse
als Funktion der ¢,,p, und t:

Pa:Pa(Qapat); a=1,...,f. (2115)

Durch Invertieren des Zusammenhangs zwischen alten und neuen Variablen gehen (21.14) und
(21.15) in (21.1) iiber. Die neue Hamilton-Funktion ergibt sich damit gemaf (21.13):

Q. P,0) = H(Q. P1).p(@. P0).1) + U@L LDQ0 (21.16)

21.3 Harmonischer Oszillator
Wir untersuchen, wie sich die Erzeugende
mw
Fi(q,Q) = qu cot @ (21.17)

auf den harmonischen Oszillator auswirkt, dessen Hamilton-Funktion schon in (20.57) bestimmt
wurde. Zunéchst erhalten wir:

(21.11)  OF1 (21.17)

P mwgqcot @, (21.18)
dq
(21.12) OF) (2117 mw  ¢>
P = —_ = — . 21.19
aQ 2 sin2Q ( )

Hierbei 14ft sich (21.19) unmittelbar nach ¢ auflosen

Q. P) =/ fn—isinQ, (21.20)

so dafs sich auch P berechnen 1aft:

2@, P) "2 1mwg(Q, P) cot @ PV VamwP eos Q. (21.21)
Damit kénnen wir die neue Hamilton-Funktion angeben::
(20.57),
(21.16), (21.20),

(21.17) (21.21) 1

m 2P .
H(q(Q~P)p(Q7P)) %ZM‘WPCOSQQ + 5‘”2% SID2Q
=  wP. (21.22)

H'(Q,P)
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Die Erzeugende (21.17) bewirkt demnach eine kanonische Transformation, bei der der neue Impuls
mit der neuen Hamilton-Funktion identifiziert werden kann. Der Vergleich von (20.57) mit (21.22)
zeigt, dak die durchgefiihrte kanonische Transformation die Hamilton-Funktion insofern vereinfacht
hat, als die neue generalisierte Koordinate @) zyklisch ist. Die neuen Hamilton-Gleichungen (21.2)
lauten mit (21.22)

Qt)=w, Pt)=0 (21.23)

und fiithren auf die Losung
H
Q(t) = wt + Qo, P(t) = konstant = — = —. (21.24)

Einsetzen von (21.24) in (21.20), (21.21) ergibt die bekannte Losung des harmonischen Oszillators

q(t) =4/ % sin(wt + Qo), p(t) = V2mE cos(wt + Qo) - (21.25)

Das hier behandelte Beispiel l4fst die Frage offen, wie man eine geeignete Erzeugende findet, so dafs
sich die Hamilton-Funktion und damit die Hamilton-Gleichungen vereinfachen. Ein Standardver-
fahren zur Bestimmung einer geeigneten Erzeugenden wird erst im Rahmen der Hamilton-Jacobi-
Theorie im nichsten Kapitel diskutiert. Das Beispiel zeigt aber, daf jede Erzeugende zu einer
bestimmten kanonischen Transformation fiihrt und damit das vorgegebene mechanische System
abbildet. In der Regel wird dies aber nicht zu einer Vereinfachung der Hamilton-Funktion fiihren.

21.4 Zweite Erzeugende

Um von der ersten Erzeugenden Fj(q,Q,t) zu der zweiten Erzeugenden F5(q, P,t) zu gelangen,
muf man die neuen generalisierten Koordinaten ), durch die neuen Impulse P, austauschen.
Da sich die neuen Impulse P, gemifi (21.12) durch partielle Ableitung der ersten Erzeugenden
Fi(q,Q,t) nach den neuen generalisierten Koordinaten @), ergeben, liegt es nahe, F» durch eine
Legendre-Transformation aus F; zu gewinnen:

f
Fa(q, Pit) = Fi(q,Q,t) + Y QaPa- (21.26)
a=1

Zur Kontrolle bilden wir das totale Differential

. 8F OF OF;
(21.26) 9t , 0 + Z 1 1

f
arpy, U= ~dQa + Z5dt + O;(Paan + QadPy)  (21.27)

v=1

(21.12) 0F, 0F,
L 9, dq,,+ZQadP + 5t (21.28)

und sehen, daft die zweite Erzeugende F; tatsichlich eine Funktion von ¢, P, und ¢ ist. Lést man
(21.26) nach der ersten Erzeugenden F auf und setzt sie in (21.8) ein, so erhélt man

f f
d
o, — H(g,p,t) = oPo — H'(Q, P,t) + — { Fy(q, P,t) — P.Q.
;qp (¢, p.1) ;Q (@, P,1) d{zq Z Q}
f . d
— —ZQaPa—H’(Q,P,t)+aF2(q,P,t). (21.29)
a=1
Mit der totalen Zeitableitung von F3
iR LoR, Lo, o

= P+

or . 4 O 21.30
&t~ Z9q, " T 0P, ot (21.30)
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geht (21.29) iiber in

!
> dp, — H(g,p.t) = ZP Qa — H'(Q, P,t) +ZOFZ 'V+ZOF2 FQ. (21.31)
v=1

Da die alten generalisierten Koordinaten ¢, und die neuen Impulse P, als unabhingig angesehen
werden, ergibt der Koeffizientenvergleich in (21.31) die Transformationsgleichungen

— aFQ . — "
Py, = 3, v=1,...,f, (21.32)
— an . — "
Qa = 8?, Oé—].,...,f, (2133)
0F,
! p—
H = H+—>2. (21.34)

Die f Gleichungen (21.32) lassen sich nach den neuen Impulsen P, auflésen und fiihren deshalb
auf (21.15). Setzt man dann (21.15) in (21.33) ein, so erhilt man auch noch (21.14). Als weiteres
Beispiel betrachten wir die Erzeugende

Fy(q, P,t) = qu » (21.35)

Die Transformationsgleichungen (21.32)-(21.34) zeigen, daf es sich hierbei um die identische Trans-
formation handelt:

(21.32)  OF (213 30)

v P,; =1,...,f, 21.36
P dqy v f ( )
(21.33)  OF5 (21.35)
«a = = s =1,...,f, 21.
Q P, Go; a=1,...,f (21.37)
7 (21.34) Je s OF, (212 30) (21.38)

ot

Wir bemerken, daff auch die Vertauschung von generalisierten Koordinaten und Impulsen eine
kanonische Transformation darstellt (vgl. 31. Ubungsaufgabe).

21.5 Dritte und vierte Erzeugende

Der Vollstindigkeit halber diskutieren wir noch die letzten beiden Erzeugenden in (21.7). Die
dritte Erzeugende geht aus der ersten Erzeugenden Fi(q, Q,t) durch Vertauschung der alten ge-
neralisierten Koordinaten ¢, und Impulse p, hervor. Aufgrund von (21.11) fithren wir hierzu die
Legendre-Transformation

Fs(p,Q.t) = Fi(q, Q,t) — unpy (21.39)

durch. Aus (21.8) und (21.39) folgt demnach

f
. d
> @b, — Hlg,p, 1) ZQQP ~H'(Q.P.t) + ZF5(p.Q.1). (21.40)
v=1
so dafs die Transformationsgleichungen lauten
F:
o = -5, v=1,....f, (21.41)
Ipy
OF;
P, = — Cov=1,...,f, 21.42
o v i (21.42)
F:
o= H4+ 95 (21.43)

ot
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Entsprechend ergibt sich die vierte Erzeugende Fy(p, P,t) aus der ersten Erzeugenden Fi(q, Q,t)
aufgrund von (21.11) und (21.12) durch die doppelte Legendre-Transformation

/ /
Fi(p, P,t) = Fi(¢,Q.t) + Y QaPa— Y aupu- (21.44)
v=1

a=1
Dadurch geht (21.8) iiber in

f
. d
_Zquu _H(Q7p7t) = _ZQO(PO( - HI(Qa-Pvt) + $F4(p7pt)7 (2145)

a=1
so dafs hier die Transformationsgleichungen

OFy

v = - ; :17"'7 ) 214
q o, " f (21.46)
OF,
Qa = _ﬁ, OZ—].,...,f, (2147)
OF,
H = H+-— 21.4
T (21.48)

21.6 Bedingungen fiir kanonische Transformationen

Wir betrachten nun eine beliebige Transformation der alten generalisierten Koordinaten ¢, und
Impulse p, zu neuen generalisierten Koordinaten ), und Impulsen P, gemaf (21.14) und (21.15).
Wir wollen der Frage nachgehen, ob es eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir gibt, dafs
diese Transformation kanonisch ist. Dabei wollen wir uns der Einfachheit darauf beschranken, dafs
diese Transformation (21.14), (21.15) nicht explizit zeitabhingig ist. Wenn diese Transformation
kanonisch ist, gibt es fiir sie eine Erzeugende F', die wegen der Transformationsgleichungen von
z.B. (21.11), (21.12) auch nicht explizit zeitabhingig sein kann. Die Beziehung zwischen alter und
neuer Hamilton-Funktion in z.B. (21.13) reduziert sich in diesem Fall auf die Identitét

H =H (21.49)

und aus dem Hamiltonschen Prinzip (21.3), (21.4) folgt gemaf (21.5)

f f
> pudg, =Y PadQq = dF . (21.50)
v=1 a=1

Wir betrachten die alten generalisierten Koordinaten ¢, und Impulse p, als unabhéngige Variablen,
so daf die in (21.50) auftretenden totalen Differentiale von Q, = Q. (¢, p) und F = F(q, p) gegeben
sind durch

0 oy 8 o
dQ. = Z( Q ;Ii de> : (21.51)
v=1
f
dF = Z( dq, + g%dp,,). (21.52)
v=1 v

Einsetzen von (21.51) und (21.52) in (21.50) fiihrt auf

/ / f f
0Qa 0Qa _ OF OF
V§:1pudqu 321 P, 1,521 ( 90, dq, + o, dp,,> = E (8% dg, + o dpu> ) (21.53)
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so daf der Koeffizientenvergleich der unabhingigen totalen Differentiale dg, und dp, ergibt:

f
Q. _ OF
D, — Z P, = (21.54)
0Qa  OF
— Z T = (21.55)

Aufgrund des Satzes von Schwarz miissen die zweiten partiellen Ableitungen der Funktionen Q. =
Qa(q,p) und F = F(q,p) miteinander vertauschen. Eine partielle Ableitung von (21.54) nach g,

fithrt auf:
9*F 0P, Q4 9%Qq >
- + P, 21.56

0q,0q, Z (0% dq, 0q,0q, ( )

bzw. durch Vertauschung von p und v auf

O*F (ap Q. 92Qq )
= + P, : 21.57
04,00 ; 9qy Oqp M (21.57)

so daf sich aus der Differenz von (21.56) und (21.57) nach dem Satz von Schwarz ergibt

0Qa 0P, 0P, 6Qa>
=0. 21.58
Z (8qu dq,  Oq, Oqy ( )

Entsprechend fiihrt eine partielle Ableitung von (21.55) nach p,, auf

O2F ! <aPa 9Qa aZQa>
- _ +P, , 21.59
8p;¢3pu a1 817;1, apu 317#31711 ( )
O°F ! <aPa 9Qa a?m)
- _ + P, , 21.60
IpyOpy O; Ipy Opy Ip,Opy (21.60)

und der Satz von Schwarz liefert

f
0Qq 0Py 0P, 8%)
3 _ =0. 21.61

- ( dpy Opu  Opy Opy ( )

Schliefflich wird (21.54) nach p,, differenziert, wéhrend in (21.55) der Index v durch p ersetzt und
dann nach ¢, differenziert wird:

O°F L (0P, 0Q. 920,
apua%/ g (apu Idqy + Pa ap“aqu> + 51“1 ) (21.62)
T = zf: (8P Gt o > (21.63)
aql/app, p— aqu ap# aaquapu . .

Mit dem Satz von Schwarz folgt aus (21.62) und (21.63)

f
Q. OP, 0P, 8Qa>
> _ =5, 21.64
( dqy Opy  Oqu Opy ! ( )

a=1
Fiihren wir analog zur Poisson-Klammer (20.37) die Lagrange-Klammer

f
0Qa 0Py 0Qq 0P,
4. Blor=2 ( dA 0B OB 8A> (21.65)

a=1
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ein, so lassen sich (21.58), (21.61) und (21.64) als fundamentale Lagrange-Klammern schreiben:

lav, qulo,p = [Pv,Pulo,p =0,

[qupu]Q,P = dup -

(21.66)

Wir wollen nun diese Bedingung (21.66) fiir kanonische Transformationen von Lagrange- auf
Poisson-Klammern umschreiben. Hierzu definieren wir uns die beiden folgenden 2 f x 2 f-Matrizen,
die aus den ersten partiellen Ableitungen der neuen generalisierten Koordinaten @, und Impulse
P, nach den alten generalisierten Koordinaten ¢, und Impulsen p, bestehen:

op .. 9B 9@y Qs
9q1 9q1 9q1 9q1
op, . 0P 0Q 9Q;
A _ Bqu BQf 8(]f BQf
B oP .. 9P 9Qy 2Q; |’
op1 9p1 9p1 9p1
oP. ... 0P 0Q, 9Q;
Ops Opy  Opy Ops
9@ . 91 9@ 9Q1
op1 Ipy oq qy
0@ . _0ep 9y 99,
B — op1 dpy 9q1 gy
B ap; o oP, ) )
op1 Ipy oq1 dqy
o op oy _opy
Op1 Opy Oq 9qy
Fiir das Matrizenprodukt von A und B erhalten wir
of ; 0P, 0Q. B 0Qaq
(21.67),(21.68) dqy,  Oqy Opu
A-B = A,.B =
(A By ; vaBap ; 0P,  9Qq P,
Ipy Opy apu
0Qa 0Py 0P, 0Qs 0Qq 0P, 0P, 0Qq
f _ _
_ Z 9q, Opy  O0qv Op,  Oqu gy Iqu Oqy
0Qn 0P, 0P,0Q. 0Q.0P, 0P,0Q,

=1

Q

dp, Ip,  Ip, Ip,

]
PusPulQ,p —[Pvsaulq,p

vy

(21.65) [qyap,u Q.P —lav, QM]Q,P
[
E

9q, dp,  daq, Ip,

(21.66)

Oup
0

wobei F die 2f x 2f-Einheitsmatrix darstellt. Es folgt demnach

AB=E = B=A1,

so daf auch gelten mufs

BA=F.

0

dvp

)

9Qq
0qy,
_ 0P

oq,

(21.67)

(21.68)

(21.69)

(21.70)

(21.71)
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Die Auswertung von (21.71) fiihrt entsprechend auf

IQa  IQq 9P 0Qp

B B ) A, (2167),21.68) ! ~ ap, qy dq,  9qy
( . )a,@ - Z:l avDvg - z:l aPa . aPa aPﬁ aQB
N B 8}71, 8qy apu 8pu

aQa GP,G - aQa aﬁ aQa OQB _ aQa an
dq, Op, dp, 9q, dq, Op, Op, Oqy
0P; 0Py OP3 0Py  0Q3 9P Qs dP.

dq, Opy B Opy 9qy 0q, Opy Opy Oqu

(21£65) ( {Qaapﬁ}%p {QaaQﬁ}q,p ) (21£66) < (Sa,@ 0 )
E

I
R

a=1

_{POHP,@}CMD _{Pa,Qﬂ}q,p 0 dap
af s (2172)

und damit auf die fundamentalen Poisson-Klammern

{Qaa Qﬁ}q,p = {Paa Pﬁ}q,p =0, {Qaa Pﬁ}q,p - 511,3- (21-73)

Beziiglich der neuen Koordinaten und Impulse gelten andererseits die zu (20.45)-(20.47) analogen
Poisson-Klammern

{Qa,Qsla,p ={Pa,Pstor =0, {Qa Ps}=0bas. (21.74)

Wir kénnen deshalb unser Ergebnis folgendermafien zusammenfassen: Wenn die Transformation
(21.14), (21.15) kanonisch ist, folgt daraus die Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern
(21.73), (21.74). Es handelt sich dabei um eine notwendige Bedingung fiir eine kanonische Trans-
formation. Verfolgen wir unsere Herleitung aber zuriick, so sehen wir, daff es sich auch um eine
hinreichende Bedingung handelt. Aus der Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern (21.73)
folgen namlich die Integrabilitétsbedingungen

O’F  0°F PF  OF 0*°F  O°F
00,09, 0quqy " OpuOpu  Opupy’  OqOpy  Opuqy’

(21.75)

so daf sich (21.54) und (21.55) integrieren lassen und auf die Erzeugende F'(q, p) einer kanonischen
Transformation fiihren. Im Falle eines einzelnen Freiheitsgrades f = 1 reduziert sich die notwendige
und hinreichende Bedingung auf

{Q,P}qp=1 (21.76)

bzw. durch Vertauschen der alten und neuen Variablen auf

{¢.p}o.r=1. (21.77)

Als Beispiel betrachten wir die Transformation (21.20), (21.21) und berechnen deren Poisson-
Klammer:

(20.37)  Oq Op dq Jdp

terler “=" 500p  apaq
Gy 2P [2mw 1 [ 2 1
(21.21) 2P mw 1 B 1. o
= —— co8 Q 5 3 cos ) ——p 35 in QV2mwP(—sin Q)
= 1. (21.78)

Demnach handelt es sich bei (21.20), (21.21) tatséchlich um eine kanonische Transformation.
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Wir zeigen abschlieffend, dafs aus der Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern die In-

varianz aller Poisson-Klammern folgt:

f
(20.37) 0A 0B 0A 0B
A, B & e
4 Blay ,; (aqu ap,  dpy 8(1,,)
B iZZ{( 0A 0Qu , 0A BPa> (aB 9Qs a_BaPﬁ>
o ] 0Qa 9q, <9Pa aq, 0Qp I9qu 0Fs 0q,
(94 9Qu | DA OP\ (9B 9Qs , 9B OPs
aQa apu 0P, 8]7:/ aQﬁ apl/ apﬂ apl/
_ zf:zf:{ DA OB Xf: (8Qa 0Qs  9Qa aQﬂ>
a=1 /=1 0Qa aQﬁ 1 dq, Op, op, Oqu
L 94 9B zf: 0Q. 0P5  9Qa OFs
9Qq OP3 — dq, Op, Op, Oq, )~
| 04 o8B Xf: 0P, 0Qs  OPa 0Qg
0Py 0Qp <= \ 9qv Op,  Opy gy
+%6_B§ 0Py 0Py _ 0Py 0P
OPa 0P3 <=\ 0qy Opy,  Opy Oqu
f
0A OB 9A OB
az::lz (aQa aQ {QaaQﬁ}qp aQ aP {QQ’ ﬂ}qp
DA OB DA OB
+ B?W{PQ’QB}Q’;D + o5 0Py 0P {Paapﬂ}q,p>

0A 0B
0P, 0Qq

(21.73) i 0A 0B B
N = 0Qq 0P,

) (20.37) (A Blor.

(21.79)

Umgekehrt folgt natiirlich aus der Invarianz aller Poisson-Klammern (21.79) unmittelbar die In-

varianz der fundamentalen Poisson-Klammern (21.73).



Kapitel 22

Hamilton-Jacobi-Theorie

22.1 Zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Gegeben sei eine Hamilton-Funktion H(q,p,t), so daf die Hamilton-Gleichungen (20.21) zu 16-
sen sind. Wir wollen nun eine kanonische Transformation dahingehend auswihlen, daf die neue
Hamilton-Funktion H'(Q, P,t) und damit die neuen Hamilton-Gleichungen (21.2) vereinfacht sind.
Die denkbar einfachste Hamilton-Funktion H'(Q, P, t) ist trivial

H(Q,Pt)=0 (22.1)
und fiihrt auf Hamilton-Gleichungen
Oult) (21.2),(22.1) 0, Pa(t) (21.2),(22.1) 0. (22.2)
die sich unmittelbar integrieren lassen:
Qu(t) = Q, = konstant, P,(t) = P, = konstant . (22.3)

Wir suchen nun die Erzeugende F»(q, P, t) derjenigen kanonischen Transformation, die die Hamilton-

Funktion H(q, p,t) auf die triviale Hamilton-Funktion (22.1) abbildet. Aus (21.34) und (22.1) folgt

zunichst die Bedingung

0F,(q, P, t)
ot

Mit Hilfe der Transformationsgleichungen (21.32) geht dann (22.4) in die zeitabhéngige Hamilton-
Jacobi-Gleichung iiber:

H(q,p,t) + =0. (22.4)

H q q 8F2(ql,...,Qf,Pl,...,Pf,t) aFg(ql,...,Qf,Pl,...,Pf,t) t
1---54f, aql PR aqf )
8F2(q1,...,qf,P1,...,Pf,t)
= 0. 225
+ 5 (22.5)

Es handelt sich um eine nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Er-
zeugende Fy(q, P,t), wobei die alten generalisierten Koordinaten ¢, und die Zeit ¢ als Variablen
auftreten. Die vollstdndige Losung von (22.5) beinhaltetet deshalb f 4 1 Integrationskonstanten.
Davon ist eine Integrationskonstante trivial, da F5(q, P, t) selbst nicht explizit in (22.5) enthalten
ist. Mit Fy(q, P,t) ist offensichtlich auch Fj(q, P,t) = Fyx(q, P,t) + f(P) eine Losung von (22.5).
Die restlichen f nichttrivialen Integrationskonstanten kénnen wegen (22.3) mit den neuen genera-
lisierten Impulsen P, identifiziert werden.

201
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Wir denken uns nun die zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung (22.5) gelést und wollen
mit der bekannten Erzeugenden Fy(q, P,t) die Losung der urspriinglichen Hamilton-Gleichungen
(20.21)

ql/:qV(q?7"’)q‘??p??"’?p%)t)? pl/:pll(q?7"'7q?)p?7"')pg7t); lj:l)"'?f (22'6)

berechnen. Hierbei bezeichnen ¢Y und pY die Anfangsdaten der generalisierten Koordinaten g,
und Impulse p, zur Zeit ¢t = 0. Zunichst werten wir die Transformationsgleichungen (21.32) und
(21.33) zur Zeit ¢ = 0 aus:

8F2(q[1],...,q?,Pl,...,Pf,O).

0 _ —

P, = o0 ;o ov=1,...,f, (22.7)
OFs(q0,....q% Pr,..., P;,0

Qu = (0 gp AR ); a=1,....f. (22.8)

Es handelt sich um 2f algebraische Gleichungen, aus denen sich die nach (22.3) vorliegenden
Integrationskonstanten ), und P, als Funktion der Anfangsdaten ¢ und p! ausdriicken lassen:

QO&:QQ(Q?:"'aq?ap(l)v"'vp(})a Pa:Pa(Q?aaQ?vp?aap(})7 Oézl,...,f. (229)
Fiir beliebige Zeiten ¢ lauten die Transformationsgleichungen (21.34) und (21.35)

8F2(q1,...,qf,Pl,...,Pf,t)'

L = Cov=1,...,f, 22.10
D e v f ( )
OFy(qus. .. qs. Pry... Pyt
Qu = 5(q1, -5 q5, Py, Py, ); a=1,....f. (22.11)
OP,

Zunichst kann (22.11) nach den alten generalisierten Koordinaten aufgeldst werden:

@ =0Q1,....,QfP1,....,Pr,t); v=1,...,f. (22.12)
Setzt man (22.12) in (22.10) ein, so ergeben sich schlieflich auch die alten generalisierten Impulse
P =pu(Q1,..., Q. Pr,...,Ppit); v=1...,f. (22.13)

Aus (22.9), (22.12) und (22.13) folgen schliefilich die gesuchten Losungen (22.6) der Hamilton-
Gleichungen (20.21).

Die Erzeugende Fi(q, P,t) als Losung der zeitabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung &t sich
physikalisch interpretieren. Hierzu betrachten wir deren totale Zeitableitung, die mit der Lagrange-
Funktion identifiziert werden kann:

(20.17)

dFQ(q,P, t) ! aFQ . i 6F2 . @ (21.32):(i2)7(22.4) ép q —gv="r (22 14)

= - Yv —P,
dt g, " T 290,

=1 v=1

Die Integration von (22.14) zeigt, dafs die Erzeugende F5(q, P,t) bis auf eine Integrationskonstante
die Wirkung entlang der Bahnkurve darstellt. Deshalb wird sie hiufig auch als Hamiltonsche
Wirkungsfunktion bezeichnet.

22.2 Zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir betrachten nun eine Hamilton-Funktion H (g, p), die nicht explizit von der Zeit abhingt. Zur
Losung der zeitabhingigen Hamilton-Jacobi-Gleichung (22.5) machen wir den Ansatz

Fy(q,P,t) = Fy(q,P) — H(P)t, (22.15)
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der die Abhéngigkeiten von den alten generalisierten Koordinaten ¢, und der Zeit ¢ separiert und
die Separationskonstante H (P) enthélt. Einsetzen von (22.15) in (22.5) fiithrt auf die zeitunabhén-
gige Hamilton-Jacobi-Gleichung

B(qi,...,q¢,P1,...,P By(qi,...,q¢. P1,...,P ~
H<qla-";vaa 2(q1/ ’;f’ L - f)vaa 2(q1 aqf . f)> :H(Pla"'vpf)a
1 af
(22.16)
wahrend die Transformationsgleichungen (22.10), (22.11) lauten
E(qi,....qp.P1,..., P
py = 7] 2((11, ,qf, 11, ’ f)’ 1/21,...,f, (2217)
99,
_ aﬁQ(Qla"'anfpla"wPf) 8ﬁ(P177Pf) . _
Qu = I - o t; a=1,....f. (2218

Da die Hamilton-Funktion H(q, p) nicht explizit von der Zeit abhingt, kann man die Separations-
konstante H(P) in (22.19) mit der Energie des Systems identifizieren.

Bisher wurde die Hamiltonsche charakteristische Funktion ﬁg(q, P) lediglich als Bestandteil
der Hamiltonschen Wirkungsfunktion F(q, P,t) betrachtet. Wir kénnen aber Fy(q, P) als die
Erzeugende einer eigenen kanonischen Transformation auffassen, deren Eigenschaften von der
durch F>(q, P,t) erzeugten kanonischen Transformation etwas verschieden sind. Aus (21.36) und
(22.16) folgt, dak die neue Hamiltonsche Funktion gegeben ist durch

H'(Q,P)=H(P), (22.19)
so dafs die neuen generalisierten Koordinaten @a zyklisch sind. Die neuen Hamilton-Gleichungen

x (21.2),(22.19) 8?[(P1 (t),..., Ps(t)) (21.2),(22.19)

N , P, = : =1,..., 22.2
Qult S (t 0; a ;oo (@220
lassen sich unmittelbar integrieren:

~ H(Py(t),...,P

Gaty = PO Py 0 p =Py a=1,....f. (22.21)

9P (2)

Die zu den zyklischen generalisierten Koordinaten @a kanonisch konjugierten Impulse sind dem-
nach tatséchlich Erhaltungsgrofen. Die Transformationsgleichungen (21.32), (21.33) von F(q, P)

aﬁg(ql,...,qf,Pl,...,Pf)

Pv = a ; V:]'""va (2222)
qv

_ OFy(qi,....qp, Py, P

Qo = 5 (a1, ,aq],;, L f); a=1,....f, (22.23)

sind dann wegen (22.21) offensichtlich mit denen von F>(g, P,t) in (22.17) und (22.18) identisch.

Die Hamiltonsche charakterische Funktion ﬁg(q, P) besitzt eine physikalische Bedeutung, die
der der Hamiltonschen Wirkungsfunktion F5(q, P,t) sehr dhnlich ist. Fiir die totale Zeitableitung
erhalten wir

- a_ + Pa =

o f o f = f
dlFy(q, P) OF; . OFy - (22.20),(22.22) .
= v a vy 22.24

i 2 90, ! 2 o, ;p q ( )

so dafs die Zeitintegration ergibt

f f

-~ dQU

Fy(q, P) :/ E pugdtz E /pudQu- (22.25)
v=1 v=1
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22.3 Harmonischer Oszillator

Wir betrachten als Beispiel den harmonischen Oszillator, dessen Hamilton-Funktion schon in
(20.57) aufgestellt wurde. Die zeitabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung (22.5) fiir die Hamilton-
sche Wirkungsfunktion F5(q, P, t) lautet in diesem Fall

1 (8F2(q,P,t)>2 L1

- »

mw2q2 + aFQ(qu-Pt)
2m

=0. 22.2
2 ot ( 6)

Da die Hamilton-Funktion (20.57) des harmonischen Oszillators nicht explizt zeitabhingig ist, 148t
sich die Hamiltonsche Wirkungsfunktion geméif (22.15) separieren:

Fy(q, P,t) = Fy(¢q, P) — H(P)t, (22.27)

wobei die Separationskonstante H (P) als Energie des Systems mit dem neuen Impuls als Erhal-
tungsgrofe identifiziert werden kann. In Analogie zu (21.24) setzen wir

H(P)=wP. (22.28)
Durch (22.27) und (22.28) geht (22.26) in die zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung iiber:

- 2
1 (0Fx(q, P) L 929
— Z =wP. 22.2
5 ( 9 + 5w g = w (22.29)
Eine Umformung von (22.29) ergibt
8@ (q. P) 1
P S 2 _ 2,2 X
94 m | wP 5w | (22.30)

so daf sich durch Integration die Hamiltonsche charakteristische Funktion ergibt:

q
Fy(q,P) = /\/zme — m2w22dq. (22.31)

Hierbei wurde eine nur von P abhéngige Integrationskonstante weggelassen. Das Standardintegral

z
(Bronstein)
/ Va2 — 22dz =

fiithrt dann (22.31) iiber in

- [mwP | /
F(q, P) = m%q 1—%(]2—1—Parcsin %q. (22.33)

Mit dieser Hamiltonschen charakteristischen Funktion 1afst sich der Zusammenhang zwischen den
alten und den neuen Variablen berechnen. Als Nebenrechnung betrachten wir zunichst deren
partielle Ableitung nach ¢

2

Va2 — 22 + L aresin 2 (22.32)
2 a

N8

aﬁ’g(q, pP) mwP mw q 1 mw 1 mw
e l) o ety eyt -y byp - [0
dq 2 2P 2/1- 3242 2P V1-22q2 V2P
_ mwP 1 { mw o W , n 1}
- 2 1 I=g 2P~ opf

1
9
no [\]
'C»J %
LS &
~
=
|
‘3
&
(S
[\
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und nach P

aﬁ'g(q,P) B mw meq MW 2 aresin /T
or 2\/_ \/ T 2 2p2 op !

( q)
\/W 2 p3/2

= q e ! { mw2+_ 71}+arcsin me
- 2P T-D=g op ! T op ! op !

[mw
= i —q. 22.34
arcsing [ o=¢ ( )

Aus der Transformationsgleichung (22.18) folgt dann mit (22.28) und (22.34)

Q = arcsin \/gq —wt = qt)= jj: n(Q + wt) (22.35)
und aus (22.17), (22.30) und (22.35) ergibt sich
P(t) = V2mwP cos(Q + wt) . (22.36)
Unter Beriicksichtigung von (22.28) stimmen (22.35) und (22.36) mit (21.25) iiberein.

Abschlieffend fithren wir bei der Hamiltonschen charakteristischen Funktion (22.33) eine Legendre-
Transformation beziiglich des neuen Impulses P durch. Aus der Transformationsgleichung (22.23)

ergibt sich mit (22.34)
~ mw mw 1
Q = arcsin 4/ 5p ¢ 5 4 S0 ( )

Die Legendre-Transformierte zu F (¢, P) ergibt sich dann gemaf (21.26) zu

ﬁl(Qa@) = F2 Qa

P
(22.39) \/Eq 1_ﬁq +Parcsm\/7q—QP

(22.37) \/qu2 mwqg: 1 1 mwgsin? Q  mwg? 1

2 2 sin?2Q 2 %{12 2 sin?Q
. mwg? sin? C} ~
-y aresin —— o -Q
= Fi(q,Q) = Tq2 cot Q. (22.38)

Als Ergebnis haben wir damit die in (21.17) verwendete Erzeugende erhalten.

22.4 Separation der Variablen

Das Verfahren von Hamilton-Jacobi zur Losung mechanischer Probleme scheint auf den ersten
Blick nur von geringer praktischer Bedeutung zu sein. Anstatt die 2f gewohnlichen Hamilton-
Gleichungen muft man die partielle Hamilton-Jacobi-Gleichung l6sen und partielle Differentialgleichungen
sind bekanntlich schwerer als gewohnliche Differentialgleichungen zu 16sen. Unter gewissen Bedin-
gungen ist es jedoch moglich, die einzelnen Variablen in der Hamilton-Jacobi-Gleichung zu sepa-
rieren, so daf die Losung stets auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden kann. Praktisch ist das
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Hamilton-Jacobi-Verfahren nur dann eine niitzliche Rechenhilfe, wenn sich eine solche Separation
erreichen l&ft.

Wir betrachten den Fall, daf die Hamilton-Funktion eines mechanischen Systems von der Form

p) =Y Hu(qpv) (22.39)
ist, so dak die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung (22.16) lautet
cesqf Py, P ~
ZH < aFQ qla gf7 1 ) f)) :H(Pl,,Pf) (2240)
qv

Fiir die Hamiltonsche charakteristische Funktion E(q, P) machen wir dann den Separationsansatz

Fa(qr.-qp. Proo Py =Y Faulqu, Pr,. . Py, (22.41)

so dak (22.40) iibergeht in

f ~
S H, <qu, aFZ"(q"’aP“---:Pf)) — H(Pp.....Pf). (22.42)
— qv

In der gesamten Gleichung (22.42) tritt die Variable ¢, nur im v-ten Summanden auf der linken
Seite auf. Demnach zerfillt die Separationskonstante H(P) als Gesamtenergie gemaf

H(Py,....Pp)=> H,(Py,....Pf), (22.43)

und es gilt
OFy(qu, Pr,..., P -
Hy<qu, 2("81 f))_Hy(Pl,...,Pf); v=1,...,f. (22.44)
Qv

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man die einzelnen Separationskonstanten H, (Pr,...,Pf)
mit den neuen Impulsen identifizieren:

H,(Py,....,Pf)=P,; r=1,....f, (22.45)

wobei deren Summe gemafs (22.43) die Energie des Systems ergibt:

H(Py,....P;)=)_"P,. (22.46)

Setzt man (22.45) in (22.44) ein, so gibt offensichtlich

For(qu, Py, Py) = Fay(qu, P) (22.47)
und eine Umformung ergibt ~
8F 1% 128} Pl/
% = fu(QUa Pl/) . (2248)
qv
Dies 1afst sich unmittelbar integrieren
F2u qm /fu Gy P dQVa (2249)

wobei eine nur von P, abhingige Integrationskonstante weggelassen wurde. Durch Einsetzen von
(22.47) und (22.49) in (22.41) ist die Hamiltonsche charakteristische Funktion bestimmt.
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22.5 Ebene Bewegung eines Teilchens im Zentralfeld

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einer Ebene in einem Zentralfeld. In
kartesischen Koordinaten lautet dessen Lagrange-Funktion

L(z,y,&.9) = 232 + 42— V (\/12 n y2) . (22.50)

2

Aufgrund der Rotationssymmetrie dieses Problems bieten sich als generalisierte Koordinaten die
ebenen Polarkoordinaten ¢; = 7 und ¢ = ¢ an:

T =Trcosp, I =rcosp—rpsing, (22.51)
y=rsing, y=rsing+rpcosy. (22.52)

Einsetzen von (22.51) und (22.52) in die Lagrange-Funktion (22.50) fiihrt auf

L(r, .7, ¢) = %(7‘"2 Fr22) — V(r). (22.53)

Die zu den generalisierten Koordinaten r und ¢ kanonisch konjugierten Impulse lauten

oL (22. r
pr=t @25 i o = (22.54)
r m
OL (22.53) o . . Py
Pe=gp = P & P=% (22.55)

Durch eine Legendre-Transformation geht die Lagrange- in die Hamilton-Funktion {iber:

H(T7<Papr7pap) = p'f‘r +p¢§0 - L(nQDv/f‘a(;b)
2 2
(22.53) — (22.55) Dr j2% mp. M , Py
TR <7w 3 W))
2 2
- Py Po Ly, (22.56)

2m  2mr?

Da keine explizite Zeitabhéingigkeit vorliegt, ist die zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung
(22.16) fiir die Hamiltonsche charakeristische Funktion zu l3sen:

- 2 - 2
1 [ OFy(r, ¢, P, P,) 1 OF,(r, ¢, Py, P,) -
—[(ZRn i te) V(r) = H(P,,P,). 99.
2m ( or + 2mir2 Op V() ( ) (22.57)
Eine Umformung von (22.57) ergibt
OF,(r, ¢, P, P,) ’ 1 [ 0Fy(r,¢, P, P,) ’
2\T, @, Ly Ly _ 2 I _ _ 2\, @y Lpy Ly
<—8<,0 > 2mr* { H(P,,P,) — V(r) % <—8r ) . (22.58)

so daft die linke Seite nur von ¢ und die rechte nur von r abhingt. Deshalb miissen beide Seiten
gleich einer Konstanten ¢?(P,, P,) sein. Aus der einen Gleichung

OFQ(Ta(PaPTaPsO)

LT = (P Ry) (22.50)

folgt damit die Separation der Variablen

Fy(r, ¢, P, Py) = ¢c(Pr, Pp) + Fo(r, Pr, Py), (22.60)
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so dafs die andere Gleichung

OF5(r, Py, P,) - (P, Pp)
i A\ Rl A  P,) — S Sl R 72 22,61
5 2m < H(P.,P,) —V(r) Sy (22.61)
unmittelbar integriert werden kann
P, P
Bo(r. Po P,) /\/zm{H (P Py~ V(i) — S Te) gy (22.62)
T

Der Einfachheit halber werden die beiden Konstanten H (P, P,),c(Pr, P,) mit den neuen Impulsen
P,, P, identifiziert:
H(P.,P,)=P,, ¢P,P,)=P,. (22.63)

Die Hamiltonsche charakteristische Funktion ergibt sich damit zu

~ [ P2
Fy(r,p, P, Pp) = pPp + / \/zm{P, - V(F)}— F—“;dr”. (22.64)

Die Transformationsgleichungen (22.18) lauten

F P.P H(P,, P, _ . y
Qr _ 0 2(Ta(;9}; s 99) o 9 (ap W)t (22 63)i(22 64)/ det, (2265)
G r \/Qm P, — V(7)) - —*’
~ N P2
: » H(P., P 63),(22. —“’ y
g, = elne e Bp)  OH(P Py), 269,260 d7 (22.66)

o or / V(P -V (@) - %

Hierbei stellt (22.65) eine implizite Gleichung fiir (¢) dar, die in (22.66) eingesetzt ¢(t) ergibt. Ist
man dagegen an der Bahnkurve r(¢) interessiert, so 1afit sich diese direkt aus (22.66) berechnen.

22.6 Wirkungs- und Winkelvariablen

Wir diskutieren nun eine wichtige Modifikation des Hamilton-Jacobi-Verfahrens, das auf periodi-
sche Systeme zugeschnitten ist, bei denen man sich hufig mehr fiir die Frequenzen der Bewegung
als z.B. fiir die konkrete Gestalt der Bahn interessiert. Hierzu betrachten wir zunéchst ein einzel-
nes Paar von kanonisch konjugierten Variablen ¢ und p, d.h. die Projektion des Phasenraumes auf
eine einzelne p — g-Ebene. Man unterscheidet dann zwei Typen von Periodizitéten:

1. Bei einer Libration ist die Phasenbahn eine geschlossene Kurve, so dat ¢ und p periodisch
mit der gleichen Periodendauer 7' sind:

at) = qt +T),  plt)=p(t+T). (22.67)
Die Libration ist typisch fiir schwingende Systeme wie z.B. eine Feder.
2. Bei einer Rotation ist auch p periodisch
p(t)y=pt+T), (22.68)

q dagegen nicht mehr. Die generalisierte Koordinate dndert sich vielmehr nach der Periode
T um einen konstanten Wert ¢q:

q(t+T) =qt) +qo- (22.69)

Die Phasenbahn ist nun offen, wobei p jedoch eine periodische Funktion von ¢ ist. Die
Rotation tritt beispielsweise bei der Achsendrehung eines starren Korpers auf.
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Dv D

o [\

| > q. >q,

Libration Rotation

Diese beiden Bewegungstypen lassen sich unter Umstdnden auch an ein- und demselben System
beobachten. Das mathematische Pendel besitzt z.B. die Hamilton-Funktion (vgl. Kapitel 5)

2

- ¥ _
H(p,ps) = PE mgl cos . (22.70)
Da es sich hierbei um ein abgeschlossenes System handelt, kann man die Hamilton-Funktion mit

der erhaltenen Energie identifizieren
H(p,py) =E. (22.71)

Aus (22.70) und (22.71) erhalten wir den generalisierten Impuls, der dem Drehimpuls des Pendels
entspricht:

pp = mlp = /2ml2(E + mgl cos p) . (22.72)

Damit dieser generalisierte Impuls reell ist, muff der Radikant positiv sein:

E
cos > “ndl” (22.73)

Es gibt demnach zwei Fille:

1. E < mgl: Es handelt sich um eine Libration, da eine Auslenkung nur im begrenzten Win-
kelbereich [—q, ¢o] mit pg = arccos(—FE/mg) moglich ist.

2. E > mgl: Es handelt sich um eine Rotation, da alle Winkel ¢ md&glich sind und das Pendel
sich liberschlagt.

Diese beiden Fille lassen sich auch im Phasenraum unterscheiden. Dabei werden Libration und
Rotation durch eine Separatrix getrennt:

p
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Wir behandeln nun periodische Systeme im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie und betrach-
ten die Hamiltonsche charakteristische Funktion F(q,... .qf: P1,...,Pf) als bekannt. Die bei
der Losung der zeitunabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung (22.16) auftretenden Integrations-
konstanten wurden bisher immer unmittelbar mit den neuen Impulsen Pi,..., P identifiziert.
Diese Wahl ist aber nicht eindeutig, da wir auch irgendwelche Funktionen der Integrationskon-
stanten mit den neuen Impulsen identifizieren kénnten. Fiir periodische Systeme ist es geschickt,
die sogenannten Wirkungsvariablen

Ju:j{pydqy; v=1,....f (22.74)

als neue Impulse anzusehen. Dabei erfolgt die Integration iiber eine volle Periode der Libration bzw.
der Rotation, so daft wir die Wirkungsvariablen mit den folgenden Fl&cheninhalten identifizieren
kénnen:

Dv D
J, J,

(=D

| > q. >q,
Libration Rotation
Wir identifizieren nun die neuen Impulse P4, . .., Py in der Hamiltonschen charakteristischen Funk-
tion Fp mit den Wirkungsvariablen Ji,. .., Js:
Fg(ql,...,qJC,Pl,...,Pf) = Fg(ql,...,Qf,Jl,...,Jf). (22.75)

Nach (22.16) ist dann auch die neue Hamilton-Funktion H ausschlieflich eine Funktion der Wir-
kungsvariablen Ji, ..., Jy:

H(Py,...,P;) = H(J,....Jp). (22.76)

Wir kommen nun zu den Winkelvariablen wi,...,wy, die man als die zu den Wirkungsvariablen
J1,...,Js kanonisch konjugierten Variablen einfiihrt:

P,=J, & Q,=w,; v=1,...,f. (22.77)

Wie aus der neuen Hamilton-Funktion (22.76) hervorgeht, sind die Winkelvariablen wy, ..., wy
alle zyklisch. Die Losung der neuen Hamilton-Gleichungen

) (22.20) OH (Jy(t), ..., J4(1)) . (22.20)
L) = . L=V 0; v=1,..., 22.
0 N0 T *E0; i (22.78)
ist dann trivial gegeben durch
w ) “EV vt QLW =T v=1, (22.79)
wobei die Frequenzen .
VV:%M; v=1,...,f (22.80)

auftreten. Auferdem lauten die Transformationsgleichungen (22.22), (22.23) der Hamiltonschen
charakteristischen Funktion (22.75)

- OFy(q, ,;;,Jl, ,Jf>; v=1,....f, (22.81)

OFs(q1, - qp Jiye ... ]
v, — OB(a, ,é)q;, 1, ,f); v=1,....f. (22.82)
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Damit haben wir das in Abschnitt 22.2 geschilderte Hamilton-Jacobi-Verfahren lediglich auf Wirkungs-
und Winkelvariablen umgeschrieben, aber noch keinen besonderen Vorteil erarbeitet. Deshalb un-
tersuchen wir nun die physikalische Bedeutung der Wirkungs- und Winkelvariablen, indem wir die
Anderung der Winkelvariable w, bei einer Anderung der generalisierten Koordinate q, iber eine
volle Periode berechnen:

5w —%dw B aw,,d (22.82) 9% Fy 0 OFy
" ”_“ v =P g, T 9,07, " = a1, | g, "™
(22.81) O (22.74) 0J,,
— N d " = = 5l/t . 22.83
o, %pu q, aJ, 1 ( )

Dies bedeutet, dafs sich die Winkelvariable w, nur dann &ndert, wenn sich ¢, = ¢, {iber eine
Periode dndert. Bezeichnet T, die Periodendauer von ¢, so gilt in diesem Fall

wo(t + 1) P w0 + 1. (22.84)

Mit Hilfe von (22.79) besagt dies
it+T)+Qu=v.+Q. +1 = v, =—. (22.85)

Demnach ist die durch (22.80) definierte Grofe v, gerade die Frequenz der zu ¢, gehérenden pe-
riodischen Bewegung. Hierin liegt die eigentliche Bedeutung der Wirkungs- und Winkelvariablen,
da sie durch (22.80) eine Bestimmung der Frequenzen periodischer Bewegungen gestattet, ohne
die vollsténdige Losung fiir die Systembewegung gewonnen zu haben.

Wir demonstrieren das Vorgehen am Beispiel des harmonischen Oszillators. Wie schon in Ab-
schnitt 20.7 erldutert, ist die Trajektorie im Phasenraum eine Ellipse mit den Halbachsen

[2E 1
QO e —_—, po = 2mE . (22.86)
m w

Der Fléacheninhalt dieser Ellipse ist dann gerade die Wirkungsvariable:

_ _ 2E1 —— 2
g B ]{pdq = mpogo “E" o Vb= UWE (2287)

Die neue Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators, die mit der Energie E identifiziert
werden kann, hat dann gemaf§ (22.87) die einfache Gestalt

~ w

H(J)=—J. (22.88)
27
Fiir die Frequenz v der periodischen Bewegung erhalten wir dann das erwartete Ergebnis

(22.80) BFI(J) (22.88) W
N oJ oo

v (22.89)

22.7 Kepler-Problem

Das Beispiel des harmonischen Oszillators diente lediglich dazu, die Methode der Wirkungs- und
Winkelvariablen zu illustrieren. Der Nutzen dieser Methode zeigt sich erst bei anspruchsvolleren
Problemen wie z.B. der Himmelsmechanik. Wir betrachten im folgenden das dreidimensionale
Kepler-Problem, dessen Lagrange-Funktion in kartesischen Koordinaten durch

«

/CEQ +y2 —|—22

L.y, z,0.9.2) = 5@ +37+ ) + (22.90)
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mit o > 0 gegeben ist. Aufgrund der Rotationssymmetrie wihlen wir als generalisierte Koordinaten
die Kugelkoordinaten ¢; = r,q2 = 9,q3 = ¢:

z = rsind cos p, i = 7 sin ¥ cos p + Ur cos 1 cos p — Grsindsin g, (22.91)
y = rsindsin p, § = 7 sin 9 sin ¢ 4 Jr cos ¥'sin ¢ + ¢rsind cos ¢, (22.92)
z = rcosd, 2 =7 cost — Ursind. (22.93)

Einsetzen von (22.91)-(22.93) in die Lagrange-Funktion (22.90) fiihrt auf
L(r,9, 0,70, p) = %(1«2 + 022 + G2 sin? ) + = (22.94)
T

Die zu den generalisierten Koordinaten r, v, ¢ kanonisch konjugierten Impulse lauten

0L (22.94)

=g mi e =i (22.95)
7 m
OL (22.94) 5 Dy
Dy = W mrd & U=-"5 (22.96)
OL (22.94) . . . p
Py = % = mr2 Sll’l2 19@ = » = m . (2297)

Durch eine Legendre-Transformation geht die Lagrange-Funktion (22.94) in die entsprechende
Hamilton-Funktion iiber:

H(r, 9, 0,Pr. Po: Do) = Pop + Pyt + po? — L(1, 9, 0, 7,9, ¢)

2 2 2
(22.94)7(22.97) Pr Py p‘P m p,r pﬁ 2 pw 2 . 9 v
= — - = = r resin“d p — —
P TPt Pe mrZsin?9 2 { m? Al m2rt sin* ¥ r
_ P P, _a (22.98)
2m  2mr?2  2mr2sin?9 v

Da keine explizite Zeitabhiingigkeit vorliegt, ist die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung
(22.16) fiir die Hamiltonsche charakteristische Funktion Fy(r,9,¢) = Fa(r,9,¢,J,, Hy, J,) zu
16sen:

1 <8F2(r,19,g0)>2+ 1 <8F2(r,19,¢)>2+ 1 (aFZ(T70’W)>2_5 =E, (22.99)

2m or 2mr2 v 2mr2 sin? 9 Oy

wobei die neue Hamilton-Funktion H (Jr, J9, J,) mit der Energie E identifiziert wird:
H(J,, Jp,J,) =E. (22.100)
Das Problem ist separierbar:
Ey(r,9,0) = For(r) 4+ Fop(9) + Fay (). (22.101)

Da die Variable ¢ gemif (22.98) zyklisch ist, wihlen wir fiir Fb,(¢) die identische Transformation
analog zu (21.35): )
Fou(p) = Cup. (22.102)

Einsetzen von (22.101) und (22.102) in (22.99) fiihrt auf
. 2 . 2 )
L BFQ,«(T) + 1 8F20(19) + Cap _ g - E
2m or 2mr? oY 2mr2sin®y  r

= 2 <3Fzr(r)> B (% +E> or? — <3F219(19)> & (22.103)

or Bl sin?29
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Da die linke Seite nur von r und die rechte nur von ¢ abhiigig ist, muf jede Seite fiir sich bereits
eine Konstante sein:

~ 2
OF5y (0 C?
(20) 5, - e -
~ 2
OF,. (1) c; o
<T +T_2 = Zm(E—l-?). (22.105)

Hierbei stellen F,C,,Cy die Integrationskonstanten dar. Die physikalische Bedeutung von E ist
offensichtlich die Energie des Systems. Um auch die anderen Integrationskonstanten C, und Cy
physikalisch interpretieren zu kdnnen, betrachten wir die Komponenten des Drehimpulsvektors

. € € € Yz — 2y
L=rFrxp=| z 'y =z |=| zt—2z |m (22.106)
mT my mz Ty — YT
in Kugelkoordinaten
L, (22.100) m(yz — zy) (22:92),(22.95) m{rsind sin (7 cos ¥ — Irsin )
—r cos 9(7 sin 9 sin ¢ + Ur cos U sin ¢ + ¢r sin o cos ©)}
=  mr?{—dsinp — @sind cos v cos p} , (22.107)
L, (22,106) m(z& — mz’)(zz'gl)i(m'%)m{r cos V(7 sin ¥ cos p-+Ur cos 1) cos p— @r sin 9 sin )
—rsind cos (i cos ) — Ursin J)}
= mr?{dcosp — psind cosVsin p} , (22.108)
L, (22,106) m(xy— y;i:)(22'91)’:(22'92)m{r sin 1 cos (7 sin ¥ sin @ -+0Ur cos psin @+ ¢r sin 1 cos ¢)
—rsin 1 sin @ (7 sin 1 cos @ + Ir cos ) cos ¢ — prsind sin )}
= mripsin®9. (22.109)

Fiir das Quadrat des Drehimpulsvektors erhalten wir dann in Kugelkoordinaten:

2
22.96),(22.97) o Py,

2or2y L; 412 (22.107)—(22.109) m2r4 {9 + ¢ sin? 9} (22.96),(2 P+ —2 (22.110)
sin
Aus den Transformationsgleichungen (22.81) folgt fiir die generalisierte Koordinate ¢
22.81) OFy(r, 0, 22.101) OF 22.102 22.97),(22.109
, 280 2(r, 0, ) (22.101) 2“’(99)(:)0@( L2100 (22.111)

e e

und entsprechend fiir die generalisierte Koordinate ¢

. 2 . 2
2 (22.81) OF5(r, 9, @) (22.101) OF59(9) (22.104) 5 c? (22.111) p v
v oY ol v sin?9 7 sin® 0
2
S 02 = phg e 2107 (22.112)
sin® ¢

Demnach entspricht die Integrationskonstante C,, gerade der z-Komponente des Drehimpulses L
und die Integrationskonstante Cy dem Betrag des Drehimpulsvektors L.
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Wir berechnen nun die einzelnen Wirkungsvariablen

Jo = fpg,dgo, (22.113)
Jg = fpﬁdﬁ, (22.114)
Jr = %prd,r. (22.115)

Die Wirkungsvariable J,, ergibt sich unmittelbar aus (22.81), (22.101), (22.102) und (22.113):
Jp=27C,. (22.116)

Bei der Berechnung der Wirkungsvariable Jy ist zu beachten, daff der Impuls

2
P (22.81),(22.101) 8F§:9( ) (22104) 3 - Sif;ﬁ (22.117)
reell sein mufs. Es gilt demnach
sin2 9 > % c=22 (22.118)
c Co
so daft es Umkehrpunkte ¥; und 2 gibt mit
Y1 = arcsin %, Vg =1 — V. (22.119)

sin ¥

Wertet man das Umlaufintegral (22.114) aus, so muf man in (22.117) fiir das Integral von ¥; nach
2 das positive und fiir das Integral von 95 nach ¢; das negative Vorzeichen verwenden. Deshalb
ist nach (22.114), (22.117)-(22.119) zu berechnen

V2
/ 1
J19 = 2C¢/ 02 - md'ﬂ (22120)
Y1

Die Stammfunktion des in (22.120) auftretenen Integrals lautet

V2sin? 9 — VeZsin? 9 —

\/ = arccot———— + ¢ arctan ——— (22.121)
cosv ccos
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wie man durch explizites Differenzieren nachweisen kann. Bei der Integration von ¥; < 7/2 nach
Y9 > /2 in (22.120) werden die Argumente der arctan- und der arccot-Funktion in (22.121) an
der Stelle ¥ = 7/2 singuldr. Deshalb ist das Integral in (22.120) von ¥; nach ¥, in die beiden
Integrale von ¥, nach 7/2 und von 7/2 nach 9, aufzuspalten:

/2 1 7 1
gy B2 o, / N E— dﬁ+/,/c2— m—;
9, sin” 1 sin 29

/2
(22.121) VeZsin? 9 — 1 V2sin?d — 1 e
= 2 | tan ——————— 22.122
cp § |arcco g, + carctan p— ( )
91
2 2 LE
VcZsin®d — 1 vVeZsintd — 1
+ |arccot ———— 4 carctan — (22.123)
cos ¥ ccosv P

Wertet man als Integrationsgrenzen die beiden Umkehrpunkte 97 und ¥5 aus, so ergeben sich
aufgrund von (22.119) keine Beitrige. An der Integrationsgrenze 7/2 erhélt man wegen der Limites

lim arctanz = + ,  lim arctanz = T , (22.124)
r——+00 Tr——00 2
lim arccotz =0 lim arccotz = —n (22.125)
r——400 T——00
das Ergebnis
(22.118)

Jy =2mcy,(—14c¢) 27(cy — ¢p) . (22.126)
Wir bemerken, daf fiir die Berechnung der Wirkungsvariablen J, und Jy nicht die konkrete Form
des Kepler-Potentials eingegangen ist. Die Resultate (22.116) und (22.126) gelten deshalb fiir je-
des zentralsymmetrische Potential, bei dem die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung durch
Separation der Variablen gelost werden kann.

Bei der Berechnung der Wirkungsvariable J,. in (22.115) ist ebenfalls zu beachten, daf der
Impuls

(22.81),(22.101) al;gr(r) (22.105)

br or

£1/2m(E — Vgt (1)) (22.127)

sowohl positiv als auch negativ sein kann. Das in (22.127) eingefiihrte effektive Potential lautet

2 2
« cy  (22.116),(22126) «a  (Jp + Jy)
Vert(r) = —— + 5 = i Rl (22.128)

Das effektive Potential (22.128) besitzt ein Minimum bei r¢ mit

a  (Jo+Jy)? (Jp + Jg)?
R O _ et Jo) 22.12
et (o) 8 4mmrd = To 4m2ma ( 9
und nimmt dort den Wert
Vaee(ro) (22.128),(22.120) @« (Jo + Jg)? 167*m2a® B 2m2ma®  (22.129) _a
eff\no B Uetdo2 sr2m (J,+J9)t  (Jo+J9)2  2r

(22.130)
an.
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Fiir gebundene Zustéinde konnen wir £ < 0 voraussetzen, so daf eine periodische Bewegung
vorliegt. Die Umkehrpunkte r; und ry dieser periodischen Bewegung ergeben sich als die Nullstellen
des Radikanten in (22.127):

(22.128) « (Jg, + Jﬁ)Q
E=Y = E4+——-——-" =0. .
ete(r1,2) s 82 T%,z 0 (22.131)

Wertet man das Umlaufintegral (22.115) aus, so muft man in (22.127) fiir das Integral von r; nach
ro das positive und fiir das Integral von r3 nach r; das negative Vorzeichen verwenden. Deshalb
ist nach (22.115), (22.127) und (22.128) zu berechnen

r2 T+ Jg)2 d
Jp = 2\/2m/ \/Er2 +ar— Je o) dr (22.132)
T1

&m2m r

Aus den Formeln (2.261), (2.266) und (2.267.1) der Integraltafel von Gradshteyn und Ryzhik lesen
wir ab

V b 2 2a+ b
J e T
T

Vb2 — dac

2cx
arcsin Zertb a<0,c<0,b*— 4dac >(@2.133)

b
2v/—c Vo2 — dac’
Mit den Identifikationen

J,+ Jy)?
a:_(g+7219)<07 b:a7 c:E<O, b2—4ac=a2+
mem

(‘LP + Jﬁ)zE

0 22.134
2m2m = ( 34)
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erhalten wir aus (22.132) und (22.133)

2
Jo +J9)2  JptJ ar — UgtZol
Jr = 2vV2m \/Er2 +ar — (Jo +2 ») _ 2oty arcsin AnZm
8mem 27/ 2m, rJa? 4 (Jo+J9)2E
2m2m
r2
o} arcsi 2Er 4+«
— ———— arcsin
2y/—FE a? + (Jo+Js)2E
2m2m r
(Jp+J9)> (Jo+7T9)?
BE Jo +J, arg — ~ ary — e
(22:131) —2V2m W\—/i__ﬁ arcsin 2 dnm — — arcsin ! dn?m -
2w/ 2m, ror/a2 + (J“’;ff,f E o+ (Jg,zfrﬁz E
2F 2F
—— 2 [ aresin ptao — arcsin nto . (22.135)
W\ g e
Die Differenzen zweier arcsin-Funktionen berechnen sich gemafs
arcsinz — arcsiny = « + [ arcsin (x\/l — 2 —yV/1— xQ) , (22.136)
wobei filir die Parameter « und  die Fallunterscheidungen
| [ [ 5]
2y > 0 oder 22 +92 <1 0|1

z>0,y<Oundz?2+¢y2>1| 7 | -1

r<0,y>0und 2?2 +9y*>1 | -7 | -1

gelten. Fiir die erste Differenz in (22.135) gilt

_ Uetdo)® _ Uetds)?
PR I TS S (22.137)
rofor S o s
und wir erhalten
2 2
1 (Jp + Jg)? (Jp+ Jg)? (22.131)
2 2 - _ e 7Y _ e T YY) )
Ty = a? + (Jw;riga)"’E {{a A2 mr, + |a pp— 2, (22.138)
T™T=m
wobei die Ungleichungen
Jo + J9)? (22.129 <0 fir r
ary s — % 2229 —ro){ S0 fiir T; (22.139)

vorliegen. Fiir die zweite Differenz in (22.135) gilt entsprechend

2F 2F
v = rta . y- nta — (22.140)
RN D
so daf wir ) ( :
2,2 2 27 (22.131
2?4y’ = i AT [(2Br2 + a)* + (2Br +a)?] =2 (22.141)
2m2m
und die Ungleichungen
(22.129),(22.131) To >0 fir r
2E715 + o = oY (R - 1) { 20 fir (22.142)



erhalten. Demnach folgt aus (22.135)-(22.142)

Jo+Js)? ( _ (J<p+l0)2)
J, = —2/2m w T — arcsin arz — ( ZTrQrZ) 1_ ar 4m2m
t Jo+J9)2E
" rayfor + BN o (o )
2
2 (JptJg)?
_an - % ~ (arz - ﬁ)
Jo+J)2E
oo S| e )
Q@ . 2Ers + « \/ (2Er1 + «)?
———— | —m — arcsin
o/ (J.+J2)°E
Wb a? + (J“’zfriffE a4
2Er1 + (2Ersy + «)? (2.490) om
2 o2 4 UetTo)’E —(Jp + Jo) + may | — (22.143)
02 4 Uetlo)E a2 4 Uetlo)'F —
T 272m

Da die neue Hamilton-Funktion H (Jo, J9, Jr) mit der Energie E identifiziert werden kann, folgt
aus (22.143)

2mma

H(Jyp, Jy, Jr) = Ut T T

(22.144)

Da die drei Wirkungsvariablen J,, Jyund J, gleichberechtigt in der neuen Hamilton-Funktion
(22.144) auftreten, sind die drei Frequenzen

(22.80) OH (J 5, Jg, Jy) (22.80) OH (J 5, Jg, Jy) (22.80) OH (J 5, g, Jy)
2. 2.8 ) 2.80) 91 e, J9, Jr) 22.145
Ve a1, a1, T al, ( )
der periodischen Bewegung gleich
Am’ma
V=V, =Uy =1, (22.146)

Man spricht deshalb auch davon, daf diese Bewegung entartet ist. Fiir die Periodendauer erhalten

wir
o 1z eue 1 2n2ma? \ * = o | — (22.147)
v N 4m2ma? ~-FE T ‘

Der Vergleich mit (22.22) und (22.24) zeigt, daff (22.147) dem dritten Keplerschen Gesetz ent-
spricht (vgl. Abschnitt 8.3).
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