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Vorwort

Physikalische Naturgesetze lassen sich immer mit Hilfe von Formeln quantifizieren, so dass
die Mathematik eine ,, Sprache “ darstellt, in der physikalische Gesetzméafligkeiten prézise for-
muliert werden. Daher kommt der Ausbildung in Hoherer Mathematik im Physikstudium ei-
ne grundlegende Bedeutung zu. Zu Beginn des Physikstudiums, wenn in Lehrveranstaltungen
iiblicherweise die Experimente und die daraus resultierenden Gesetze der Mechanik und der
Elektrodynamik behandelt werden, liegen aber diese Grundkenntnisse in der Héheren Mathe-
matik in der Regel noch nicht vor. Sie werden nach den Studienpldnen normalerweise erst
zeitversetzt in hoheren Semestern im Rahmen von Vorlesungen der Mathematik oder aber der

Theoretischen Physik vermittelt.

Aus diesem Grund wird am Fachbereich Physik der TU Kaiserslautern zunéchst vor Vorle-
sungsbeginn fakultativ ein zweiwochiger Kompaktkurs in Mathematik angeboten, der die
Schulmathematik wiederholt [I]. Schon im ersten Semester des Studiums fiithrt dann die Lehr-
veranstaltung Mathematische Grundlagen der Physik in die mathematische Methoden
der Physik ein. Hierbei werden ausgehend von der Schulmathematik genau die Grundkenntnisse
der Hoheren Mathematik vermittelt, die fiir die Studienanfinger in der Physik benotigt wer-
den. Dabei werden diese mathematischen Methoden anhand des konkreten Anwendungsbezugs
in der Physik entwickelt, so dass eher exemplarisches Rechnen sowie anschauliches Verstehen
und weniger die mathematische Strenge im Vordergrund stehen. Zum einen werden Vekto-
ren, Matrizen, komplexe Zahlen, Differentiation und Integration von Funktionen mit mehreren
Veranderlichen sowie lineare gewohnliche Differentialgleichungen behandelt, da deren Kennt-
nisse fiir die Beschreibung der Newtonschen Mechanik benétigt werden. Zum anderen werden
aber auch Grundkenntnisse der Vektoranalysis vermittelt, die die Differentialoperatoren Gradi-
ent, Divergenz und Rotation sowie die Integralsidtze von Gaufl und Stokes umfassen, da sie fiir
die Formulierung der Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik essentiell sind. Trotz des Um-
fanges von wochentlich vierstiindigen Vorlesungen, zweistiindigem Tutorium und zweistiindigen
Ubungen muss hier allerdings angesichts der Fiille des Stoffes eine gewisse Auswahl getroffen

werden.

Das vorliegende Vorlesungsmanuskript zur Lehrveranstaltung Mathematische Grundlagen
der Physik stellt kein Originalwerk dar, da viele Anregungen von Vorlesungsmitschriften
und Monografien miteingeflossen sind. Der erste Teil zur Newtonschen Mechanik beruht auf

der Vorlesung Theoretische Mechanik, die ich zwei Mal an der Freien Universitit Berlin

il



v

fir Diplom-Studenten im dritten Fachsemester hielt [2]. Allerdings muss hierzu das dama-
lige Skript erweitert werden, um wesentliche Konzepte der Hoheren Mathematik fiir Studi-
enanfianger padagogisch einzufiihren. Hierbei greife ich auf die langjdhrigen Erfahrungen meiner
Kollegen Hans Jiirgen Korsch [3] und Michael Fleischhauer [4] zuriick. Der zweite Teil zur Vek-
toranalysis sowie deren Anwendung in der Elektrostatik und Magnetostatik beruht auf einer
zweistiindige Vorlesung Elektrodynamik, die ich fiir Lehramtsstudenten im Sommersemester
2005 an der Universitdt Duisburg-Essen sowie in erweiterter Form fiir Physik-Studenten im
zweiten Studiensemester im Sommersemester 2020 an der TU Kaiserslautern hielt. Dankens-
werterweise half mir Fernando Grumpe, das handschriftliche Manuskript dieser drei Kapitel
in ETRX zu iibersetzen. Zur Vertiefung des behandelten Stoffes und als Nachschlagewerke ver-
weise ich auf die einschldgigen Biicher [5-15]. Und schliefllich gilt der Dank meinem Kollegen
Georg Lefkidis fiir die Ubernahme des Tutoriums sowie den Ubungsgruppenleitern Carsten
Dittrich, Tobias Held, Til Mohnen, Stephanie Roden, und Enrico Stein. Sie alle haben durch
tatkréiftige Betreuung der Erstsemesterstudenten wesentlich zum Erfolg der Lehrveranstaltung

beigetragen.
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Kapitel 1
Vektorrechnung

In der Physik hat man es hédufig mit Gréflen zu tun, die eine Richtung besitzen. Wichtige
Beispiele hierfiir sind der Ort eines Teilchens, seine Geschwindigkeit oder die Kraft, die auf das

Teilchen wirkt. Solche gerichteten Gréflen bezeichnet man als Vektoren.

1.1 Rechenregeln mit Vektoren

Ein Vektor @ ist eine gerichtete Grofle, die durch einen Pfeil mit dem Betrag |@| und die
Richtung @/|d| definiert wird, siehe Abb. [L.1Ia). Die beiden grundlegenden Operationen von
Vektoren sind die Addition von Vektoren und die Multiplikation von Vektoren mit einer reellen
Zahl, die graphisch wie in Abb. [L.1b) eingefiihrt werden. Multipliziert man einen Vektor @ mit
einer reellen Zahl A, so fithrt dies auf den Vektor A@, der in Richtung von @ zeigt und den Betrag
Ad besitzt, siche Abb. [1.1k). Fiir diese beiden Operationen mit Vektoren gelten die folgenden

Rechenregeln:

a) Kommutativitét:

a+b = b+a, 1.1
AT = ah. (1.2)

b) Assoziativitét:
(@+b)+¢ = d+(b+7a), (1.3)
Apd) = (Ap)d (1.4)

c¢) Distributivitét:
A+ p)d = Aa+pd, (1.5)
ANad+b) = A+ \b. (1.6)
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/‘a\[/ 3 Z/ L B >
a) [ &) b) a+v )

Abbildung 1.1: Graphische Darstellung von a) einem Vektor, b) der Addition zweier Vektoren

und c) der Multiplikation eines Vektors mit einer rellen Zahl.

Abbildung 1.2: Zerlegung eines Vektors a@ in die Projektionen auf die drei Einheitsvektoren
€1, €2, €3 entsprechend ((1.7)).

1.2 Komponentendarstellung von Vektoren

Zu einem Vektor @ mit dem Betrag |@| ldsst sich ein Einheitsvektor € = @/|d| konstruieren,
der in Richtung von @ zeigt und den Betrag |€] = 1 hat. Ein Koordinatensystem wird durch
drei Einheitsvektoren €1, €5, €3 definiert, die jeweils paarweise senkrecht aufeinander stehen.
Projiziert man einen Vektor @ auf diese Einheitsvektoren, so ergeben sich die Vektoren a,éj,
a2€s, azfs, deren Addition wieder auf den Vektor @ fiihrt, sieche Abb. [1.2}

a= alé’l + aggg + a3€3 . (17)

Aufgrund dieser Komponentendarstellung schreibt man den Vektor @ durch das Tripel der

Projektionslangen aq, as, as:

a1
6 = a9 . (18)

as

Die drei Einheitsvektoren entsprechen dann den Tripeln:

1 0
e=o], a&a=|1|, &a=[0]. (1.9)
0 1
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A

<os (i > b

—
la) - ovaA
Abbildung 1.3: Projektion des Vektors @ in Richung von b.
Der Betrag des Vektors @ ergibt sich aus dem raumlichen Pythagoras:

d| = y/a} + a3+ a}. (1.10)

Die Addition zweier Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl sind

dann komponentenweise definiert:

ap + by Aay
a+b=|ay+by |, A= | s | - (1.11)
as + bg )\ag

1.3 Skalarprodukt zweier Vektoren

Einem Paar von Vektoren @ und b wird mit Hilfe eines Skalarproduktes ein Skalar zugeordnet,

indem das Produkt der Betrige der beiden Vektoren mit dem Kosinus des eingeschlossenen

-,

Winkels a = (@, b) multipliziert wird:
@-b=|al-|b|cosa. (1.12)

Anschaulich entspricht das Skalarprodukt der Lénge der Projektion von @ in Richtung von
b multipliziert mit |l;|, siehe Abb. . Das Skalarprodukt zweier Vektoren d, b geniigt den

folgenden Axiomen:

a) Kommutativitét:

i-b=b-a. (1.13)

b) Distributivitét:

A
—~
=
—_
S
~—

i-(b+d) = a-b+a-
(\@)-b = A@-b

Es gibt zwei wichtige Spezialfille des Skalarprouktes:
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1.) Sind @ und b parallel zueinander, ist also a = 0, so folgt

a-b=\al-|b, alb. (1.16)

—

Insbesondere gilt dann fiir b = @

@ =Va-a. (1.17)

2.) Sind @ und b senkrecht zueinander, ist also o = 7/2, so folgt

a-b=0, alb. (1.18)

Demnach gilt fiir das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren €; und €; eines Koordinatensystems

mit zueinander orthogonalen Koordinatenachsen
&€ =0y, (1.19)
wobei das Kronecker-Symbol definiert ist durch:

1; i=j
8i; = I (1.20)
0; i#7

Es seien nun zwei Vektoren @ und b in der jeweiligen Komponentendarstellung |) gegeben:

3 3
Q=Y a;é;, b=> bé. (1.21)
=1

J=1

Dann 148t sich mit Hilfe von (1.19) und (1.20) das Skalarprodukt @ - b durch die Komponenten

der Vektoren @ und b ausdriicken:

3 3 3 3
b= (Zaza) : (Zb 6;) Zzaibﬁi'@
i=1 Jj=1 i=1 j=1
3
= Z Z azb]&] Z &lb = a161 + &2b2 + CL3b3 (122)

i=1 j=1

ST

Hieraus lassen sich die folgenden Konsequenzen ablesen:

1) Bildet man das Skalarprodukt eines Vektors @ mit einem Einheitsvektor €;, so folgt un-

mittelbar aus (|1.22)
a;=a-¢. (1.23)

Demnach ist die Projektion a; des Vektors a auf die ite Koordinatenachse durch das

Skalarprodukt von @ mit é; gegeben.
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A xb A b

Abbildung 1.5: Rechte-Hand-Regel fiir die relative Lage der Vektoren d, b und @ x b.

2) Das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selbst fithrt gemaf (1.17)) und ([1.22) auf den

rdumlichen Pythagoras:

ld| =Vad-d=/a?+ a3+ d}. (1.24)

3) Den Winkel a<(d, E) zwischen zwei Vektoren @, b lisst sich nach (1.12), (1.22) und (1.24)

mit deren Komponenten berechnen:

( a: . g >
Q. = arccos —— = arccos
jal [b]

1.4 Vektorprodukt zweier Vektoren

a1b1 + a/2b2 + (lgbg
Va3 + a} + a2 \/b} + b3 + b2

(1.25)

Einem Paar von Vektoren @ und b wird mit Hilfe des Vektorproduktes a@ x b ein Vektor zugeord-
net. Das Vektorprodukt a x b steht dabei zu dem von @ und b aufgespannten Parallelogramm
senkrecht, so dass @, bund @x b ein Rechtssystem bilden, siehe Abb. Die relative Lage dieser
drei Vektoren zueinander lésst sich einpriagsam mit Hilfe der Rechte-Hand-Regel zusammenfas-
sen, siche Abb. . Wenn die beiden Vektoren @ und b in Richtung von Daumen und Zeigefinger
der rechten Hand zeigen, dann zeigt das Vektorprodukt @ x b in Richtung des Mittelfingers.
Der Betrag des Vektorproduktes entspricht dabei der Fldche des von @ und b aufgespannten

Parallelogramms:

@ x b| = |d| |b]sina, a = J(a,b). (1.26)



6 KAPITEL 1. VEKTORRECHNUNG

Hierbei bezeichnen |@| und |b| sin & Grundlinge und Héhe des Parallelogramms, siehe Abb. .

Das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b geniigt den folgenden Axiomen:

a) Antikommutativitét:

Axb=—-bxd. (1.27)

b) Distributivitét:
Ax(b+d) = axb+axc, 1.28)
AN@xb) = (A@) xb=ax (\b) (1.29)

Wir betrachten nun das Vektorprodukt zweier Einheitsvektoren €; und €;. Fiir ¢ = j folgt aus
der Antikommutativitat (1.27)) der Nullvektor:

51)(51:0, 52)(52207 _;3><é)3:0. (130)

Im Falle i # j ergibt aber €; x €; einen Vektor vom Betrag Eins. Ferner steht der Vektor €; x €}
senkrecht auf € und €}, so dass €;, €; und €; x € ein Rechtssystem bilden. Somit erhalten wir

im Einzelnen:

3, €2 X €3 = €

L

é’lxé’z =

Y
— — — —

ey X €1 = —e3, 3 X ey = —¢€71, €1 X €3 = —€9. (131)

Mit der Komponentendarstellung der Vektoren a, b folgt nun fiir das Vektorprodukt a x b

zunéchst
a x g: (a1€1 + a2€2 + Gggg) X (blgl + bgéé -+ b3€3) , (132)
so dass das Ausmultiplizieren auf insgesamt 9 Terme fiihrt:

axb= &1[)151 X 51 + CL16251 X 52 + albgé’l X 53 (133)

+a2b1€2 X 51 + Gnggg X 52 + a2b3€2 X 53 + a3b183 X 51 + agbggg X 52 + a3b3€3 X 83 .

Mit Hilfe von (1.30) und (1.31]) vereinfacht sich das Vektorprodukt (1.33) schliefilich zu

a x 6: (CLng — agbg)gl + (a361 — albg)gg -+ (CleQ — a2b1)€3 . (134)
Dies lésst sich wie folgt kompakt zusammenfassen:

ay b azbs — azby
as X bg = a3b1 — a1b3 . (].35)

a3 b3 a1by — ashy
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Cos a X

cos a

Abbildung 1.6: Graphische Veranschaulichung des trigonometrischen Pythagoras (|1.41)).

Wir koénnen nun anhand der Komponentendarstellung zeigen, dass das Vektorprodukt a x b

senkrecht auf @ steht:

aq agbg — agbg
a (CY X g) = as | - a3b1 — a1b3
as aiby — azb,

= Qa1 (a2b3 — agbg) + (lz(agbl — (llbg) + a3(a1b2 — CLle> = O . (136)

Analog folgt aus Antikommutativitat (1.27) und ((1.36)):
b-(@xb)=—b-(bxad) =0, (1.37)

d.h. das Vektorprodukt a x b steht auch senkrecht auf b. AuBerdem folgt aus der Komponen-
tendarstellung des Skalarproduktes und des Vektorproduktes

-,

(C_L' X b>2 + (6 . 5)2 = (&ng — a3b2)2 + (agbl — a1b3)2
+(a1b2 — a2b1)2 + (a1b1 -+ Cl,gbg + a3b3)2 s (138)

was durch Ausmultiplizieren schliefilich auf den rdumlichen Pythagoras fiihrt:
(@x b)? + (@-b)> = (a + a2 + a2) (b° + b2 + b2) = |a@)? |b]? . (1.39)
Daraus folgt dann mit Hilfe von (|1.12)):
(@ x b)? = |a]?[b]* — (@- b)* = |a@* - [b]*(1 — cos® a), (1.40)
so dass sich aufgrund des trigonometrischen Pythagoras

sina +cos’a =1, (1.41)

der in Abb. veranschaulicht ist, das Resultat (1.26)) ergibt.
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Abbildung 1.7: Zur Definition des Spatprodukts (@ x 5) - Zin (1.43).

1.5 Spatprodukt dreier Vektoren

Das Spatprodukt dreier Vektoren da, 5, ¢ wird so definiert, dass es gerade mit dem Volumen
V(a, l;,c_) des Parallelepipeds iibereinstimmt, das von den drei Vektoren @, b, & aufgespannt
wird, siehe Abb. Aufgrund der Grundfliiche des Parallelepipeds |@ x b| = |a@] |b sin o mit
o = (@, b) und dessen Hohe | cos 8 mit 8 = 4(@ x b, &) folgt dann

V(@,b,7) = |d| |b] sina|d] cos 3, (1.42)

was sich zusammenfassen 1afit als

-

V(@ b,&) = (a@xb)-c. (1.43)
Fiir die Komponentendarstellung gilt dann:
azbz — azby C1
V(C_ia 575) = azby —aibs | - |
albg — (Zle C3
= agbgcl + a3b102 + (lleCg - a3b201 — albgCQ - a2b103 . (]_44)

Hieraus folgt, dass man innerhalb des Spatproduktes die Vektoren a, g, ¢ zyklisch vertauschen

kann:
V(@,b,¢) = V(b,é d) = V(¢a,b). (1.45)

Bilden die Vektoren a, 5, ¢ ein Rechtssystem, so wird das Volumen des Parallelepipeds positiv
gerechnet, im Falle eines Linkssystems entsprechend negativ. Sind zwei der drei Vektoren linear
abhéngig, so verschwindet das von den drei Vektoren aufgespannte Volumen und damit auch

deren Spatprodukt.

1.6 Zweifaches Vektorprodukt

Das zweifache Vektorprodukt a x (l; X ') dreier Vektoren @, b, €ist im Unterschied zum Spat-
produkt wiederum ein Vektor. Da ein Vektorprodukt senkrecht auf seinen Faktoren steht, ist

das zweifache Vektorprodukt @ x (b x &) orthogonal sowohl zu @ als auch zu b x &
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Abbildung 1.8: Illustration von a) geraden und b) ungeraden Permutationen von (1,2, 3).

e Das Vektorprodukt b x & wiederum ist senkrecht zu der von b und & aufgespannten Ebene.
Deshalb muss das zweifache Vektorprodukt a x (l; X ) in der von b und & aufgespannten

Ebene liegen:

@x (bx¢)=pb+e. (1.46)

e Aus der Orthogonalitit von @ x (b x &) zu @ folgt dann:

—

a.[ax(z?xa)}:o:ﬁ@.b)ﬂ(aa, (1.47)
so dass gilt:

B=a@-c), v=—-a(@-b). (1.48)

Einsetzen von ((1.48)) in ([1.46|) fithrt zum Zwischenergebnis

— —

ix (bx&)=a b(a.e)—a(a.z?)} . (1.49)

Um den noch offenen Faktor « zu bestimmen, gehen wir in ([1.49)) zur Komponentenschreibweise

iiber. Fiir die linke Seite erhalten wir

ag(blcg — bgCl) - CL3(b3Cl — bng)
a x (b X 8) = a3(b203 — b3€2) — al(blcg — bgcl) (150)

al(bgcl — blcg) — a2(b263 — 6362) s
wahrend sich die rechte Seite ergibt zu

bi(agce + ascs) — c1(agby + azbs)
) — 5(&' ) = bz(a363 + alcl) — Cg(a3b3 + &1b1) . (1.51)

bg(a101 + CLQCQ) — cl(albl + &gbg)

SN
A~

ISI

L

Der Vergleich von ([1.49)—(1.51)) fiihrt auf & = 1 und wir erhalten die ,, bac—cab “-Regel:

D). (1.52)

QL

ax(bxé)=ba-c)—a
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1.7 Levi-Civita-Symbol

Sowohl das Vektor- als auch das Spatprodukt lassen sich auch eleganter formulieren.

1.7.1 Definition

Hierzu fithren wir das Levi-Civita-Symbol ¢, ein, das die folgenden Werte annehmen kann:

+1 (4,74, k) gerade Permutation von (1,2, 3)
€k =< —1 (4,7, k) ungerade Permutation von (1,2,3) . (1.53)

0 sonst

Demnach beruht die Definition des Levi-Civita-Symbols auf dem Begriff der Permutation, also
der Vertauschung von Indizes. Bei einer gerade Permutation werden alle Indizes im oder gegen
der Uhrzeigersinn gedreht, so dass alle Indizes ihre Position wechseln. Konkret sind die geraden
Permutationen durch (1,2,3), (2,3,1) und (3,1, 2) gegeben, siche Abb. [1.8h). Bei einer ungera-
den Permutation werden zwei Indizes untereinander vertauscht, so dass nur zwei der drei Indizes
ihre Position wechseln. Das bedeutet, dass die ungeraden Permutationen durch (1, 3,2), (3,2,1)
und (2,1, 3) gegeben sind, siche Abb. [L.8p). Da die Indizes i, j, k des Levi-Civita-Symbols €,
jeweils die Werte 1, 2, 3 durchlaufen, gibt es gemif3 genau 6 Fille, bei denen €;;; von

Null verschiedene Werte annimmt:
€123 = €231 = €312 = 1 ) €213 = €132 = €321 = —1. (1.54)

All diese 6 Fille lassen sich alternativ auch auf andere Weise erfassen. Hierzu legt man den Wert
€123 = 1 festlegt und definiert, dass das Levi-Civita-Symbol ¢;;;, beziiglich der Vertauschung von

zwei der drei Indizes antisymmetrisch ist:
Eijk = _Gjik = —iji = _Eikj . (155)

So erhalten wir ausgehend von der Festlegung €193 = 1 durch iteratives Vertauschen von zwei

der drei Indizes beispielsweise:

1 = €123 =— —€213 = €231 - (156)

1.7.2 Vektorprodukt

Mit Hilfe des so eingefiihrten Levi-Civita-Symbols €;;;, lassen sich nun die jeweiligen Vektorpro-
dukte zweier Einheitsvektoren €; und €; in (1.30) und (1.31]) wie folgt kompakt zusammenge-
fassen:

3

k=1
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In der Tat erhalten wir durch Spezialisierung von ((1.57)) auf den Fall i = 1 und j = 2 aufgrund

von (|1.54]) das erste Ergebnis von ([1.31)):
3
€1 X €3 = 2512k5k = €123€3 = €3 . (1.58)

k=1
Entsprechend ergibt sich aus ([1.57)) fiir ¢ = 2 und j = 1 aufgrund von ([1.54)) das vierte Ergebnis

von (|1.31)):
3
(1.59)

€y X €1 = E €21k€L = €213€63 = —€3.

k=1
Wir betrachten nun das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b mit den jeweiligen Komponen-

tendarstellungen ([1.7)) und erhalten zunéchst
3 3
(1.60)

3 3
axb= (Za@-) X (ijgj) =D aibé x &
i=1 j=1

i=1 j=1

Unter Verwendung von ((1.57) 148t sich dann das Vektorprodukt mit Hilfe des Levi-Civita-

Symbols darstellen:
(1.61)

3 3 3
axb= E E E aibjngijk .
i=1 j=1 k=1

Wertet man die 27 Summanden in ([1.61)) explizit unter Beriicksichtigung der Definition des
Levi-Civita-Symbols €5 in (1.53]) aus

axb = <a1b1 €113 +a1by €123 +a1bs €133 +agby €213 +a1by €293
~— ~— ~— ~—

+(11b3 €233 —I—(Igbl €313 —I—(Ilbg €323 —I—(llbg €333 >€3 + 18 weitere Terme, (162)
=0 =0

=0 =0
so fithrt dies gerade auf die fritheren Komponentenschreibweise des Vektorprodukts ([1.34]).

Dariiber hinaus stellt aber ([1.61]) auch ein einpriagsames Ergebnis, da es sich als Determinante

einer 3 X 3-Matrix interpretieren lasst:

— —

51 €y €3
a X g: a; g as (163)
by by bs

Fiir eine solche Determinante gilt ndmlich die Regel von Sarrus:

11 Qa2 Q13
Qo1 Q22 Q23| = Q11022033 + (12023031 1 G13021G32 — A31A22G13 — A32023G11 — A33021012 - (1-64)

31 a3z G33
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Abbildung 1.9: Jagerzaun-Regel zur Berechnung einer Determinante nach der Regel von Sarrus
(11.64).

Sie wird auch als Jagerzaun-Regel bezeichnet, da sie auf das in Abb. dargestellte Merksche-
ma zuriickzufithren ist. Wendet man die Regel von Sarrus auf an, so entspricht
dies gerade der fritheren Komponentenschreibweise des Vektorprodukts . Statt sich also
die Komponentenschreibweise des Vektorprodukts zu merken, reicht es aus, das Vektor-
produkt als Determinante darzustellen und dann die Regel von Sarrus bzw. der
Jagerzaun-Regel von Abb. anzuwenden. Fiir konkrete Rechnungen stellt dies eine enorme
rechentechnische Vereinfachung dar. AbschlieBend verweisen wir darauf, dass weitergehende
Rechenregeln fiir die Determinanten von Matrizen beispielsweise in Kapitel 11 von Ref. [I]

zusammengestellt sind.

1.7.3 Spatprodukt

Betrachten wir nun das Spatprodukt dreier Vektoren ([1.43)) unter Verwendung von ((1.61]) und
der Komponentendarstellung (|1.7)) des Vektors ¢

V(Ja _‘7 E) = (Z Z Z aibjEijké}c) : (Z Clel> Z Z Z Z alb ewkclek el (165)

i=1 j=1 k=1 I=1

3
V((i, _), E) = ZZZaibjckeijk . (166)

Auch dieses Zwischenergebnis 148t sich als Determinante interpretieren:

ap a2 as
V(@ b,¢) = b by bsl. (1.67)
Ci1 C2 C3

In der Tat zeigt die Regel von Sarrus , dass der Komponentendarstellung des
Spatprodukts entspricht. Daher muss man auch die Komponentendarstellung des Spat-
produkts nicht auswendig lernen, sondern kann sie sich mit Hilfe von und der
Regel von Sarrus bzw. der Jagerzaun-Regel von Abb. entsprechend herleiten.
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Abbildung 1.10: Einheitsvektoren zweier Koordinatensysteme.

1.8 Koordinatentransformation

Die Komponenten-Darstellung eines Vektors hat einerseits den Vorteil, dass sie anschaulich ist
und eine einfache Berechnung von Skalar- und Vektorprodukten erlaubt. Andererseits hat sie
den Nachtteil, dass sie von der Wahl des Koordinatensystems abhéngig ist. Daher untersu-
chen wir nun, wie sich eine Transformation der Einheitsvektoren €7, €5, €3 des urspriinglichen
Koordinatensystems in die Einheitsvektoren €7, 5, €5 des transformierten Koordinatensystems
auswirkt, siehe Fig. [1.10] Ein Vektor Z kann sowohl nach den Einheitsvektoren des alten als

auch des neuen Koordinatensystems entwickelt werden:
- — — R Y| ! =/ =Y
T = x1€] + X965 + 1365 = T|€] + 156y + x5E5 . (1.68)

Die jeweiligen Entwicklungskoeffizienten xy, xo, x5 bzw. 2/, x4, 2 ergeben sich dann nach (1.23))

durch Projektion des Vektors 7 auf die jeweiligen Einheitsvektoren:

$1:f'€1, xng-é'g, $3:f'€3, (169)
I = o I o o )
ry=17-¢€, Ty =106, Ty =10 €. (1.70)

el g}

Ganz entsprechend lassen sich auch die neuen Einheitsvektoren €/, €5, €5 nach den alten Ein-

heitsvektoren €7, €,, €3 entwickeln:

61, = Rllgl -+ nggg -+ R13€3 s (171)
52/ - Rglgl + R22€2 -+ R23€3 5 (172)
€5 = R31€1 + R385 + R3363. (1.73)

In kompakter Schreibweise lautet dieser Zusammenhang;:
3
& = Rié;. (1.74)
j=1

Die dabei auftretenden Matrixelemente R;; sind durch die Skalarprodukte und damit durch die

Winkel zwischen den Einheitsvektoren €; und €; bestimmt:

3 3
cos [J (&/,&)] =&/ - & = > Ruéi-& =) Rudy = R (1.75)
k=1 k=1
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Hierbei haben wir verwendet, dass die alten Einheitsvektoren €71, €5, €3 geméaf (1 orthonor-

e g |

mal zueinander sind. Fordert man nun, dass auch die neuen Einheitsvektoren €7, €5, 53 ortho-

nomal zueinander sind, so gilt analog zu (1.19)) auch

7

Aus (1.19) und (1.76]) folgt dann eine wesentliche Einschrénkung an die Matrix R:

3 3 3 3
&g = <Z Rk,-a) : (Z lee;> =2 D RuRyé g

j=1 i=1 j=1
3

3
- Z Z RyiRi50i Z Ry Ry; = Z RyR}, = 6w (1.77)

=1 j:1 =1

Dabei wurde die zu R transponierte Matrix R? durch Vertauschung von Zeilen und Spalten in

der Komponentendarstellung eingefiihrt:
RL = Ry (1.78)

Die Bedingung (|1.77) besagt, dass die Matrix R orthonormal ist, d.h. dass die jeweiligen Zeilen

bzw. Spalten orthonormal zueinander sind:
RR" =R'R=F. (1.79)

Hier bezeichnet E = (;;) die Einheitsmatrix. Da andererseits die zu R inverse Matrix R™!
definiert ist durch [I, Kapitel 10]

RR'=R'R=F, (1.80)
besagt (1.79)), dass orthonormale Matrizen auch charakterisiert sind durch
R =R, (1.81)

Ferner folgt aus dem Transformationsgesetz fiir die Einheitsvektoren in (|1.74]) auch ein entspre-

chendes Transformationsgesetz fiir die Komponenten eines Vektores "

T = Zx;@' = Zx; (Z R”e]> Z (Zx R”> Zx]ej (1.82)

j=1 j=1

was in Vektorschreibweise heif3t:
i=R'7 = i’ = R¥. (1.84)

Dieses Ergebnis wird zur strengen mathematischen Definition eines Vektors herangezogen. Ein
System von drei Elementen z;, s, 23 ist genau dann ein Vektor, wenn es sich beim Ubergang
vom einem zum anderen Koordinatensystem genau so transformiert. Demnach stellen z.B. die

Masse, die Zeit und die z-Koordinate nicht die Komponenten eines Vektors dar.



Kapitel 2
Kinematik

Die Kinematik ist die Lehre von der Bewegung. Dabei behandeln wir nur die Beschreibung der
Bewegung und fragen zunéchst nicht nach den Ursachen, d.h. nach den vorhandenen Kréften.
Dies werden wir erst zu einem spéteren Zeitpunkt im Rahmen der Dynamik diskutieren, wo wir
die Bewegung einer Punktmasse als Folge der auf sie einwirkenden Kréfte auffassen. Zunéchst
fithren wir den Ortsvektor, den Geschwindigkeitsvektor, den Beschleunigungsvektor und die

Bogenldnge einer Bahnkurve ein.

2.1 Bahnkurve

Die Kinematik eines Massenpunktes besteht darin, dessen Bewegung zu beschreiben. Seine Lage
kénnen wir nur durch die relative Position zu einem anderen Koérper angeben. In der Regel dient
als ein solcher Bezugskorper die Erde bzw. das Zimmer, in dem wir uns befinden. Fiihren wir
ein dreidimensionales Koordinatensystem ein, so konnen wir die momentane Lage des Korpers
zum Zeitpunkt ¢ durch die Angabe dreier kartesischer Koordinaten z(t), y(¢) und z(¢) mit Hilfe

eines zeitabhédngigen Ortsvektors
7(t) = x(t)e, + y(t)e, + z(t)e, (2.1)

beschreiben. Dies bedeutet entsprechend von Abb. dass der Ortsvektor 7(t) des betrachteten
Massenpunktes zu jedem Zeitpunkt ¢ durch die Summe der Projektionen auf die jeweiligen
Koordinatenachsen x(t)é,, y(t)e, und z(t)e, dargestellt werden kann. Hierbei ist zu beachten,
dass die kartesischen Einheitsvektoren €, €,, und €, zeitunabhingig sind:

g i,

dt ’ dt dt
Der Kiirze halber kénnen wir die Funktionen x(t), y(¢) und z(t) auch zusammenfassen und den

Ortsvektor (2.1)) verkiirzt darstellen als:

=0, =0. (2.2)

mt)=1 y() | . (2.3)
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Abbildung 2.1: Darstellung des Ortsvektors 7(¢) zum Zeitpunkt ¢ durch die kartesischen Koor-
dinaten z(t), y(t) und z(t) gemaf (2.1)).

Wir bilden nun die zeitliche Ableitung des Ortsvektors 7(¢) und erhalten den Geschwindigkeits-

vektor
dr(t)

i) = == (2.4)

Hierbei stammt die Abkiirzung v fiir die Geschwindigkeit vom Englischen wvelocity. Aufgrund
von (2.1) und (2.2)) ergibt sich der Geschwindigkeitsvektor zu

7(t) = £(8), + G0, + (D), (2.5)

wobei der jeweilige Punkt eine Abkiirzung fiir die Zeitableitung darstellt:
_d
Codt
Demnach bedeutet ([2.5)), dass die zeitliche Ableitung des Ortsvektors (2.3]) gemé$ ([2.4)) so durch-
gefithrt wird, dass jede einzelne Komponente differenziert wird. Deshalb lauten die einzelnen

(2.6)

Komponenten des Geschwindigkeitsvektors:

vz (t) x(t)
i = o0 |=| a0 | (2.7)
w.(t) 4(1)

Wie lassen sich nun Richtung und Betrag des Geschwindigkeitsvektors #(¢) physikalisch in-
terpretieren? Aus der Definition der Ableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten folgt
unmittelbar, dass die Geschwindigkeit in Richtung der Bahntangenten weist, siche Abb.

30 = tim TEEAD =70

At—0 At (2.8)

Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors gibt die momentane Geschwindigkeit des Massenpunk-

tes an:

v(t) = [5()] = Va2 () +52(t) + 22(t) - (2.9)
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Abbildung 2.2: Der Geschwindigkeitsvektor (2.4]) als Grenzwert von Differenzenquotienten ([2.8])

zeigt tangential zur Bahnkurve.

Die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsvektors ¢/(t) fithrt entsprechend nach Gleichung

auf den Beschleunigungsvektor

do(t)  d*r(t)
at e

Hierbei stammt die Abkiirzung a fiir die Beschleunigung vom Englischen acceleration. Die

einzelne Komponenten von lauten mit Gleichung :

a(t) = (2.10)

a(t)=| ay(®) [=| &) | =] ¥ |- (2.11)

Hohere zeitliche Ableitungen des Ortsvektors spielen in der Mechanik eine untergeordnete Rolle.

Wir bemerken, dass man statt der Zeit ¢ auch einen anderen Parameter zur Charakterisierung
einer Bahnkurve verwenden kann. Hierzu ist beispielsweise die Bogenldnge s gebréuchlich, die
die Lange der Bahnkurve angibt, die entlang der gekriimmten Bahn von einem willkiirlich
gewahlten Ausgangspunkt aus gemessen wird. Aus der Definition des Geschwindigkeitsvektors

(2.4)) folgt fiir eine infinitesimale Verdnderung des Ortsvektors
di = ¥ (t)dt (2.12)

und dessen Betrag wird als infinitesimale Verdnderung der Bogenlénge s definiert. Mit Glei-

chung (2.9) und (2.12)) ergibt sich somit:
ds = |dF| = |0(t)| dt = \/42(t) )+ 22(t) dt . (2.13)

Integriert man diese Beziehung von einem Anfangspunkt ¢, bis zur Zeit ¢, so ergibt sich die

Bogenlénge s als Funktion der Zeit ¢:

s(t) t
s(t) = /0 ds — / )+ P+ 20 dt (2.14)

to

Nehmen wir an, dass sich die resultierende Beziehung

s=s(t). (2.15)
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Abbildung 2.3: a) Beschreibung einer Kreisbewegung durch kartesische Koordinaten geméf
(2.20]). b) Ebene Polarkoordinaten gemé&$ ([2.22)) und (2.23)).

eindeutig invertieren lésst als

t=t(s). (2.16)
Dann konnen wir den Ortsvektor 7 iiber eine Verkettung der beiden Funktionen 7(¢) und ([2.16))

auch als Funktion der Bogenldnge s angeben:
(s) =7 (t(s)) . (2.17)

Und umgekehrt kann man die urspriingliche Funktion 7(¢) aus der Verkettung von 7{(s) und
(2.15) auch wieder zuriickgewinnen:

F(t) =7 (s(t)) . (2.18)

2.2 Ebene Polarkoordinaten

Bisher haben wir zur Beschreibung eines Vektors kartesische Koordinaten verwendet. Auch
wenn dies zunéchst als eine natiirliche Beschreibung erscheint, so erweist sich dies in vie-
len Fallen als unhandlich. Statt kartesischer Koordinaten ist es héufig niitzlicher, sogenann-
te krummlinige Koordinaten einzufiithren. Da bei einem solchen Wechsel der Koordinaten die
Zahl der Freiheitsgrade erhalten bleibt, bendtigt man in einem D-dimensionalen Raum mit
D kartesischen Koordinaten entsprechend D krummlinige Koordinaten. Wir erldutern dieses
grundlegende Konzept krummliniger Koordinaten zunéchst am Beispiel einer Ebene, die D = 2
Freiheitsgrade besitzt. Anstelle der beiden kartesischen Koordinaten x, y lassen sich auch zwei

ebene Polarkoordinaten verwenden.

2.2.1 Kreisbewegung

Hierzu betrachten wir die Bewegung auf einer Kreisbahn in der zy-Ebene. Einerseits 148t sie
sich beschreiben durch
7(t) = z(t)e, + y(t)e, (2.19)
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mit den zeitabhéngigen kartesischen Koordinaten, sieche Abb. ):

z(t) = Rcos(wt),
y(t) = Rsin(wt). (2.20)
Hierbei bezeichnet R den Radius des Kreises und w stellt die Winkelgeschwindigkeit dar, wobei

letztere geméf w = 27 /T mit der Periodendauer T' der Kreisbewegung verkniipft ist. Aufgrund
des trigonometrischen Pythagoras ([1.41)), siehe Abb. [L.6] gilt fiir die kartesischen Koordinaten

(2.20)) offensichtlich
2(t) + () = R, (2.21)

was dem Satz des Pythagoras entspricht, siche Abb. ) Ein Punkt in der xy-Ebene kann aber
anstelle von kartesischen Koordinaten x, y auch durch ebene Polarkoordinaten p, ¢ beschrieben
werden, sieche Abb. [2.3p). Hierbei bezeichnet

p=\x2+y? (2.22)
den Abstand des Punktes vom Ursprung und
© = arctan Y (2.23)
x

den Winkel zur z-Achse. Wihrend sich aus (2.22)), (2.23)) die ebenen Polarkoordinaten aus den
kartesischen Koordinaten x, y ergeben, lassen sich umgekehrt die kartesischen Koordinaten aus

den ebenen Polarkoordinaten wie folgt berechnen:

r = pcosy, (2.24)
y = psing. (2.25)

Beschreibt man nun die Bewegung eines Punktes in der xy-Ebene, so werden die ebenen Po-

larkoordinaten zeitabhéngig und aus (2.19) und ([2.24)), (2.25)) folgt dann der Ortsvektor

o= (20 _ [ ptrcose
0= ( 10 > i ( plt)sin o (1) > | 220

Beispielsweise lesen wir aus dem Vergleich von (2.20) und (2.24)), (2.25)) ab, wie die Kreisbewe-

gung mit Hilfe von ebenen Polarkoordinaten beschrieben wird:

p(t) = R,
p(t) = wt. (2.27)

2.2.2 Basisvektoren

Wir berechnen nun den Geschwindigkeitsvektor einer Bahnbewegung mit Hilfe ebener Polar-

koordinaten. Aus (2.4]) und (2.26)) erhalten wir

F(t) = p)E,(t) + p(t)p(1)e(t) . (2.28)
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N ?F =
€g
=
g
— 7\ x
e’
"é’g

Abbildung 2.4: Basisvektoren (2.29)) der ebenen Polarkoordinaten.

wobei wir als Abkiirzung die Basisvektoren

. cos () . —sin p(t)
e,(t) = . : €s(t) = (2.29)
sin p(t) cos p(t)
eingefiithrt haben. Offenbar handelt es sich bei (2.29) um Einheitsvektoren, es gilt also
&(t) - E)(t) = E,(1) - &) = 1. (2.30)

Ferner zeigt €,(t) vom Ursprung aus radial nach Auflen und €,(¢) steht dazu senkrecht, siehe

Abb. 22
&,(t) - &,(t) =0. (2.31)

Die zeitunabhéngigen kartesischen Basisvektoren €, €, werden demnach durch die zeitabhéngigen
Basisvektoren ([2.29)) der ebenen Polarkoordinaten ersetzt, die die Eigenschaft

Gt =P, ) = —p(DE0) (2.32)

F(t) = p(t)2,(1). (2.33)

Und durch dessen Zeitableitung folgt aufgrund von (2.32) unmittelbar der Geschwindigkeits-
vektor (2.28)). Dessen Komponenten

i(t) = () = Up(£)€p(t) + V€, (1) (2.34)
beziiglich der Basisvektoren (2.29) werden als radiale Geschwindigkeit
0,(t) = p(t) (2.35)

und als azimuthale Geschwindigkeit

vo(t) = p(t)p(t) (2.36)
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bezeichnet, wobei () die Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ darstellt. Aufgrund der Or-
thonormalitét (2.30]), (2.31) der Basisvektoren €,(¢) und €,(t) lesen wir aus (2.34) ab, dass

sich der Betrag des Geschwindigkeitsvektors in ebenen Polarkoordinaten aus der radialen Ge-
schwindigkeit (2.35) und der azimuthalen Geschwindigkeit (2.36]) entsprechend des Satzes von

Pythagoras ergibt:
v(t) = +/U(t) - U(t) = ,/Ug(t) + vg(t). (2.37)

Eine weitere Differentiation des Geschwindigkeitsvektors (2.28)) fiihrt auf den Beschleunigungs-
vektor (2.10) in ebenen Polarkoordinaten:

a(t) = r(t) = p(t), (1) + p(t)e,(t) + [/’)(t)sb(t) + ﬂ(t)sb(t)] Ep(t) + p()(t)E, (1) (2.38)
Mit Hilfe von (2.32)) reduziert sich (2.38)) schliefllich auf
d(t) = 7(t) = a,(t)€,(t) + a,€,(t), (2.39)
wobei die Radialbeschleunigung

a,(t) = j(t) — () (1) (2.40)

und die Winkelbeschleunigung

ag(t) = p(t)(t) + 2p(t)p(1) (2.41)

auftreten. Analog zu (2.37)) ist auch der Betrag des Beschleunigungsvektors in ebenen Polarko-

ordinaten durch den entsprechenden Satz von Pythagoras gegeben:

a(t) = V@) - a(t) = \Ja2(t) + a2 (t). (2.42)

2.2.3 Partielle Ableitung

Um die Uberlegungen zu ebenen Polarkoordinaten auf allgemeine krummlinige Koordinaten
erweitern zu konnen, miissen wir verstehen, wie man den Ableitungsbegriff auf Funktionen aus-
dehnt, die von mehreren Variablen abhéingen. Hierzu betrachten wir eine Funktion f(x,y, 2)
der drei kartesischen Koordinaten x, y, z. Man definiert nun eine sogenannte partielle Ablei-
tung nach der Koordinate x durch den Limes des entsprechenden Differenzenquotienten bei
Anderungen nur dieser einen Variablen z, wihrend die anderen beiden Variablen y und z kon-

stant gehalten werden. Fiir die partielle Ableitung nach x bedeutet dies

8f(x,y,z) f(l’—i—A.T,y,Z)—f(l’,y,Z)

G = Jm, Ar ' 24
Ganz entsprechend definiert man auch die partiellen Ableitungen nach y und z:
A —
Of@y.2) _ o Syt Ay2) = floy.z) (2.44)
ay Ay—0 Ay
Of(w.y,2) _ o fl@y,z+82) — fry,2) (2.45)

0z Az—0 Az
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Manchmal ist es von Nutzen, explizit hervorzuheben, welche Variablen bei der partiellen Ablei-

tung konstant gehalten werden. Daher verwendet man z.B. in der Thermodynamik die Notation

—

of (z,y, 2) of (z,y, 2)
a e (2.46)

Y,z
da bei der Differentiation nach x die beiden anderen Variablen y, z konstant gehalten werden.
Ferner sind in der géngigen Literatur die folgenden Kurzformen fiir die partielle Ableitung
of

o= 0uf = fo = fa. (2.47)

Entsprechend lassen sich auch hohere partielle Ableitungen einfithren. So kann beispielsweise
die erste partielle Ableitung ([2.43]) ein weiteres Mal nach x oder nach y partiell differenziert

verbreitet:

werden:
D [Of B 92 f B B B
ox <81’) ox2 aif - fx:}c - f,m ) <2'48)
D (Of B 92 f B B B
dy <(9a:) Oyox yOuf = foy = fay- (2.49)

Als Beispiel betrachten wir eine Funktion von zwei Variablen

f(z,y) = 42° + 22%y + 9y, (2.50)
die die ersten Ableitungen
fo = 20z + 42y + 9y3 fy = 22° + 27Txy? (2.51)
und die zweiten Ableitungen
foe = 802° + 4y, fuy = 47 + 2797, foe = 4z + 27y% fyy = bday  (2.52)

besitzt. Die Gleichheit f,, = f,, in (2.52) ist kein Zufall, sondern stellt einen Spezialfall des
Satzes von Schwarz dar. Falls die zweiten partiellen Ableitungen existieren und stetig sind,

dann sind die gemischten zweiten Ableitungen vertauschbar, es gilt also

0% f 0 f
= ) 2.53
Oxdy  Oyox (2:53)
Wir betrachten nun die verkettete funktionale Abhéngigkeit
f(t) = f(2@t),y(t), 2(1)) - (2.54)
Dann kann der entsprechende Differenzenquotient fiir die gewchnliche Ableitung
) g SOEAD = FO) Pl Ay A A )

dt  Ai—0 At AL—-0 At

mit Hilfe der Differenzen

Az = z(t + At) — z(t), Ay = y(t + At) — z(t), Az = z(t + At) —x(t) (2.56)
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Qx4 /4 )
9,2. : .@:3-. y=A
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Abbildung 2.5: Graphische Darstellung des totalen Differentials df von f gemé$ (2.59) in zwei

Dimensionen.

wie folgt weiter ausgewertet werden:

%—1’ fle 4+ Az, y + Ay, 2+ Az) — f(z,y + Ay, 2 + Az) Az

Of At Az At
+f(x,y—|—Ay,z—|—Az)—f(x,y,z—i—Az)%_i_f(x,y,z—i—Az)—f(x,y,z)& (257)
Ay At Ayz At] T

Dabei impliziert der Limes At — 0 aufgrund von (2.56)) die Limites Ax — 0, Ay — 0, Az — 0.
Somit folgt aus und (2.43]) und (2.57)) eine Verallgemeinerung der Kettenregel auf eine Funktion,

die von mehreren Variablen abhéngt:

4 _ofdv 0f dy  0f iz

=L - Sy 2.
ot Oxdt Oy dt 0z dt (2:58)

Multipliziert man (2.58|) formal mit dt, so erhélt man ein analoges Resultat fiir das totale
Differential df von f:
af of of

= - —~dz. 2.
df e dx + By dy + o dz (2.59)

Dies 148t sich entsprechend von Abb. graphisch veranschaulichen.

Ausgestattet mit dem Wissen um die partielle Ableitung kénnen wir nun wieder auf die Ba-
sisvektoren der ebenen Polarkoordinaten zuriickkommen und diese von einem anderen
Blickwinkel beleuchten. Hierzu erinnern wir uns an die urspiingliche Definition der ebenen
Polarkoordinaten , und erkennen, dass es sich um eine Verkettung funktionaler
Abhéngkeiten handelt:

(t) =7 (p(t), (1)) - (2.60)
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Abbildung 2.6: Schematische Darstellung krummliniger Koordinaten und ihrer Einheitsvektoren

in zwel Dimensionen.

Daher fiihrt die zeitliche Differentiation des Ortsvektors (2.60|) mit Hilfe der Kettenregel ([2.58])
auf den Geschwindigkeitsvektor
_or(t) or(t)

r(t) = ap(l) p(t) + Dot P(t) - (2.61)

Dabei beschreiben die partiellen Ableitungen des Ortsvektors 7 dessen Anderung, wenn man
eine der beiden ebenen Polarkoordinaten p, ¢ verdndert, wiahrend die andere konstant gehalten
wird. Um das Zwischenergebnis (2.61)) auf die Form (2.28) zu bringen, fithren wir nun die

normierten Basisvektoren

or or

L Op L Oy

€, = o7 €, = _8_F (2.62)
dp dp

ein. In der Tat reduziert sich ([2.62]) aufgrund von (2.24), (2.25)) auf (2.29)) und aus (2.61)) folgt
dann entsprechend ([2.28]).

2.3 Krummlinige Koordinaten

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, dass der Ortsvektor 7(¢) im dreidimensionalen Raum

von allgemeinen krummlinigen Koordinaten uy, us, ug abhéngt, siehe Abb. 2.6}
7(t) = 7 ((ur(t), uz(t), us(t)) . (2.63)

Fiir den Geschwindigkeitsvektor ([2.4)) folgt dann mit Hilfe der Kettenregel der Differentiation:
3

HOESY 52(8) wi(t) . (2.64)

i=1

Dies legt nahe, dass auch im allgemeinen Fall zeitabhingige Basisvektoren einfithrt werden

koénnen
or(t)
ait) = [ (265)

Ouq(t) ’ |

~—
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Abbildung 2.7: Zylinderkoordinaten (2.71)) mit Einheitsvektoren (2.74)).

die normiert sind:

e(t) - &(t) = 1. (2.66)

Bei orthogonalen krummlinigen Koordinaten stehen die Basisvektoren ([2.65)) sogar senkrecht

aufeinander:
()G =0, ] (2.67)

Dann lassen sich Normierung (2.66) und Orthogonalitét (2.67) kompakt zusammenfassen zu:

alt) - (1) = 6. (2.68)

o(t) = 7(t) = 3 wi(DE() (2.69)

Y V1) (2.70)

auftreten.

2.3.1 Zylinderkoordinaten

Im Falle von Zylinderkoordinaten fiihrt man fiir die  und y Koordinaten ebene Polarkoordi-

naten p und ¢ wie in (2.22)), (2.23) bzw. (2.24), (2.25) ein, wihrend die z Koordinate auch
weiterhin verwendet wird, siehe Abb. 2.7}

x pCOS
=\ vy | =| psinpg |. (2.71)

z z
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Abbildung 2.8: Kugelkoordinaten (2.75) mit Einheitsvektoren.

Somit erhalten wir fiir die einzelnen partielle Ableitungen des Ortsvektors ([2.71{ nach den Zy-

linderkoordinaten p, ¢, z

N T oF 8 2.72)
or SH(;SO ’ dp pcgsgo ’ 0z 7 ‘

so dass die entsprechenden Betrige gegeben sind durch

or or or
—| = —| = —|=1. 2.73
op ’ Dy P 0z (2:73)
Die Basisvektoren ([2.65)) lauten demnach in Zylinderkoordinaten
cos ¢ —sing 0
€= | sinp |, €p = Ccos , e=| 0 |. (2.74)
0 0 1

und sind in Abb. skizziert. Es handelt sich bei Zylinderkoordinaten in der Tat um ortho-
normale krummlinige Koordinaten, da die Basisvektoren (2.73]) die Eigenschaft (2.68|) besitzen.

2.3.2 Kugelkoordinaten

Eine andere Moglichkeit, den Ortsvektor 7 zu charakterisieren, bieten die Kugelkoordinaten, die
auch als rdumliche bzw. spérische Polarkoordinaten bezeichnet werden. Hierbei wird ein Punkt
im dreidimensionalen Raum durch seinen Abstand r vom Ursprung und die beiden Winkel 19,
¢ angegeben, siche Abb. 2.8

x r sin 1 cos
= | rsindsingp | . (2.75)

z rcost

=y
I
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Der Abstand r vom Ursprung ist durch den rdumlichen Pythagoras von den kartesischen Ko-

P E T (2.76)

ordinaten x, y, z bestimmt:

Ferner bezeichnet

¥ = arccos - (2.77)

V2 4 y? + 22

den Polarwinkel zwischen der z-Achse und dem Ortsvektor 7, der im Bogen- bzw. Gradmaf

Werte zwischen 0 und 7 bzw. 0° und 180° annimmt. Demgegeniiber steht
_ )
¢ = arctan = (2.78)
x

fiir den Azimutalwinkel zwischen der xz-Achse und der Projekt des Ortsvektors 7 auf die xy-
Ebene und variiert im Bogen- bzw. Gradmafl zwischen 0 und 27 bzw. 0° und 360°. Die einzelnen
partielle Ableitungen des Ortsvektors ([2.75{ nach den Kugelkoordinaten r, ¥, ¢ lauten

. sin ¥ cos ¢ . r cos U cos . —7rsindsin ¢
O _ | snos or _ 9si or _ in 9 (2.79)
5 — | sinvsing |, oo = rcosdsing |, 9o rsin v cos @ . .
cos v —rsinv 0
Aufgrund der entsprechenden Betrige
or or or
or|~ | ‘ B P ‘ e (2:80)

lauten die Basisvektoren (2.65)) in Kugelkoordinaten, sieche Abb.

sin ¥ cos ¢ cos ¥ cos —sinp
e = | sindsingp |, €9 = | cosvsing |, €p = COs ¢ . (2.81)
cos v —sind 0

Auch bei Kugelkoordinaten handelt sich um orthonormale krummlinige Koordinaten, da die

Basisvektoren ([2.81]) die Eigenschaft (2.68]) besitzen.






Kapitel 3
Dynamik

Die Dynamik ist die Lehre von den Kréften. Dabei wird untersucht, welchen Einfluf} die Kréfte
auf die Bewegung des Massepunktes ausiiben. Im folgenden diskutieren wir zunéchst die Grund-
gesetze der Dynamik, die im 1687 erschienenen Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica (Mathematische Prinzipien der Naturphilosophie) von Isaac Newton erstmalig formuliert
wurden. Sie werden heutzutage als die vier Newtonschen Axiome bezeichnet. Anschlieend dis-
kutieren wir einige grundlegende Eigenschaften von Kréften. Hierzu fithren wir die Arbeit als
Kurvenintegral der Kraft ein und behandeln konservative Kraftfelder, bei denen die Arbeit
wegunabhéngig ist. Anschlieend erldutern wir die Erhaltungssidtze der Energie, des Impulses

und des Drehimpulses sowie den Flichensatz von Zentralkréiften.

3.1 Erstes Axiom: Trigheitsgesetz

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung, wenn keine

Krafte von Auflen auf ihn einwirken.

e Ob eine Bewegung gleiformig verlduft oder nicht, hingt natiirlich vom Bezugssystem
ab. Die Giiltigkeit des ersten Newtonschen Axioms ist in einem Intertialsystem gegeben.
Man definiert also ein Inertialsystem als ein Bezugssystem, in dem sich ein kréftefreier

Massepunkt gleichformig bewegt oder stillsteht.

e Gibt es ein solches Inertialsystem, so sind alle gleichférmig dazu bewegten Bezugssysteme
ebenfalls Inertialsysteme. Dabei sind alle Inertialsysteme zur Beschreibung der Bewegung
gleichberechtigt. Es ist nicht moglich, ein ausgezeichnetes, absolutes Inertialsystem fest-

zulegen.

e Der Ubergang zwischen zwei Inertialsystemen, die sich relativ zueinander mit konstanter

Geschwindigkeit v bewegen, wird durch die Galilei-Transformation beschrieben:

—

7Pl =7+ ut. (3.1)
29
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Dabei wird implizit angenommen, dass in beiden relativ zueinander gleichférmig bewegten

Inertialsystemen dieselbe Zeit vorhanden ist:
t'=t. (3.2)

Albert Einstein konnte im Rahmen seiner Speziellen Relativitéatstheorie zeigen, dass (3.1)
und (3.2)) gelten, so lange die Geschwindigkeit v = |7| klein gegeniiber der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ = 2,997910% m/s ist.

e Ein rotierendes System stellt kein Inertialsystem dar. In ihm miissen Scheinkrifte ein-
gefiithrt werden, um eine Bahnbewegung erklédren zu kénnen. Aber man kann beispiels-
weise ein mit der sich drehenden Erde verbundenes Bezugssystem fiir die meisten Versuche

ndherungsweise als Inertialsystem benutzen, da sich die Erde so langsam dreht.

3.2 Zweites Axiom: Grundgleichung der Dynamik

Die auf einen Korper wirkende Kraft F ist proportional zu seiner Beschleunigung a, die wie-
derum durch (2.10]) definiert ist:

—

F =md=mr. (3.3)

Die dabei auftretende Proportionalitdtskonstante m nennt man die Masse des Korpers.

e Verschwindet die dufere Kraft F , so reduziert sich das zweite auf das erste Axiom.

e In der Mechanik kiimmert man sich nicht um die Herkunft der Kréfte. Es kann sich
hierbei um Gravitationskrifte, Reibungskrifte oder auch um elektrische bzw. magnetische
Krifte auf ruhende bzw. bewegte Ladungen handeln. In der Mechanik werden nur die

Auswirkungen diese Kréfte untersucht.

e Bei der im Newtonschen Grundgesetz (3.3]) auftretenden Masse m handelt es sich eigent-
lich um die trage Masse m;. Sie stellt eine Eigenschaft des Massepunktes dar, sich einer
Beschleunigung durch die Einwirkung einer Kraft zu widersetzen. Die trage Masse ist zu

unterscheiden von der schweren Masse, mit der ein Korper auf der Erde die Anziehungs-
kraft

—

F=m,g (3.4)
erfihrt. Hierbei bezeichnet § die Erdbeschleunigung, die den Wert |§] = 9,81 m/s® be-

sitzt. Experimentell stellt man mit hoher Genauigkeit fest, dass schwere und trage Masse
iibereinstimmen:
my = ms. (3.5)

Schon Galileo Galilei stellte aufgrund seiner Fallexperimente am Schiefen Turm in Pisa
(3.5) in der Form fest, dass alle Korper gleich schnell fallen. Bei satellitengestiitzten
Experimenten ist die Giiltigkeit von (3.5) mit einer Genauigkeit von 107!® {iberpriift

worden.
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Abbildung 3.1: Graphische Illustration von “actio = — reactio” geméf ((3.8)).

o Mit Hilfe des Newtonschen Grundgesetzes 1’ kann man bei bekannter Kraft F (7, 7 t)
die Bahnkurve ausrechnen, indem man die gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fiir 7(¢) 16st. Umgekehrt kann man aber auch aus einer bekannten Bahnkurve 7(¢)
mit Hilfe des Newtonschen Grundgesetzes die zugrunde liegende Kraft bestimmen.

e Da die Masse eines Massenpunktes in der Regel eine Konstante darstellt, kann man das
Newtonsche Grundgesetz (3.3) mit Hilfe des Impulses

p'=mu (3.6)
auch auf die allgemeinere Form

= dp

F=— 3.7

bringen. Es gibt einige mechanische Probleme, wie zum Beispiel den Flug einer Rakete
oder das Herunterfallen eines Regentropfens, bei denen die Masse m des Korpers nicht

zeitlich konstant ist. In diesen Fillen ist als Grundgesetz (3.7]) und nicht (3.3)) zu verwen-
den.

3.3 Drittes Axiom: Wechselwirkungsgesetz

Ubt ein Korper 2 auf einen Korper 1 eine Kraft Fiy aus, so iibt umgekehrt der Korper 1 auf
den Korper 2 die Kraft ﬁgl = —ﬁlg aus, siehe Abb.

Fio+ Fyy =0. (3.8)

Die zwischen zwei Koérpern wirkenden Kréfte sind dem Betrage nach gleich grof3, besitzen aber
die entgegengesetzte Richtung. Ein typisches Beispiel fiir dieses Gesetz “actio = — reactio” ist
die gravitative Anziehungskraft zwischen Sonne und Erde in der Mechanik oder die elektri-
sche Anziehungs- bzw. Abstofungskraft zwischen entgegesetzten bzw. gleichen Ladungen in
der Elektrostatik.
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Abbildung 3.2: Graphische Illustration des Superpositionsprinzips der Kréifte (3.9).
3.4 Viertes Axiom: Superpositionsprinzip der Krifte

Wenn auf einen Kérper mehrere Kréfte einwirken, so addieren sich diese vektoriell zur Gesamt-
kraft:

F=>F. (3.9)

Dieses Superpositionsgesetz wird in Abb. anhand eines Beispiels illustriert. Es lasst sich aber
auch in umgekehrter Richtung anwenden. Demnach kann eine Kraft F , die auf einen Korper
einwirkt, so in mehrere Kréfte ﬁl, ﬁg, F, ... aufgeteilt werden, dass die Zerlegung 1} gilt.

3.5 Arbeit als Kurvenintegral iiber Kraftfeld

Da Kriifte eine herausragende Bedeutung bei der Formulierung der vier Newtonschen Axiome
haben, wollen wir nun deren Eigenschaften genauer untersuchen. Hierzu beschrinken wir uns

auf solche Krafte
F=F(7), (3.10)

die zwar vom Ortsvektor 7 aber nicht von der Geschwindigkeit 7 oder von der Zeit ¢ expli-
zit abhidngen. Es sei nun eine Kurve C gegeben, die durch die Ortsvektoren 7(¢) und einen
Bahnparameter ¢ wie folgt beschrieben wird, siche Abb. [3.3h):

C= {F(t)’tl §t§t2}. (3.11)

Wenn sich ein Massenpunkt entlang dieser Kurve C bewegt, dann verrichtet das Kraftfeld F(7)

an ihm eine Arbeit, die durch das folgende Kurvenintegral gegeben ist:
Win(C) = / F() - dr. (3.12)
C

Wir bemerken, dass im Integranden das Skalarprodukt zwischen dem Kraftfeld F (7) und dem
infinitesimalen Wegelement di” auftritt. Das bedeutet, dass nur die Projektion von F (7) auf den

tangential zur Kurve C gerichteten Vektor di” zur Arbeit beitréagt. Hierbei ist das Kurvenintegral
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Abbildung 3.3: a) Parametrisierung einer Kurve C geméafi (3.11)); b) Zwei nah benachbarte
Punkte auf der Kurve C.

wie ein gewohnlichen Integral als Grenzprozess einer Riemann-Summe aufzufassen, die durch

eine immer feinere Diskretisierung entsteht:

Wis(C) = lim ZF (75) - AT . (3.13)

N—oo

Aufgrund der Parametrisierung (3.11) der Kurve C ist bei der Diskretisierung die Differenz
AT; = 1341 — 75 zweler benachbarten Ortsvektoren 7; = 7(t;) und 711 = 7(t;4+1) durch zwei nah
beieinanderliegenden Zeitpunkten ¢; und t;,; gegeben, siche Abb.|3.3 -b ). W&hlt man eine immer
feinere Diskretisierung, so kann diese Orsvektordifferenz Ar; = 7,7 — 7; mit Hilfe der lokalen

Geschwindigkeit des Massenpunktes approximiert werden:

i (t)
), NS (3.14)

Die diskretisierte Definition der Arbeit (3.13]) geht dann mit Hilfe von (3.14)) tiber in

N
Wiy(C€) = lim " F(F)
=1

Im Grenzprozef einer unendlich feinen Diskretisierung reduziert sich das Kurvenintegral (3.12))

—
i~

At; . (3.15)

ti

auf ein gewohnliches Integral beziiglich des Bahnparameters ¢:

Wis(C) = /t Zﬁ(m)) d:l()dt (3.16)

Aus der Identitdt von (3.12) und (3.16)) ergeben sich die beiden folgenden niitzlichen Eigen-

schaften fiir das Kurvenintegral:

e Geht man von C zu —C {iber, durchlduft man also die Kurve in der umgekehrten Richtung,

so ist dr’ durch —dr zu ersetzen und es folgt
/ﬁ(f) = —/ F() - dr. (3.17)
c —C

e Zerlegt man die Kurve C = A + B in zwei Teilkurven 4 und B, so ist das Kurvenintegral

(3.12) additiv:
/ﬁ(r‘)~df:/ﬁ(?)~df+/ﬁ(?) dF. (3.18)
C A B
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Abbildung 3.4: Die Wege A und B verbinden zwei raumdiagonal gegeniiberliegende Eckpunkte

des Einheitswiirfels.

3.6 Beispiele

Um mit dem neuen Begriff des Kurvenintegrals vetrauter zu werden, betrachten wir einige
Beispiele. Hierbei untersuchen wir exemplarisch, inwieweit die verrichtete Arbeit wegabhéngig
ist. Als Anfangs- und Endpunkt der Wege wéhlen wir zwei raumdiagonal gegeniiberliegende
Eckpunkte des Einheitswiirfels, sieche Abb. [3.4}

1
=101, =1 11. (3.19)
0 1

Zwei Wege A und B, die diese beiden Punkte (3.19) miteinander verbinden, sind durch die
folgenden Parametrisierungen gegeben, sieche Abb. [3.4}

t
A ={it)=| t ||h=0<t<t,=1}, (3.20)

B = ft)=| & ||ti=0<t<ty=1}. (3.21)

Aufgrund der unterschiedlichen Parametrisierungen ergeben sich bei beiden Wegen unterschied-

liche Geschwindigkeiten:

1
d(t
A :i(t): 1|, h=0<t<ty=1, (3.22)
1
ai(t) :
B: Zt = | 2|, t=0<t<t,=1. (3.23)

3t2
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3.6.1 Erstes Kraftfeld

Wir betrachten zunachst das Kraftfeld

3% + 6y
Fi(r) = —14yz . (3.24)
20z 22

Die entlang von A verrichtete Arbeit lautet aufgrund von (3.12]) und ([3.16))

S RS di(t)
Wis(A) = | Fi(7)-dif = Fi(r(t)) - ——=dt . (3.25)
A tl dt
Einsetzen von ([3.20) und (3.22)) ergibt dann
[ 3t*+6t 1 .
Wia(A) = —14t2 || 1 dt:/‘@ﬂ+6t—Mﬂ+2mﬁﬁ
’ 201 1 ‘
14 R E!
:&ﬂ&%_ﬁ+w}=—. (3.26)
3 o 9
Entsprechend berechnen wir auch die entlang von B verrichtete Arbeit:
- 2 dr(t
Wi (B) / Fo(7) - dif = / A - T g (3.27)
B tl dt
Hier erhalten wir entsprechend
) 9¢2 1 .
Wia(B) = / 145 |- | 2t |dt= / (9¢% — 28t° 4 60¢°) dt
o\ 207 3t2 °
1
= [p-ar 6] =5, (3.28)
0

Aus dem Vergleich von (3.26) und (3.28)) lesen wir ab, dass die entlang des Kraftfeldes ({3.24))
verrichtete Arbeit im allgemeinen vom Weg abhéngt.

3.6.2 Zweites Kraftfeld

Nun betrachten wir ein anderes Kraftfeld:
222 + 2xy + 2w22
Fy(f) = 22 . (3.29)
2122
Hier erhalten wir fiir die entlang A verrichtete Arbeit
L 287+ 267 4 288 1 . .
Wia(A) = / ¢ |1 ] dt= / (5% +4t) dt = . (3.30)
0 o3 0 3
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Entsprechend gilt fiir die entlang B verrichtete Arbeit

L 202+ 287 4 217 1 . .
Wia(B) = / t2 2t |dt= / (2% + 4t + 8t") dt = 3 (3.31)
° 25 3t2 ’

Beim Kraftfeld ergibt sich also, dass die entlang von A und B verrichteten Arbeiten
identisch sind. Im folgenden zeigen wir, dass dies kein Zufall ist sondern dass diese Identitét
auf einer speziellen Eigenschaft des zweiten Kraftfeldes beruht, die das erste Kraftfeld
(3.24) nicht besitzt.

3.7 Kinetische Energie

Wir betrachten nun die Arbeit (3.16)) fiir den Fall, dass die Kraft (3.10]) gem&fl dem Newtonschen
Grundgesetz (3.3)) die Bahnkurve C verursacht. Einsetzen von (3.3)) in (3.16)) fiihrt auf

Ft)dt = /t tza{g b (332)

Das Zeitintegral kann nun mit Hilfe der Stammfunktion ausgewertet werden und wir erhalten:

Wis(C) = m/t 2 F(t) . F’(t)dt = m/t ’ dz(tt) )

: 2 m .,
Wis(C) = [—7’ (t)} = (1) = S (h). (3.33)
Die entlang des Weges C von 1 nach 2 geleistete Arbeit ist also gerade die Differenz der kine-

tischen Energie

T = — 72(t) (3.34)

am Endpunkt 75 und am Anfangspunkt 77.

Bisher wurde iiber die auf den Massenpunkt wirkende Kraft (3.10|) nichts vorausgesetzt. Im
allgemeinen hingt die Arbeit W15(C) vom Weg C ab. Dies bedeutet, dass entlang zwei verschie-
dener Wege A und B, die vom Anfangspunkt 7/ zum Endpunkt 75 fithren, in der Regel eine

unterschiedliche Arbeit verrichtet wird:
Wia(A) # Wia(B) . (3.35)

Dies wurde schon anhand des Kraftfelds (3.24) in Abschnitt exemplarisch gezeigt. Ande-
rerseits hatten wir in Abschnitt am Beispiele des Kraftfelds (3.29)) gesehen, dass es auch
Fille gibt, bei denen die Arbeit wegunabhéngig ist. Es lohnt sich, diesen wichtigen Spezialfall

genauer zu untersuchen.
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Abbildung 3.5: llustration der Wegunabhéngigkeit der Arbeit (3.36]).
3.8 Konservatives Kraftfeld

Wir wollen nun speziell solche Kréfte (3.10) betrachten, bei denen die Arbeit wegunabhéngig
ist. Letzteres besagt, dass fiir zwei beliebige Wege A und B von 7| nach 75 gilt, siche Abb.

/ ﬁ(F)-dF:/ EF(7) - dF. (3.36)
71,4 71,8

1,

Dann koénnen wir aus (3.36|) mit Hilfe von (3.17)) folgern, dass

/m F(7) - di' — / F(7) - dif = / " F()-di+ / F(r) - dif = yﬁﬁ(ﬁ) +di=0. (3.37)
71,4 71,8 71,4 7o, —B c

Hierbei tritt aufgrund von das Umlaufintegral der Kraft {iber eine beliebige geschlossene
Kurve C = A — B auf, das auch als Zirkulation bezeichnet wird. Und wir sehen, dass aus der
Wegunabhéngigkeit der Arbeit folgt, dass die Zirkulation der Kraft verschwindet. Kréfte ,
die der Bedingung gehorchen, bezeichnet man als konservative Krifte bzw. konservative
Kraftfelder. Es soll nun sowohl ein notwendiges als auch ein hinreiches Kriterium fiir die We-
gunabhéngigkeit der Arbeit angegeben werden. Hierzu ist es allerdings notwendig, einen neuen

mathematischen Begriff einzufiihren.

3.9 Gradient

Bei einer Funktion f(x) von einer Variablen z ist deren totales Differential

df
df = —d 3.38
f= T i (3.3%)
durch die erste totale Ableitung df /dz bestimmt, da sie ein Ma8 fiir die Anderung der Funktion
f(z) ist, wenn sich x auf x + dz erhoht. Bei einer Funktion f(z,y, z) von mehreren Variablen
x,y, z dagegen ist das totale Differential durch (2.59)) gegeben. Es héngt von den drei partiellen
Ableitungen (2.43/-(2.45)) ab, die die jeweiligen Anderungen von f(z,y, z) beschreiben, wenn

auf = + dx, y auf y + dy und z auf z + dz erhoht wird. Bei néherer Betrachtung des totalen
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Differentials (2.59)) fallt auf, dass es sich als Skalarprodukt zweier Vektoren darstellt:
df =V f-dr. (3.39)
Hierbei bezeichnet d7 den Vektor einer infinitesimalen Anderung des Ortsvektors

dx
dr= | dy (3.40)
dz

und der Nabla-Operator V ist ein Differentialoperator, der die ersten partiellen Ableitungen

nach den Koordinaten zu einem Vektor zusammenfasst:

0
D
0
dy
0
dz

(3.41)

Die Anwendung des Nabla-Operators V auf eine Funktion f(x,y, z) wird auch als Gradient

bezeichnet:
ﬁf =grad f . (3.42)
Wie bei gewohnlichen Ableitungen gilt auch fiir den Nabla-Operator V die Additivitét
V(f+9)=Vf+Vyg (3.43)
und die Produktregel
V(fg)=fVg+gVf. (3.44)
Zur Vertiefung dieser Rechenregeln sollen nun zwei Beispiele betrachtet werden:
e Zunéchst betrachten wir die Funktion
f()=d-7"=a,x+ay+a,z. (3.45)
Durch Anwendung von auf erhalten wir fiir den Gradienten

Vi) =a. (3.46)

e Anschlieflend betrachten wir eine Funktion f(7), die nur vom Betrag des Ortsvektors 7

abhéngt:

f(@) = f(r), r=|rl=vVa?+y>+ 2. (3.47)
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Abbildung 3.6: Graphische Illustration von (3.51)) anhand der beiden Beispiele (3.52] - und (|3 -

Hier fiihrt die Kettenregel zunéchst auf

orF) _ df(r) or
ox dr Ox

= f'(r ) (3.48)

Aufgrund analoger Resultate fiir die partiellen Ableitungen nach y und z folgt hieraus

der Gradient zu

VIR = f(r) (3.49)

‘EI‘EL

Wir bemerken ferner, dass der Gradient (3.42)) senkrecht auf den Fléchen f(z,y,z) =konst.
steht. Bilden wir ndmlich das totale Differential von f(z,y,z) =konst., so ist die linke Seite
durch (3.39) gegeben und die rechte Seite verschwindet:

0=df =Vf-dF. (3.50)
Demnach lesen wir aus (3.50) ab
VfLdF, (3.51)

wobei di innerhalb der Fliche liegt, die durch f(x,y,z) =konst. charakterisiert ist. Wir illu-
strieren das Ergebnis (3.51)) durch zwei Beispiele:
). (3.52)
Y

(@ =v") . Vgl :% ( ) ) . (3.53)

—

@+y), Vi =

=

flz,y) =

g(z,y) =

] =

Y

Hierbei stellen die Punkte eines konstanten Funktionswertes f(x,y) =konst. Kreise dar, wiahrend

g(z,y) =konst. auf Hyperbeln fiithren. Die entsprechenden Gradienten stehen aufgrund von
(3.51)) immer senkrecht auf diesen Linien gleicher Funktionswerte, siche Abb. [3.6]
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Abbildung 3.7: Kraftfeld (3.54)) zeigt in Richtung des stirksten Potentialgefalles.
3.10 Kriterium fiir Wegunabhingigkeit

Wir zeigen nun, dass ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Wegunabhéngigkeit
der Arbeit darin besteht, dass sich das Kraftfeld (3.10|) als Gradient eines Skalarfeldes, ndmlich
des Potentials V' (7), darstellen lésst:

F(7) = — grad V(7) = =VV (7). (3.54)

Hierbei wurde das Minuszeichen aus Konventionsgriinden eingefiihrt. Veranschaulicht man sich
das Potential als Gebirgslandschaft, so zeigt Fin Richtung des stérksten Potentialgefilles, siehe

Abb. Aufgrund der Definition des Nabla-Operators V in (3.41) lautet (3.54) in Kompo-

nentenschreibweise

OV (z,y,2)
F.(z,y,2) Oz
Fwy2) | = —%j) . (3.55)
Fi(.y,2) B oV (x,y,2)
0z

3.10.1 Hinreichendes Kriterium

Zunéchst zeigen wir, dass das Kriterium hinreichend ist, d.h. aus (3.54) folgt (3.37)). Fiir das
Umlaufintegral einer Kraft (3.54)) erhalten wir:

%ﬁ(f‘) i = —yﬁgrad V(F) - dif = —§£dv<f) 0. (3.56)

Es gilt ndmlich fiir das Kurvenintegral des Gradientenfeldes

/ erad V(7) - dFf = / (g—‘;daz + g—Zdy + %—Zdz) _ / AV = V(i) — V(). (357)
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so dass aus 7» = 7; unmittelbar folgt. Hierbei haben wir in im ersten Schritt
die Definition des Gradienten verwendet und im zweiten Schritt den Zusammenhang
zwischen dem totalen Differential eines Skalarfeldes und seinen ersten partiellen Ableitungen
geméaf beriicksichtigt. Ferner lesen wir aus das niitzliche Ergebnis ab, dass die
Arbeit eines Kraftfeldes mit der Eigenschaft gegeben ist durch

[ﬁﬂﬁdﬂrﬂww—vmﬂ. (3.58)

T1

Es héngt also nur von der Differenz der Potentialwerte am Anfangs- und Endpunkt der Kurve

ab und ist von der konkreten Kurve zwischen Anfangs- und Endpunkt unabhéngig.

3.10.2 Notwendiges Krtiterium

Nun zeigen wir, dass das Kriterium auch notwendig ist, d.h. aus (3.37) folgt (3.54]). Hierzu
definieren wir fiir das gegebene Kraftfeld (3.10]) das Skalarfeld

V() = — / ' F(7') - . (3.59)

0

Da die Arbeit des Kraftfeldes wegunabhéngig ist, hingt das Skalarfeld nur von einem beliebig
gewihlten Anfangspunkt 75 und vom Endpunkt 7 nicht aber vom gewihlten Weg zwischen 1
und 7} ab. Wir berechnen die partielle Ableitung des Skalarfeldes (3.59) nach x:

7 o 1 €€y . 7 R
ovir) _ _ 9 F(#')-di’ = —lim—{/ F(F’)-df’—/ F(F’)-df’} . (3.60)

ox ox 7o el0 € 70 To

Mit Hilfe von (3.17)) und (3.18]) vereinfacht sich dies zu

av(f‘) ) 1 T+e€y .
— = = —lim - F(rdr'. .61
pe 61{61 €/F (7")dr (3.61)

Zur weiteren Auswertung von (3.61]) erinnern wir an den Mittelwertsatz der Integralrechnung
an. Er besagt, dass das Integral einer stetigen Funktion f(z) im Intervall a < x < b gegeben
ist durch

l/f@ﬂx=ﬂ®®—®, £elab]. (3.62)

Dies lésst sich entsprechend Abb. geometrisch veranschaulichen. Die Fldche unterhalb der
Kurve f(z) zwischen a und b stimmt ndmlich mit dem Inhalt eines Rechtecks iiberein, dessen
Breite durch b—a und dessen Hohe durch den Funktionswert f(£) gegeben ist, wobei der Punkt
& zwischen a und b liegt. Erweitert man den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf das
Kurvenintegral , so fithrt dies zu:

ov(r) . =
5 = 161%1 € - F(r'+ Eeey) ¢e€|0,1]. (3.63)
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2[;) = /71 _’ _ 2 -

Abbildung 3.8: Zur geometrischen Deutung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (3.62)).

Wertet man nun den Grenziibergang € | 0 aus, so geht (3.63) iiber in

_a‘(;f) = —F,(7). (3.64)

Analog verfahrt man mit den anderen partiellen Ableitungen nach y und z, so dass sich insge-

samt (3.54)) ergibt.

3.11 Rotation

Es stellt sich nun aber die Frage, wie man einem vorgegebenen Kraftfeld ansieht, ob es
geméf als Gradient eines Skalarfeldes geschrieben werden kann. Hierzu ist es offenbar
nicht praktikabel nachzupriifen, ob dessen Zirkulation, also dessen Kurvenintegral beziiglich
einer geschlossenen Kurve, verschwindet, da dieser Nachweis geméafl fiir jede geschlossene
Kurve zu fithren wére. Stattdessen gehen wir davon aus, dass gegeben ist und nehmen
an, dass der Satz von Schwarz fiir alle gemischten zweiten partiellen Ableitungen des
Potentials V' gilt:

0*V 0V 0*V 0*V 0?V 0?V

Oxdy - Oyox’ Oy0z - 020y’ 0200 020z

(3.65)

Dann folgen ndmlich notwendigerweise fiir die Komponenten F;, F}, und F, die differentiellen
Identitéten

or, 0F, oF.,  0F, or, OF, (3.66)
or Oy’ oy 0z’ 0z  Ox '
Sie lassen sich zu einer einzigen vektoriellen Bedingung zusammenfassen:
rot F = 0. (3.67)

Hierbei ist die Rotation eines Vektorfeldes durch die Anwendung des Vektorproduktes vom
Nabla-Operator V auf dieses Vektorfeld F definiert:

rot F =V x F (3.68)
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Abbildung 3.9: Graphische Darstellung der beiden Vektorfelder (3.71]) und (3.72)).

Aufgrund von ((1.61) und (3.41)) 148t sich die Rotation eines Vektorfeldes mit Hilfe des Levi-
Civita-Symbols darstellen:

3
rot F =Y ">"%" ai» Fyeyeiji - (3.69)

Die einzelnen Komponenten der Rotation des Vektorfeldes ([3.69) lauten dann geméaf (1.63]) und
(T.64)

OF, OF,
gz gy gz (9y 0z
rot F = 9 9 91_ oF, _OF : (3.70)
Jr 0y 0z 0z Ox
F, F, F, oF, 05
or dy

Man bezeichnet die Rotation auch als Wirbelstérke. Um diese Begriffsbildung anschaulich zu

motivieren, betrachten wir die beiden folgenden Beispiele:

. & & ¢
Fr) = 7=y |, rot F(i) = |9, 9, a,]=0. (3.71)
Yy X Yy z
L & & & (o
Gi) = eexi=| « |, rotG(iM =19, 9, o.]=| 0 |. (372
0 -y x 0 2

In Abb. sind die beiden Vektorfelder graphisch skizziert. Das Vektorfeld F aus zeigt
radial nach Auflen und besitzt keine Wirbel, so dass dessen Rotation verschwindet. Im Unter-
schied dazu zeigt das Vektorfeld F aus eine Verwirbelung und dessen Rotation ist von
Null verschieden. Interessanterweise steht die Wirbelstirke rot G senkrecht auf der Ebene, in
der sich die Wirbel des Vektorfeldes G befinden. Fiir die Rotation gilt die Additivitét

rot (ﬁ + é) = rot F 4 rot G (3.73)
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und die Produktregel im folgenden Sinne
rot (gﬁ) =grot F +gradg x F . (3.74)

Hierbei ldsst sich (3.74) beispielsweise mit Hilfe von (3.69)) und der Produktregel der Differen-

tiation wie folgt direkt herleiten:

= 0 0 dg
t(9F)| = s (9F) = gei = Fi+ eije ( 52 ) Fi. .
ro (g ; €ijk axj (g k) g€ijk 81Ej Et+E€ ik <8$]> k (3 75)
Und ferner gilt die differentielle Identitét
rot grad f =0, (3.76)

die wir uns schon zu Beginn dieses Abschnitts in (3.67)) zu Nutze gemacht hatten.

3.12 Zuriick zu den Beispielen

Nach diesen allgemeinen Uberlegungen kehren wir nun zu den in Abschnitt behandelten
Beispielen zuriick. Fiir das erste Kraftfeld (3.24]) erhalten wir eine nichtverschwindende Rota-

tion:

rot Fy(F) = B, 8, 9. | =1 —20z% | £0. (3.77)
322+ 6y —14yz 20x2? —6

Das bedeutet, dass die Arbeit des ersten Kraftfeldes (3.24]) wegabhéngig ist, wie schon exem-
plarisch im Abschnitt gezeigt wurde. Entsprechend ergibt sich fiir das zweite Kraftfeld
(3.29), dass dessen Rotation verschwindet:

€y €y €
rot Fy(7) = 0,
202 + 2oy + 2222 2?2272

&
ISl
I
=

(3.78)

Deshalb ist die Arbeit des zweiten Kraftfeldes wegunabhéngig, wie schon in Abschnitt
anhand eines Beispiels gezeigt wurde. Deshalb muss es ein Potential V5(7) geben, so dass
Fy(7) = —VVy(7) gilt. Diese vektorielle Identitéit fithrt mit komponentenweise auf drei
partielle Differentialgleichungen fiir das Potential Va(7):

_6‘/2(586,3/,2) = 222 4 22y + 2227, (3.79)
T
a‘é(x?yv Z) 2
_ AW A 3.80
- - (3.50)
_a(@,y,2) g (3.81)

0z



3.13. ENERGIEERHALTUNGSSATZ 45

Deren iterative Integration kann man in einer unterschiedlichen Reihenfolge durchfiihren. Als
Erstes wéhlen wir einen umsténdlichen Weg und integrieren (3.81)) beziiglich z

Vo(z,y,2) = —2°2" + Az, y) , (3.82)

wobei A(z,y) eine Integrationskonstante darstellt. Einsetzen von (3.82)) in (3.80|) ergibt dann

0A(x,y) 2
TR (3.83)

so dass eine Integration beziiglich y auf
A(z,y) = —a’y + B(x) (3.84)

mit der Integrationskonstanten B(z) fithrt. Und schliefllich erhalten wir aus (3.79), (3.82) und
(3.34)

0B(x)

il 212 (3.85)

was auf die Losung

B(z) = —g 2+ C (3.86)

mit der Integrationskonstanten C' fithrt. Nach (3.82), (3.84) und (3.86]) ist das gesuchte Potential
gegeben durch

2
Vo(r) = -3 2 — 2Py — 2?7+ C. (3.87)

Man hétte dieses Ergebnis aber auch auf schnellerem Wege erhalten kénnen. Eine Integration
von beziiglich x fithrt ndmlich direkt auf und es stellt sich heraus, dass dann
auch automatisch und erfiillt. Aus den Werten des Potentials am Anfangs-
und Endpunkt, also V(7)) = C und V(73) = C' — 8/3 folgt ferner nach tatséchlich das
Ergebnis bzw. fur die zwischen 77 und 75 verrichtete Arbeit.

3.13 Energieerhaltungssatz

Aus den Beziehungen (3.33) und ((3.34)) folgt fiir konservative Kraftfelder (3.54]) mit der Eigen-
schaft (3.58) der Energieerhaltungssatz

T+ Vi=To+Vs. (3.88)

Er besagt, dafl die Summe aus kinetischer und potentieller Energie wihrend der Bewegung
erhalten bleibt:
E =T +V = konstant . (3.89)
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Abbildung 3.10: Der Graph von V' (z) erlaubt in Verbindung mit der erhaltenen Energie F eine

qualitative Diskussion der Trajektorie.

Mit Hilfe von (3.34) und V = V(#) nimmt der Erhaltungssatz (3.89) die folgende Form an:

E= % P2(t) + V(7(D) . (3.90)

Wir untersuchen die Bedeutung des Energieerhaltungssatzes in einer Dimension, wo (3.90))
iibergeht in:

E= %iz(t) LV (). (3.91)

Hierzu 16sen wir (3.91)) nach # = dx/dt auf, und erhalten durch Separation der Variablen

d
dt = — ’ . (3.92)
—|E-V
R
Die Integration dieser Gleichung ergibt:
t—ty= (3.93)

Cw
k. J2E-ve]

Die beiden Anfangsbedingungen x(0) = 25 und #(0) = Z legen dabei gemi$ (3.91)) die Energie
fest:

E= %:'cg +V(x0). (3.94)

Durch (3.93)) wird die Funktion ¢ = t(z) festgelegt, deren Invertierung dann auf die gesuchte
Trajektorie z(t) fithrt. Das Integral in (3.93) kann nur in ganz wenigen Fillen, wie zum Beispiel

dem harmonischen Oszillator analytisch gelost werden.

Im allgemeinen Fall erlaubt die Energieerhaltung (3.91)) zumindest, dass die Trajektorie anhand
des Graphen von V' (x) qualitativ diskutiert wird, siehe Fig.|3.10] Der vertikale Abstand zwischen

V(x) und der Horizontalen E gibt die kinetische Energie mi?/2 des Teilchens an. Wihlt man

2

die Bewegungsrichtung, d.h. @ > 0 oder # < 0 aus, so kann die Anderung von 42 aus der des
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vertikalen Abstandes abgelesen werden. Néhert man sich einem Schnittpunkt von V' (z) mit der
Horizontalen E, so geht x — 0. Diese Punkte werden Umkehrpunkte genannt, da sich dort die
Bewegungsrichtung umkehrt. Verlauft die Bewegungsrichung zwischen zwei Umkehrpunkten z;

und w9, so ergibt sich eine Schwingungsdauer mit der Periode

(3.95)

[ dx
=2 JEE-vie)

Der Bereich x5 < x < x3 ist dagegen unzugénglich, er ist fiir das Teilchen verboten. An den
Stellen 2o mit V'(zg) = 0 liegt eine statische Losung z(t) = x vor, fiir die (t) = 0 gelten
muf}. Diese Gleichgewichtslosung ist bei einem Minimum des Potentials stabil, d.h. bei einer
kleinen Auslenkung strebt das Teilchen wieder zuriick in das Minimum. Bei einem Maximum
dagegen ist die Gleichgewichtslosung labil, d.h. die kleinste Auslenkung fithrt dazu, dass sich

das Teilchen vom Maximum entfernt.

3.14 Impuls- und Drehimpulserhaltung

Wirkt auf ein Teilchen keine duflere Kraft, so folgt aus der allgemeinere Form der Newtonschen
Grundgleichung (3.7)), dass sein Impuls (3.6)) erhalten ist:

— — d_» —
F=0 — d—]; —0 — 7 = konstant . (3.96)

Ein weiterer Erhaltungssatz ergibt sich, wenn wir die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.3))

fiir die Bahnkurve 7(t) eines Massenpunktes vektoriell mit #(¢) von links multiplizieren:

—

mi(t) x 7(t) = 7(t) x F(t). (3.97)
Wir definieren den Drehimpuls des Teilchens mit Hilfe von (3.6]) durch

L=FXF=mFxF (3.98)

M=7FxF. (3.99)

Dabei ist zu beachten, dass sich beide Grofien L und M auf den Ursprung des gewéhlten
Inertialsystems beziehen. Bei einer Verschiebung des Inertialsystems verdndern sich demnach

L und M , wahrend aber p und F' nicht veriindert werden. Bilden wir die zeitliche Ableitung

des Drehimpulses (3.98)), so folgt unter Beachtung von (3.97)) und ([3.99)

—

dL . . . — —
=X i x = x F = M (3.100)
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Abbildung 3.11: Bei der Gravitationskraft zwischen Sonne und Erde bleibt der Dreh-
impulsvektor L erhalten (Drehimpulserhaltungssatz), was zwei physikalische Konsequenzen hat:
1. Kepler-Gesetz: Die Bewegung der Erde um die Sonne erfolgt auf einer Ellipsenbahn in einer
Ebene, die senkrecht auf L steht. 2. Kepler-Gesetz: Pro Zeiteinheit iiberstreicht der Fahrstrahl
die gleiche Flache.

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist also gleich dem Drehmoment. Hieraus ergibt sich
unmittelbar der Drehimpulserhaltungssatz. Wenn das Drehmoment verschwindet, dann folgt
aus (3.100)), dass der Drehimpuls erhalten ist:

!

M=0 .

=&

L = konstant . (3.101)

3.15 Zentralkrafte

Das Drehmoment M verschwindet trivialerweise, wenn keine Kraft F angreift. Fiir F # 0 kann
M nur dann gleich Null sein, wenn F parallel zu 7" ist. Die Kraft muf} also vom Zentrum des
Bezugssystems aus radial nach Auflen oder Innen zeigen, d.h. es muf} sich um eine Zentralkraft
handeln:

F=7f(Frt). (3.102)

Nach (3.99) und (3.102)) ist dann der Drehimpulserhaltungssatz (3.101)) erfiillt. Da der Dreh-

mimpuls L ein Vektor ist, hat dessen Erhaltung zwei physikalische Konsequenzen:

e Zunéachst bleibt die Richtung von L erhalten. Aufgrund der Definition des Drehimpulses
in schlieBen wir, daB sich 7 und 7 und damit die gesamte Bahnkurve in einer
Ebene senkrecht zum Drehimpuls befindet. Damit ist der Drehimpulsvektor L parallel
zum Normalenvektor der Ebene, in der die Bewegung stattfindet. Beispielsweise handelt

es sich bei der Newtonschen Gravitationskraft zwischen zwei Massen m; und msy

mims T
P W (3.103)

F=-G
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um eine solche Zentralkraft. Tatséchlich werden wir spater noch sehen, dass sich die Erde
in einer Ebene auf einer Ellipse bewegt, wobei sich die Sonne in einem ihrer beiden Brenn-
punkte befindet. Dieses sogenannte 1. Keplersche Gesetz ist in Abb. veranschaulicht.

e Wir betrachten die Flache dF, die der Fahrstrahl pro Zeit iiberstreicht:
L
dF = 5]7“ x dr. (3.104)
Der Vergleich von (3.98]) und (3.104) fiithrt auf
- dF
L|=2m|—] . 3.105
£ =2m|% (3.105)

Aus der Erhaltung des Drehimpulsvektors folgt, dass auch dessen Betrag ]E] erhalten
bleibt und damit der Fahrstrahl in gleichen Zeiten die gleiche Fléche iiberstreicht. Dieser
Flédchensatz ist auch als 2. Keplersches Gesetz bekannt, siehe Abb. [3.11]






Kapitel 4
Komplexe Zahlen

Das Versténdnis von harmonischen Schwingungen ist von grundlegender Bedeutung fiir die
Physik im allgemeinen und die Mechanik im besonderen. Fiir deren Beschreibung ist es hilf-
reich, den Zahlenkorper der rellen Zahlen R zu dem der komplexen Zahlen C zu erweitern, da
sich damit komplizierte Rechnungen héufig vereinfachen lassen. Wie in Abb. schematisch
dargestellt ist, sind Umformungen einer Aussage A in eine Aussage B mit Hilfe von reellen
Zahlen, die die reale Welt beschreiben, unter Umstédnden aufwendig. In vielen Féllen bietet es
sich an, die Aussage A von den reellen Zahlen in die komplexe Zahlen zu iibersetzen, da dann
eine effiziente Rechnung mit komplexen Zahlen moglich ist, dessen Ergebnis die gewiinschte
Aussage B in reellen Zahlen beinhaltet. Abgesehen von diesem konkreten praktischen Nutzen,
dass sich harmonische Schwingungen mit komplexen Zahlen leichter beschreiben lassen, gibt es
dariiber hinaus noch eine grundlegende mathematische Motivation, sich mit komplexen Zahlen
zu befassen. Es stellt sich ndmlich heraus, dass die Erweiterung des reellen Zahlenkorpers R
zu dem der komplexen Zahlen C erforderlich ist, um alle quadratischen Gleichungen analytisch

losen zu konnen.

4.1 Definition komplexer Zahlen

Die Einfiihrung komplexer Zahlen lédsst sich durch die Beobachtung motivieren, dass manche
quadratischen Gleichungen keine reellen Losungen besitzen. Wir betrachten als Beispiel die

quadratische Gleichung
2 —4x+13=0, (4.1)
die auf folgende Losung fiihrt:
Ty =244 —-13=2+3V/-1. (4.2)

Die beiden Ausdriicke (4.2) sind offenbar keine reellen Zahlen, sie werden aber trotzdem als

gewisse mathematische Objekte akzeptiert. Hierzu kiirzt man +/—1 durch die imaginére Einheit
51
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Abbildung 4.1: Motivation komplexer Zahlen.
i ab und betrachtet die Menge C aller Ausdriicke der Form
z=x+1y; z,y € R. (4.3)
Diese Ausdriicke bilden komplexen Zahlen, wobei man noch verabredet, dass
it =—1 (4.4)
gilt. Man bezeichnet x = Re(z) als Realteil von z und y = Im(z) als Imaginérteil von z. Zwei
komplexe Zahlen z; = x1 +1y; und 25 = x5 + 1y, sind genau dann gleich, wenn sie in Real- und
in Imaginéarteil {ibereinstimmen:
21 = 29 — T = T2, 1 =Y2. (4-5)
Eine komplexe Gleichung umfasst damit zwei reelle Gleichungen. Eine komplexe Zahl z = x+1y
wird als ein Punkt in der GauBschen Zahlenebene dargestellt, siche Abb. [£.2] Dabei bezeichnet
man die z-Achse als reelle Achse und die y-Achse als imagindre Achse. Den Abstand von z

vom Ursprung bezeichnet man als Betrag |z| von z. Offenbar gilt aufgrund des Satzes von
Pythagoras

2] = V& +y2. (4.6)

Beispielsweise erhalten wir fiir z = 2 4 4 den Betrag |z| = v/5.

4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Wir zeigen nun, wie man die Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und

Division auf komplexe Zahlen anwendet.



4.2. RECHNEN MIT KOMPLEXEN ZAHLEN 23

A Z=X+CY

X7ﬂe%

Abbildung 4.2: Darstellung einer komplexen Zahl z = 2z + iy mit dem Realteil x und dem
Imaginérteil y in der Gaufischen Zahlenebene sowie deren Betrag (4.6)).

4.2.1 Addition und Subtraktion

Es seien z; = 1 +y; und 29 = x5+ 15 zwei komplexe Zahlen. Aus den Gesetzen der Arithmetik

folgt dann

21+ 20 = (21 +iy) + (22 +iy2) = (21 + x2) + (1 + ¥2) , (4.7)
21— 29 = (ZL‘l + zyl) — (.172 —+ ZyQ) = (xl — ZL‘Q) + z(y1 — yg) . (48)

Hierbei haben wir das Assoziativgesetz der Addition verwendet, wonach man die Klammern

beliebig setzen darf. Beispielsweise erhalten wir fiir z; = 2+ ¢ und 2o = 1 + 3¢:
2+ 2= 2414+ (1+3i) =3+4i, H—2=02+1)—-(1+3i)=1—-2i. (4.9)

Die Addition bzw. Subtraktion komplexer Zahlen lésst sich in der Gaufischen Zahleneben da-
durch veranschaulichen, dass sie sich wie zweikomponentige Vektoren komponentenweise ad-
dieren bzw. subtrahieren, siche Abb. [4.3]

4.2.2 Multiplikation

Zwei komplexe Zahlen z; = xy + iy; und z5 = 9 + iy lassen sich auch multiplizieren, wenn
man das Distributivgesetz und die Verabredung (4.4)) beachtet:

212y = (xy4iyy) - (T2 + iy) = 212 + iy120 — iT1Ys + Y110
= (z172 — Y1y2) +i(To2yr + T172) - (4.10)

In unserem Zahlenbeispiel erhalten wir
210 2zg=(2+14) (14+3i)=2+i+6i+3i>=—1+T7i. (4.11)
Wir berechnen noch das Betragsquadrat von (4.10))

21 - 20 = (2122 — Y12)” + (T2h + T132)?, (4.12)
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Abbildung 4.3: Graphische Darstellung der Addition und der Subtraktion zweier komplexer
Zahlen am Beispiel (4.9)).

was sich schliellich reduziert auf
21 2af? = (22 + ) (ad + 0. (1.13)
Dieses Ergebnis lasst sich geméf folgendermaflen zusammenfassen:
|21+ 29| = |21] |22] - (4.14)
Fiir unser Zahlenbeispiel heif3t dies:

[(240) - (1+30)| = |24 |1+ 3i]| = 5V2. (4.15)

4.2.3 Konjugiert komplexe Zahl

Zu jeder komplexen Zahl z = x + 1y lasst sich eine konjugiert komplexe Zahl
2= —iy (4.16)

einfithren. In der Gaufschen xy-Zahlebene entspricht dies einer Spiegelung an der reellen Achse,
sieche Abb. 1.4 Wir folgern hieraus:

a) Addition und Subtraktion von z und z* fithren auf den Real- und Imaginérteil:

- %(z—i—z*), (4.17)
y = i(z—z*). (4.18)

21
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Abbildung 4.4: Graphische Darstellung einer zu z = x+iy konjugiert komplexen Zahl z* = z—iy
durch Spiegelung an der reellen Achse in der Gauflschen Zahlenebene.

Hierbei ist die Verabredung (4.4) zu beachten:
1 1 4 4
D= =, 4.19
PR (4.19)
b) Durch Multiplikation von z und z* folgt der Betrag von z bzw. z*:
22 = (r+iy) - (z—dy) =2+ =2 = (4.20)

c¢) Eine doppelte Konjugation éndert nichts:

Y =[z+iy)] =@@—w) =x+iy==z. (4.21)

4.2.4 Division

Wir berechnen den Quotienten z;/z, zweier komplexer Zahlen z; und z; # 0, indem wir unter
Verwendung von (4.20) mit z3 erweitern:
21 217 1

oy _,22-2; —WZl’Z;. (422)

Nun ist der Nenner reell, so dass die komplexe Division auf eine komplexe Multiplikation
zuriickgefiihrt ist. Das Zahlenbeispiel lautet hier:
241 (244)-(1-37) 1 5— 51

. , 1 .
53 Ut (-3 w6 = =500 (4.23)

Fiir den Betrag von Gleichung (4.22) folgt mit Hilfe von (4.14)):

1
Al L=

ER |22

= (4.24)
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4.2.5 Folgerungen

Bei der komplexen Konjugation von zusammengesetzten Ausdriicken braucht man nur jede

einzelne komplexe Zahl durch ihre konjugiert komplexe Zahl zu ersetzen:

a) Mit Hilfe von (4.7)) und (4.16]) erhalten wir fiir die komplexe Konjugation bei der Addition

zweier komplexer Zahlen:

(z1+20)" = [(v1+22) +ily +y2)]" = (21 +22) — (31 + )
= (z1+iy)" + (z2+iye) = 2] + 25 . (4.25)

b) Ein entsprechendes Resultat erhalten wir mit Hilfe von (4.25)) dann auch fiir die Subtrak-

tion zweier komplexer Zahlen:

g=[i—m)+n =@ -—n)+s =  (a-zm)=z—z. (420)

c¢) Fiir die komplexe Konjugation eines Produktes zweier komplexer Zahlen gilt dann auf-

grund von (4.10)) und (4.16)):

(21 22)" = (2122 — Y1y2) — (Tay1 + 2102) = (21 — i) - (T2 — iy) = 27 - 25.  (4.27)

d) Und fiir die komplexe Konjugation eines Quotienten zweier komplexer Zahlen folgt dann

mit ([4.16), (*.20)—([@.22) und ([@.27):

2\ 1 NP4
<_> - s (21-25)" = = (4.28)

22

Mit (4.20)) und (4.27)) ldsst sich (4.10]) auch direkt beweisen:
21 2| = (210 22) - (21 22)" = (21 - 2) (22 - 23) = |2 P[22 . (4.29)

Bevor wir mit der Diskussion weiterer Eigenschaften der komplexen Zahlen fortfahren kénnen,

miissen wir ein gidngiges Approximationsverfahren fiir Funktionen einfiihren.

4.3 Taylor-Reihe

Sehr oft moéchte man den Wert einer gegebenen Funktion y = f(x) in der Umgebung um z,
gar nicht ganz genau wissen, sondern ist schon mit einer ungefidhren Angaben zufrieden. Wenn
die Funktion y = f(z) am Punkt 2y mehrfach stetig differenzierbar ist, dann kann man sie mit
wenig Aufwand in der Umgebung um =z systematisch immer besser ndhern. Hierzu bedient

man sich der sogennanten Taylor-Reihe.
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Abbildung 4.5: Approximation einer Funktion f(z) an der Stelle zo durch a) eine Tangente

(4.30) und b) verschiedene Polynome (4.31]).
4.3.1 Tangente

Ist f(z) stetig differenzierbar, so ist die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im

Punkte (xq, f(xo)) durch das folgende Polynom erster Ordnung gegeben:

Pi(z) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) - (4.30)

Es handelt sich hierbei um eine lineare Approximation der Funktion f in der unmittelbaren
Umgebung um z,, siche Abb. ) Im folgenden zeigen wir, wie man durch Hinzunahme
weiterer Ableitungen von f an der Stelle xy die Funktion f noch besser in der Umgebung um

o anndhern kann.

4.3.2 Herleitung

Es sei f(x) nun n-fach stetig differenzierbar, d.h. dass auch noch die n-te Ableitung stetig ist.

Wir néhern dann f durch ein Polynom n-ter Ordnung an:
f(z) = P,(2) = ag + ay(x — x0) + ag(x — 20)* + ... + an(x — x0)" (4.31)

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten ag, a1, as, ..., a,. Wir berechnen die jeweiligen Ablei-

tungen

fl(g;) ~ Pé(l') Ia,l+2CL2<{L’—$0)+_.__i_nan(l,_ajo)n,l’
P,;’(l") =2a9+ ...+ n(n — 1)%(35 _ :BO)n_2 :

=

‘]

. S—
l

f™z) ~ P™@)=nn—1)-...-2a,. (4.32)

n

Dabei fordern wir, dass das Polynom P, (z) die Funktion f(x) an der Stelle x = x, bestmdoglich

anndhert. Daher werten wir nun (4.31)) und (4.32) an der Stelle z = x, aus:
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f™(xe) ~ PM(x¢) =nla,. (4.33)

Hierbei haben wir die Fakultdt einer natiirlichen Zahl als Produkt aller natiirlichen Zahlen
kleiner und gleich dieser Zahl eingefiihrt:

n

nl=1-2-3-...(n—1)-n=]]k. (4.34)
k=1

Da in der Mathematik dem leeren Produkt, also dem Sonderfall eines Produktes mit null

Faktoren, der Wert Eins zugewiesen wird, gilt insbesondere
0
on=JJ]r=1. (4.35)
k=1

Aus (4.31)—(4.33)) folgt dann das gesuchte Poylnom
™) (z)

n!

f(x) = P,(z) = f(xo) + f'(xo)(x — xo) + %f”(:ﬁo)(x —x0)? + ...+ (x — x0)" . (4.36)

Je grofler n wird, um so genauer approximiert das Polynom P,(z) die Funktion f(z) in der
Umgebung von = = x, siche Abb. ) Bildet man den Limes n — oo, so folgt hieraus die
Taylor-Reihe von f mit dem Entwicklungspunkt xz:

n

7 (0) n
fl) =) = (& —m)". (4.37)
n=0
Beim Umgang mit Taylor-Reihen sind die beiden folgenden Punkte zu beachten:

e Die Taylor-Reihe konvergiert nicht immer. So besitzt die Funktion

= 1 4.
@)=t (1.38)
die geometrische Reihe
fla)y=> a"=l+z+a>+2"+. ., (4.39)
n=0

als Taylor-Reihe, falls |z| < 1 ist. Man spricht daher davon, dass die Taylor-Reihe (4.39)

den Konvergenzradius 1 besitzt.

e Und falls die Taylor-Reihe von f konvergiert, dann konvergiert sie nicht notwendigerweise

gegen f. Betrachten wir hierzu die Funktion

0: <0
_ ) = ] 4.40
(@) { L s (4.40
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Als reelle Funktion ist (4.40]) beliebig oft stetig differenzierbar, wobei die Funktion und
alle Ableitungen im Punkt xq = 0 verschwinden. Die Taylor-Reihe um den Punkt 2y = 0
ist also die Nullfunktion, die in keiner Umgebung um diesen Entwicklungspunkt mit der

Funktion (4.40]) {ibereinstimmt.

4.3.3 Beispiele

Fir die Exponentialfunktion f(z) = e* und den Entwicklungspunkt xy = 0 erhalten wir die

folgenden Werte fiir die einzelnen Ableitungen:

1
Fay=e )=t
faoy=e fro)=1

F@) = o) =1, (4.41)

Die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion lautet daher:

n 2 3 4

_x_oof(")(O) n_oox B x x x
f(z)=e —Z R —Zn!—1+x+2+6+24+.... (4.42)

Entsprechend lassen sich auch die Taylor-Reihen fiir cos z und sin x herleiten:

o . :L.Qn 513'2 1'4
cosr = Z(—l) @) :1—34—%—... ) (4.43)
n=0
) o . l,2n+1 ZE3
n=0

4.4 Euler-Formel

Die Euler-Formel erméglicht es, mit Hilfe der Taylor-Reihe eine Verbindung zwischen der Ex-
ponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen im Rahmen der komplexen Zahlen

herzustellen.

4.4.1 Herleitung iiber Taylor-Reihen

Wir untersuchen nun die analytische Fortsetzung der Taylor-Reihe der Exponentialfunktion
(4.42)):

o0

v =3 G L eR. (4.45)

k!
k=0
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Aufgrund der Verabredung (4.4)) betrachten wir die geraden und die ungeraden Reihenglieder

separat:

) oo 2n+1
i 4.46
¢ ; 2n + 1)! (4.46)
Mit 27 = (%) = (—1)" und 20! = 27 . = (—1)%’ folgt:
) OO 1.211 oo x2n+1
iw _ N () Nt 447
=2 (=) (2n)! i) (1) @2n 1 1) (4.47)

Der Vergleich mit (4.43) und (4.44) zeigt, dass die geraden (ungerade) Reihenglieder auf die
Taylor-Reihe des Kosinus (Sinus) und damit auf die Euler-Formel fiithren:

e =cosx +isinz. (4.48)

4.4.2 'Trigonometrische Additionstheoreme

Wir behandeln nun eine wichtige Anwendung der Euler-Formel. Aus (4.48) und dem Potenz-

gesetz
giloth) = gio . ¢if (4.49)
folgt namlich:

cos (a+ f) +isin (o + ) = (cosa + sina) - (cos f + isin 3)

= (cosacos f — sinasin B) + i(sin acos  + cos asin ) . (4.50)

Vergleicht man Real- und Imaginérteile separat, so erhélt man daraus die trigonometrischen

Additionstheoreme:

cos(a+f) = cosacosf —sinasing, (4.51)

sin(aw+ ) = sinacosf + cosasin . (4.52)

Ohne Zuhilfenahme komplexer Zahlen erfordert der Beweis dieser trigonometrischen Additions-
theoreme eine lingere Rechnung anhand verschiedener rechtwinkliger Dreiecke am Einheitskreis
[16]. Daher ist dieses Ergebnis ein eindrucksvolles Beispiel dafiir, wie das Rechnen mit komple-

xen Zahlen eine aufwendige Rechnung mit reellen Zahlen vereinfacht, siehe Abb. [4.1]

4.5 Polarkoordinaten-Darstellung komplexer Zahlen

Bisher haben wir komplexe Zahlen in der Gaufschen Zahlenebene durch deren kartesische Koor-
dinaten, also deren Real- und Imaginérteil, charakterisiert. Nun wollen wir die dazu dquivalente
Polarkoordinaten-Darstellung einfithren. Hierbei wird die Euler-Formel von grundlegender Be-

deutung sein.
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=Sy d

Abbildung 4.6: Polarkoordinaten-Darstellung einer komplexen Zahl z = |z| ¢*¥ mit dem Betrag

|z] und dem Winkel ¢ zur a-Achse.
4.5.1 Argument und Phasenfaktor

In der Gaufischen Zahlenebene lassen sich wie folgt Polarkoordinaten einfiihren, siche Abb. [4.6]
Der Abstand p zum Ursprung ist gerade der Betrag der komplexen Zahl:

p=1z|. (4.53)
Und der Winkel ¢ wird als Argument der komplexen Zahl bezeichnet:
p = arg(z). (4.54)
Sind Real- und Imaginéarteil  und y bekannt, so folgt analog zu ,

p = V&'+y?, (4.55)

@ = arctan 2 | (4.56)
T

Umgekehrt ldsst sich die komplexe Zahl auch durch Polarkoordinaten ausdriicken. Aufgrund

von Abb. gilt analog zu ([2.24]), (2.25) der Zusammenhang

r = pcosy, (4.57)
y = psingp, (4.58)

so dass sich aus (4.3]) ergibt
z=p(cosp+isiny). (4.59)

Mit Hilfe der Euler-Formel (4.48|) vereinfacht sich (4.59) dann zu
z=pe?. (4.60)

Man bezeichnet e? als Phasenfaktor von z. Aufgrund des trigonometrische Pythagoras (1.41])
gilt

le"?] = | cos ¢ +isinp| = \/COSQQO +sin®p =1, (4.61)
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d.h. der Phasefaktor liegt auf dem Einheitskreis um den Ursprung. Wir bemerken ferner,
dass die konjugiert komplexe Zahl (4.16]) aufgrund von (4.60) die folgende Polarkoordinaten-
Darstellung besitzt:

2 =pe . (4.62)

4.5.2 Multiplikation und Division

Es seien ¢ = arg(z;) und ¢y = arg(ze) die Argumente zweier komplexer Zahlen z; und z,
sowie p; und p, deren entsprechende Betridge. Dann gilt aufgrund von (4.49) und (4.60|) und
fiir die Multiplikation der beiden komplexen Zahlen:

21 20 = pr €1 py P2 = pipy elF1F02) (4.63)
Es multiplizieren sich demnach die Betrége gemé&f und es addieren sich die Argumente:
arg(zy - z0) = arg(z1) + arg(zs) . (4.64)

Entsprechend folgt mit fiir die Division zweier komplexer Zahlen:

2! 1 * 1 i1 —ip2 P1 i(p1—p2)
—_ = 21 B = — el . e’b :—el . 465
P L P (4.65)

Also werden die Betriage geméf (4.24)) dividiert und die Argumente werden subtrahiert:

z

arg (—1) = arg(z) — arg(z) . (4.66)

22

4.5.3 Folgerungen

Mit den genannten Rechenregeln fiir die Polarkoordinaten-Darstellung komplexer Zahlen lassen

sich nun einige niitzliche Folgerungen ableiten.
a) Spezialisiert man auf 2, = z = €%, so folgt
e . e =¥ (4.67)
Einsetzen der Euler-Formel fithrt auf
(cos ¢ + i sin p)? = cos? p — sin? o + 2i sin @ cos ¢ = cos(2p) + isin(2yp). (4.68)
Der Vergleich der Real- und Imaginérteile fithrt dann auf
cos(2p) = cos®p —sinyp, (4.69)
sin(2p) = 2singcosp. (4.70)
Es handelt sich hierbei um Spezialfille der trigonometrischen Additionstheoreme
und .
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Iz

Abbildung 4.7: Die acht Einheitswurzeln et mit ¢y, = 27k /8 fiir k = 0,1,...,7 bilden ein dem

Einheitskreis eingeschriebenes Achteck.

b)

Durch Iteration folgt dann
€' . P = e (4.71)

Einsetzen der Euler-Formel (4.48), Zerlegung in Real- und Imaginérteil und Beachtung
von (4.69)), (4.70) fiihrt auf die Moivre-Formeln:

cos(3p) = cos®p — 3cospsin?p, (4.72)
sin(3¢) = 3cos’psing —sin®p. (4.73)

Durch weitere Iteration erhalten wir
(e)" =em?, neN, (4.74)
was mit der Euler-Formel auf
(cos @ + isin )" = ™, (4.75)
fithrt. Setzen wir nun ¢ = k- 27/n fir k =0,1,...,n — 1, so folgt
(cos py +isin )" = ek = ¥ = 1. (4.76)

Demnach stellen e+ die n-ten Einheitswurzeln dar. Sie bilden ein dem Einheitskreis
eingeschriebenes n-Eck, siehe das Beispiel n = 8 in Abb.

4.6 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom n-ten Grades

Pu(2) =ag+arz +a2® + ... Fap 12"+ a2 (4.77)
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mit komplexen Koeffizienten, d.h. a; € C, besitzt nach Gaufl genau n komplexe Nullstellen

21, 29, . . ., Z, mit der Eigenschaft
P.(2)=an(z—21) (z—22) ... (2 — z). (4.78)

Hierbei diirfen Nullstellen mehrfach vorkommen und werden dann entsprechend ihrer Vielfach-
heit gezéhlt. Als Beispiel betrachten wir nochmals das Polynom zweiter Ordnung (4.1]) mit der
Losung (4.2)). Mit Hilfe der komplexen Zahlen lauten die beiden Losungen

Ty =2+3i. (4.79)
Zur Probe iiberpriifen wir

(r—z)(z—2)=(r—2-3i)(z —2+3i) =2° — 4o+ 13. (4.80)



Kapitel 5
Harmonischer Oszillator

Viele physikalische Systeme kénnen Schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausfithren. Wenn
die Auslenkungen aus der Ruhelage hinreichend klein sind, dann sind die Schwingungen har-
monisch und werden durch einen harmonischen Oszillator beschrieben. Im folgenden behandeln
wir im einzelnen die harmonische, die geddmpfte und die erzwungene Schwingung. Dabei 16sen
wir die Newtonsche Bewegungsgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators fiir eine be-
liebige zeitabhéngige Kraft mit Hilfe der Methode der Greenschen Funktion. Es handelt sich
dabei um ein allgemeines Konzept zum Losen inhomogener linearer Differentialgleichung [13],

das vom britischen Mathematiker und Physiker George Green 1828 erstmalig eingefiihrt wurde.

5.1 Harmonische Schwingung

Wenn man einen an einer Schraubenfeder aufgehingten Massenpunkt der Masse m aus der
Ruhelage um ein Stiick x verschiebt, sieche Abb. [5.1] so wirkt auf den Massenpunkt eine Kraft

in Richtung der Ruhelage, die nach dem Hookschen Gesetz proportional zur Auslenkung z ist:
Fy (z) = =Dz, (5.1)

wobei D die Federkonstante bezeichnet. Es handelt sich hierbei um eine konservative Kraft, da

der negative Gradient des Potentials
/ / 1 2
Vi () = — | Fu(2')dx’ = §Dx (5.2)
0

auf das Hooksche Gesetz (5.1)) fithrt. Generell lassen sich Potentiale mit einem Minimum in
der direkten Umgebung des Minimums durch ein solches harmonisches Potential ((5.2)) néihern,
siche Abb.[5.2] Entwickelt man ndmlich das Potential V' (z) in eine Taylor-Reihe ([(£.37) um das

Minimum bei zg =0

V(:c):V(O)+V’(O)x+%V”(O)x2+..., (5.3)
65
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[ i

Abbildung 5.1: Massenpunkt m an einer Feder mit Federkonstanten D und seine Auslenkung

x aus der Gleichgewichtslage.

so muff V/(0) = 0 am Minimum gelten und reduziert sich fiir kleine Auslenkungen bis
auf eine irrelevante Konstante auf die Form . Dabei entspricht die Federkonstante D der
Kriimmung V" (0) des Potentials V () am Minimum zy = 0. Setzt man das Kraftgesetz (/5.1])
in die Newtonsche Grundgleichung ein, so entsteht fiir die Auslenkung = eine homogene,

lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
() +wiz(t) =0, (5.4)
wobei die Eigenfrequenz des harmonischen Ostzillators gegeben ist durch

D
=4/ —. 5.5
Wo m (5.5)

Die Eigenfrequenz wy ist also um so grofler, je grofler die Federkonstante D und je kleiner die
Masse m ist. Das iibliche Losungsverfahren fiir lineare gewohnliche Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten besteht im Exponentialansatz

x(t) =M. (5.6)
Einsetzen von in fithrt auf das charakteristische Polynom

M4+ we=0. (5.7)

Nach dem Gaufischen Fundamentalsatz der Algebra von Abschnitt |4.6{besitzt diese quadratische

Gleichung genau zwei komplexe Losungen
Ar = Fiwp . (5.8)
Demnach besitzt die Differentialgleichung die beiden Fundamentallosungen
x1(t) = et To(t) = e ot (5.9)

Eine Linearkombination der beiden Fundamentallosungen fiihrt auf die allgemeine Losung der
Differentialgleichung (5.4):
x(t) = ar ™" + age” 0" (5.10)
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Vi) + % Vi) x*

VIX)

o~
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Abbildung 5.2: Approximation des Potentials V(z) in der Nihe eines Minimums durch ein

harmonisches Potential.

Statt der zwei komplexen Fundamentallosungen ((5.9) kann man auch zwei reelle Fundamen-

tallosungen angeben. Hierzu verwendet man die Eulersche Formel (4.48]) in (5.10|) und erhalt
x(t) = by coswopt + by sin wyt (5.11)

mit den Koeffizienten
bl =a; + a9, b2 = i(al - CLQ) . (512)

Die beiden reellen Fundamentallésungen lauten demnach
x1(t) = coswot, xo(t) = sinwot . (5.13)
Die noch unbekannten Koeffizienten by, by in lassen sich durch die Anfangsbedingungen
z(0) = o, 2(0) = &g (5.14)

festlegen. Wir erhalten dabei
by = o, by = —, (5-15)

so dass die allgemeine Losung ((5.11)) iibergeht in

x(t) = xo cos wot + 20 gin wot . (5.16)
Wo

Man kann ({5.16]) auch auf die Form

x(t) = Acos(wot — ) = Acos b coswyt + Asin 0 sin wyt (5.17)
bringen. Der Vergleich von ({5.16|) und (5.17) fiithrt auf
Acost = x, Asinf = @, (5.18)
wo

so dass sich die Amplitude A ergibt zu

A= |2zt + = (5.19)
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Abbildung 5.3: Harmonische Schwingung x(t) = A cos(wpt —6) mit Amplitude (5.19) und Phase
(5.20).

wahrend die Phase lautet
(5.20)

0 = arctan

WoZo

Setzen wir (5.19) und (5.20)) in ((5.17)) ein, so fiihrt dies auf

(t) 2+ i ( t tan —20 ) (5.21)
x = x — COS | Wol — arctan s .
0" W2 0 WoZo

was sich durch Abb. [5.3] illustrieren 148t.

5.2 Gedampfte harmonische Schwingung

Wir beriicksichtigen nun zusétzlich noch die Reibung am umgebenden Medium, wie z.B. den
Luftwiderstand. Bewegt sich der Korper nicht zu schnell durch das umgebende Medium, so

erfahrt er nach Stokes eine Reibungskraft, die proportional zu seiner Geschwindigkeit ist:
Fr = —vi. (5.22)

Dabei besagt das Minuszeichen, dass diese Reibungskraft entgegensetzt zur Geschwindigkeit des
Korpers gerichtet ist. Ferner ist die Reibungskonstanten « im Falle eines sphérischen Korpers
gegeben durch [17, 18]

v = 6mrn, (5.23)

wobei r dessen Radius bezeichnet und 7 die Viskositédt des Mediums beschreibt, in dem sich
der Korper befindet. Die auftretenden Werte fiir die Viskositét variieren von 1,7 - 107° Ns/m?
bei Luft iiber 1,0 - 1072 Ns/m? bei Wasser mit 20°C bis hin zu 10 Ns/m? bei Honig.

Setzt man die beiden Krifte (5.1)) und (5.22)) in die Newtonschen Bewegungsgleichung (3.3)) ein,
so folgt unter Beachtung der Eigenfrequez des ungeddmpften harmonischen Oszillators (/5.5])

mi(t) + yi(t) + mwiz(t) = 0. (5.24)
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Es handelt sich wieder um eine homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter

Ordnung mit konstanten Koeffizienten
F(t) 4+ 2ka(t) + wor(t) =0, (5.25)

wobei zur Abkiirzung die Abklingkonstante

k=L (5.26)

-~ 2m
eingefiithrt wurde. Der Exponentialansatz ([5.6)) fithrt dann in (5.25]) zur charakteristischen Glei-

chung
N 426N +wh =0 (5.27)

A = —k £ /K2 —wi. (5.28)

Demnach lauten die beiden Fundamentallosungen der Differentialgleichung in ([5.25|)

$1(t) _ 67“6”’{27‘0&

mit den beiden Losungen

2o(t) = e Flem VI wit (5.29)

Y

und die allgemeine Losung ergibt sich durch Linearkombination
T(t) = are eV U 4 gye e VI Tt (5.30)

Abhingig vom Wert des Radikanten x* — w? ergeben sich drei verschiedene Fille fiir die

geddmpfte harmonische Schwingung.

5.2.1 Schwache Dampfung

Im Falle der schwachen Dampfung gilt

K< Wy, (5.31)
so dass iibergeht in
x(t) = are ™ e™" + age e (5.32)
wobei die Frequenz
w = /Wi — K? (5.33)

wegen der Reibung kleiner ist als die Eigenfrequenz (/5.5 des harmonischen Oszillators. Dabei
geht die geddmpfte Schwingung (5.32)), (5.33]) bei einer verschwindenden Dampfung x = 0 in
die ungeddmpfte Schwingung (5.10]) iiber. Mit der Eulerschen Formel (4.48) und den neuen

Koeffizienten ([5.12)) erhalten wir aus (5.32)
z(t) = (by coswt + by sinwt)e " | (5.34)
so dass die reellen Fundamentallosungen gegeben sind durch

71(t) = e " cos wt, To(t) = e " sinwt . (5.35)
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X

Abbildung 5.4: Geddmpfte harmonische Schwingung (5.37) zwischen exponentiellen
Einhiillenden.

Mit Hilfe der Anfangsbedingungen ([5.14]) lassen sich wieder b; und by in ([5.34)) festlegen:

bl =Xy, b2 = m . (536)
w
AuBlerdem lisst sich ([5.34)) auf die Form
x(t) = Acos(wt — e (5.37)

bringen, wobei diesmal Amplitude A und Phase 6 gegeben sind durch

9 L'Uo—i‘lixo 2
A = a4 (Z—— (5.38)

0 = arctan (M>. (5.39)

WX

Die Kurve der gedampften harmonischen Schwingung befindet sich demnach innerhalb einer
exponentiellen Einhiillenden, siehe Abb. 5.4 Wir betrachten nun zwei aufeinanderfolgende Ma-

ximalausschliage z(t,,) und z(t,,1) zu den Zeiten t,, und ¢, = t, + T mit der Periodendauer

_27r

T (5.40)

w
Fiir das Verhaltnis der Maximalausschlédge erhalten wir

x(tn) ACOS(wtn — 6>€_Ht" 271_%
- - 5.41
(tny1)  Acos(wtyp — 0)e Hint exp , (5.41)

so dass das logarithmische Dekrement

In xffz)l ;= QZ“ (5.42)

unter Beachtung von (5.33) zur experimentellen Bestimmung der Abklingkonstanten x bzw.
der Dampfungskonstanten v nach ((5.26) benutzt werden kann.
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5.2.2 Aperiodischer Grenzfall

Beim aperiodischen Grenzfall

K =wp (5.43)

fallen die beiden Fundamentallosungen ([5.29)) zusammen:
xi(t) = e ", (5.44)

Da die Differentialgleichung ({5.25]) auch im aperiodischen Grenzfall ([5.43)) von zweiter Ordnung
ist, d.h.

F(t) 4+ 2ka(t) + K22(t) = 0, (5.45)

muss es neben ([5.44) noch eine zweite Fundamentallosung geben. Wir finden diese nach dem

d’Alembertschen Reduktionsverfahren durch den Ansatz
1o(t) = c(t)e " (5.46)

Die noch unbekannte Funktion ¢(¢) legen wir durch die Bedingung fest, dass (5.46)) die Diffe-
rentialgleichung ((5.45]) 16sen soll. Einsetzen von ((5.46)) in (5.45)) fiihrt zu

é(t)e ™™ = 2ke(t)e ™™ + KPc(t)e ™ + 2k [c(t)e ™ — ke(t)e ™ ] + KPc(t)e ™ =0,  (5.47)
so dass ¢(t) der Differentialgleichung
éty = 0 (5.48)
geniigt mit der allgemeinen Losung
c(t) = by +bot. (5.49)
Demnach lautet die zweite Fundamentallosung
zo(t) = te ™, (5.50)
und die allgemeine Losung der Differentialgleichung ergibt sich zu
x(t) = (by + bot)e™"". (5.51)
Mit Hilfe der Anfangsbedingungen lassen sich b; und by festlegen:

b1 = Xy, b2 = .i() + KZg - (552)
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5.2.3 Starke Dampfung

Im Falle der starken Dampfung gilt
K> wp, (5.53)

so dass beide Losungen ((5.28)) der charakteristischen Gleichung ((5.27)) reell sind. Die allgemeine
Losung der Differentialgleichung ((5.25)) ist dann durch (5.30) gegeben. Das Einarbeiten der
Anfangsbedingungen ((5.14) fithrt auf die beiden Bedingungen

z(0) = a;+ay = x9, (5.54)

©(0) = (—m+\/m> aﬁ(_ﬁ_M) as = . (5.55)

In Matrixschreibweise lautet dieses inhomogene lineare Gleichungssystem

(5.56)

(oo ) ()2 (2):

Eine allgemeine 2 x 2-Matrix
b
c d

1 d —b
Al = ) 5.58
ad — be ( —c a ) ( )

Damit léasst sich das inhomogene lineare Gleichungssystem ([5.56)) unmittelbar 16sen

1 —k— /K2 —wi —1 a'co _ a | (5.59)
—2¢/K? — W3 k—y/Kr2—wi 1 Zo as

so dass wir das Ergebnis

besitzt die inverse Matrix

(Fa—i— m2—w§>x0+j70 (—li—i— ﬁg—wg)xo—io

a; = ) Ay =
2\/K? — w?

5 \/m (5.60)
erhalten. Vergleicht man die Auslenkung z(¢) im Falle starken Dampfung mit der der
schwachen Dampfung und der des aperiodischen Grenzfalls , so fillt ein wesentlicher
Unterschied in der Langzeitdynamik auf. Wahrend bei schwacher Dampfung und beim
aperiodischen Grenzfall die Auslenkung exponentiell mit der Konstanten x abklingt,
gibt es bei der starken Dampfung sogar zwei exponentielle Terme. Beim zweiten Term in
bewirkt die groflere Konstante k+ \/m ein noch rascheres exponentielles Abklingen.
Demgegeniiber tritt aber im ersten Term die kleinere Konstante x — \/m auf, so dass die
Masse exponentiell letztendlich sehr langsam zur Ruhelage zuriickkehrt. Man spricht deshalb
bei vom Kriechfall, bei dem der Oszillator eine Kriechbewegung vollfithrt. Im direkten
Vergleich zwischen Kriechfall und aperiodischem Grenzfall zeigt sich daher, dass
die Ruhelage bei letzterem viel schneller erreicht wird, siehe Abb.[5.5 Dieser Umstand wird beim
Bau von Mefigerdten ausgenutzt. Man strebt ndmlich bei Mef3gerdten an, den aperiodischen

Grenzfall zu realisieren, damit sich ein Mewert moglichst schnell einstellt.
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A XE)

> t

Abbildung 5.5: Graphische Darstellung von aperiodischem Grenzfall (k = wp) und Kriechfall
(k > wp) fiir dieselbe Anfangsbedingung i = 0.

5.2.4 Energie

Schliefllich untersuchen wir noch den Energieinhalt eines schwingenden Systems bei Anwesen-
heit von schwacher Dampfung . Dazu gehen wir von der zugrunde liegenden Newtonschen
Bewegungsgleichung aus, beachten die Eigenfrequez der ungeddmpften harmonischen Os-
zillators und multiplizieren die ganze Gleichung mit der Geschwindigkeit &(t):

mi(t)i(t) + Dr(t)i(t) = —yi?(t). (5.61)

Auf der linken Seite steht nun das totale Differential der Energie

D
E(t) = % 2(0)+ 327(1). (5.62)
die sich aus kinetischer und potentieller Energie zusammensetzt:
dE(t
% = —yi?(t). (5.63)

Demnach ist die zeitliche Ableitung der Energie negativ. Wéhrend also die Energie des gedampf-
ten harmonischen Oszillators zwischen kinetischer und potentieller Energie hin- und herpendelt,
nimmt sie stédndig ab. Dies liegt daran, dass die Reibung stindig Energie in Warme umwandelt

und nach Auflen abfiihrt. Es sei F(0) die Energie zu Beginn einer Schwingungsperiode und

E(0) - E(T) = 7/: dt #2(t) (5.64)

die Energie, die innerhalb einer Schwingungsperiode in thermische Energie iibergeht. Dann

charakterisiert das Verhaltnis
E(0)

—or -
@20 - AT
viele Eigenschaften des geddmpften harmonischen Oszillators. Man bezeichnet ([5.65)) als Giite-

faktor nach der englischen Bezeichnung quality factor. In den Ubungen wird gezeigt, dass der

Gitefaktor ([5.65)) im Falle einer schwacher Dampfung (5.31) gegeben ist durch

2m
Q - 1 — e drr/w”

(5.65)

(5.66)
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Schwingendes System Giitefaktor @

elektrischer Schwingkreis | 102

Pendeluhr 104
Schwingquarz (3...10) - 10°
angeregtes Atom 107

frequenzstabilisierter Laser | 10°

Casium-Atomuhr 1013

Abbildung 5.6: Gréfenordnungen von Giitefaktoren bei verschiedenen schwingenden Systemen
der Physik.

Aufgrund von (5.33) hingt er von der Eigenfrequenz wy und der Abklingkonstanten r des
geddmpften harmonischen Oszillators ab. Im Limes extrem schwacher Démpfung x < wqy redu-
ziert sich ([5.66|) auf ein Resultat, das in vielen Bereichen der Physik verwendet wird:

Wo
Q ~ e (5.67)
Es besagt, dass ein hoher Giitefaktor einer schwachen Dampfung entspricht, so dass die Lebens-
dauer der geddmpften Schwingung grof ist. In der Tabelle von Abb. werden die Groflenord-
nungen von Giitefaktoren bei verschiedenen schwingenden Systemen der Physik miteinander

verglichen.

5.3 Beliebige zeitabhingige Kraft

Wir wollen nun annehmen, dass auf den Massenpunkt aufler der Hookeschen Riickstellkraft
und der Stokeschen Reibungskraft noch zusétzlich eine beliebige zeitabhingige
Kraft F(t) einwirkt. Die Newtonsche Bewegungsgleichung fithrt dann mit der Eigenfre-
quenz des ungedédmpften harmonische Oszillators und der Abklingkonstanten (5.26)) zu
einer inhomogenen linearen gewdhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

F(t)

F(t) + 262 (t) + wox(t) = — (5.68)

Die allgemeine Losung von ((5.68) setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung xy,(t) der
homogenen Gleichung (5.25)) und irgendeiner partikuléren Losung x,(t) von (5.68)

z(t) = an(t) + 2p(t) . (5.69)

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (5.25) wurde im vorhergehenden Abschnitt

ausfithrlich hergeleitet und diskutiert. Dabei stellte sich heraus, dass sie sich als Linearkombi-
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nation von zwei Fundamentall6sungen ergibt:
zyh(t) = crmy (t) + coxa(t) . (5.70)

Ferner zeigte sich, dass diese homogene Losung bei allen drei behandelten Félle k < wg, kK = wy
und K > wp im Langzeitlimes verschwindet. Wenn man sich also fiir das Langzeitverhalten
der Losung interessiert, dann muss man die partikuldre Losung bestimmen. Eine solche
partikuldre Losung von 148t sich mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten
ableiten. Hierzu nimmt man an, dass die beiden Fundamentallosungen x(t) und wz5(t) der
homogenen Gleichung bekannt sind und setzt die partikuldre Losung der inhomogenen

Gleichung ([5.68) in Verallgemeinerung von ([5.70)) an als
Tp(t) = c1 ()1 (t) + ca(t)xa(t) . (5.71)

Man versucht dann, die noch unbekannten Funktionen c¢;(¢) und ¢3(t) so zu bestimmen, dass
die inhomogene Gleichung 16st. Wir betrachten zunéchst die erste Ableitung von
(5.71)):

Tp(t) = c1(6)@1(t) + co(t)@a(t) + é1(t)z1(t) + Eot)za(1) . (5.72)

Da wir nicht an der allgemeinsten partikuldren Losung sondern nur an einer einzigen parti-

kuléren Losung interessiert sind, vereinfachen wir ((5.72)), indem wir die Bedingung

()1 (t) + za(t)éa(t) =0 (5.73)
fordern. Da sich durch reduziert auf
Tp(t) = 1 ()21 (t) + calt)da(t) , (5.74)
lautet die zweite Ableitung
ip(t) = c1()@1(t) + ca(t)E2(t) + 1 (t)@1(t) + Ca(t)da(t) - (5.75)

Einsetzen von ((5.71)), (5.74]) und (5.75)) in die inhomogene Gleichung ([5.68]) fithrt auf

. . F(t
+25 [e1(8) @1 (t) + ca(t)ia(t)] 4+ wi [z1(t)er (t) + za(t)ea(t)] = # .
Da x1(t) und xo(t) Fundamentallosungen der homogenen Differentialgleichung ((5.25|) darstellen,

d.h. es gilt

(5.76)

&1 (t) + 2631 (t) + wiz (t) = 0, (5.77)
Fo(t) + 2kd2(t) + wize(t) = 0, (5.78)

reduziert sich auf
B0 (0) + da(t)ea(t) = 2. (579

m
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Damit stellen (5.73)) und (5.79)) zwei algebraische Gleichungen fiir ¢1(¢) und éo(t) dar:

t t o1 (t 0
() Zo2(t) éo(t) F(t)/m
Verwendet man ((5.57)), (5.58)), so ldsst sich dieses inhomogene lineare Gleichungssystem nach

¢1(t) und éo(t) auflosen:

a) Y _ 1 [ () —xa(t) 0
<é2(t) > W) ( —i(t) @) ) (F(t)/m> : (5.81)

Hierbei bezeichnet W (t) die Wronski-Determinante

wie = | 0 720 | — w1 (1)da(t) — 2a(t)i (1) (5.82)
a1 (t) @2(t)
Die zeitliche Ableitung von fithrt auf
W (t) = o1 (t)#2(t) — &1 ()2a(t) (5.83)
so dass man mit Hilfe von und erhélt:
W(t) = —26W(t). (5.84)

Die Integration der Diffentialgleichung (5.84)) ergibt
W(t) = W(0)e 2", (5.85)

wobei die Anfangsbedingung gegeben ist durch die Auswertung von (5.82)) zum Zeitpunkt ¢ = 0
gegeben ist:

W(0) = 21(0)i2(0) — 22(0)21(0) . (5.86)
Aus ([5.81)) lassen sich ¢;(t), é2(t) und nach einer einfachen Integration ebenso c¢;(t), co(t) ablesen:
, 2o(t)F (1) /t , () F ()
t) = ——FF—F7~ t) = — dt' —————= .
Cl( ) mW(t) - Cl( ) . mW(t’) ) (5 87)
_ 21 (1) F () /t , () F ()
t) = ———— t) = dt ————+=. .
CQ( ) mW(t) = CQ( ) . mW(t’) (5 88)
Setzt man (5.87) und (5.88) in ([5.71) ein, so ist die partikuldre Losung von der Form
xp (1) —/ G.(t,t)F(t')dt', (5.89)

wobei der als Greensche Funktion benannte Integralkern G.(t,t") gegeben ist durch
vt)ait) —n)as()

Go(t,t) = mW () = (5.90)
0 o<t

Da der Integralkern G.(t,t') fiir ¢ < t' verschwindet, ist die Kausalitit gewéhrleistet, dass
eine Kraft F(¢') in der Zukunft keine Auswirkung auf die momentane Auslenkung z,(¢) haben
kann. Diese Kausalitdtseigenschaft des Integralkerns wird durch den Index ¢ in der Notation
von G¢(t,t') zum Ausdruck gebracht.
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5.3.1 Schwache Dampfung

Wir geben nun die Greensche Funktion im Falle der schwachen Dampfung (5.31)) explizit an

und verwenden hierzu die beiden Fundamentallosungen ([5.35])

r1(t) = e coswt, @1(t) = e " (—kKcoswt— wsinwt) (5.91)
To(t) = e sinwt, a9(t) = e " (—ksinwt+ wcoswt) .
Da diese Fundamentallésungen die Anfangsbedingungen
r1(0) =1, 1(0) = —k, x9(0) =0, t2(0) = w (5.92)
besitzen, lautet die Wronski-Determinante nach und
W(t) = we ", (5.93)

Tatsédchlich erhalten wir nach ((5.82) und (5.91))

W(t) = e[ coswt (—krsinwt + wcoswt) — sinwt (—k coswt — wsinwt) | = we™* . (5.94)

Einsetzen von (5.91)) und (5.93) in (5.90) fithrt schlielich auf die explizite Gestalt der kausalen

Greenschen Funktion bei schwacher Dampfung:

1 ,

— et ginw(t —t) ; t>t

, mw

Go(t,t) = . (5.95)

0 ot <t

Demnach ist die Greensche Funktion G(¢,t') nur von der Zeitdifferenz ¢ — ¢ abhéngig:
G.(t,t) = G.(t —1). (5.96)

Dies liegt daran, dass die homogene Differentialgleichung ((5.25)) nicht explizit von der Zeit

abhéngt und daher unter Zeittranslationen invariant ist.

5.3.2 Aperiodischer Grenzfall

Die Greensche Funktion im aperiodischen Grenzfall (5.43)) ldsst sich auf verschiedenen Wegen
bestimmen. Setzen wir (5.95)) im Limes k 1 wy analytisch fort, so folgt mit Hilfe von (5.33)) und
der Regel von de 1" Hopital [1l, Abschnitt 6.5]

3 2 .2 4
lim 2L V&0 R (t=*) =t—t (5.97)

rlwo wa — K2

die Greensche Funktion im aperiodischen Grenzfall:

t—t

e*fi(tft/) t Z t/
Go(t, ) = | (5.98)
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Das selbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir die beiden Fundamentallosungen (5.44) und (5.50)) in
(5.90)) einsetzen. Dabei lautet die Wroski-Determinante ([5.82)) der beiden Fundamentallsungen
(5.44) und ({5.50)):

W(t) = e 2", (5.99)
In der Tat besitzen die Fundamentallosungen ((5.44)) und (5.50)) die Anfangsbedingungen
.171(0) = ]_, .131(0) = —k, ZL‘Q(O) = 0, IL‘Q(O) = 1, (5100)

so dass sich die Wronski-Determinante ((5.99)) auch nach (5.85)) und (5.86|) ergibt.

5.3.3 Starke Dampfung

Ganz entsprechend gehen wir im Falle der starken Dampfung (5.53)) vor. Eine analytische
Fortsetzung der Greenschen Funktion (5.95)) der schwachen Dampfung (5.31)) fiir die starke
Dampfung (5.53)) ergibt unter Beachtung von ([5.33)):

1 et .
— Rt ginh /K2 — W2t —t) 5 t >t

my/K? — w,
Go(t,t) = 0 . (5.101)

0 ot <t

Hierbei haben wir die analytische Fortsetzung der sin-Funktion verwendet
sinixz = isinhx, (5.102)

die auf die Hyperbelfunktion

(" —e™) (5.103)

DO | —

sinhz =

fithrt und sich mit Hilfe der Eulerschen Formel (4.48]) beweisen ldsst. Das selbe Ergebnis erhalten
wir auch, wenn wir die beiden Fundamentallosungen ([5.29) in (5.90) einsetzen. Dabei lautet

die Wronski-Determinante der Fundamentallésungen ([5.29)):

W(t) = —24y/K2 —wie . (5.104)

Dabei folgt ((5.104]) auch aus den Anfangsbedingungen der Fundamentallésungen ([5.29)

21(0) =1, &1(0)=—r+ /K2 —wd, x2(0)=1, 13(0)=—-r—/r?—wi (5.105)

mit Hilfe von (5.85)) und ([5.86]).
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L
a)

Abbildung 5.7: Erzwungene Schwingung: a) Phasenverschiebung (5.112) und b) Amplitude
(.113]) als Funktion der d&ufleren Frequenz ().

5.4 Erzwungene Schwingungen

Wir berechnen nun die partikulire Losung fiir eine erzwungene Schwingung, bei der die duflere

Kraft harmonisch ist:

F(t) = FycosQt . (5.106)

Hierbei werden sowohl die Treibamplitude Fj, als auch die Treibfrequenz €2 als von Auflen frei
einstellbare Parameter angesehen. Einsetzen von ([5.95)) und (5.106|) in (5.89)) zeigt, dass hierzu

zwei einzelne Integrale auszuwerten sind:

F t / t /
rp(t) = —= et {sin wt/ dt'e™ coswt’ cos Q' — cos wt/ dt'e™ sinwt' cos Qt'| . (5.107)
mw

—00 —0o0

In den Ubungen wird gezeigt, dass die Auswertung von (5.107) unter Beriicksichtigung der
Frequenz ((5.33)) bei schwacher Dampfung auf das folgende Ergebnis fiihrt:

_ Fy 2Qksin Qt + (w§ — Q%) cos Ot

. (5.108)
m (wg — Qz) + 45202

p(t)

Demnach schwingt die partikulére Losung z,(¢) mit derselben Frequenz €2 wie die d&uflere Kraft

(5.106)). Die partikuldre Losung ((5.108)) ist von der Form

zp(t) = Acos(Q2 — 0) = AcosfcosQt + Asinfsin Qi (5.109)

wobei der Koeffizientenvergleich auf

F() w% — QQ
A - 11
cos m (wi — 02)2 4+ 4r2Q%’ (5.110)
Asing = Lo 20k (5.111)

m (w3 — Q2)2 + 4k202

fithrt. Die Phasenverschiebung 6 zwischen der &ueren Kraft F'(¢) und der partikuldren Losung

z,(t) ist gegeben durch

20k
f = arctan 5

—_. 112
o (5.112)
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Abbildung 5.8: Greensche Funktion G.(t,t') stellt Losung x(t) von (5.68)) dar, falls zur Zeit ¢/
ein kurzzeitiger Kraftsto3 Fy (t) wirkt.

Die graphische Darstellung der Phasenverschiebung 6 als Funktion der d&ufleren Frequenz € ist
in Abb. 5.7 a) zu sehen. Wir bemerken, dass die partikuldre Losung x,(¢) der duBere Kraft F(¢)
immer hinterhinkt. Dabei ist die Phasenverschiebung 6(€2) fiir Q = wy gleich 7/2 und damit
unabhéngig von der Abklingkonstanten k. Ferner ergibt sich die Amplitude A zu

R 1

A - )
m e = Pt 1

(5.113)

was auf die Resonanzkurve von Abb. ) fithrt. Wir untersuchen nun, bei welcher Frequenz
Qg die Amplitude A(Q) extremal ist:

dA(Q2)  2FQ wi — 0% — 22
ds? m [(wg 0224 4,1292}

;- =0. (5.114)

Als Losung erhalten wir unter Beachtung von (5.33))

Qo = /wd — 2K < w < wp. (5.115)

Bei dieser Frequenz 2y nimmt die Amplitude A(Q2) den Wert

Fy

2mr/wi — K2

A(Qo) = (5.116)

an, der im Limes x — 0 divergiert.

5.5 Diracsche Delta-Funktion

Im Folgenden werden wir eine anschauliche physikalische Interpretation der Greenschen Funk-
tion G(t,t’) ableiten kénnen. Hierzu kehren wir wieder zur inhomogenen Differentialgleichung

(5.68]) und deren Losung x(t) zuriick. In einigen Abschnitten werden wir ndmlich zeigen konnen,
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Abbildung 5.9: Die Folge der GauB-Funktionen (5.118]) strebt im Limes € | 0 zur Diracschen
Delta-Funktion §(t).

dass die Greenschen Funktion G(¢,t') genau diejenige Losung x(t) zur Zeit ¢ von dar-
stellt, bei der die Kraft Fy(t) einen kurzzeitigen Kraftstof (“Kick”) zur Zeit ¢’ darstellt, siehe
Abb. 5.8l Um dieses zentrale Ergebnis erhalten zu kénnen, miissen wir uns allerdings zunéchst
damit beschéftigen, wie man einen solchen kurzzeitigen Kraftstofs mathematisch beschreibt. Er
wurde erstmalig 1930 von Paul Dirac in Form der sogenannten Delta-Funktion §(¢) eingefiihrt,

die durch die beiden folgenden Eigenschaften definiert werden kann:

(D1) 6(t) =0,  t#0 ,
(D2) /Mé(t)dt =1, >0

Man erhélt die Diracsche Delta-Funktion () im Grenzproze € | 0 aus einer Funktionenfolge

d¢(t), die noch von einem Parameter e abhéngt:

5(t) = lim 0 (t) . (5.117)

el0

Betrachten wir beispielsweise die Folge der Gauf-Funktionen

5.(t) = \/%exp (-5—;> (5.118)

im GrenzprozeB € | 0, siehe Abb. 5.9 Die erste Eigenschaft (D1) ergibt sich daraus, dass d(t)

fiir ein festes t im Limes € | 0 exponentiell gegen 0 konvergiert und die zweite Eigenschaft (D2)

ist garantiert, da die Gaufl-Funktionen (5.118)) schon fiir jedes € normiert sind:

/Oo S.(t)dt =1. (5.119)

o

Hierbei folgt (5.119) aus dem GauB-Integral

/ e dx = /7, (5.120)

e}
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das im folgenden Abschnitt berechnet wird, mit Hilfe der Substitution t = v/2ex:

> 1 t2 1 [ 2
dt - = — dre™ =1. 5.121
/;oo V 2me? P ( 262) ﬁ /—oo e ( )

Zum SchluB dieses einfithrenden Abschnitts sei noch darauf hingewiesen, dass die Delta-Funktion

im mathematisch strengen Sinne keine Funktion darstellt, sondern aufgrund ihres singuléren
Charaketers als Distribution betrachtet werden mufl. Da man bespielsweise die Delta-Distribution
5(t) geméiB als GrenzprozeB ¢ | 0 einer Funktionenfolge d.(t) erhélt, kann man eine
Distribution auch als eine Verallgemeinerung des Begriffs der Funktion ansehen. Die vom Phy-
siker Paul Dirac 1930 heuristisch eingefiihrte Delta-Funktion wurde dann vom Mathematiker
Laurent Schwartz 1950 zum Anlafl genommen, eine systematische mathematische Theorie der

Distributionen zu entwickeln.

5.6 Zweidimensionales Integral

Zunéchst identifiziert man das Quadrat des Integrals als ein zweidimensionales Integral in

kartesischen Koordinaten:

(/_Z o ”2) - /_Z e /_Z dye ). (5.122)

Anschlielend geht man von kartesischen Koordinaten x, y zu ebenen Polarkoordinaten p, ¢
geméaf , iiber. Dabei ist insbesondere darauf zu achten, wie sich das Integrationsmaf
dxdy in kartesischen Koordinaten in das entsprechende Integrationsmafl dpdy in ebenen Polar-
koordinaten transformiert. Hierzu bemerken wird zunéchst dass der Ortsvektor 7 urspriinglich

in kartesischen Koordinaten z, y gegeben ist:
7= x€; + Y&, . (5.123)
Demnach besteht das totale Differential, also das Linienelement
dr' = dry, + dry, (5.124)
aus den beiden Vektoren
dr, = dxé, , dry, = dye, , (5.125)

die in Richtung der Basisvektoren €, und €, zeigen und daher senkrecht aufeinander stehen, sie-
he Abb.[5.10p). Das von ihnen aufgespannte infinitesimale Flichenelement ist demnach gegeben
durch

dF = |dF,| |dF,| = dzdy . (5.126)
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Abbildung 5.10: Linienelement in a) kartesisichen Koordinaten und b) ebenen Polarkoodinaten.

Nun betrachten wir entsprechend die ebenen Polarkoordinaten p, ¢, die gemaf (2.24]), (2.25)
definiert sind. Hier lesen wir z.B. aus (2.28)) ab, dass sich das entsprechende totale Differential,
also das Linienelement, zerlegen 143t als

dr = dr, +dr, , (5.127)
wobei die beiden Vektoren
dr, = dpé,, dr, = pdye, (5.128)

auftreten. Da dr, bzw. dr, in Richtung von €, bzw. €, zeigen, stehen auch sie beide aufeinander
senkrecht, siehe Abb. [5.10b) und das von ihnen aufgespannte Flidchenelement ergibt sich zu

dF = |dr,| |dr,| = pdpde . (5.129)

Aus der Gleichheit von (5.126)) und (5.129)) folgt, wie die beiden Integrationsmafle dxdy und

dpdy zusammenhéngen:

dxdy = pdpdyp . (5.130)

Einsetzen von ([5.130)) in (5.123)) fithrt unter Berticksichtigung von ([2.24)), (2.25) auf

0o 2 2 oo
</ dx e_:”2> :/ dg&/ dppe™ . (5.131)
—00 0 0

Hierbei wurde berticksichtigt, dass in kartesischen Koordinaten z, y iiber die gesamte zwei-

dimensionale Ebene integriert wird, so dass in ebenen Polarkoordinaten iiber alle méglichen
Radien p und Winkel ¢ zu integrieren ist. Die verbleibenden Integrale in ((5.131)) sind sowohl

in p als auch in ¢ elementar und wir erhalten

(/_:dxe”‘"2)2 =7, (5.132)

so dass sich schlieflich (5.120) ergibt. In den Ubungen werden andere Funktionenfolgen 6 ()
untersucht, die im Grenzproze$ € | 0 die Diracsche Delta-Funktion 6(¢) darstellen.
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5.7 Eigenschaften der Diracschen Delta-Funktion

Aus den beiden definierenden Eigenschaften (D1) und (D2) der Diracschen Delta-Funktion
lassen sich nun weitere Eigenschaften ableiten, die fiir konkrete Rechnungen relevant sind.
Hierzu erinnern wir zunéchst an den erweitern Mittelwertsatz der Integralrechnung. Es sei im
Intervall a < ¢ < b sowohl eine stetige Funktion f(¢) als auch eine integrierbare Funktion g(t)
mit entweder g(t) > 0 oder g(t) < 0, d.h. ohne Vorzeichenwechsel, gegeben. Dann existiert ein
¢ € la, bl so, dass gilt

/ F()g(tdt = () / g(t)dt. (5.133)

Wir bemerken, dass der Mittelwertsatz (3.62)) ein Spezialfall von (5.133)) fiir g(¢) = 1 ist. Wir
betrachten nun den erweiterten Mittelwertsatz der Integralrechnung (5.133)) und identifizieren

g(t) mit der Delta-Funktion §(¢). Dann gilt aufgrund von (D1) und (D2):
| swaae= [ s =@ [ swi= 19, celpal. 613

—p

Aufgrund von (D1) kénnen wir nun aber das u beliebig klein machen und aus folgt
/00 f(&)d(t)dt = f£(0). (5.135)
Mit Hilfe einer Translation ¢’ = ¢ — ¢y ergibt sich dann schlieSlich
/Z f(&)o(t —to)dx = f(to) . (5.136)

Es ist zu beachten, dass man auch anstelle von (D1) und (D2) als definierende Eigen-
schaft der Diracschen Delta-Funktion ansehen kann [3, Kapitel 10]. Eine erste Anwendung von
besteht darin, dass man das in Abb. skizzierte Resultat erhilt, indem man den
kurzzeitigen KraftstoB durch Fy (t) = §(t — t’) realisiert und in einsetzt. Ferner ergeben
sich aus viele weitere Eigenschaften:

e Spezialisiert man ((5.136]) auf f(¢) = 1, so folgt:

/ St — to)dt — 1. (5.137)

o

Dies ergibt sich aber auch schon aus (5.119)) im Limes € | 0.
e Es gilt ferner

f(to) ;a<t0<b

b
¢ 0 ito<a<bodera<b<t
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Abbildung 5.11: Graphische Darstellung der Heaviside-Funktion ([5.140)).

Den ersten und letzten Fall von kann man mit Hilfe von dadurch beweisen,
dass man eine Funktion F'(t) einfiihrt, die im Intervall a« <t < b mit f(¢) iibereinstimmt
und auflerhalb verschwindet. Demgegeniiber 1483t sich der zweiten Fall von be-
griinden, indem man das Intervall verdoppelt, so dass t, im Innern liegt. Dann liefert die
Integration iiber das Gesamtintervall f(ty), so dass die Integration iiber jedes Teilintervall
die Halfte dieses Wertes liefert.

e Die Delta-Funktion 0(¢) kann man trotz ihrer extremen Singularitét differenzieren und
fir ¢'(t) gilt

/ T RO — to)dt = — (k) (5.139)

Auf der linken Seite kann ndmlich eine partielle Integration durchgefithrt werden, bei der

die Randterme wegen (D1) verschwinden, und (5.136) fithrt dann unmittelbar auf (5.139)).

e Die Stammfunktion der Delta-Funktion §(¢) ist die Heaviside-Funktion

0 ;t<0
Hit)=<¢ 1/2 ;t=0 (5.140)
1 ;¢t>0

die auch als Stufen- oder Sprungfunktion bezeichnet wird, siche Abb. so dass gilt:

H'(t) = 6(t) . (5.141)

t
H(t) :/ a(t')dt', (5.142)
indem ([5.138)) angewandt wird.

Weitere Eigenschaften der Delta-Funktion, die hier nicht behandelt werden konnten, werden
dann in den Ubungen betrachtet. Hier werden wir aber noch die Fourier-Transformierte der
Delta-Funktion diskutieren, wobei wir zunéchst in die Methode der Fourier-Transformation

einfiithren wollen.
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5.8 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation ist eine mathematische Methode, bei der man fiir eine Funktion
f(t) der Zeit t eine Spektralanalyse durchfiithrt. Hierzu zerlegen wir diese Funktion f(¢) in ein

kontinuierliches Spektrum, in dem wir deren Fourier-Transformierte

Frlw) = [ e sar (5.143)

o0

mit der Frequenz w einfithren. Hierbei stellt F eine Integraltransformation dar, die vom Ma-
thematiker Jean Baptiste Joseph Fourier im Jahr 1822 erstmalig betrachtet wurde. In ((5.143))
deuten die runden bzw. eckigen Klammern an, dass die Fourier-Transformierte sowohl eine
Funktion von w als auch ein Funktional von f(t) ist. Hierbei bezeichnet ein Funktional die Ab-
bildung der Abbildung einer Funktion auf die Menge der rellen oder komplexen Zahlen. In der
Mathematik wird gezeigt, dass existiert, sofern die Funktion f(t) absolut integrierbar

ist, also

/Oo F(0)] dt < 0o (5.144)

oo

gilt. Offenbar erfordert die absolute Integrierbarkeit ([5.144}), dass die Funktion f(¢) verschwin-
det, falls t — +o0:
lim f(t)=0. (5.145)

t—=4o0
Wir setzen wir von jetzt an eine solche absolute Integrierbarkeit von f(t) stets voraus. Fiir die

Fourier-Transformation gelten dann die folgenden Eigenschaften:

e Die Linearitdt der Integration iibertragt sich auf die Fourier-Transformation. Fiir zwei

konstante Koeffizienten a;, as und zwei Funktionen fi(t), fo(t) gilt dann
Flay f1(t) + asfo(t)|(w) = ar F[f1(t)](w) + aaF[fa(t)](w) . (5.146)
e Es gilt das Skalengesetz

Flf(at)](w) = — FIf(1)] (£).,  a>0. (5.147)

o a
Zum Beweis von fithrt man im Integral die Substitution ¢’ = at durch.
e Entsprechend folgt die Verschiebungsrelation
FLf(t = to)l(w) = e™ FLf(2)] (w) (5.148)
aus der Translation t' =t — .

e Eine weitere niitzliche Beziehung gibt die Fourier-Transformierte einer Ableitung an:

FIf)(w) = iw FIfB)] (w) - (5.149)



5.9. FOURIER-TRANSFORMATION DER DELTA-FUNKTION 87

Abbildung 5.12: Folge der Gau-Funktionen ((5.153)).
Zum Beweis verwenden wir (5.143|) und fiithren eine partielle Integration durch

FIf'O))(w) = /Oo e WH(t) dt = [f(t)e_i“’t} : + iw /Oo et f(t) dt . (5.150)

[e.o] oo

Die Randterme verschwinden, da aufgrund der absoluten Integrierbarkeit ([5.144|) die
Funktion f(¢) die Eigenschaft (5.145)) besitzt, und mit Hilfe von ([5.143)) geht dann ((5.150)

unmittelbar in (5.149)) iiber.

Und schliellich erwéhnen wir noch, dass fiir die Fourier-Transformierte (5.143)) die vereinfa-

chende Notation
FU®)w) = f(w) (5.151)

gebréuchlich ist, die wir von jetzt ab verwenden werden.

5.9 Fourier-Transformation der Delta-Funktion

Wir berechnen nun die Fourier-Transformierte ((5.143)), (5.151]) der Gauf-Funktionen ([5.118))

dc(w) = /_ b e~ WtS (t)dt . (5.152)

o0

Einsetzen von ((5.118]) in (5.152)), eine quadratische Ergénzung und das GauB-Integral ({5.120))

fithren dann auf

~ 1 ee 1 . €2
de(w) = Woree /oo exp {—2—62 [(t + ZEQw)Q + wzeﬂ } dt = exp (—5 wz) . (5.153)

Die Fourier-Transformierte der Gaufl-Funktionen ([5.118]) sind demnach wieder Gauf}-Funktionen

(5.153)), sieche Abb. [5.12] Wir vergleichen nun die Breiten der Gau-Funktionen ((5.118)) im Zeit-

bereich

mit den entsprechenden Breiten der Gauf-Funktionen ([5.153) im Frequenzbereich

A, == (5.155)
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und stellen fest, dass sie durch eine Unschérferelation miteinander verbunden sind:
ANA,=1. (5.156)

Im Limes € | 0 geht die Fourier-Transformierte der Gauf3-Funktion (5.152)) wegen (5.117)) in die

Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Funktion

5(w) = / et (1) dt (5.157)
iiber geméf
d(w) = 13{51 de(w). (5.158)
Und aus und lesen wir ab:
S(w)=1. (5.159)

Dieses Ergebnis erhalten wir aber natiirlich auch direkt, indem wir das Fourier-Integral (|5.157))
mit Hilfe der Eigenschaft ([5.135)) der Dirac-Funktion auswerten.

5.10 Inverse Fourier-Transformation

Wir zeigen nun, dass die Invertierung der Fourier-Transformation ((5.152) gegeben ist durch

S.(t) = /_ T et (w) . (5.160)

oo 2T

Einsetzen von ([5.153]) in die rechte Seite von (5.160]) sowie eine quadratische Ergénzung und
das GauB-Integral (5.120]) fithren tatsdchlich auf ([5.118)):

©dw e, > dw € it\?> 1
o iw _ — — N _— — = . .161
/0027Te exp( Qw) /OOQWGXP{ 5 (v 2 —|—€4 de(t) (5.161)
Im Limes € | 0 folgt aus (5.117)) und (5.158)—(5.160]) die Fourier-Darstellung der Delta-Funktion:
5(t) = / et (5.162)

o 27
Motiviert durch das Resultat (5.160|) versuchen wir nun, die Invertierung der Fourier-Transformation
(5.143)) fiir eine beliebige Funktion zu finden und werten daher den Ausdruck

/_OO dw et f(w) (5.163)

oo 2T

aus. Einsetzen der Fourier-Transformierten ((5.143]) und eine Vertauschung der Reihenfolge der

Integration fithrt dann auf

/ T et ) = / T ) /_ T (5.164)

2m oo 2T

—00 —00
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Das w-Integral ist gerade die Fourier-Darstellung der Delta-Funktion (5.162]), so dass sich
(5.164) reduziert auf

K%ﬁfdmﬂw%:[%dﬂﬂﬂﬂf—w. (5.165)

oo27T 00

Aufgrund von (5.136f) erhalten wir demnach das Resultat, dass das Inverse der Fourier-Trans-

formation (5.143) gegeben ist durch

f(t) = /OO dw et f(w). (5.166)

oo 2T

5.11 Greensche Funktion

Zum Abschlufl dieses Kapitels bestimmen wir noch die partikuldre Losung der inhomogenen
Differentialgleichung ([5.68|) auf einem anderen Weg als in Abschnitt , indem wir (5.89)) als
Losungsansatz verwenden. Er besagt, dass zwischen der Kraft F'(¢) als Ursache und der Auslen-

kung z,(t) als Wirkung ein linearer Zusammenhang besteht, der durch die kausale Greensche

Gc(t,t’){ 70zt (5.167)

Funktion

=0 ; t<?
festgelegt wird. Setzen wir ((5.89)) in die inhomogene Differentialgleichung (5.68]) ein und beach-
ten wir die Identitét ((5.137)), so ergibt sich

00 2 ’ , - /

—oo —o0 m

Da (5.168)) fiir jede Kraft F(t) gelten soll, geniigt die Greensche Funktion G, (t,t) der Diffe-
rentialgleichung ([5.68)) mit der Delta-Funktion als Inhomogenitat, siche Abb. :
O?G.(t, 1) OG.(t,1)
T\t ) g 2T\ )
oz N T
Zur Losung von ((5.169) stellen wir zunéchst fest, dass G (t,t') fiir ¢ # ' aufgrund von (D1) die
homogene Differentialgleichung erfiillt:
D*Ge(t, 1) OG.(t,1')
2
oz o
Unter Berticksichtigung der Kausalitdt (5.167)) stellt G (¢,t') fiir ¢ > ¢’ eine Linearkombination

der beiden Fundamentallosungen x(¢) und x(t) der homogenen Differentialgleichung dar:

1
+ WG (t, 1) = — ot~ t. (5.169)

+ wiGe(t, ') =0, t#t. (5.170)

e ()1 (t) + eo(t)as(t) 3 t>t

. L (5.171)

G.(t,t) = {
Die beiden Entwicklungskoeffizienten ¢;(¢') und co(t') werden durch das Verhalten der Green-
schen Funktion G.(t,t) an der Stelle t = ¢’ bestimmt. Hierzu fordert man einerseits, dass
Ge(t,t') bei t =t stetig ist:

IEIJI}} [Gc(t, t')

— G (t,t)

t=t'+e

] —0. (5.172)
t=t'—e
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Einsetzen von (5.171)) in (5.172)) fithrt auf die erste Bedingung

c1(t)zr (1) + co(t)z2(t') = 0. (5.173)

Andererseits 1d8t man zu, dass die zeitliche Ableitung 0G.(t,t")/0t an der Stelle ¢t = ' einen
Sprung aufweist. Die Grofle dieses Sprungs berechnet man, indem man (5.169)) beziiglich ¢ von
t =t — e bist =t + € integriert und den Grenziibergang € | 0 betrachtet:

t'+e 82G (t t/> t'+e aG (t t/) t'+e 1 t'+e
dt —=2 49 dt —S 2 4 )2 dt G.(t, 1) = = dt(t —t") . (5.174
/ﬂ gt +/ ! +wo/ﬂ ) = o [ ase—) 517

TV TV 4
—0 fiir €/0 —0 fiir €0 =I1nach (D2)

—€ —€ —€ €

Dabei verschwinden der zweite und der dritte Term von ([5.174]) im Limes € | 0 aufgrund der
Stetigkeit der Greenschen Funktion geméaf (5.172)). Somit erhalten wir aus dem ersten Term

von (5.174]) schliellich die Sprungbedingung

OG(t, ) Gt
ot ot

lim
el0

1
t=t'—e¢

t=t'+e

Die Ableitung von (5.171)) beziiglich ¢ fithrt auf

OG(t, 1) ) ar(t)ii(t) +eo(t)ia(t) 5 t= , (5.176)
ot 0 ;o t <t
so dass man aus ([5.175)) die zweite Bedingung
1
1 ()i (1) + co(t)a2(t) = - (5.177)

erhilt. Die beiden algebraischen Gleichungen ([5.173)) und (5.177)) stellen ein inhomogenes li-
neares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢, (') und c(t') dar:

x1(t)  xo(t) o (t) - 0
< a(t) 2o(t) ) ( ) ) B ( 1/m ) (5.178)

Mit Hilfe von (5.57)), (5.58) und der Wronski-Determinante ((5.82)) lasst sich das inhomogene
lineare Gleichungssystem unmittelbar 16sen

Cl(t’) B 1 ig(t/) —a:g(t’) 0
<02(t’) > B W(t/) ( _5'51(15,) :L‘l(t’) > ( 1/m> ) (5.179)

so dass wir das Ergebnis

_ I‘Q(t/)
mW (t')’

oty = ) (5.180)

alt) = W (#)

erhalten. Einsetzen von ((5.180)) in (5.171)) fithrt schlieBlich auf das schon in (5.90|) abgeleitete

Ergebnis fiir die Greensche Funktion.
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5.12 Fourier-Transformation der Greenschen Funktion

Und schliellich zeigen wir, wie man die inhomogene Differentialgleichung fiir die Green-
sche Funktion G, (¢, ") mit der Methode der Fourier-Transformation 16st. Hierzu berticksichtigen
wir, daf die Greensche Funktion G.(¢,t') geméafl nur von der Zeitdifferenz ¢t —¢' abhédngen
kann, da die zu gehorende homogene Differentialgleichung nicht explizt von der Zeit
abhéngt. Die Fourier-Zerlegung der Greenschen Funktion G.(¢,t') lautet deshalb in Analogie

Gc(t—t’):/_ C;‘;’T W) (o). (5.181)

Auflerdem verwenden wir die Fourier-Zerlegung der Inhomogenitit 6(t — ¢') von (5.169)), die

sich aus (9.162)) ergibt:

o0 d ! 5o /
S(t—t) = / Qﬁew = (5.182)
oo 2T

Das Einsetzen der Fourier-Zerlegungen (5.181]) und (5.182)) in die inhomogene Differentialgleichung

(5.169) fiihrt auf

> dw, 2 . ~ . ’ dw 1
aw %k 2) (W) ) = o (t=t) 1
/0027T< W+ 2k + wy ) Ge(w')e m (5.183)
Aufgrund der linearen Unabhingigkeit der Exponentialfunktionen e =) 158t sich aus (5.183))
unmittelbar eine algebraische Identitéat der Integranden ablesen:

~ 1

(—w'2 + 2ikw’ + w%) G (W)= —, (5.184)
m

aus der die Fourier-Transformierte der Greenschen Funktion bestimmt werden kann:

. ~1

Go(w') = (5.185)

m (w? — 2ikw’ — w)

Setzt man ((5.185) in ((5.181)) ein, so ist die Greensche Funktion G.(t — ') bis auf ein Frequenz-

integral bestimmt:

elw "(t—t")

G.(t — t 5.186
( 27rm/ — 2tkW! —wo ( )

Die Nullstellen des Nenners von ([5.186)) liegen bei

wy =ikt w, (5.187)

wobei wir uns wieder auf den Fall der schwachen Dampfung ([5.31]) beschrianken, wo die Frequenz
(5.33) auftritt. Wir fithren nun die Partialbruchzerlegung

! Ay A (5.188)

w? —2Kkw —w W wy W —w
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durch, bei der die Koeffizienten A; auftreten. Bringt man die rechte Seite in ([5.188]) auf den

Hauptnenner, so ergeben sich die Koeffizienten AL aus folgendem inhomogenen linearen Glei-

O e

Die Losung von ([5.189) mit Hilfe von (5.57) und (5.58)) fithrt unter Beachtung von ([5.187)) auf

chungssystem:

+1
AL = —. 5.190
=5 ( )
Nach (5.187)—(5.190)) zerfallt das Frequenzintegral (5.186)) fiir die Greensche Funktion in
—1 & 1 1 NV
G.(t—1) = dw' — W (t=t) 5.191
( ) 47rmw/oo w(w’—m—w w’—m—i—w)e ( )

Substituiert man im ersten Integral w” = w’ —w und im zweiten Integral w” = W'+ w, so lassen

sich beide zu einem Integranden zusammenfassen:

s t— t, %S iw”(t—t’)
Gc<t _ t/) _ 1 Slnw( ) / dw” e— ) (5192)

2mTmw W — ik

—00

Verwendet man nun die Eulerschen Formel (4.48)), so fithren Symmetrieiiberlegungen auf einen

reellen Ausdruck:

Gt — 1) = sinw(t —t') /OO g o Wt —1t)+ w'” sinw”(t —t') ‘ (5.193)
2mmw oo W’ — ik
Die verbleibenden Integrale lassen sich wie folgt berechnen [19] (3.723)]:
< cosax T _uw
/_mdmm = 36 , a>0, (5194)
> wsinax b
/_oodl'm = Te , a>0. (5195)

Damit folgt aus (5.193)) die explizite Gestalt der kausalen Greenschen Funktion bei schwacher
Dampfung (5.95)) im Falle ¢t > ¢'.



Kapitel 6
Zweikorper-Problem

Bisher haben wir uns ausfiihrlich mit dem harmonischen Osizillator als einem Prototyp fiir ein
eindimensionales mechanisches System mit einem Massenpunkt beschéftigt. Nun wollen wir
uns wichtigen mehrdimensionalen mechanischen Systemen mit mehr als einem Massenpunkt
zuwenden. In diesem Kapitel betrachten wir ein dreidimensionales mechanisches System aus
zwei Massenpunkten m; und ms, bei dem die Wechselwirkung zwischen den Massen durch ein

Zentralpotential
V(ry, ) = V(|r1 — 1)) (6.1)

beschrieben wird. Zunéchst zeigen wir, dafl sich dieses Zweikorper-Problem auf ein effektives
Einkorper-Problem abbilden 148t. AnschlieBend werden wir fiir das effektive Einkérper-Problem
die Winkel eliminieren, und die Bewegung anhand der verbleibenden Radialgleichung qualitativ

diskutieren.

6.1 Problemstellung

Bei einem Zentralpotential (6.1]) wirken zwischen den beiden Massen die Krifte

V(P - Rl) T
O|F, — | [P — s
V(R =) -7

ﬁgl = —gradFQV(Fl,f’g)— (63)

olry — | [P — 7|’

ﬁ12 = —grad,:»IV(Fl,Fz): (6.2)

die dem dritten Newtonschen Axiom (3.8) von “actio = — reactio” geniigen, siche Abb. [6.1j).
In diesen Rahmen fillt beispielsweise die attraktive Newtonsche Gravitationswechselwirkung,

bei der das Zentralpotential gegeben ist durch

(0%

V(F - ) = — = 6.4
(i =) =~ . (64

siche Abb. [6.1p). Hierbei beinhaltet die Abkiirzung
a = Gmims (6.5)

93
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\/( \:34’:"2‘)

b)

Abbildung 6.1: a) Ortsvektoren und Kréfte (6.2)), (6.3]) bei einem Zentralpotential (6.1]), wie sie
z.B. beim b) attraktiven Newtonschen Gravitationspotential (6.4)), (6.5)) auftreten.

die Newtonsche Gravitationskonstante

mS

G = (6,67430 & 0,00015) x 107! (6.6)

kg s?

die von allen Naturkonstanten am ungenauesten bekannt ist. Wir wollen uns aber in diesem Ka-
pitel auf die physikalischen Konsequenzen eines allgemeinen Zentralpotentials (6.1)) beschrénken
und die Spezialisierung auf das Newtonsche Gravitationspotential (6.4]) erst im nichsten Kapitel

durchfiihren.

6.2 Symmetrieiiberlegungen

Die Kriifte (6.2) und (/6.3)) fithren zu den Newtonschen Bewegungsgleichungen der Massenpunkte

mq und meo:

fo= Fly=— 2 6.7

mir; 12 OlF — 7| |7 — 7| ) (6.7)
= OV(|r =) 1 —T

= F, = 6.8

e AR (6:8)

Hierbei handelt es sich um ein gekoppeltes System von sechs gewohnlichen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, das die Zeitabhéngigkeit der Ortsoperatoren 7 und 7, der Massenpunkte m;

und my festlegt. Dieses Zweikorper-Problem besitzt die folgenden Symmetrien:

1. Invarianz unter rdumlichen Translationen,
2. Invarianz unter Rotationen beziiglich der Verbindungsachse i, — 75

3. Invarianz unter zeitlichen Translationen.
Aufgrund dieser Symmetrien lédsst sich das Zweikorper-Problem schrittweise vereinfachen:

1. Die Losung der Schwerpunktbewegung fithrt auf ein effektives Einkorper-Problem der

Relativbewegung.
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2. Die Losung der Winkelbewegung fiihrt auf eine radiale Differentialgleichung zweiter Ord-
nung.
3. Eine Integration der Radialgleichung fiihrt auf den Energieerhaltungssatz und damit zu

einer Differentialgleichung erster Ordnung.

Damit ldsst sich das Problem fiir ein allgemeines Zentralpotential (6.1]) bis auf ein Integral

16sen. Zur Ausfithrung dieses Integrals muss das Zentralpotential spezifiziert werden.

6.3 Reduktion auf Einkorper-Problem

Die Invarianz des Problems unter rdumlichen Translationen tritt deutlicher hervor, wenn man

von den Ortsvektoren 7, und 75 der Massenpunkte zu den Schwerpunktkoordinaten
(6.9)

und den Relativkoordinaten
=17 — Ty (6.10)

iibergeht. Dadurch entkoppelt man némlich die gekoppelten Bewegungsgleichungen (/6.7]) und
in unabhéngige Bewegungsgleichungen fiir die Schwerpunkts- und die Relativbewegung.
Fiir die Schwerpunktsbewegung erhalten wir aus

mir1 + Moy

R= : (6.11)
my + me
so dass wir aus und folgern )
MR=10 (6.12)
mit der Gesamtmasse
M =mq+mgy. (6.13)

Dabei ist die Gesamtmasse M per definitionem immer grofler als jede der beiden Massen my,
ms. Im Falle von m; = my = m erhalten wir beispielsweise M = 2m. Aus ([6.12]) lesen wir die
Erhaltung des Schwerpunktsimpuls ab, so dass sich der Schwerpunkt ldngs einer Geraden mit

konstanter Geschwindigkeit bewegt:
R(t) = Ry + Vit . (6.14)
Die Relativbewegung dagegen wird bestimmt durch , und :
F S <L N L) ov(|r) ™ (6.15)

mi  mp)  OlF] |7
Dies 148t sich vereinfachen zu

VN F _ v
B 1 = eV (7). (6.16)

pr' = —
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indem man die reduzierte Masse p einfiihrt:

1 1 1 myma
—=—+— = p=

— mma (6.17)
12 mi mo my + ma

Dabei ist die reduzierte Masse p definitionsgeméfl immer kleiner als jede der beiden Massen
my, my. Sind z.B. beide Massen gleich, gilt also m; = mgy = m, so erhalten wir u = m/2. Aus
lesen wir ab, dass die Relativbewegung ein effektives Einkorper-Problem darstellt. Die
Relativbewegung erfolgt also so, als ob sich ein Teilchen mit der reduzierten Masse p in einem
Zentralpotential V' (7) = V (|7]) bewegen wiirde.

Damit haben wir fiir das Zweikorper-Problem ein physikalisches Modell gewonnen. Ein Mo-
dell in der Physik ist ein ideelles, also gedankliches, oder aber ein materielles und damit ge-
genstindliches Objekt, das als Ersatzobjekt fiir ein Original genutzt wird. Sprachlich wird dies
héufig dadurch zum Ausdruck gebracht, dass man den Konjunktiv verwendet: Das Original
verhalt sich so, als ob es das Ersatzobjekt sei. Es ist zu beachten, dass das Modell immer eine
Vereinfachung des Originals und damit der Wirklichkeit ist. In einigen Eigenschaften, wie hier
der Relativbewegung, stimmt das Modell, also die Bewegung des Teilchens mit der reduzierten
Masse, mit dem Original, hier dem Zweikorper-Problem, iiberein. Andere Eigenschaften, wie
hier die Schwerpunktbewegung der beiden Massen, werden dagegen durch das physikalische
Modell nicht korrekt beschrieben. Ein Modell ist damit weder richtig noch falsch, sondern nur
fiir einen bestimmten Zweck geeignet oder nicht geeignet. Im Laufe der Vorlesung werden wir

noch weitere Beispiele fiir solche physikalische Modelle kennenlernen.

6.4 Reduktion auf Radialgleichung

Fiir die Relativbewegung ist der Drehimpuls

-

L=FXp=pufxr (6.18)

eine Erhaltungsgrole, da dessen zeitliche Ableitung aufgrund von (6.16|) verschwindet:

=

dL = e — o ~

— = ur X F+urx 7=0. (6.19)
dt

Demnach befinden sich Ortsvektor 7 und Geschwindigkeitsvektor ©* zu allen Zeiten ¢ in einer
Ebene senkrecht zum Drehimpulsvektor L. Wir wihlen nun ein spezielles Koordinatensystem,
bei dem der Dehimpulsvektor L in z-Richtung zeigt, so dass die Bewegung des effektiven

Teilchens in der zy-Ebene erfolgt. Im Falle von ebenen Polarkoordinaten lautet der Ortsvektor

P COS
psing |, (6.20)
0

=
I
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so dass sich der Geschwindigkeitsvektor zu

P COS Y — ppsin p
7= psiny + ppcos p (6.21)
0

und der Beschleunigungsvektor zu

pcos e — 2ppsin g — pdsin o — pp? cos
F=| psing+ 2ppcosp + ppcosp — pp? sin @ (6.22)
0

ergeben. Die Bewegungsgleichung (6.16)) geht dann iiber in

cos —sinp oV (p) cos
p(p—p®) | sing | +u2p2+pp) | cosp | = 5 | ¢ |- (6.23)
0 0 0

Projiziert man ((6.23) mit Hilfe von ((6.20]) auf die Einheitsvektoren in radialer Richtung

g_; cos
é;, = W = singp (624)
a 0
und in tangentialer Richtung
2_; —sinp
€p = ] oS p , (6.25)
Op 0

so erhélt man die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

p(p—pg) = _al(;_;p)’ (6.26)

2 +pp = 0. (6.27)

Berechnen wir den Drehimpulsvektor (6.18) im Falle der ebenen Polarkoordinaten ([6.20]) und
(6.21)), so fiihrt dies auf
&, €y €
L=u 0 COS psin @ 0 |=Le,, L= pup*op. (6.28)
pcosp — ppsing  psing + ppcosy 0

Fiir die zeitliche Anderung des Drehimpulsvektors folgt hieraus:

dL  dL dL

dL _dL _ AL _ o 5
il 7 wp(2p¢ + pg) (6.29)
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Demnach fiihrt 1) auf die Erhaltung ‘D des Drehimpulsvektors L und der Betrag des

Drehimpulsvektors stellt ein Integral der Bewegung dar:
L =|L| = pup*¢ = konstant . (6.30)

Mit Hilfe von ([6.30) lésst sich die Winkelgeschwindigkeit ¢ in ((6.26]) eliminieren

L*  0V(p)
pp = —— — 1 6.31
pp*  0Op (631)
Der Drehimpuls fithrt demnach zu einer Zentrifugalkraft in der radialen Bewegungsgleichung.

Man kann sie auf die Form einer eindimensionalen Newtonschen Bewegungsgleichung

Vet (p)

w=-—7 (6.32)

bringen, wobei sich das effektive Potential Vig(p) aus dem Zentralpotential V(p) und einem

repulsiven Zentrifugalpotential additiv zusammensetzt:

L2
V() = V() + 5. (6.33)
6.5 Energieerhaltung
Multiplikation von ((6.32) mit p fithrt auf
drp .,
e =Y, .34
=[5+ Vear()] =0 (6.34)
so dass die Energie des Einkorper-Problems erhalten ist:
E=E52 4 Vi (p) = konstant . (6.35)

2

Die Separation der Variablen

4 i\/ 2B Viae(o)] (6.36)

dt 1

ergibt eine implizite Bestimmungsgleichung fiir p(¢):

t=ty+ /p \/ . (6.37)

E Vere(p

Setzt man die so bestimmte Zeitabhéngigkeit der Radialkoordinate p(t) in (6.30) ein, so ergibt
sich die Zeitabhingigkeit der Winkelkoordinate ¢(t) geméfl

p(t) = ¢o +/t W#(t,)dt’. (6.38)
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Héufig ist man aber nicht daran interessiert, zu welchem Zeitpunkt ¢ welcher Radius p(¢) und
welcher Winkel ¢(t) vorliegt, sondern man mochte lediglich die Bahnkurve p = p(¢) bestimmen.
In einem solchen Falle eliminiert man aus p = p(t) und ¢ = ¢(t) die Zeit ¢, um die Bahnkurve
p = p(p) zu gewinnen. Es ist aber auch moglich, die Bahnkurve p = p(p) direkt zu bestimmen.
Unter Verwendung von (6.30) und (6.36)) erhédlt man hierzu:

dip L
d . 2
&0 _dt _ 4 1p . (6.39)
dp dp 2

I \/; [E - Véff(ﬂ)}

Die Integration von (6.39)) ergibt dann eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die Bahnkurve
p=p(p):

dp. (6.40)

p(®) L
Y=ot /
e \/ 24 [E - V;ff(p)]

6.6 Diskussion der Bewegung

Auch ohne explizite Losung der verbleibenden Integrale in (6.37)), (6.38)) und (6.40) lassen sich

qualitative Aussagen iiber die Bewegung machen.

6.6.1 Newtonsches Gravitationspotential

Hierzu betrachten wir als Beispiel zunéchst das Newtonsche Gravitationspotential (6.4]), das
geméf (6.33) zum effektiven Potential
Q@ L?

Vetr(p) = —— +
(v) p o 2up?

(6.41)

fithrt. Zeichnet man den Graphen von Vi (p), dann gibt dessen Abstand zur Horizontalen E
gemaf die jeweilige kinetische Energie pp?/2 an. Abhingig vom Vorzeichen von p liuft
das Teilchen zum Zentrum hin (p < 0) oder nach aufien (p > 0). Die Bewegung des Teilchens
ist auf diejenigen Bereiche beschrankt, fiir die E — Vige(p) > 0 ist. An den Umkehrpunkten p;
mit

E = Ve (pi) (6.42)

kehrt sich die Bewegung um. Man kann grundsétzlich zwei verschiedene Bewegungstypen un-
terscheiden, siehe Abb. [6.2}

o Ist I/ < 0, so liegt eine gebundene Bewegung vor, die durch p; und py eingegrenzt ist.
Wie wir noch sehen werden, handelt es sich bei der Bahnkurve um eine Ellipse bzw. einen

Kreis. Dieser Fall liegt z.B. bei der Bewegung der Planeten um die Sonne vor.
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Abbildung 6.2: Abhéngig davon, ob die Energie (6.42) an den Umkehrpunkten p; negativ oder

positiv ist, ergeben sich verschiedene Bewegungstypen.

e Ist £ > 0, so liegt eine Streulosung vor. Das Teilchen kommt aus dem Unendlichen und
fliegt zum Umkehrpunkt ps. Dort kehrt sich die Bewegung um und das Teilchen fliegt
vom Zentrum weg. Wie wir noch sehen werden, handelt es sich bei der Bahnkurve um
eine Hyperbel bzw. eine Parabel. Dieser Fall liegt z.B. bei der Bewegung von Kometen

VOr.

6.6.2 Beliebiges Zentralpotential

Abschlieend diskutieren wir im Falle eines beliebigen Zentralpotentiales V' (p) die gebundene
Bewegung zwischen zwei Umkehrpunkten p; und py etwas eingehender. Die Bewegung erfolgt
in der zy-Ebene vollstiandig in dem ringférmingen Gebiet, das durch die Kreise p = p; und
p = po begrenzt wird. Das bedeutet jedoch nicht, dafl die Bahn geschlossen ist. Wahrend sich
p von pp bis py und dann wieder bis p; dndert, dreht sich der Ortsvektor gemaf3 um den
Winkel

Ap = +2

dp. (6.43)

P2 L
/’” p? \/ 21 [E - Veff(p)]

Die Bahn bildet nur dann eine geschlossene Kurve, wenn dieser Winkel ein rationaler Teil von
27 ist, d.h. wenn
Agp = 21 — (6.44)
m

mit ganzen Zahlen n, m gilt. Nach m-maliger Wiederholung der zugehorigen Zeitperiode hat
der Ortsvektor n ganze Umléufe durchgefithrt und fallt mit dem Anfangswert wieder zusam-
men, d.h. die Kurve schliefit sich. Es existieren nur zwei Zentralpotentiale, das 1/p- und das
p*-Potential, bei denen alle Bahnen einer begrenzten Bewegung geschlossen sind [20]. Bei einer
beliebigen Form des Zentralpotentials V' (p) wird der Winkel Ay kein rationaler Teil von 27

sein. Die Bahn ist dann nicht geschlossen. Beispielsweise wird das Newtonsche Gravitationspo-
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Abbildung 6.3: Rosettenbahn eines Planeten, bei der nacheinander Ellipsen durchlaufen werden,

deren grofle Halbachse sich wéahrend des Durchlaufens langsam dreht.

tential der Sonne durch die Gravitationspotentiale anderer Planeten gestort. Nach jedem
Umlauf des Planeten ist dann die Linie vom Zentrum zum sonnennéchsten Punkt, dem Perihel
der Bahn, ein wenig gedreht, siehe Abb. [6.3] Beispielsweise ist die Periheldrehung fiir den Mer-
kur von der Groflenordnung einer Bogensekunde pro Umlauf um die Sonne, die etwa 88 Tage
dauert. Sie wird zu etwa 9/10 durch die Gravitationspotentiale anderer Planeten verursacht.
Das restliche 1/10 der Periheldrehung des Merkur ist zwar mit 43 Bogensekunden pro Jahr-
hundert relativ klein, stellte aber bis Ende des 19. Jahrhunderts ein ungeltstes astronomisches
Rétsel dar. Als Losungsvorschlage kursierten Staub in der Nihe der Sonne, die Abplattung
der Sonne oder ein hypothetischer Planet innerhalb der Merkurbahn, fiir den sogar schon der
Name Vulkan festgelegt wurde. Erst durch die Allgemeine Relativitédtstheorie, die Albert Fin-
stein im Jahre 1915 veroffentlichte, konnte diese restliche Periheldrehung des Merkur durch eine

Unvollstéandigkeit der Newtonschen Gravitationstheorie erklart werden.






Kapitel 7

Kepler-Problem

Nun untersuchen wir quantitativ die Bahnkurven, die im Newtonschen Gravitationspotential
(6.4) auftreten konnen. Wir werden sehen, dafi die Bahnkurve abhéngig von den Erhaltungs-

groflen Energie £ und Drehimpuls L einen Kreis, eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel

sein kann.

7.1 Bahnkurve

Setzen wir das Newtonsche Gravitationspotential (6.4)) in das effektive Potential ((6.33)) ein, so

lautet die implizite Bestimmungsgleichung (6.40)) fiir die Bahnkurve p = p (¢):

p(¥) L
sozwoi/ B dp.
[40] p2 2# |:E_|_g — 2:|
P 2up

Mit Hilfe der naheliegenden Substitution

1
u(p):;, du:—;dp = dp = —p*du

geht das Integral (7.1) iiber in

L [ du
Y=o+t —7= :
V2l o) \/ 2,

E+

Zur Integration von (7.3) kann man das Standardintegral [19][(1.623.1), (2.261)]

/ de _ ! arccos <_2L_b> +C
va -+ br + cx? B Vv —c b2 — dac

verwenden, das den Einschrinkungen

c<0, b2 —dac >0
103

(7.3)

(7.4)

(7.5)



104 KAPITEL 7. KEPLER-PROBLEM

unterliegt. Identifizieren wir die einzelnen Parametern geméf

L? 2FEL?
a=F, b=, c:—2—<0, — b — dac = o + >0, (7.6)
1
so erhalten wir
L? L

oo Gl

Y = o x < arccos S U v PR 2 — : (7.7)
, , 2EL? , , 2EL?
af + o+
u [

Wir fithren nun als Abkiirzung die Konstante

L2
— -«
Qo = o * arccos WO—QEB (7.8)
a? +
0

ein, die durch den Anfangswinkel ¢y und den Anfangsradius py bestimmt ist. Damit erhalten

wir aus ([7.7)):

L2
(0 "
©— @Yo = TFarccos S AN , (7.9)
) 2FL?
o +
1
bzw. nach einigen algebraischen Umformungen
L2
£ . (7.10)

() =
2EL? .
a+/a?+ . cos( — @o)

Beachten wir, dass die Konstante o im Newtonschen Gravitationspotential (6.4)) gemé&s (6.5])
positiv ist, so ergibt sich die endgiiltige Form der Bahnkurve p = p(p) zu

L2
ap
p(p) = £ . (7.11)
1 1 —
+ + e cos(¢ — o)
Mit dem Parameter
L 7.12
b= oz_,u ( . )
und der Exzentrizitat
2F L2
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2
e=20 E = —% Kreis =
po .
O0<ex<l1 —m<E<0 Elhpse
e=1 E=0 Parabel
Kreis Parabel
a) e>1 E>0 Hyperbel | D)

Abbildung 7.1: a) Energie F und Drehimpuls L legen die Exzentrizitdt (7.13) und damit b)
den Kegelschnitt [21] fest.

besitzt (7.11]) die Form eines Kegelschnitts:

N p
"~ 1+ecos(p— Po)

p () (7.14)

Bei einem Kegelschnitt treten abhingig von der Energie E verschiedene Félle auf, die in der
Tabelle von Abb. zusammengestellt sind. Wir diskutieren nun getrennt diese moglichen

Bahnkurven.

7.2 Ellipse

Wir betrachten zunichst die gebundene Bewegung —pa?/2L* < E < 0 mit 0 < ¢ < 1 und
setzen ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢y = 0. Aufgrund von (6.20) lautet der Zusam-

menhang zwischen Polarkoordinaten und kartesischen Koordinaten

p =22+, cos p = S (7.15)
Va?+y?

Einsetzen von ((7.15)) in (7.14]) fithrt dann auf
NEER L (7.16)
l+e——
vVt +y?

Nach einigen algebraischen Umformungen erhalten wir hieraus

2
T+ b
1—¢2 y?
e + peal 1. (7.17)
(1-— 52)2 1 —e?

Es handelt sich demnach um die Normalform einer Ellipse

(x;x0)2+<y—l)y0)2:1 (7.18)
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Abbildung 7.2: Beschreibung einer Ellipse mit Mittelpunkt M und Brennpunkt F' durch Polar-
bzw. kartesische Koordinaten gema$ ((7.14) bzw. (7.18]).

mit den Halbachsen

p p
= >b= 7.19
und dem Mittelpunkt
ep
1’0:—1_82<0, y(]:O (720)

Die Lage der Ellipse ist in Abb. skizziert. Der Ursprung F' des Koordinatensystems liegt
in einem der beiden Brennpunkte der Ellipse. Die Ellipse wird geméaf bzw. durch
Polar- bzw. kartesische Koordinaten beschrieben. Dabei ist im letzteren Falle der Mittelpunkt
M der Ellipse durch charakterisiert. AbschlieSfend bemerken wir, dass die Ellipse im Falle
E = —pa?/2L?, d.h. bei ¢ = 0, zu einem Kreis entartet, da dann die beiden Halbachsen a und

bin ([7.19) gleich sind und mit dem Parameter p iibereinstimmen sowie xg = yo = 0 gilt.

7.3 Kepler-Gesetze

Wir diskutieren nun die ellipsenférmig gebundene Bewegung fiir ein System, das aus der Erde
mit der Masse m; = 6 x 10** kg und aus der Sonne mit der Masse my = 2 x 10%° kg besteht.

Hierbei ergeben sich die drei Keplerschen Gesetze.

7.3.1 Erstes Kepler-Gesetz

Zunéchst driicken wir die Ortsvektoren 77 und 75 durch die Schwerpunkt- und die Rela-

tivkoordinaten (6.10f) aus:

my mo

mi+mo My + Mo (Fl) _ (
1 —1 T2

§ ) . (7.21)
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Abbildung 7.3: Bewegung von Erde und Sonne aufgrund des Newtonschen Gravitationsgesetz-
tes: Der Schwerpunkt bewegt sich nach (6.2)) gleichférmig und die Relativbewegung besteht aus

gegenlaufigen Ellipsenbewegungen.

Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem lédsst sich mit Hilfe von (5.57)), (5.58) nach 7 und
75 auflosen

ma

T 4
Fl my + Mo R

(1) - ) (), .

2 1 ——

my + mo

so dass wir erhalten

’Fl = ﬁ + _m2 Fa (723)

my + Mo

= = my o

= R—— 7. 7.24
"2 mi + mo " ( )

Demnach vollfithren beide Massenpunkte neben der Schwerpunktsbewegung (6.14) als Rela-
tivbewegung noch gegenlaufige Ellipsenbewegungen, wobei der gemeinsame Schwerpunkt im
Brennpunkt beider Ellipsen liegt, siehe Abb. [7.3 Da unterschiedlich grofie Masse m; < mq

vorliegen, lassen sich ([7.23]), (7.24) n&dhern durch

"~ R+T, (7.25)
7 o~ R (7.26)

und es ergibt sich das erste Keplersche Gesetz. Die Planetenbahnen sind Ellipsenbahnen mit
der Sonne in einem Brennpunkt. Bei dieser Naherung werden Terme der Groflenordnung des
Massenverhéltnisses my/my = 3 X 10~ von Erde und Sonne vernachlissigt. Bei einem mittleren
Abstand von 1,5 x 10% km zwischen Erde und Sonne bedeutet dies, dass die Ellipsenbewegung
der Sonne Halbachsen von etwa 450 km besitzt, die sehr viel kleiner als ihr Radius von 7 x 10° km
sind. Fiir die Bewegung der Erde sind eher Korrekturen durch den relativ schweren Planeten

Jupiter mit der Masse m3 = 2 x 10?" kg wichtig, die von der Ordnung m;/m3 = 3 x 1073 sind.
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y!

Abbildung 7.4: Der Fahrstrahl zwischen zwei infinitesimal benachbarten Punkten 7 und 7+ dr’
iiberstreicht die Fliche (7.27)).

7.3.2 Zweites Kepler-Gesetz

Das zweite Keplersche Gesetz besagt, dass die vom Fahrstrahl pro Zeiteinheit iiberstrichene
Flidche konstant ist. Dies entspricht gerade dem Drehimpulserhaltungssatz, der schon in Ab-
schnitt behandelt wurde. Hierzu betrachten wir die Flache dF' die der Fahrstrahl zwischen
zwei infinitesimal benachbarten Punkten 7 und 7+ dr {iberstreicht, siche Abb. [7.4}

1 1
dF = 5 |F>x (F+dr)| = 5 |7 x dff . (7.27)

Unter Verwendung des Drehmimpulses ((6.18)) ergibt sich dann aus ((7.27)) das zweite Keplersche

Gesetz:

—

L dF L
dF = udt —_— =
21 dt  2u
Dabei geht (7.28) in das frithere Ergebnis (3.105) im Falle von m; < my iiber, da dann die
reduzierte Masse p geméf (6.17) ndherungsweise mit der leichteren Masse m; iibereinstimmt.

(7.28)

7.3.3 Drittes Kepler-Gesetz

Das dritte Keplersche Gesetz besagt, dass die Quadrate der Umlaufzeiten T verschiedener
Planten proportional zur kubischen Potenz der grolen Halbachsen a ihrer Elipsenbahnen sind,

es gilt also
T° =ka*, (7.29)

wobei k eine Proportionalititskonstante darstellt. Um die Beziehung (7.29)) abzuleiten, inte-
grieren wir ([7.28) iiber eine Periode und erhalten zunéchst

T dF L
F= dt — =T — . 7.30
/0 dt 24 ( )

Andererseits ldsst sich die Flache einer Ellipse in kartesischen Koordinaten wie folgt berechnen.

Aus Symmetriegriinden reicht es aus, die Viertelellipse im ersten Quadranten zu betrachten.
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Abbildung 7.5: lllustration der Parametrisierung einer Viertelellipse gemaf ((7.31)).

Aufgrund der Normalform einer Ellipse (7.18)) mit zyp = yo = 0 wird diese Viertelellipse para-

metrisiert durch
Fia={@y)| m=0<e<m=a; @) =0<y<pl)=wa —a?/af. (731)

Wie aus der Illustration dieser Parametrisierung in Abb. hervorgeht, ldsst sich die Fléche

der Ellipse dann mit Hilfe des folgenden Integrals berechnen:

F = 4—b/ va? —x%dx. (7.32)
a Jo

Dieses Integral kann mit Hilfe der Substitution x = asint vereinfacht werden. Fiir den Inte-
granden gilt dann v/a2 — 22 = a cost aufgrund des trigonometrischen Pythagoras . Ferner
erhalten wir fiir die Transformation des totalen Differentials dx = dt a cost. Beriicksichtigt man
noch die entsprechende Transformaton der Integrationsgrenzen, geht iiber in das elemen-

tare Integral

w/2 /2 1 /2
F = 4ab/ cos® tdt = 2ab/ {t + 3 cos(2t)] = mab. (7.33)
0 0 0

Die Flache einer Ellipse ([7.33)) geht im Falle eines Kreises a = b = R in das bekannte Resultat
F = 7 R? iiber. Setzen wir (7.12)) und (7.13)) in ((7.19) ein, so lauten die Halbachsen der Ellipse:

a
a = —, (7.34)
2|E]
L
S (7.35)
V2p|El
Zwischen den beiden Halbachsen a und b besteht nach ([7.34) und ([7.35 die Beziehung
b 1 a
LA S (7.36)
Lo \2ulEl Y p
Einsetzen von ((7.36)) in (7.30]) und ((7.33) fithrt dann auf (7.29)):
T b 4qr?
2 —nal =ma L — 2= Hg3 (7.37)

21 L o o
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Fiir die Proportionalitdtskonstante & in ([7.29)) erhalten wir unter Beriicksichtigung von (/6.5
und (G.17)

P 4 _ 4qr? 1

a G my+my’

(7.38)

d.h. sie hangt von der Masse des Planeten m; und der Masse der Sonne ms ab. Aber im Falle

my < mo ist sie ndherungsweise von den Planeten unabhéngig:

42
k= . 7.39
s (7.39)
Damit ist die Proportionalitdtskonstante k eine Eigenschaft des Sonnensystems, die nur noch
von der Masse der Sonne my abhéngt. Dies eréffnet die Moglichkeit, die Masse der Sonne durch
die Beobachtung der Plantenbewegungen zu bestimmen. Beispielsweise ergibt sich fiir die Erde
der Zahlenwert , ) ,
T (365 -24-60 - 60s) _19 S
k=—= =295 x 107" —. 7.40
@ (1,5 x 100 m)3 o m? (7.40)

Mit Hilfe von ([7.39) erhalten wir damit fiir die Masse der Sonne:

472 472

Gk~ 6,67 x 10-"'m3/(kg &%) - 2,95 x 101982 /m?

my = =2x10"kg. (7.41)
Eine weitere spektakuldre Anwendung des dritten Keplerschen Gesetzes ergab sich durch die
langjahrige Beobachtung von Sagittarius A*, das ca. 28000 Lichtjahre von unserem Sonnen-
system entfernt ist und eine kompakte Quelle von Radiowellen im Zentrum der Milchstrafle
darstellt, siehe Abb. ) Ab den 1990er Jahren wurde die Region um Sagittarius A* von
zwei unabhéngigen Teams um Andrea Ghez am Keck-Observatorium sowie Reinhard Genzel
am La-Silla-Observatorium und am Very Large Telescope in mehrjahrigen Beobachtungsrei-
hen untersucht. Dabei konnten die Orbits von etwa 50 Sternen genauestens vermessen werden,
die als S-Sterne bezeichnet werden. Dabei stellte sich im Laufe der Jahre heraus, dass sich
all diese S-Sterne auf elliptischen Bahnen bewegen und dass sich Sagittarius A* jeweils in
einem ihrer Brennpunkte befindet, siehe Abb. [7.6p) [22]. Durch Anwendung des dritten Kep-
lerschen Gesetzes konnte festgestellt werden, dass es sich bei Sagittarius A* um ein Objekt
von rund 4,3 Millionen Sonnenmasse handelt, das sich auf einen relativ kleinen Raumbereich
konzentriert und daher als ein supermassereiches Schwarzes Loch angesehen wird [23]. Der
Durchmesser seines Ereignishorizonts, der alle Ereignisse innerhalb des Horizonts von der Au-
Benwelt abtrennt, entspricht mit 22 Millionen Kilometern etwa 20 % der Bahn des Merkurs
um die Sonne. Fiir die bahnbrechende Entdeckung eines Schwarzen Loches im Zentrum der
Milchstrale wurden Andrea Ghez von der University of California, Los Angeles und Reinhard
Genzel vom Max-Planck-Institut fiir extraterrestrische Physik in Miinchen der Nobelpreis fiir
Physik 2020 zuerkannt. Und schliellich konnte vor kurzem mit Hilfe des Very Large Telescopes
der Europdaischen Siidsternwarte in Chile beim Stern S2 sogar eine Rosettenbahn des ellipti-
schen Orbits beobachtet werden, siche Abb. die sich im Einklang mit den Vorhersagen der
Allgemeine Relativitdtstheorie von Albert Einstein befindet [24].
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Abbildung 7.6: a) Lage unseres Sonnensystems in der Milchstrafle, b) Langjidhrige Vermessung

elliptischer Orbits von S-Sternen um Sagittarius A* durch Radioastrononomie [22].
7.4 Hyperbel

Nun betrachten wir die Streulosung £ > 0 mit € > 1 und setzen wieder ¢y = 0. In diesem Fall
geht die Normalform einer Ellipse ([7.18))—(7.20]) in die Normalform einer Hyperbel iiber

(m _axo)z - <%>2 =1 (7.42)

mit den Halbachsen

p
b = 7.44
g (7.44)
und dem Mittelpunkt
o = gﬁ >0, =0 (7.45)

Die Hyperbel ([7.42)) besitzt die Asymptote

b
Yy =1t o (x — x9) (7.46)

und durchstéBt die Gerade y = yg = 0 bei den Punkten
(xo £ a,0). (7.47)

Hierbei ist wegen (7.43) und ([7.45|) zu beachten, dass xg = €a ist, d.h. es gilt zp > a wegen e > 1.
Beispielsweise bewegt sich ein Komet bei seiner Bewegung um die Sonne auf einer solchen Hy-
perbel. Aus dem Unendlichen kommend wird der Komet aufgrund der attraktiven Newtonschen

Gravitationskraft bis zum sonnennéchsten Punkt schneller und anschlieSend wieder langsamer,

siehe Abb. Setzt man ((7.44]) und (7.45) in (7.42) ein
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Abbildung 7.7: Beschreibung einer Hyperbel durch kartesische Koordinaten gemé&f ((7.42)).

B

N7

o

Abbildung 7.8: Beschreibung einer Parabel durch kartesische Koordinaten geméaf} ([7.49)).

2.2 2 1)2 2 1
2_o P S G - 21 7.48
[:zc 5t = =1 (7.48)
so artet die Hyperbel im Grenzfall € = 1 zu einer Parabel aus, siche Abb.
1 5 p
= —— = 7.49
r=—gyty (7.49)

7.5 Coulomb-Potential

Die elektrostatische Wechselwirkung zwischen zwei Punktladungen ; und )5 wird durch das
Coulomb-Potential beschrieben. Es besitzt dieselbe Form wie das Newtonsche Gravitationspo-
tential (6.4]), die Konstante « ist aber nicht durch (6.5 sondern durch

Qs
o= — e, (7.50)
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Abbildung 7.9: Effektives Potential (6.41)) im Falle des Coulomb-Potentials (6.4)), ((7.50) mit
1Q2 < 0.

gegeben. Hierbei wurde das internationale SI-Einheitensystem verwendet, wobei die Abkiirzung

SI vom Franzosischen Systéme international d'unités stammt, in dem die Naturkonstante

As
=8,854-10712 = 7.51
60 Y Vm ( )

die Dielektrizidtskonstante des Vakuums bezeichnet. Haben ()7 und () ein unterschiedliches
Vorzeichen, so ist die elektrostatische Wechselwirkung mit o > 0 attraktiv und das entspre-
chende Zweikorper-Problem lésst sich wie beim attraktiven Newtonschen Gravitationspotential
behandeln. Insbesondere gibt es eine gebundene Losung, bei der sich beide Punktladun-
gen auf Ellipsenbahnen umkreisen. Diese Uberlegung war die Grundlage des Atommodells von
Bohr und Sommerfeld fiir das Wasserstoff-Atom, das aus einem Elektron (J; = —e und einem
Proton ()2 = +e besteht. Hierbei bezeichnet

e=1,602x107C (7.52)

die Elementarladung, die die kleinste frei existierende elektrische Ladungsmenge darstellt. Eine
neue Situation tritt allerdings auf, wenn beide Ladungen dasselbe Vorzeichen besitzen, da dann
die elektrostatische Wechselwirkung mit a < 0 repulsiv wird. Geméf ist in diesem Fall
das effektive Potential Vi (r) positiv und monoton fallend, siehe Abb. . Dann gibt es nur
Losungen mit £ > 0 und es liegt nur ein Umkehrpunkt vor. Der Bewegungsablauf stellt eine
Streuung dar. Geht man bei der Herleitung der Bahnkurve p = p(¢) auf zuriick, so
ergibt sich auch fiir @ < 0 ein Kegelschnitt mit dem Parameter p < 0 geméaf3 . Die
Exzentrizitét ist aber nicht mehr durch , sondern durch

2E12

e=—/1+
pa?

(7.53)

gegeben. Da nun € < —1 vorliegt, ergibt sich wieder die Hyperbel als Bahnkurve. Diese Situa-
tion liegt z.B. beim Rutherfordschen Streuexperiment vor, wenn an einem Atomkern mit der

Kernladungszahl Z und der Ladung (); = Ze ein a-Teilchen gestreut wird, das als Heliumkern
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aus 2 Protonen und 2 Neutronen besteht und daher die Ladung ); = 2e besitzt. Aus dem Un-
endlichen kommend wird das a-Teilchen aufgrund der repulsiven Coulomb-Wechselwirkung bis

zu dem Punkt seiner Bahn langsamer, wo es dem Atomkern am néchsten ist, und anschlieffend

wieder schneller.



Kapitel 8
System von Massenpunkten

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Dynamik eines einzelnen Massenpunktes auf ein
System von Massenpunkten. Dabei fithren wir mit dem Schwerpunkt, dem Gesamtimpuls, dem
Gesamtdrehimpuls und der Gesamtenergie globale Observablen ein, die das gesamte System

von Massenpunkten charakterisieren.

8.1 Newtonsche Grundgleichung

Wir betrachten ein System von N Massenpunkten, die mit dem Index ¢ = 1,2,..., N durch-
nummeriert werden. Hierbei wird die Bahnkurve des i-ten Massenpunktes durch den Ortsvektor
73 (t) beschrieben, wiahrend seine Masse mit m; und die auf ihn wirkende Kraft mit F, bezeichnet

wird. Fiir jeden einzelnen Massenpunkt gilt dann die Newtonsche Grundgleichung

Bei den wirkenden Kréften unterscheidet man zwischen inneren und &dufleren Kriften. Die
inneren Kréfte F’ij sind diejenigen, die die Massenpunkte des Systems aufeinander ausiiben.
Nach dem dritten Newtonschen Axiom “actio = — reactio” von Abschnitt [3.3|gilt fiir die inneren
Krifte ﬁij, die das j-te Teilchen auf das i-te Teilchen ausiibt, die Beziehung

Fy+F;=0. (8.2)
Sie ist erfiillt, wenn die inneren Kréfte F}j konservativ sind und sich geméaf
Fy = =VUy (7%, 7) (8.3)

mit dem Gradienten beziiglich der Koordinaten des iten Massenpunktes

- o o 0\
_ (99 9 9 4
Vi (31}' "Oy; azi) 8.4)

aus einem Potential mit der Eigenschaft

Uiy (7 75) = U (7 = 75) = Uy (7 = 75) (55
115
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herleiten lassen. Beispielsweise verursacht bei einem Sternhaufen die Gravitationswechselwir-
kung zwischen den Sternen die inneren Kréfte
- mim; T — T

Fy=-G (8.6)

’F—T’j| ’ TJ’

die das Potential

m;m;

U~ 7) = G 87

-7

besitzen. Die duleren Krifte ]*?’Z.(a)

sind diejenigen, die von auflen auf das System von Massen-
punkten einwirken. Beispielsweise sind die Molekiile eines Gases der dufleren Gravitationskraft
unterworfen. Demnach lassen sich die in (8.1) wirkenden Kriifte F, auf den iten Massenpunkt

zerlegen in

Mz

= F" 4 (8.8)

]:
J#i

8.2 Schwerpunkt

Wenn wir jeden einzelnen Radiusvektor 7; mit der Masse m; gewichten, erhalten wir als arith-
metisches Mittel den Ortsvektor R des Schwerpunktes aller Massenpunkte:

E m;T;

:Ul

(8.9)

Hierbei bezeichnet
M= "m (8.10)

die Gesamtmasse des Systems. Wir stellen nun unter Verwendung von (8.1)), (8.8) und die

Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt auf:

. N N N
Mé:Zmirl—ZF ZF(“ +Y N Fy. (8.11)
=1

=1 =1 j=1
JFi

Aufgrund des dritten Newtonschen Axioms (8.2) verschwindet in (8.11]) die Summe iiber die

inneren Kréfte. Formal erkennt man dies dadurch, dass man die Summationsindizes umbe-
nennt, die Reihenfolge der Summation vertauscht und dann das dritte Newtonsche Axiom ({.2))

anwendet:
N N . N N . N N . N N . ~
IDIED BB D) DEED 9 D2 .12
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
j#i i#J j#i j#i
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=

Loon B = TP

Abbildung 8.1: Miinchhausen kann sich nicht samt Pferd am Schopf aus dem Sumpf ziehen: Die
Kraft der Hand wirkt wohl auf den Schopf, dieser iibt aber eine reactio auf die Hand aus, welche
aber auch zum Korper des Barons Miinchhausen gehort. Betrachtet man also den Gesamtkorper
des Miinchhausen, so halten sich diese inneren Kréifte die Waage. Eine Bewegungsédnderung ist

jedoch nur durch duflere Kréfte moglich.

Aus (8.11) und (8.12)) ergibt sich dann der Schwerpunktsatz

MR = F®. (8.13)

Der Schwerpunkt eines Systems bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse M in ihm vereinigt

wére und als ob die Summe der dufleren Krifte
N
F(a) — ZF’Z(@) (814)
i=1
auf ihn wirken wiirde. Daraus konnen wir die folgenden Schlufolgerungen ziehen:

e Die inneren Krifte sind ohne Einflufl auf die Bewegung des Schwerpunktes. Salopp ge-
sprochen bedeutet dies, dass man sich nicht am eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen
kann, siche Abb.

e Der Schwerpunktsatz rechtfertigt im nachhinein die Idealisierung realer Korper als Mas-
senpunkte. Wenn die inneren Bewegungen eines Festkorpers, wie z.B. seine Rotationen
oder seine Schwingungen, nicht von Interesse sind, kénnen wir den gesamten Koérper als
einen Massenpunkt der Masse M behandeln, fiir den eine Newton-Gleichung der Form
(18.13) gilt.

e Unter einem abgeschlossenen System versteht man ein System, das keine Wechselwirkun-

gen mit Vorgéngen aulerhalb des Systems hat. Da es fiir ein abgeschlossenes System keine
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auBeren Krifte gibt, also aufgrund von (8.14))

—

F =0 — F@ =0 (8.15)
gilt, folgt aus (8.13)), dass der Schwerpunktimpuls
P=MR (8.16)

erhalten bleibt. Fiir die Beschreibung der Bewegung des Massenpunktes wird man vor-
zugsweise dasjenige Inertialsystem benutzen, in dem der Schwerpunkt ruht. Dieses Schwer-
punktsystem wird in Abschnitt [8.4] eingefiihrt.

8.3 Gesamtdrehimpuls

Den Gesamtdrehimpuls definieren wir als die Summe der Drehimpulse der einzelnen Massen-

punkte
N N N
i=1 i=1 i=1

So wie der einzelne Drehimpuls héngt auch der Gesamtdrehimpuls des Systems von der Wahl
des Koordinatensystems ab. Analog zum Vorgehen in Abschnitt leiten wir den Gesamtdreh-
impulssatz ab, indem wir die Newtonsche Grundgleichung vektoriell mit 7; multiplizieren
und {iber alle Massenpunkte aufsummieren. Unter Verwendung von und folgt dann:

N g X d N
Zlmiﬁxﬁ = Ezmiﬁxﬁ d_ Z
— ZTI X F(a)+ZZT’ (8.18)

=1 j=1
JFi
Wir untersuchen den Term in (8.18)), der das Drehmoment der inneren Kréfte beinhaltet. Durch
Umbenennung der Summationsindizes, Vertauschung der Summationsreihenfolge und Anwen-
dung des dritten Newtonschen Axioms (8.2)) folgt

N N . N N N N N N
ZZﬁXEjZZZijFﬂ ZZ ZZF (8.19)
v = e =

Hieraus folgern wir

ZZ i x F, %ZZ i (8.20)
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Abbildung 8.2: Schematische Darstellung innerer Kriifte: a) realisiert, da sie entsprechend ({8.21))
in Richtung der Verbindungslinie wirken; b) nicht realisiert, da sie gemé&8 (8.20]) ein Drehmoment

und damit eine Drehung verursachen wiirden.

Wir miissen die inneren Kréfte Fj; durch die weitere Annahme einschrianken, dass sie nur in

Richtung der Verbindungslinien wirken, siehe Abb. ):
Fyj= Ay (7 = 75) Aij = Aji. (8.21)

Falls diese Einschrénkung nicht gelten wiirde, kénnte sich beispielsweise ein abgeschlossenes
Systems aus zwei Teilchen mit einer starren Achse von selbst in immer schnellere Drehung
versetzen. Dies wiirde allen Beobachtungen widersprechen und ist daher nicht in der Natur rea-
lisiert, siehe Abb. [8.2b). Die Einschréinkung ist beispielsweise bei konservativen inneren
Kréften erfiillt, bei denen das Potential die iiber hinausgehende Eigenschaft

Ui (73, 75) = Ui (|75 = 751) = Uja (75 — 7510) (8.22)

besitzt. Einsetzen von (8.22) in (8.3) fithrt ndmlich auf (8.21]) mit
Ul (|r; — 75
Ay = —M : (8.23)

|75 — 7]

Aufgrund der Einschrinkung 1} und 1} fithren die inneren Kréfte F}j zu keinem Dreh-

moment:

ZZaxﬁijzﬁ. (8.24)
i=1 j=1
J#i
Demnach folgt aus (8.18)) und (8.24)) der Gesamtdrehimpulssatz
d.
—L=M". 8.25
pn (8.25)

Er besagt, dass die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses L durch das Gesamtdrehmo-

ment der auBleren Krifte

N
M@ =37 x F© (8.26)
=1
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X

Abbildung 8.3: Ubergang vom urspriinglichen Koordinatensystems S zum Schwerpunkt S’ des
bewegten Systems geméaf (8.28)).

gegeben ist. In einem abgeschlossenen System verschwinden die dufleren Kréfte und damit nach
(8.26)) auch das von ihnen verursachte Gesamtdrehmoment:

— —

F =0 s M@ =0, (8.27)

Dann bleibt der in 1} definierte Gesamtdrehimpuls L des Systems nach 1) erhalten.

8.4 Schwerpunktsystem

Wir gehen nun vom urspriinglichen Koordinatensystem .S zu einem dazu achsenparallelen neuen
Koordinatensystem S’ iiber, das im Schwerpunkt des bewegten Systems von Massenpunkten
verankert ist, siche Abb. . Die Ortsvektoren 7; und 7 der Masse m; im Koordinatensystem
S und S’ unterscheiden sich dann durch den Vektor é, der vom Ursprung von S zum Ursprung
von S’ zeigt:

7 =R+7,. (8.28)
Aus der Definition des Schwerpunkts in , folgt dann mit Hilfe von tatsichlich,
dass der Schwerpunkt des Systems von Massenpunkten mit dem Ursprung des neuen Koordi-

natensystems S’ zusammenféllt:

N N N
Zmﬂ:;‘, Zmiﬁ _ézmi
i=1 _ =1 i=1
N N
2 m 2 m
i=1 i=1

Differenzieren wir (8.29) nach der Zeit, so lesen wir ab, dass der Gesamtimpuls des Schwer-

=0. (8.29)

punktes im neuen Koordinatensystem S’ verschwindet:

N .
> mii =0 (8.30)
=1
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Wir untersuchen nun die Auswirkungen der Koordinatentransformation (8.28)) auf den Gesamt-

drehimpuls (8.17)):

N
L= mi(l+ R)x (i + R ZmzmxnjtmejLRx 'L Rx Ry, (831)

=1

Aufgrund von (8.29) und (8.30) erhalten wir die Zerlegung

-

L = I['+1Ls. (8.32)

Demnach zerfallt der Gesamtdrehimpuls (8.17)) im urspriinglichen Koordinatensystem S in den

Gesamtdrehimpuls im neuen Koordinatensystem S’
N
= mirl x 7 (8.33)
i=1
und den Drehimpuls des Schwerpunktes beziiglich des urspriinglichen Koordinatensystems S

[s=MRBxR. (8.34)

Eine entsprechende Zerlegung erhélt man auch fiir das Gesamtdrehmoment der dufleren Kréfte
mit Hilfe von (8.26]) und (8.28)):

N
M@ =37 x B + B Z F@ = '@ 4 ppe . (8.35)

i=1

Das Gesamtdrehmoment ([8.26]) im urspriinglichen Koordinatensystem S zerfillt in das Gesamt-

drehmoment im neuen Koordinatensystem S’
N
M@ =3 "7 x B (8.36)

und in das Drehmoment der am Schwerpunkt angreifenden dufleren Krifte beziiglich des ur-
spriinglichen Koordinatensystems S
MY = R x F@ (8.37)

Aus dem Gesamtdrehimpulssatz (8.25)) im urspriinglichen Koordinatensystem S und den Zer-

legungen (8.32)), (8.35)) folgt zunéchst
dL'  dLs -

= M"@ + M. 8.38
a " a s (8.38)
Aufgrund der Bewegungsgleichung des Schwerpunktes (8.13)) gilt nun unter Beachtung von

(18.34)) und (8.37)):

L
dts — MBx R=RxF® =" (8.39)

Aus (8.38) und ([8.39)) lesen wir dann ab, dass der Gesamtdrehimpulssatz auch im neuen Koor-

dinatensystem S’ giiltig ist:

dL’
dt
Dieses Ergebnis bildet den Ausgangspunkt fiir die spatere Behandlung des starren Korpers.

= M@ (8.40)
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8.5 Gesamtenergie

Wir gehen nun wieder in das urspriingliche Koordinatensystem .S und leiten analog zum Vor-
gehen in Abschnitt den Gesamtenergieerhaltungssatz her. Hierzu multiplizieren wir die
Newtonsche Grundgleichung skalar mit 7 und summieren iiber alle Massenpunkte. Mit
Hilfe von (8.8) erhalten wir dann:

N o N N N N
POLTALES ST SURURS 9) LB} s1)

i=1 i=1 i=1 i=1 j=1

J#i

Die linke Seite ist die zeitliche Anderung der kinetischen Gesamtenergie
Ny

T = L2 8.42
] o

=1

wahrend die rechte Seite die von den dufleren und den inneren Kriften aufgebrachte Leistung
(a)

darstellt. Wir nehmen nun an, dass sowohl die dufleren Kréfte F als auch die inneren Kréfte

Ej konservativ sind und daher aus Potentialfeldern herleitbar sind. Unter Beriicksichtigung von

(8.3) und (8.22) gilt dann

FY = —viu (), (8.43)
Fy = —VUy;(Ifi — 7)) - (8.44)

Werden diese Potentialfelder entlang der Bahnkurve 7;(t) ausgewertet, so fiihrt die Kettenregel

unter Beriicksichtigung von ({8.43|) auf

LU @ 0) = 50 S0 (1) = (1) - B (8.45)

und entsprechend erhalten wir mit Hilfe von (8.44))

d

22U (I75(t) = 75(0)]) = 73t) - Vil (I73(8) = 75(8)]) + 75(8) - VU (I7:(8) = 75(1)])

—

= (1) - Fyy = 7(t) - Fi. (8.46)

Summieren wir in (8.45)) {iber den Index i, so gilt

N . d
Zﬁ-Fi(“):—EU (Fiy ... 7N) (8.47)

mit dem Potential der dulleren Krifte

U (7, i) =Y U (7). (8.48)
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Entsprechend folgt aus (8.46)) durch Summation iiber alle ¢ und j

N N' 1 N N ) . d
DD By =53 D Byt B) = UG ) (849
i=1 j=1 i=1 j=1

j#i JF

mit dem Potential der inneren Krifte

U (7, ==Y

=1

S Uy (17 - 7)) - (8.50)

1
J#i

Einsetzen von (8.42)), (8.47) und (8.49) in (8.41)) fithrt auf den Gesamtenergieerhaltungssatz

l\'>|’—‘

N
J=

d
E(T%—U(a)%—U):O = T +U“ + U = E = konstant (8.51)

mit der Gesamtenergie E. Die Potentiale (8.48) und (8.50) der &ufleren und inneren Krafte
lassen sich auch zur Formulierung der Newtonschen Grundgleichung ({8.1]) heranziehen. Deren
Gradienten ergeben namlich nach (8.43)) und (|8.48))

ﬁiU(a) — ﬁzUZ(a) — _F:i(a) ’

wéhrend wir analog aus und ablesen:

V.U =Y VU (|7 — 7)) = —Fy,

-

so dass man aus und abliest
mir; = —V; (U@ +U). (8.52)
Liegen keine dufleren Kréfte vor, gilt also z.B.
UYD (7, ..., Fy) =0, (8.53)
so vereinfacht sich die Newtonsche Grundgleichung zZu






Kapitel 9
Matrizen

Wir gehen jetzt genauer auf Matrizen ein, die sich auf vielfdltige Weise in der Physik anwenden
lassen. Zum einen fiithren wir grundlegende Rechenregeln fiir Matrizen ein und diskutieren, wie
die Multiplikation zweier Matrizen definiert ist und wie sich die Determinante oder das Inverse
einer Matrix bestimmen lassen. Damit lassen sich beispielsweise Koordinatentransformationen
wie eine Rotation beschreiben, siehe Abschnitt[I.8 Und es lassen sich lineare Gleichungssysteme
mit Matrizen kompakt formulieren und effizient 16sen [1l, Kapitel 12]. Zum anderen behandeln
wir das Eigenproblem einer Matrix, mit dessen Hilfe symmetrische relle Matrizen durch eine
geeignete Koordinatentransformation diagonalisiert werden konnen. Dies ist ein wichtiges Hand-
werkszeug, um im anschliefenden Kapitel die harmonischen Schwingungen von Massenpunkten
beschreiben zu kénnen.

9.1 Definitionen

Es seien m, n zwei natiirliche Zahlen. Eine m x n-Matrix ist dann ein rechteckiges Schema

A = (a;;) mit Eintragen aus rellen Zahlen a;; miti =1,...,mund j =1,...,n
ai; a2 - Qin
Q21  G22 -+ QA2
A= 7 T (9.1)
Am1 Am2  * Gmn

Eine m x n-Matrix besitzt also m Zeilen und n Spalten. Ein Beispiel fiir eine 2 x 3-Matrix

lautet:

2
A= 37.
5> 1 8
125

9.2)
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Falls m = n vorliegt, handelt es sich um eine quadratische n x n-Matrix. Ein Beispiel fiir eine

2 X 2-Matrix ist:
2 3
B = . 9.3
(_1 7) 03

Ist A = (a;j) eine m x n-Matrix, dann bezeichnen wir

(ail Q2 - Gm) (9-4)
als i-ten Zeilenvektor von A und entsprechend

alj

2 (9.5)

amj

als j-ten Spaltenvektor von A. Ist ferner A = (ay;) eine m x n-Matrix, so bezeichnet A™ = (af;)

mit den Eintrdgen ag;- = aj; eine n X m-Matrix, die man als transponierte Matrix bezeichnet:
Al a1 - aml
Q12 Q22 - Am2
A= . (9.6)
Q1p A2n " Gmn

So gilt fiir die schon in (9.2) und (9.3) eingefiihrten beispielhaften Matrizen erhalten dann die

transponierten Matrizen

2 5 > 4
AT =13 1|, BT:<3 ;) (9.7)
78

Durch Transposition wird ein Zeilenvektor zu einem Spaltenvektor und umgekehrt:

T
Qi1 Q1;
T Q2 ag;
a1 Q2 Qyp = . ) . =\laiy; a3 -+ Qmj| - (9-8)
Ain am]

9.2 Rechenoperationen mit Matrizen

Wir betrachten nun einige niitzliche Rechenoperationen mit Matrizen.
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9.2.1 Elementare Rechenoperationen

Es seien A = (a;), B = (bi;) zwei m x n-Matrizen. Dann werden sie dadurch addiert bzw. sub-

trahiert, dass ihre entsprechenden Eintrége addiert bzw. subtrahiert werden:

ay £ byy a2 £bi2 -+ ap, £biy,

ay £ b a9 b cee Aoy by,
AiB:(aijibij): 21' 21 22. 22 | 2 | 2 (9.9)

CLmlj:bml ainme CLmn:tbmn

So erhalten wir fiir die beiden 2 x 3-Matrizen

2 -1 2
a=(%7°7) B = ! (9.10)
147 0 -7 1

als Summe und Differenz

A+B:(1 5 5), A_B:(3 ! 5). 011)
1 -3 8 1 11 6

Auch die Multiplikation einer m x n-Matrix A = (a;;) mit einem reellen Skalar % ist kompo-

nentenweise definiert:

kayy  kaip --- kai,
ka ka - kasy,
kA= | T o (9.12)
kaml kamQ T k@mn
So gilt beispielsweise:
-2 4 0
2B = : (9.13)
0 —-14 2

9.2.2 Multiplikation von Matrizen

Es seien A und B eine m x p- und eine p x n-Matrix. Wichtig ist dabei, dass die Spaltenzahl
p von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt. Dann ist das Produkt C' = AB der beiden

Matrizen A und B eine m x n-Matrix, die durch die Komponenten

p
Cij = Z aikbkj (9-14)
k=1

definiert ist. Das bedeutet, dass sich das Element c¢;; als Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors
von A und des j-ten Spaltenvektors von B ergibt. Als Beispiel betrachten wir die Multiplikation
einer 4 x 3-Matrix A mit einer 3 x 2-Matrix B, was auf die 4 x 2-Matrix AB = C fiihrt:

522 0\ 4 5.3-2-240-5 5-7—2-(=1)+0-3 11 37
1 3 2 o rses2e2s 173 (- 23] (19 10 (015)
2 5 1)\, 2.34+5:241-5 2-74+5-(=1)+1-3 21 12
0 1 0 0-3+1-240-5 0-7+1-(=1)+0-3 2 -1
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Bei der Multiplikation zweier Matrizen ist das Folgende zu beachten:

a) Das Produkt BA im obigen Beispiel ist nicht definiert, da die Zahl der Spalten von B,
also 2, nicht mit der Zahl der Zeilen von A, also 4, {ibereinstimmt.

b) Im Allgemeinen gilt fiir das Produkt von Matrizen, dass es nicht kommutativ ist:

AB # BA. (9.16)

Beispielsweise erhalten wir fiir die beiden 2 x 2-Matrizen

1 2 4 0
A= , B = (9.17)
30 1 1
den Kommutator

S O G e O R (A R R Y R

c) Esist AB =0 auch mit A, B # 0 moglich. Ein Beispiel hierfiir ist

11 1 1 00
= . (9.19)
2 2)\-1 -1 00
d) Fiir die Transponierte eines Produktes zweier Matrizen gilt:

(AB)T = BT AT (9.20)

Die Giiltigkeit dieser Rechenregel beweist man mit Hilfe der Komponentenschreibweise:

p T p p
k=1 k=1 k=1
e) Das Skalarprodukt - zweier Vektoren @ und b
a1 by n
i b= = aib; (9.22)
ap, by =

ldsst sich auch als Matrizen-Multiplikation auffassen:

b

cm):(al an) bn :;aibi. (9.23)

Demnach fiihrt das Produkt einer 1 x n-Matrix, also eines Zeilenvektors, mit einer n x 1-

Matrix, also eines Spaltenvektors, auf eine 1 x 1-Matrix, was einem Skalar entspricht.
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f) Beim dyadischen bzw. tensoriellen Produkt ® zweier Vektoren @, b dagegen wird umge-
kehrt das Produkt einer n x 1-Matrix, also eines Spaltenvektors, mit einer 1 x n-Matrix,

also eines Zeilenvektors berechnet und es entsteht dabei eine n x n-Matrix:

aq a1b1 albn
@b=abl =] : <b1 bn>: S . (9.24)

an apby - apb,

IS

Das dyadische Produkt zweier Vektoren ist beispielsweise hilfreich, wenn man untersuchen
mochte, ob ein vorgegebener Satz an Vektoren €7, és,...,€, in einem n-dimensionalen

Vektorraum vollstdndig ist und damit eine Basis bildet. Falls ndmlich die Beziehung

Sawa-Yad -k (9.25)
=1 =1

mit der n x n-Einheitsmatrix E = (¢;;) erfiillt ist, dann lésst sich ein beliebiger Vektor @

durch eine entsprechende Linearkombination der Vektoren €1, és, ..., €, darstellen
n n n
a:ch:(Zac@a)a:Za(aTa):Za(a-a) (9-26)
i=1 i=1 i=1

in Anlehnung an ((1.7)) und (1.23)). AbschlieBend bemerken wir, dass die Beziehung (19.25))
im Falle von n = 3 fiir die iiblichen Basisvektoren (1.9) erfiillt ist:

| 0 0 100
(100) 0 +(010) 1 +(001> ol=1{010 (9.27)
0 0 1 00 1

9.3 Determinante

Jeder quadratischen n x n-Matrix A kann man eine Zahl zuordnen, die man als Determinante
det A bezeichnet. Die Determinate einer 2 x 2-Matrix ist definiert durch

det A =det [ 11 2] =
Q21 a22
Diesen Fall hatten wir schon bei der Wronski-Determinante (5.82) kennengelernt. Auch die

Determinante einer 3 x 3-Matrix hatten wir schon in (1.64]) als Regel von Sarrus eingefiihrt und

a1 Q2
= a11022 — Q12091 . (928)

Q21 A22

in Kapitel 1 zur Berechnung des Vektor- und des Spatprodukts angewandt. Im allgemeinen Falle
einer n x n-Matrix A wendet man den Laplaceschen Entwicklungssatz an, um eine Determinante

zu berechnen. Hierzu fithrt man eine (n — 1) x (n — 1) Untermatrix A;; ein, die man durch
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Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A erhalt:

@11 ... Q15| ... A1p
Aij e Qi1 --. Qi .. Qip . (929)
Qp1 - |Qpj|... Qnn

Dann besagt der Laplacesche Entwicklungssatz, dass man die Determinante einer Matrix A mit
Hilfe der Determinanten von Untermatrizen berechnen kann. Hierzu gilt fiir jede Zeile ¢ mit
1< <n:

det A = (—1)”1(1@-1 det Ail + (—1)”2@12 det Aig + ...+ (—1)i+nain det Azn . (930)
Entsprechendes gilt aber auch fiir jede Spalte 7 mit 1 < j < n:
det A = (—1)j+1a1j det Alj -+ (—1)j+2a2j det Agj + ...+ (_1)j+n&nj det Anj . (931)

Als Beispiel betrachten wir die 3 x 3-Matrix

(9.32)

= w O
— N =
O = N

deren Determinante wir durch Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes auf zweierlei

Weisen berechnen. Zum einen entwicklen wir nach der ersten Zeile, d.h. wir wenden ((9.30]) mit

7 =1 an:
012 2 1 31 3 2
321 = 0- —1- +2-
110 10 1 0 11
= —1-(-1)+2B3-2)=1+2=3. (9.33)

Zum anderen entwicklen wir nach der zweiten Spalte, d.h. wir wenden (|9.31]) mit 7 = 2 an, was

natiirlich auf dasselbe Ergebnis fiihrt:

0112 31 0 2 0 2
321 - 1. 4 . — .
1100 10 10 31
= —1-(-1D)+2-(-2)—1-(-6)=1-4+6=3. (9.34)

Auf der Grundlage dieser Beispiele bemerken wir:

a) Es ist also sinnvoll, nach einer Zeile bzw. Spalte zu entwickeln, die moglichst viele Nullen
enthélt.

b) Die Vorzeichenverteilung im Laplaceschen Entwicklungssatz (9.30) bzw. (9.31]) kann man
sich dabei als ,, Schachbrettmuster “ vorstellen, wobei die Hauptdiagonale nur aus Plus-
zeichen besteht, siehe Fig. [9.1]
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Abbildung 9.1: Die Vorzeichen beim Laplaceschen Entwicklungssatz (9.30) bzw. (9.31) weisen

ein Schachbrettmuster auf.

Wir stellen nun noch einige niitzliche Eigenschaften zusammen, die beim Berechnen von De-

terminanten zu beachten sind:

a)

Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz (9.30) bzw. (9.31) folgt unmittelbar, dass die
Determinante einer Diagonalmatrix durch das Produkt der Diagonalelemente gegeben

1st:
A 0 - 0
0 X -+ 0
det | o ) =X A, (9.35)
0O 0 A,

Matrix A und transponierte Matrix A7 haben dieselbe Determinante:

det A = det AT (9.36)

Ohne Beweis erwdhnen wir den Produktsatz, dass die Determinante des Produktes zweier

Matrizen durch das Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen gegeben ist:
det(AB) = (det A) (det B). (9.37)

Als Spezialfall wenden wir den Produktsatz auf Matrix A und inverse Matrix A~! an, fiir
die gilt:

AAT ' =E. (9.38)

Bildet man auf beiden Seiten die Determinante, so kann man auf der linken Seite den

Produktsatz (9.38) und auf der rechten Seite a) verwenden:
det(AA™') = (det A)(det A™') =det E = 1. (9.39)

Damit erhalten wir das Ergebnis, dass die Determinante der inversen Matrix A~! durch

das Inverse der Determinante der Matrix A gegeben ist:

1
det A7 = .
¢ det A

(9.40)
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d) Aus lesen wir ab, dass im Falle von det A = 0 die Matrix A nicht invertierbar ist,
also A~! nicht existiert. Dies liegt daran, dass dann die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren linear
abhéngig sind. Eine Veranschaulichung hiervon ist z.B durch das Spatprodukt der
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren gegeben. Sobald die drei Zeilen- bzw. Spaltenvektoren linear
abhéngig sind, verschwindet mit dem Spatprodukt das von ihnen aufgespannte Volumen

und damit die Determinante der von ihnen gebildeten Matrix.

e) Fiir eine orthonormale Matrix R, die die Eigenschaft ((1.79)) erfiillt, gilt:
1
det R

Im ersten Schritt wurde (9.40]) verwendet, im zweiten Schritt wurde (1.81)) beachtet und
schlielich konnte ((9.36)) angewandt werden. Aus (9.41)) ergibt sich dann:

=det B! =det R =detR. (9.41)

det R = +1. (9.42)

Man wahlt iiblicherweise eine orthonormale Matrix mit der Eigenschaft det R = 1, da

dann ein Rechtssystem wieder in ein Rechtssystem abgebildet wird.

9.4 Inverse Matrix

Existiert das Inverse A~! einer Matrix A, gilt also det A # 0, dann lisst sie sich mit Hilfe der
Cramerschen Regel aus Determinanten berechnen:

B 1
~det A

-1

adjA . (9.43)
Hierbei bezeichnet
(adjA)y; = (—1)"7 det Ay, (9.44)

die Adjunkte der Matrix A, die aus den Determinanten aller Untermatrizen Aj; entsprechend
(19.29) gebildet wird Als erstes Beispiel betrachten wir eine allgemeine 2x2-Matrix

A= air @2 ’ (9.45)
Q21 Q22

deren Determinante schon in ((9.28) berechnet wurde. Geméaf (9.44) lautet deren Adjunkte

adjA = <E_1)1+1 ag  (—1)1*? CLm) _ (“22 _a“> . (9.46)

—1)2+1 Q12 (—1)2+2 a1 —Q21 d11

Damit ergibt sich die zu A inverse Matrix mit Hilfe von (9.43) zu

1 —
Al = 2 —diz) (9.47)
a11Q22 — Q12021 \ —Q91 Q71




9.5. EIGENWERTPROBLEME VON MATRIZEN 133

Dieses Ergebnis hatten wir schon in (5.57)) und (5.58) erwéhnt. Nun betrachten wir noch als
zweites Beispiel die 3x3-Matrix

2 =1 0
A=1-1 2 -1 (9.48)
0o -1 2
mit der Determinante
det A=8+0+0—(24+240)=4. (9.49)

Da det A # 0 ist, existiert die zu A inverse Matrix A~!, die nun mit der Cramerschen Re-
gel berechnet wird. Die Adjunkte von A ist nun aufgrund von (9.44]) eine 3x3-Matrix mit

Determinanten von 2x2-Matrizen als Eintragen:

T
2 -1 -1 -1 -1 2
+ —
-1 2 0 2 0 -1 -
10 20 2 -1 52 ]
adjA=| — — =12 4 2 (9.50)
-1 2 0 2 0 —1
1 2 3
-1 0 2 0 2 -1
- — +
2 -1 -1 -1 -1 2
Hieraus folgt dann mit (9.43) die zu A inverse Matrix:
3 21
S ade:1 2 4 2 (9.51)
det A 4 '
1 2 3
Zur Probe berechnen wir noch:
2 -1 0 3 21 1 00
AAT = -1 2 —-1|=[24 2|=|010]|=FE (9.52)
0 -1 2 1 2 3 001

9.5 Eigenwertprobleme von Matrizen

Es sei A eine n x n-Matrix. Dann bildet A einen Vektor Z in einen Vektor AZ ab, der in
der Regel in eine andere Richtung als ¥ zeigt, siehe Abb. ) Es gibt aber ausgezeichnete
Vektoren 'y, bei denen AZ, parallel zu ) zeigt, so dass ¥\ durch Streckung oder Stauchung
mit einem Faktor A mit AZ) iibereinstimmt, sieche Abb.[9.2b). Dann wird durch die Gleichung

AT\ = Ty, #0 (9.53)
ein Eigenvektor ¥y und ein Eigenwert A definiert. Man sieht unmittelbar anhand des Eigen-
wertproblems (9.53]) der Matrix A, dass auch o) ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, falls
ein Eigenvektor zum Eigenwert \ ist. Wenn es also einen Eigenvektor gibt, dann gibt es immer

unendlich viele davon. Daher stellt sich die grundlegende Frage, ob man einen Minimalsatz

linear unabhéngiger Eigenvektoren bestimmen kann.
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a)

Abbildung 9.2: Auswirkung einer Matrix A auf Vektoren: a) In der Regel zeigen Az und &
in unterschiedliche Richtungen b) Im Falle eines Eigenvektors ) zeigen aber AZ) und Z) in

dieselbe Richtung, so dass es ein A mit der Eigenschaft ((9.53) gibt.

9.5.1 Eigenwerte

Zur Beantwortung dieser Frage formen wir zunéchst (9.53)) zur Standardform eines homogenen
linearen Gleichungssystems um:

(A= \E)Z), =10, (9.54)

wobel E = (0;;) die Einheitsmatrix bezeichnet. Falls det (A — AE) # 0 gelten wiirde, dann
konnte man die Matrix A — AE gemafl Bemerkung d) auf Seite invertieren und aus
wiirde folgen, dass @, = 0 gegeben ist. Dies wire aber im Widerspruch zur Forderung von
, dass #, nur dann ein Eigenvektor ist, falls er vom Nullvektor 0 verschieden ist. Daher

muss die Bedingung
det (A—AE)=0 (9.55)

erfiillt sein, die man auch als charakteristische Gleichung der Matrix A bezeichnet. Sie ist nur fiir

bestimmte Werte von A erfiillt, die die gesuchten Eigenwerte darstellen. Fiir eine n x n-Matrix
A fithrt (9.55) auf das Nullstellenproblem eines Polynoms nten Grades:

det (A= AE) =co+ A+ o) +...+ (=1)"\" =0, (9.56)

wobei ¢y = det A gilt. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra von Abschnitt gibt es im

Komplexen genau n Losungen Aj, Ao, ..., A, von (9.56)) mit der Eigenschaft
det (A=AE) =AM =N (A=) -...- (A=) . (9.57)
Demnach gibt es genau n Eigenwerte Aj, Ao,..., A\, von A. Um die folgende Diskussion so

iibersichtlich wie moglich zu halten, werden wir von nun an annehmen, dass kein Eigenwert

mehrfach auftritt.

9.5.2 Eigenvektoren

Der zu einem Eigenwert \; gehorende Eigenvektor 7 ist dann durch die Lésung des linearen
homogenen Gleichungssystems
(A= MNE) %, =0 (9.58)
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gegeben. Da per Konstruktion det (A — A\ F) = 0 ist, konnen wir ((9.58)) nicht durch Invertierung
der Matrix A — A\ F 16sen. Die Bedingung det (A — A\, F) = 0 fiihrt némlich dazu, dass die n
Gleichungen des homogenen linearen Gleichungssystem (9.58)), also

ayp — Ak Q12 s Q1n Tk1
a21 gy — A\ - - Q2n Tg2 0
=1 1, (9.59)
an1 an?2 s Qpp — )\k Lkn 0

linear abhingig sind. Da wir der Einfachheit halber davon ausgehen, dass der Eigenwert A\; nicht
mehrfach auftritt, ist der Losungsraum von nur eindimensional. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit reicht es dann aus, sich auf die ersten n — 1 Gleichungen von (9.59)) zu
beschrinken. Betrachtet man die letzte Komponente zy, des Eigenvektors ), als Unbekannte,
dann geniigen die ersten n — 1 Komponenten xyi, xgo,...Tr,_1 €inem inhomogenen linearen

Gleichungssystem (n — 1)ten Grades:

ap; — Ak a2 cee A1n—1 Tk1 A1n
21 Ay — A\ - A2n—1 Tr2 Q2n, (9 60)
= —Tkn . . .
An—11 An—12 st Ap—1n—-1 — >\k Lkn—1 Ap—1n

Durch Lésung von erhélt man x1, T1a, . . . Trn_1 als Funktion von xy,,. Da aber mit ), auch
ady eine Losung von (9.58) ist, konnen wir ohne Beschrankung fordern, dass der Eigenvektor

T normiert ist:

7| =1 = i+ ai, . i =1, (9.61)

Aus dieser Normierungsbedingung 148t sich schliellich die noch unbekannte nte Komponente

Trn des Eigenvektors & bestimmen.

9.5.3 Beispiel

Wir illustrieren dieses allgemeine Vorgehen am Beispiel der 2 x 2-Matrix

1 4
(1) o

die auf die folgende charakteristische Gleichung fiihrt:

1-X 4

det (A — A\FE) = L1

=(1-A)?-4=0. (9.63)

Demnach besitzt die Matrix (9.62)) die beiden Eigenwerte

Ay =3, A =—1. (9.64)
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Der Eigenvektor 7y zum Eigenwert A\, geniigt dann dem homogenen linearen Gleichungssystem

(A= X\, E)Z, = (1 _1A+ 1 _4A+> (Z :) - (8) . (9.65)

Aus der ersten der beiden Gleichungen von (9.65]) folgt unter Beriicksichtigung von A, = 3

(1 — )\+) Ty1 = —4x+2 - Ty1 = 2$+2 > (966)

o = 2 (?) | (9.67)

Aus der Normierungsbedingung (9.61)) folgt dann

so dass der erste Eigenvektor lautet

—

|7y =1 — Tig = (9.68)

=
V5

und wir erhalten schlieflich fiir den ersten Figenvektor

L1 (2
= <1> . (9.69)

Analog ergibt sich der zweite Eigenvektor zu

7= % (‘12) . (9.70)

Wir bemerken, dass die beiden Eigenvektoren und (9.70)) der nicht symmetrischen 2 x 2-
Matrix (9.62]) nicht orthogonal sind:

3
il =-—=. (9.71)

9.6 Relle Symmetrische Matrizen

Es sei A eine relle symmetrische Matrix, d.h. es gilt
AT =A — @l = a; . (9.72)

Jt

Dann gibt es zwei wichtige Aussagen zum entsprechenden Eigenwertproblem.

9.6.1 Eigenwerte

Zum einen koénnen wir zeigen, dass die Eigenwerte einer rellen symmetrischen Matrix reel sind.
Mulipliziert man némlich das Eigenwertproblem (9.53)) von links mit #;T, so folgt

BT AT, = B T2 . 9.73
A A
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Transponiert man ({9.73]) unter Beriicksichtigung von (9.20]) und geht man zum konjugiert Kom-
plexen {iber, dann gilt aufgrund von ({9.72))

BT ATy = N7 E (9.74)
Die Subtraktion von (9.73)) und (9.74) fiihrt auf
A=) TE, =0. (9.75)

Da fiir einen Eigenvektor ¥, # 0 gilt, muss
Ty = |oan]? + |z + .o+ o> #0 (9.76)
gelten, so dass wir aus ablesen:
A=A\ (9.77)

Wenn aber die Eigenwerte einer rellen symmetrischen Matrix geméfi (9.77) reell sind, dann
folgt daraus auch, dass die zugehorigen Eigenvektoren als Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems ((9.54]) auch reell sind:

Py =i} (9.78)

9.6.2 Eigenvektoren

Zum anderen gilt, dass die Eigenvektoren einer rellen symmetrischen Matrix zu verschiedenen
Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Mulipliziert man ndmlich das Eigenwertproblem ({9.53)

von links mit fMT , so folgt
#TAZ, = \2L'7y, . (9.79)
Durch Vertauschung von A und p erhalten wir analog

#lAZ, = pzl @, . (9.80)
Transponiert man unter Beriicksichtigung von , so fiithrt dies auf

T AT\ = p@] Ty (9.81)

Durch Subtraktion von (9.79)) und (9.81]) folgt dann

A=) zlz, =0, (9.82)

so dass im Falle von A # pu die entsprechenden Eigenvektoren #y und &, senkrecht aufeinander

stehen:

#'7, =0. (9.83)
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9.6.3 Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die relle symmetrische Matrix

2 V5
(3% oo

Deren charakteristisches Polynom

2-X 5
det (A — \E) = =X -9=0. 9.85
ct(a-aB) =" 2 (9.85)
fithrt auf die Eigenwerte
A =3, A= —3. (9.86)

Entsprechend des in Abschnitt diskuktierten Verfahrens ergeben sich die entsprechenden

normierten Eigenvektoren zu

L1 (V5 L _ 1 (1
m+—%<1>, x_—\/6<_\/5>. (9.87)

Somit erhalten wir fiir das Skalarprodukt der beiden Eigenvektoren
il =0. (9.88)

Ferner zeigen wir an diesem Beispiel exemplarisch, dass die Eigenvektoren einer rellen symme-

trischen Matrix vollstdndig sind und daher die Beziehung (9.25)) erfiillen:
1| (V5 1 10
gyl + 70 = 2 — = . 9.89
g T 6[<1><\/5 1>+(_\/5)<1 ﬁ)] (o 1) (9.89)

9.7 Transformation von Matrizen

Es sei A eine Matrix, die eine Abbildung zwischen zwei Vektoren ¥ und ¢ vermittelt:
§= AT (9.90)

Fiihrt man nun im Sinne von Abschnitt eine Koordinatentransformation durch, dann gilt

nach ([1.84)
#=RT%, 7= RTy", (9.91)

wobei R eine orthonormale Matrix mit der Eigenschaft (1.79) bzw. (1.81)) darstellt. Dadurch
transfomiert sich die Abbildung zwischen den Vektoren geméf3

j = Az (9.92)
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wobei die resultierende Transformation der Matrix gegeben ist durch
A= RAR" . (9.93)

Wir stellen fest, dass bei der Transformation von Vektoren wie in ((9.91)) die orthonormale Matrix
R nur einmal auftritt, wihrend bei der Transformation einer Matrix die orthonormale Matrix
R gemif (9.93) zweimal erscheint. Deshalb bezeichnet man einen Vektor bzw. eine Matrix auch

als einen Tensor erster bzw. zweiter Stufe. Wir erwdhnen zwei wichtige Eigenschaften, die sich
unmittelbar aus der Transformation der Matrix in (9.93) ergeben:

a) Die Determinanten von A und A’ stimmen iiberein. In der Tat folgt aus (9.36)), (9.37)),
(9.42| und (9.93)):

detA’ = det (RAR") = detR detA detR" = detA. (9.94)
b) Die Eigenwerte von A sind dieselben wie von A’ in (9.93)):

det (A" — AE) = det (RAR" — AE) = det [R" (A — AE) R| = det (A — \E) . (9.95)
Hierbei wurde im zweiten Schritt (1.79)) und im dritten Schritt (9.36)), (9.37)), (9.42)) verwendet.

9.8 Diagonalisierung

Wir betrachten wieder eine relle symmetrische Matrix und nehmen aber noch zusétzlich an,

dass deren Eigenwerte paarweise verschieden sind. Dann folgt aus (9.61)) und (9.83)), dass deren

Eigenvektoren orthonormal sind, es gilt also

Wir zeigen nun, dass sich A durch eine Koordinatentransformation R auf Diagonalform

Adiag = RAR" (9.97)
bringen lasst. Hierbei wird die Diagonalmatrix Agiag aus den Eigenwerten Ay, Ag,..., A, von A
aufgebaut
A0 0
0 X -+ 0
Agig =1 . . . . (9.98)
0 0 - )\,
und die orthonormale Matrix R besitzt die entsprechenden Eigenvektoren 'y, Zs,...,Z, als
Zeilenvektoren: .
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Wir bemerken, dass in der Tat ((1.79)) aus folgt. Aus dem Eigenwertproblem (9.53]) von
A sowie (9.98]) und resultiert unmittelbar

ART = Az @ - &, =| A8, A%, --- AZ, (9.100)
e I |
M O -+ 0
|q |q |q J J J 0 X --- 0 -
= MT1 NTo -+ MNTn | =1 2%1 To -+ I, _ L _ = R Agiag -
| | | | | | - A,

Hieraus ergibt sich einerseits der zentrale Satz (9.97)) oder durch Umstellung
A= RTAgiogR. (9.101)

Das letztere Resultat besagt, dass sich die Matrix A aus deren Eigenwerten und deren Eigen-

vektoren unter Verwendung von ((9.98)) und (9.99)) darstellen ldsst. Abschliefend erwéhnen wir
noch, dass sich die Determinante von A als Produkt deren Eigenwerte ergibt. Aus ((9.35))—(9.37)),

(19.42} (9.98)) und (9.101) folgt ndmlich:

detA = det (R AgiagR) = detR" detAgiag detRT = AAg- -+ Ay, . (9.102)




Kapitel 10

Harmonische Schwingungen von

Massenpunkten

Wir behandeln nun ein System von N Massenpunkten, die kleine Auslenkungen um ihre Ru-
helage ausfiihren. Beispiele hierfiir sind mehrere Massen, die durch Federn gekoppelt sind,
gekoppelte Pendel oder die Schwingungen von Molekiilen. Es handelt sich hierbei haufig um
starke Idealisierungen eines realen Systems, bei der die zugrunde liegenden nichtlinearen Bewe-
gungsgleichungen im Grenzfall kleiner Auslenkungen linearisiert werden. Dadurch lésst sich die
Losung der linearisierten Bewegungsgleichungen auf die Losung des Eigenwertproblems einer
rellen symmetrischen Matrix zuriickfithren. Als Ergebnis erhalten wir, dass ein solches System
zu Eigenschwingungen fahig ist, bei denen alle N Massenpunkte mit ein- und derselben Eigen-

frequenz schwingen.

10.1 Notation

Wir fiithren zunéchst eine kompakte Notation zur Beschreibung eines Systems von N Massen-
punkten ein. Hierbei ist zu beachten, dass jede einzelne Masse m; mit ¢ = 1,2,..., N durch
einen entsprechenden Ortsvektor 7 = (x;,%;, z;)? charakterisiert ist. Um eine Doppelindizie-
rung fiir die Komponenten der Ortsvektoren der Massenpunkten zu vermeiden, werden diese

wie folgt zu einem 3/N-dimensionalen Vektor zusammengefasst:

X1 I
X hn
X3 <1
X=1 : = | : . (10.1)
X3n-—2 TN
X3n-1 YN
X3n ZN
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Damit wird das Potential der inneren Kréafte zu einer Funktion dieses 3N-dimensionalen Vek-

tors:
U=U(X). (10.2)

Fiihrt man noch die 3N x 3N-Massenmatrix

m; O 0
O m 0 --- O
0 0 m
M = : : (10.3)
my O 0
@) o0 my O

0 0 my

ein, so lassen sich die Newtonschen Grundgleichungen (8.54)) fiir die N Massenpunkte zusam-
menfassen zu
MX = -VU(X), (10.4)

wobeil auf der rechten Seite ein 3/N-dimensionaler Gradient

U (X)
X,

<t
d
I

: (10.5)
oU(X

~—

des Potentials (10.2) auftritt.

10.2 Kleine Auslenkungen aus Ruhelage

Wir nehmen nun an, dass die inneren Kréfte so beschaffen sind, dass die Massenpunkte eine

Ruhelage X© pesitzen. Dann verschwinden die inneren Krifte in dieser Ruhelage, d.h. es gilt

U (X)

=0; k=1,...,3N. 10.6
G , e (106)

X=X

Wir untersuchen nun kleine Auslenkungen ¥ aus dieser Ruhelage X0,
X=XO04z (10.7)
Setzt man die Zerlegung ((10.7) in das Potential (10.2)) der inneren Krifte ein

U=UXO+7)), (10.8)
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so kann man eine Taylor-Entwicklung in den kleinen Auslenkungen & durchfiihren. Hierzu

verallgemeinert man die in Abschnitt diskutierte Taylor-Entwicklung einer Variablen

oU(X 1 oU?(X
UXO +2)=UX0) + L) T+ = (2) a? (10.9)
aX X=x(0) 2 aX X=Xx(0)
auf mehrere Variablen
3N = 3N 3N
" 5 oU(X) 1 0?U(X)
XO4n=0u(X© = ... (101
UXO+2) =UXO)+)° x| T ZZanaXl G (10.10)
k=1 X=Xx(0) k=1 I=1 =X (0)

Fiir kleine Auslenkungen ist es ausreichend, die Taylor-Entwicklung schon nach der zweiten
Ordnung abzubrechen. Beriicksichtigt man aulerdem noch die Bedingung ((10.6)) fiir die Ruhe-
lage X ) so verschwinden die linearen Terme und (10.10]) vereinfacht sich zu

— — 1
UXO+2)=U(X0)+ 5:z:'TUa;, (10.11)
wobei die 3N x 3/N-Matrix
92U (X)
Up = 10.12
"T0X0X |, . (10.12)
X=X(0)
eingefiithrt wurde. Wir lesen hieraus ab, dass diese Matrix reell ist:
U=U". (10.13)

Da wir nach dem Satz von Schwarz annehmen, dass die zweiten partiellen Ableitungen des

Potentials nach den inneren Kriaften vertauschen

PUX)  UX)

= 10.14
0X0X, 0X,0Xy’ (10.14)

ist die Matrix ((10.12]) aber auch symmetrisch:
U=U". (10.15)

Da wir ferner annehmen, dass die Ruhelage der Massenpunkte ein Minimum darstellt, muss die

Matrix U positiv definit sein, d.h. es gilt

#TUzZ >0 fiir alle 7. (10.16)

Der Gradient des Potentials der inneren Kréfte ((10.5)) ergibt dann mit (10.8)) und (10.11)) sowie
der Symmetrie ((10.15))

U(X) oUXO+z)
= o~ = (UZ)y, (10.17)

so dass die Bewegungsgleichungen ((10.4]) iibergehen in

MI(t) = —UZ(t) . (10.18)
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Es handelt sich demnach um ein Differentialgleichungssystem von 3N gekoppelten harmoni-
schen Oszillatoren. Eine Vereinfachung erfolgt dadurch, dass man es von links mit dem Inversen
der 3N x 3N-Matrix M multipliziert. Hierdurch erhalten wir

Z(t) = —WE(t). (10.19)

mit der neu eingefiihrten Matrix

W=M7'U. (10.20)

Hier tritt aber das Problem auf, dass ({10.20)) im allgemeinen nicht symmetrisch ist, auch wenn
Massenmatrix M und Koeffizientenmatrix U symmetrisch sind. Daher konnen wir die Erkennt-
nisse des letzten Kapitels iiber das Eigenwertproblem reller symmetrischer Matrizen hier nicht

direkt anwenden.

10.3 Koordinatentransformationen

Deshalb fiithren wir gehen wir wieder zur Bewegungsgleichung ((10.18)) zuriick und fiithren die

folgende Koordinatentransformation durch

Z(t) = M~12(t) — §(t) = MY2E(t), (10.21)
wobei die Wurzel der Massenmatrix ((10.3|) definiert ist durch
A/ 0 0
0 A/ T O
0 0 A/ T
MY? = : : : (10.22)
vmy 0 0
@) 0 A/ TN 0
0 0 A/ N
und entsprechend lautet deren Inverse
1/, /T 0 0
0 1/\/777/1 0 O
0 0 1/\/m1
M~Y? = : (10.23)
1/w /TN 0 0
O 0 ]-/w /TN 0
0 0 1//mn
Damit vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (10.18)) zu
y(t) = =Vi(t) (10.24)
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mit der neu eingefithrten Matrix

V=MYVUM (10.25)

Mit den Matrizen M2 und U ist aufgrund von ([10.13), (10.15)), (10.23| und ((10.25) auch die
Matrix V reell

V=V (10.26)

und symmetrisch:
VI = (M YHTUT (MY = MV2PUM V2 =V, (10.27)

AuBlerdem folgt aus der positiven Definitheit der Matrix U in (10.16)) und der Koordinaten-
transformation ((10.21]), dass auch die Matrix V' positiv definit ist:

gTVy >0 fiir alle i/. (10.28)

10.4 Eigenwertproblem

Die Fundamentall6sungen von ((10.24]) sind die Eigenschwingungen
Giu(t) = G e (10.29)

bei denen alle Komponenten von g (t) mit derselben Frequenz wy, schwingen und die deshalb als

Eigenfrequenz bezeichnet wird. Einsetzen von ((10.29)) in ((10.24)) fiihrt auf das Eigenwertproblem
der Matrix V:

Vije = Wit . (10.30)

Demnach sind die Amplituden g, der Eigenschwingungen die Eigenvektoren und die Quadrate

der Eigenfrequenzen wy, die Eigenwerte der Matrix V.

10.4.1 Eigenfrequenzen

Das homogene lineare Gleichungssystem ({10.30) besitzt genau dann nichttriviale Losungen,

wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet:
det(V —wiE) =0. (10.31)

Diese Bestimmungsgleichung fiir w? besagt, dass die Quadrate der Eigenfrequenzen wy, Nullstel-
len eines Polynoms der Ordnung 3N sind. Nach dem Gaufischen Fundamentalsatz der Algebra,
siehe Abschnitt , gibt es genau 3N Losungen w? mit k = 1,2,...,3N, wobei Mehrfachwur-
zeln entsprechend mehrfach gezédhlt werden. Dabei fithren die Eigenschaften und

von V' dazu, dass sich fiir die Eigenwerte wy gewisse Aussagen ableiten lassen. Da V' nach nach
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(10.26)) reell und nach ((10.27) symmetrisch ist, folgt aus Abschnitt [9.6.1, dass die Quadrate der
Eigenwerte wy, reell sind:

wi = wir. (10.32)

Ferner bewirkt die positive Definitheit (10.28]) von V' zusammen mit ((10.30]) und unter Beach-
tung von ((9.22)) und ((9.23)

T Vi = widiy G = wi |Gi]* = 0 == wp >0, (10.33)

so dass auch die Eigenfrequenzen wy, reell sind.

10.4.2 Eigenvektoren

Zu jedem reellen Eigenwert w? der Matrix V' erhilt man durch Losung von gemafl Ab-
schnitt einen reellen Eigenvektor ¢,. Tritt ein Eigenwert w? gerade gj-fach auf, dann gibt
es genau gy verschiedene, linear unabhéngige Eigenvektoren i bei der Losung von . Man
bezeichnet g, als den Entartungsgrad von wy. Aus Abschnitt wissen wir ferner, dass die Ei-
genvektoren gy, 4; zu verschiedenen Eigenwerten wy, # w; orthogonal zueinander. Innerhalb eines
gr-fach entarteten Eigenraumes kann man die Eigenvektoren mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen
Verfahrens [5, Seite 764] orthogonalisieren. Eine anschlieBende Normierung fithrt dazu, da die
Eigenvektoren g ein vollstdndig normiertes Orthogonalsystem bilden, das auch als VONS be-

zeichnet wird:
Ty Ui = On (10.34)

10.4.3 Riicktransformation

Wir machen nun die Koordinatentransformation wieder riickgéngig und untersuchen,
wie sich die erzielten Ergebnisse fiir die transformierten Koordinaten g auf die urspriinglichen
Koordinaten 7 auswirken. Die Fundamentallésungen von gehen mit Hilfe von
(10.21)) iiber in die Fundamentallésungen von ((10.18))

T (t) = Tpent (10.35)
wobei die Amplitude gegeben ist durch
Ty = M~Y2g, (10.36)
Auflerdem geht das Eigenwertproblem ((10.30]) mit Hilfe von ((10.25)) iiber in
WZ), = wiiy, (10.37)

wobei die im allgemeinen nicht symmetrische Matrix W bereits in (10.20]) eingefiihrt wurde.
Aus (10.37) lesen wir ab, dass w? und @ = M~Y2y, auch Eigenwert und Eigenvektor der
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Matrix W sind, wenn sie Eigenwert und Eigenvektor der Matrix V' sind. Ferner geht die Or-
thonormalitétsrelation ((10.34) der Eigenvektoren g dabei {iber in

FEMT = 0y (10.38)

Demnach sind die Eigenvektoren &) von W beziiglich der Massenmatrix M orthonormiert.

10.5 Einarbeiten der Anfangsbedingungen

Nun konstruieren wir durch Linearkombination der Fundamentallosungen ((10.35|) die allgemeine
Lésung von ((10.18)):

3N
7(t) = > 7 (et + et (10.39)
k=1

Die Anwendung der Eulerschen Formel (4.48) ergibt dann

3N
Z(t) = Z T, (b,(cl) coswit + b,(f) sin wkt> (10.40)
k=1
mit den Koeffizienten
b =a +a, 0P =ila)” —a?). (10.41)

Die noch unbekannten Koeffizienten bg), bl(f) lassen sich mit Hilfe von (|10.40) durch die An-

fangsbedingungen

3N

o =a(0) = Y @by, (10.42)
k=1

] ) 3N

L =0) = Y &b w (10.43)
k=1

festlegen. Multipliziert man (10.42) und ([10.43)) mit Z M, so folgt unter der Beriicksichtigung
der Orthonormalitétsrelation ((10.38))
_ #rME,

b = #T M, bt = . (10.44)
Wi

Damit lautet die Losung (10.40]) von ({10.18)):

—T i

M
Z(t) = ka (fkTMfo coswit + Tk 270 sinwkt> . (10.45)

Wi
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Abbildung 10.1: Eindimensionales Modell eines dreiatomigen Molekiils.

10.6 Dreiatomiges Molekiil

Als Beispiel untersuchen wir ein Molekiil wie Kohlenstoffdioxid CO,, das aus drei Atomen
der Massen m; = m, mg = u, msz = m besteht. Der Einfachheit halber nehmen wir dabei
an, dass sich die drei Atome nur lings einer Achse bewegen kénnen. In der Ruhelage sollen
benachbarte Atome den Gleichgewichtsabstand a voneinander haben. Fiir kleine Auslenkungen
aus der Ruhelage lassen sich die Riickstellkrédfte durch Federn mit der Federkonstanten D
modellieren, sieche Abb. Die potentielle Energie des Systems setzt sich additiv aus den

potentiellen Energien der einzelnen Federn zusammen und lautet

D
U(ZEhZEQ, 113) = E [(l’l — IQ)Q + (IL‘Q — ZL’3)2} . (1046)
Damit erhalten wir fiir die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir die Auslenkungen x(t),

xo(t), x3(t) der drei Massen aus der Gleichgewichtslage
_@U(Il, I, 5(73)

mj’;l = a—xl = D(.’L‘Q — 371),
oU (x1, 2,
i = - % — _D(xs— 1) + D(xs — 2), (10.47)
. U (x1, o, x
mis = _% = —D(,ﬁlfg—l'Q)-

Sie sind demnach von der Form ([10.18)), wobei die Matrizen M und U die folgende explizite
Gestalt besitzen:

m 0 0 1 -1 0
M = 0 p O ) U=D| -1 2 -1 ]. (10.48)
0 0 m 0 -1 1

Die Invertierung der Massenmatrix M fiihrt analog zu (10.22) und ((10.23) auf

1
— 0 0
m
1
M1t=1] 0 P 0 |, (10.49)
1
0 0 —
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so dass sich aus ((10.20f), (10.48)) und ((10.49)) die Matrix

D D
— = 0
m m
D 2D D
W=M7'U= 0 T (10.50)
D D
0o = =
m m

ergibt. Wir bemerken, dass die Matrix W im Fall m # p nicht symmetrisch ist. Das charakte-
ristische Polynom der Matrix (10.50)) lautet:

D , D
— —w - 0
m m
D 2D D D D D
det(W —w?E)=| —-—— ——-w? —-= |=u? (— — w2) (w2 —2— — —) .(10.51)
heomo o H m poom
0 -— ==
m m

Die Nullstellen dieser Gleichung fithren uns auf die folgenden Eigenfrequenzen des Molekiils:

| D /D 2D
w1 :O, Wy = E7 W3 = E—{—? (1052)

Die dazugehorigen unnormierten Eigenvektoren ergeben sich durch Losung des homogenen

linearen Gleichungssystems ([10.37)) unter Verwendung von ((10.50)) und ({10.52]):

D D
— = 0
m m 1
D 2D D _
(W —wiE)z, = -— = = |5=0 = &H=N]1], (10.53)
pooop [
D D 1
o -—-= =
m m
D
0 - 0
m 1
D 2D D D _
W—w2E)g = | = = -2 —Z |#=0 = &H=N| o0 |, 1054
poop omoop
D —1
0 - 0
m
D
2= = 0
b b b "
(W —w2E)s = —= = 2 |#=0 = i3=N;| —2m |.(10.55)
pooomoop
0 D 2D I
mop

Entsprechend ((10.38) sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten tatséchlich ortho-
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o OVWVONWVG evWONVe ) @AV

Abbildung 10.2: Eigenschwingungen des dreiatomigen Molekiils von Abb. mit den Eigen-
frequenzen ((10.52)) und den Eigenvektoren ((10.53)—(10.55)): a) Translation, b) symmetrische
Streckschwingung, ¢) asymmetrische Streckschwingung.

gonal zueinander:

m 0 0 1
FiMZ, = NiNy(1,0,—-1)| 0 p 0 1| =0, (10.56)
00 m 1
m 0 0 1
2IM#, = NiNs(u,—2m,p) | 0 u 0 (1 =0, (10.57)
0 0 m 1
m 0 0 1
TiMTy = NyNs(u,—2m,p) | 0 px 0 ( 0 | =0. (10.58)
0 0 m —1
Die Bedingungen fiir die Normierung der Eigenvektoren lauten
m 0 0 1
Mz = NX(1L,1L,1) 0 p 0 1| =1, (10.59)
0 0 m 1
m 0 0 1
FIMz, = N2(1,0,—-1)| 0 p 0 0 |=1, (10.60)
0 0 m -1
m 0 0 L
ToaMTs = N2, —2m,p) | 0 p 0 —om | =1, (10.61)
0 0 m M
so dass sich die Normierungskonstanten ergeben zu:
1 1 1
Nl:\/ﬁ’ NQ:E, Ngz\/m. (10.62)

Die Eigenvektoren des dreiatomigen Molekiils ((10.53))—(|10.55|) sind in Abb. graphisch ver-
anschaulicht. Dadurch ist es moglich, die Eigenschwingungen zu den Eigenfrequenzen (10.52)

als Translation sowie symmetrische und asymmetrische Streckschwingung zu identifizieren.



Kapitel 11
Rotierendes Bezugssystem

In der Newtonschen Mechanik sind alle Inertialsysteme physikalisch gleichwertig. Das bedeu-
tet insbesondere, dass die Newtonschen Bewegungsgleichung in allen Inertialsystemen dieselbe
Form besitzt. Dies trifft aber nicht mehr zu, wenn ein System Beschleunigungen unterworfen
wird, da dann in den Newtonschen Bewegungsgleichungen zusétzliche Scheinkréfte auftreten.
Auch wenn diese Scheinkréfte letztendlich einen geometrischen Ursprung haben, so wirken sie
im rotierenden Bezugssystem wie reale Kréfte. Die neuen Bewegungsgleichungen erhélt man,
indem man die Newtonschen Bewegungsgleichungen in einem Inertialsystem aufstellt und dann
in das beschleunigte System transformiert. In diesem Kapitel untersuchen wir exemplarisch die
Newtonschen Bewegungsgleichungen in einem rotierenden Bezugssystem und leiten ab, dass es
mit der Zentrifugalkraft, der Coriolios-Kaft und der Euler-Kraft insgesamt drei Scheinkréfte
gibt. Anschliefend behandeln wir als Anwendung den freien Fall auf der rotierenden Erde, bei

dem ein fallender Massenpunkt durch die Coriolis-Kraft nach Osten abgelenkt wird.

11.1 Transformation der Einheitsvektoren

Wir untersuchen die Transformation zwischen einem ruhenden Bezugssystem S und einem
beliebig rotierenden Bezugssystem S’, die beide denselben Ursprung besitzen. Wihrend die
Einheitsvektoren €1, €3, €3 von S zeitunabhéngig sind, besitzen die Einheitsvektoren &/ (), &5 (t),
é4(t) von S’ eine explizite Zeitabhéngigkeit. Der Zusammenhang zwischen den Einheitsvektoren
von S und S’ lautet geméaf

&/ (t) = Ry(t)e; (11.1)

(2

wobei die Matrixelemente R;;(t) durch die Winkel zwischen den Einheitsvektoren €}/ (t) und €;

bestimmt sind:
Ri;(t) = €/(t) - € = cos [$ (€/(t), &)] - (11.2)
In (11.1) haben wir die Summation iiber j bewuft nicht mitaufgefithrt. Wir wollen ndmlich von

jetzt ab zur Vereinfachung der Notation die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, wo-

nach iiber zwei gleiche Indizes automatisch aufzusummieren ist. Wir setzen voraus, dass sowohl
151
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die Einheitsvektoren €; von S als auch die Einheitsvektoren €/ (¢) von S” ein Orthonormalsystem
bilden:

€& = oy, (11.3)
e'(t)-el(t) = diy. (11.4)

Dies fiithrt zu einer Einschrdnkung der Matrixelemente R;;(¢). Aufgrund von (11.1)) und (11.3)
gilt dann

En(t) - &' (t) = Ryi(t) Ry (t)€: - €; = Ryi(t)Ryj(£)0i; = R (t) Rus(t) (11.5)
so dass der Vergleich mit (11.4)) auf die Beziehung
Rii(t)Ryi(t) = g (11.6)

fithrt. Sie besagt, dass die aus den Matrixelementen R;;(t) aufgebaute Matrix R(t) orthonormal
ist:
RORT(t)=1. (11.7)

Das Inverse der Matrix R(t) ist demnach die transponierte Matrix

R7'(t) = R™(t). (11.8)
Mit (11.7)) gilt dann auch
RT(tR(t) = F, (11.9)

was in Komponentenschreibweise heif3t

Man beachte, dass die Summation in ((11.6)) bzw. in (11.10)) iiber die zweiten bzw. die ersten

Indizes der Matrixelemente R;;(t) erfolgt. AuBerdem fiihrt die Invertierung des Zusammenhangs

(11.1) mit Hilfe von (11.10)) auf
Rip ()€ (t) = Ri(t)Rij(t)€) = Opj€j = €k, (11.11)
so dass gilt

& =¢/()R;i(t). (11.12)

11.2 Zeitableitung der Einheitsvektoren

Wir betrachten nun die Zeitableitung von (11.1]) und verwenden dabei, dass die Einheitsvektoren

€; von S nicht explizit zeitabhéngig sind:

g =0. (11.13)
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Mit Hilfe von (11.12)) kénnen wir dann die Zeitableitung der Einheitsvektoren €;/(t) von S’

wieder nach den Basisvektoren €/ (t) von S’ zerlegen

1

&) = &/ (1), (11.14)

wobei die Matrixelemente ;;(t) gegeben sind durch

Qji(t) = Rjk(t)Rir(t) - (11.15)

Differenzieren wir ((11.6) nach der Zeit

Ric(t) Ry (t) + Ra(t) Ryx(t) = 0, (11.16)
so konnen wir mit Hilfe von (11.15]) eine wichtige Eigenschaft der Matrixelemente €;;(¢) ablesen:
Qi(t) + Qu(t) = 0. (11.17)
Demnach besitzt die aus den Matrixelementen €2;;(t) aufgebaute Matrix
Q(t) = R(HRT (1) (11.18)
die Eigenschaft, antisymmetrisch zu sein:
Q)+ Q%) =0. (11.19)

Eine antisymmetrische 3x3-Matrix wie §(¢) besteht aus genau drei verschiedenen Komponenten
(1), Q(t) und Q4 (t):
0 —O(t) %)
Q(t) = Q4 (¢) 0 Q) | - (11.20)
=1 o) 0

Wir fithren nun einen Vektor Q(t) im rotierenden Bezugssystem ein, der gerade aus diesen drei
verschiedenen Komponenten €] (t), Q5(¢) und §24(¢) besteht:

Q(t) = (e (1) . (11.21)

Dann kénnen wir mit Hilfe des Levi-Civita-Tensors (|1.53) zwischen den Elementen der anti-
symmetrischen 3 x 3-Matrix (11.20)) und den Komponenten des Vektors ([11.21]) den folgenden

Zusammenhang angeben:

Qi;(t) = el (1) - (11.22)
Tatséchlich gilt fiir die nicht verschwindenden Matrixelemente:
Qua(t) = en3(t) = — (1), Qo1 (1) = e123%(t) = Q3(1),
ng(t) = 53129,2(75) = Q/Q(t) s le(t) = 81329&(75) —Qé(t) s (1123)
Qo3(t) = €31 (t) = = Q4 (1), Qap(t) = €251 (1) = QI (1) -
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Man kann aber auch die Beziehung ((11.22)) zwischen den Elementen der antisymmetrischen
3 x 3-Matrix ((11.20) und den Komponenten des Vektors ((11.21)) invertieren. Hierzu verwenden

wir die Kontraktion zweier Levi-Civita-Tensoren
3
Zgijkgmnk = 5im5jn - 5in5jm> (1124)
k=1

die in den Ubungen behandelt wurde, und erhalten

, 1

Setzen wir (11.22)) in (11.14) ein, so erhalten wir aufgrund der Symmetrie (1.54) des Levi-

Civita-Tensors bei der zyklischen Permutation aller Indizes

€ijk = €kij = €jki (11-26)

zunachst
(3

&/ (t) = &/ (e (t) = U(t)EL(t) . (11.27)
Analog zu ((1.57)) gilt folgende Beziehung zwischen den Einheitsvektoren €/(t) von S’ und dem

Levi-Civita-Tensor €;j:
&/ (t) x €] (t) = eijne(t) . (11.28)

Einsetzen von (11.28)) in (11.27)) ergibt aufgrund von ((11.21])

E1() = QOE (1) x &/ (1) = 3(r) x /(1) (11.29)

Diese Beziehung rechtfertigt es, den Vekor Q(t) mit dem Winkelgeschwindigkeitsvektor zu iden-

tifizieren.

11.3 Zeitableitung der Vektorkomponenten

Ein Vektor ff(t) kann nun sowohl nach den Einheitsvektoren €; von S
A(t) = Ai(t)é; (11.30)
als auch nach den Einheitsvektoren €}/ (t) von S’
A(t) = A(t)e/ (1) (11.31)

entwickelt werden. Bei der Entwicklung beziiglich S riihrt die Zeitabhéngigkeit des

Vektors A(t) nur von den Vektorkomponenten A;(¢) her, so dass die Zeitableitung nach
ergibt B

dA(t) _ dA;(t) z

dt "

(11.32)
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Bei der Entwicklung (11.31)) beziiglich S’ dagegen riihrt die Zeitabhangigkeit des Vektors ff(t)
sowohl von den Vektorkomponenten Aj(¢) als auch von den Einheitsvektoren €/ (¢) her. Daher
erhalten wir aufgrund von (11.29)) und (11.31])

dA(t) _ dAj(t) de/(t) _ AW o L G
= pranl e/ (t) + Qt) x A(t). (11.33)

Die Zeitableitung des Vektors ff(t) beziiglich S geméaf ((11.32))

& (t) + Ai(t)

dA(t)
dt

_dA(t)
o dt

&, (11.34)

S

setzt sich demnach additiv aus der Zeitableitung des Vektors ff(t) beziiglich S’

dA(t)

dt

dAL(t)
— T\ 11.

und der Zeitableitung der Einheitsvektoren €/(¢) von S’

— —

G(t) x A(t) (11.36)

zusammen. Man bezeichnet ((11.34)) als wahre Zeitableitung, (11.35)) als scheinbare Zeitableitung
und (11.36]) als Rotationsableitung. Demnach kann man (11.33]) auch zusammenfassen als

dA(t) dA(t)

dt dt
S

+Q(t) x A(t). (11.37)

Als Kurzschreibweise kann man ((11.37)) auch als operatorwertige Gleichung auffassen:

d d

2 e & Q(t . 11.
dtS. o o+ Q(t) x e (11.38)

S/

11.4 Tragheitskrifte

Wir wenden nun ((11.38)) auf die Bahnkurve 7(¢) eines Massenpunktes an und erhalten fiir die

Geschwindigkeit

dr(t) dr(t) -

— = — Qt) x r(t) . 11.39
i = S| A< (11.39)
Dann wenden wir die Operatorengleichung ((11.38)) nochmals auf (11.39) an und erhalten fiir

die Beschleunigung
B [ d
S dt

d*7(t)
Ein Ausmultiplizieren der beiden Klammern fithrt dabei auf

+ Q(t)x] [%Sf)

+ Q(t) x F(t)] . (11.40)

dt2 S/ S’

sl (t)

o di

L i)
() + 20t
X0+ 200 x =g

*rt)| AP
a2 |, dt?

+(t) x [ﬁ x f(t)} . (11.41)
"
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Abbildung 11.1: Richtungen der Scheinkréfte auf einer Drehscheibe: a) Zentrifugal- und Euler-
Kraft, b) Coriolis-Kraft.

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung im ruhenden Bezugssystem S

d*7 (t)

m
|

= F (11.42)

folgt dann mit Hilfe von (11.41)) eine entsprechende Bewegungsgleichung im rotierenden Be-

zugssystem S’

—

d*7 (t)
dt2

)

_ oy 220

o di

S/

Es handelt sich hierbei wieder um eine Newtonsche Bewegungsgleichung, bei der aber neben der
Kraft F noch drei Scheinkrifte hinzukommen. Da diese Scheinkréifte proportional zur tragen
Massen m sind, bezeichnet man sie auch als Trégheitskréfte. Im Einzelnen unterscheidet man in
(11.43)) von links nach recht gelesen die Euler-Kraft, die Coriolis-Kraft und die Zentrifugalkraft.

Wir betachten nun separat die drei Scheinkrifte und diskutieren deren Richtungen fiir eine
Drehscheibe, wie sie beispielsweise bei einem Karussel mit der Winkelgeschwindigkeit 0= Qe
auftreten, sieche Abb. . Die Zentrifugalkraft Fj; = —mQ x (€ x 7) ist immer radial von der
Rotationsache nach Auflen gerichtet. Demgeniiber wirkt die Euler-Kraft Fy = —m$ x 7 mit der
Winkelbeschleunigung 0= Qé, immer senkrecht zur Zentrifugalkraft, d.h. sie zeigt tangential.
Beim Anfahren, also € > 0, bzw. Abbremsen, also 2 < 0, wirkt sie tangential entgegen bzw. in
der Richtung der momentanen Rotation. Und im Unterschied zu Zentrifugal- und Euler-Kraft
wirkt die Coriolis-Kraft Fo = —2m€) x 7 nur dann, wenn sich der Kérper relativ zum mitrotie-
rendebn Bezugssystem bewegt und zwar zeigt sie senkrecht zur Bewegungsrichtung. Bei einer
radialen bzw. tangentialen Bewegung wirkt sie tangential in der Richtung der momentanen

Rotation bzw. radial.
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Abbildung 11.2: Beschreibung eines Punktes vom ruhenden Bezugssystem S aus, das im Erdmit-
telpunkt verankert ist, und vom mitrotierenden Bezugssystem S’ aus, das an der Erdoberfliche

fixiert ist.

11.5 Freier Fall auf rotierender Erde

Als Anwendung betrachten wir die Bewegung eines Massenpunktes im Bezugssystem S’, das
an der Erdoberflache fixiert ist, siehe Abb. Zeigt der Vektor R (t) vom Ursprung des
ruhenden Bezugssystems S, also dem Erdmittelpunkt, zum Ursprung von S’, so gilt fiir die

Ortsvektoren 7 (t) und 7/(¢) in den beiden Bezugssystemen S und S’

F(t)=R(t)+7(t) . (11.44)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung (11.42) im ruhenden Bezugssystem S transformiert sich
dann wie vorher mit ((11.41]) , wobei aber noch ein zusétzlicher Term durch die Bewegung Iz (1)

des Ursprungs von S’ hinzukommt:

AP (t) . d2R (t) dS (t) .,
a2 | Mg | T g | W
S/
Com@ () x W6 ) {Q (1) x f’(t)} . (11.45)
it |

Die Beschleunigung des Ursprunges von S mufl ebenfalls noch geméaf (11.41]) auf das bewegte
Bezugssystem S’ umgerechnet werden:
PR  PR(t)|  dQ(t)

dt2 o dt2 dt

—

+G (1) % [Q () xﬁ(t)] . (11.46)

S/
Da der Vektor R (t) vom bewegten Bezugssystem S’ aus eine zeitunabhéngige Grofe ist, gilt
dR (t) AR (t)

dt dt?

=0. (11.47)
S/

=0,
SI

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dadurch, dass der Winkelgeschwindigkeitsvektor O (t)

der Erde im bewegten Bezugssystem S’ zeitunabhéngig ist:

S (t)

=0. 11.48
i ( )

S/
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Beriicksichtigen wir noch, dass im ruhenden Bezugssystem S die Newtonsche Gravitationskraft

wirkt < (4
F = —Gmm - )3 , (11.49)
|7 (t)]
so folgt aus (|11.44])—(11.49) die noch exakte Bewegungsgleichung
221 3] —/ =/
mdr§t) e OmM f%(t)+7“(t) ol (1) dr'(t)
|, R (t) +7'(t) |2 dt g

“m (1) [ﬁ (1) x f’(t)} — 3 (1) x [ﬁ (1) x ﬁ,(t)} . (11.50)

Hier konnen wir zwei physikalische Ndherungen durchfithren. Da der Betrag des Winkelge-

schwindigkeitsvektors, der die Erdrotation beschreibt, sehr klein ist

21

Q:|Q(t>|:24-60-605

1
=7,27-107° -, (11.51)
s
kann man in (11.50) die in € () quadratischen Terme vernachlissigen. Betrachtet man auBer-
dem einen Massenpunkt in der Nihe der Erdoberfliche, so 1Bt sich R (£)+7"(t) niherungsweise

durch R (t) ersetzen. Damit kénnen wir die Erdbeschleunigung

R(t)
B (1)

G=-GM (11.52)
einfithren, deren Betrag von der Masse der Erde M = 6 - 102* kg und dem Erdradius |R (t) | =
6,4 - 10°m bestimmt wird:

L m® o 6-10*kg m

7] = 6,610 —9,8%. 11.53
g |g| kg82 (6’4 . 106 m)2 82 ( )

Damit vereinfacht sich die Bewegungsgleichung ({11.50]) schliellich auf
Pt =g —20(t) x 7'(t). (11.54)

Beim freien Fall auf der Erde tritt demnach im Unterschied zum ruhenden Bezugssystem noch
die Coriolis-Beschleunigung auf, die den Korper in z’- und 3/-Richtung ablenkt. Die in ({11.54))

auftretenden Vektoren lauten im bewegten Bezugssystem

x'(t) —Qsin A
Fo=1ve) | g=| o |, Q= 0 , (11.55)
2'(t) —g Qcos A

wobei A geméfl Abb. den Breitengrad darstellt. Mit dem Vektorprodukt

el(t) e(t) &f(t) —Qcos Ay (1)
Q) x #(t)=| —QsinA 0 Qcos\ |= Qcos A i/ (t) + Qsin A 2/ (¢) (11.56)
) y) () —Qsin Ay (t)
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erhélt man die drei gekoppelten Bewegungsgleichungen

P(t) = 2Qcos Ay (1) (11.57)
§(t) = —2QcosAi'(t) — 2Qsin A 2'(¢) (11.58)
() = —g+2QsinAy/(t). (11.59)

Beim freien Fall auf der rotierenden Erde wird der Korper aus der Hohe h zur Zeit t = 0

losgelassen, so dass sich folgende Anfangsbedingungen ergeben:
' (0)=1y'(0)=0, Z(0)=nh, &' (0)=9'(0)=2(0)=0. (11.60)

Die Bewegungsgleichungen ([11.57)—(11.59)) lassen sich unter Beriicksichtigung der Anfangsbe-
dingungen ([11.60)) einmal hochintegrieren:

#'(t) = 2Qcos Ay (), (11.61)
() = —2QcosAz'(t) —2Qsin X 2/(t) + 2Qhsin X, (11.62)
Z(t) = —gt+2Qsin Ay (¢) . (11.63)

Einsetzen von (11.61]) und (11.63)) in (11.58) fithrt auf

i'(t) = =402y (t) + 2Qgt sin . (11.64)

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet

in \
y’(t):gszlg t+ Acos 20t + Bsin 20t | (11.65)

Die Einarbeitung der Anfangsbedingungen ((11.60|) legt die Parameter A und B fest:

y'(0) = A=0 (11.66)
y gsin A gsin A
208 = B=-—-—">——. 11.
7'(0) 50 + 0 — 102 (11.67)
Einsetzen von ((11.66) und (11.67)) in (11.65) fiithrt auf die gesuchte Losung
, gsin \ sin 20t
= — . 11.
v =250 (1= 75 (11.68)
Unter Verwendung von (([11.68]) gehen (11.61)) und (11.63)) iiber in
in 20t
'(t) = gsinAcosA(t— o : (11.69)
20
in 20t
() = —gt+ gsin? A (t— S”;Q > , (11.70)

so dass eine Integration unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (11.60|) ergibt:

t? 201 — 1
2'(t) = gsinAcos A (5 + COST> , (11.71)
_ g, o [P cos20t —1
Z(t) = h-— §t + gsin® A <§ t—z ) (11.72)
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Die zeitlichen Oszillationen, die beim freien Fall auf der Erde gemaf (11.68]), (11.71f), (11.72)
auftreten sollen, sind aber nicht physikalisch. Es handelt sich hierbei lediglich um ein ma-
thematisches Artefakt, das dadurch entstand, dass wir die in der Winkelgeschwindigkeit Q(t)
quadratischen Terme in ([11.50|) vernachléssigten. Da wir in der zugrunde liegenden Bewegungs-
gleichung nur die Terme beriicksichtigten, die in der Winkelgeschwindigkeit linear sind,

sind in der Losung unseres Anfangswertproblems auch nur diejenigen Terme physikalisch, die

linear in der Winkelgeschwindigkeit sind. Deshalb entwickeln wir die trigonometrischen Funk-
tionen in ((11.68)), (11.71)), (11.72)) nach Taylor beziiglich der Winkelgeschwindigkeit €2:

1 1
sin 20t = 201 — = 200)° + ...,  cos2 =1— 5 (20t + ... . (11.73)

Die erste Ordnung in 2 lautet dann

2 1-20% -1
/ _ o _ — —
Z(t) = gsm/\cos)\(2 + 1P )+ =04+, (11.74)
gsin A 20t — 4Q03t3/3 1 .3
"t) = t— o= Qgsin A\ 4 ... 11.
y'(1) 50 ( 50 + 7 {lgsin +..., (11.75)
Jt) = h— gt2+... . (11.76)

Demnach wird ein fallender Massenpunkt nach Osten abgelenkt. Dieses Ergebnis erscheint
zunéchst paradox, weil sich die Erde doch auch nach Osten dreht. Es wird aber sofort anschau-
lich verstandlich, wenn man bedenkt, dass der Massenpunkt in der Héhe A zur Zeit t = 0 durch
die Erdrotation beziiglich des ruhenden Bezugssystems eine groflere Geschwindigkeitskompo-
nente ostwirts besitzt als beziiglich des bewegten Bezugssystems S’ auf der Erdoberfliche. Es
ist diese “iiberschiissige” Geschwindigkeit in Ostrichtung, die fiir den Beobachter auf der Erde

den Massenpunkt nach Osten fallen lasst.

Zur quantitativen Auswertung setzen wir die Zeit zum Durchfallen der Hohe h nach (|11.76))

2h
t= = 11.77
J (11.77)

in ([11.75]) ein und erhalten fiir die Ostablenkung
2v/2 h
y = T\thsmA\/: (11.78)
g

Am Aquator mit dem Breitengrad A = 90° ist diese Ostablenkung maximal und ergibt bei einer
Hohe von A = 100m
,_2V2

1
y = ==727-107°=100m
3 S

1
200m 5 em. (11.79)
9,8m/s

In unseren Breiten dagegen liegt der Breitengrad A\ = 40° vor, so dass diese Ostablenkung um
den Faktor

sin 40° = 0,64 (11.80)

unterdriickt ist.



Kapitel 12
Mehrdimensionale Integrale

Aus der Schule wissen wir, dass das Integral einer Funktion der Flédche zwischen dieser Funktion
und der z-Achse entspricht. Dieses Konzept lédsst sich nun auf verschiedene Weise auf mehrere
Raumdimensionen verallgemeinern. Hierzu betrachten wir im Einzelnen Fléachen-, Volumen-
und Oberflachenintegrale. Deren Berechnung wird iiblicherweise nicht in kartesischen Koordi-
naten sondern in geeignet gewahlten krummlinigen Koordinaten durchgefiihrt. Bei einer solchen
Koordinatentransformation wird insbesondere auch das Integrationsmafl veréindert, was durch

die Jacobi-Determinante beriicksichtigt wird.

12.1 Flachenintegrale

Es sei F' eine Fliche in der Ebene und f(x,y) eine skalare Funktion. Dann ldsst sich deren

Integral beziiglich der Flédche F
I= // dF f(z,y) (12.1)
F

mit dem infinitesimalen Flachenelement
dF = dxdy (12.2)

auf zweierlei Weisen berechnen. Zunéchst nehmen wir an, dass die Flache F' parametrisiert ist

durch
F={@y| m<r<m: ne)<y<n@}, (123

Dann ist das Fléchenintegral (12.1)) iterativ zu berechnen gemés

z2 y2(x)
1= [ Can [y s, (12.4)
x1 y1(x)

wie in Abb. [12.1p) dargestellt. Es wird also zuerst das Integral iiber y zwischen y;(z) und

y2(z) und anschlieflend das Integral {iber x zwischen x; und x5 ausgefithrt. Nach dem Satz von
161
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a)

Abbildung 12.1: Iterative Berechnung eines Fliachenintegrals (12.1)), (12.2)) geméa$ (12.4)) in a)
oder (12.5)) in b).

Fubini ist es aber prinzipiell auch moglich, die beiden Integrale in umgekehrter Reihenfolge

durchfiihren, sieche Abb. [12.1p):

Y2 z2(y)
I :/ dy/ dx f(z,y). (12.5)
Y1 z1(y)
Dann miisste aber die Flache parametrisiert sein durch

F={@y| n<y<m nl)<o<ny}. (126)

Wahlt man bei diesen Fldchenintegralen (12.4) und als skalare Funktion f(z,y) = 1,
dann gehen sie in Integrale zur Bestimmung der Flache F' iiber. Ein Beispiel hierfiir hatten
wir schon bei der Berechnung der Flidche einer Ellipse in Abschnitt kennengelernt. Hier
hatten wir eine Viertellipse entsprechend des allgemeinen Falls wie in ([7.31) angegeben
parametrisiert, siche Abb. . Entsprechend reduziert sich dann das Flachenintegral auf

F a bVa?—x2/a
— :/ dm/ dy, (12.7)
4 0 0

so dass die Ausfithrung des y-Integrals direkt auf (7.32)) fithrt.

12.2 Volumenintegrale

Analog dazu lésst sich auch das Volumenintegral einer skalaren Funktion f(z,y, z) einfithren

]:///Vde(x,y,z) (12.8)

mit dem infinitesimalen Volumenelement
dV = dxdydz . (12.9)
Liegt beispielsweise die Parametrisierung des Volumenintegrals in der Form

Vz{(as,y,Z)‘ v <x<ao; yi(w) <y <ye(x); zl(:r,y)ﬁzézz(:v,y)} (12.10)
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Abbildung 12.2: Kugel im ersten Oktanten.

vor, dann ist das Volumenintegral iterativ definiert durch

1_/ da:/( dy/ dzfa:y,). (12.11)
n@ Il

Entsprechend des Satzes von Fubini gibt es 5 weitere Moglichkeiten, das Volumenintegral ,
durch iteratives Berechnen eindimensionaler Integrale auszuwerten. Spezialisiert man bei
das Volumenintegralen auf die skalare Funktion f(z,y,z) = 1, dann kann man das
zugrunde liegende Volumen V' berechnen. Beispielsweise lédsst sich das Volumen einer Kugel

mit Radius R berechnen, die in kartesischen Koordinaten beschrieben wird durch
2+t + 22 < R (12.12)

Aus Symmetriegriinden kann man sich dabei auf ein Achtel des Volumens beschréinken, das im

ersten Oktanten des Koordinantensystems aufgrund von ((12.12)) parametrisiert wird durch

v rn=0<zr<x=R,
5= @2 y(z) =0 <y <ys(x) = VR — a2, : (12.13)
z1(z,y) =0 < 2 < z(z,y) R? — 2?2 — y?
siche Abb. Mit Hilfe von (12.11)) und f(x,y, z) erhalten wir zunéchst

R27$2 R27$27y
/ d:c/ / dz. (12.14)

Das z-Integral lasst sich dann direkt auswerten:

VR2—2?
—8/ da:/ VR — a2 — 2. (12.15)

Anschlifend wird das y-Integral mit Hilfe der Substitution y = +/R? — 22sint analog zum
Vorgehen auf Seite berechnet und wir erhalten:

R
V= 27r/ dr (R* — 2%). (12.16)
0
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Abbildung 12.3: Infinitesimale Anderungen des Ortsvektors dr,, d7, fithren gemaf (12.20) zu

einem Vektor des infinitesimalen Flichenelements dF.

Das verbleibende z-Integral ist dann elementar und fiithrt auf den bekannten Ausdruck fiir das
Volumen einer Kugel:
A

V= R?. (12.17)

12.3 Oberflichenintegrale

Der Begriff des Flidchenintegrals liasst sich auch von der ebenen Fliche auf eine allgemein
gekriimmte Fliache ausdehnen. Dies eroffnet die Moglichkeit, auch den Fluf} eines Vektorfel-
des durch diese gekriimmte Flache einzufiihren. Ist diese gekriimmte Flédche geschlossen, dann

spricht man vom Oberflachenintegral.

12.3.1 Gekriimmte Fliache

Es sei nun F' eine im allgemeinen gekriimmte Flache. Dann ldsst sich diese Flache durch drei-

dimensionale Ortsvektoren 7" beschreiben, die von zwei Parametern v und v abhéngen:

F= {F: 7(u, v)} . (12.18)

Infinitesimale Verdnderungen der Parameter v und v fiilhren dann zu entsprechenden infinite-
simalen Anderungen des Ortsvektors 7
S . or L . or
dr, = 7(u + du,v) — 7(u,v) = — du, dry = 7(u,v + dv) — F(u,v) = —dv. (12.19)
ou v
Da es sich bei dr,, und dr, um zwei dreidimensionale Vektoren handelt, bilden sie den Vektor

des infinitesimalen Flachenelements
dF = dF, x dF, (12.20)

der nicht nur einen Betrag sondern auch noch eine Richtung hat, siche Abb. Einsetzen
von ([12.19) in (12.20)) fithrt auf

- oF  Or
F=—x— 12.21
d 50 % B dudv , ( )
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Zunéchst lesen wir aus (12.21]) den Einheitsvektor in Richtung der Flachennormalen ab:

GFXGF

L dry, x dr, B o v

= oF oF| (12.22)
ou Ov

Dann lésst sich der Vektor des infinitesimalen Flédchenelements ((12.21]) auch schreiben als

dF = dF i, (12.23)
wobei dessen Betrag gegeben ist durch
or  or

12.3.2 Ebene Fliche

Wir bemerken, dass die hier behandelte allgemeine gekriimmte Fliche auch die ebene Fliche
beinhaltet. In diesem Spezialfall kénnen wir ndmlich die beiden Parameter u und v mit den
kartesischen Koordinaten x und y identifizieren, so dass (12.19)) auf die infinitesimalen Vektoren

dry =z +dz,y) — (z,y) = dx €, dry =1z, y + dy) — 7(x,y) = dy €, (12.25)

fithrt. Damit spezialisiert sich der Normalenvektor (|12.22) fiir die ebene Fliache zu

—

i=¢,x¢& =2¢ (12.26)

und der Betrag des Vektors des infinitesimalen Flichenelements ((12.24)) reduziert sich auf (12.2))
in Ubereinstimmung mit den fritheren Uberlegungen in Abschnitt .

12.3.3 Fluf} eines Vektorfeldes

Es sei nun zusétzlich noch ein Vektorfeld f_l'(F ) gegeben. Dann ist der infinitesimale Fluf§ d®
des Vektorfeldes /Y(F ) durch das infinitesimale Fléchenelement, das durch den Vektor dF cha-
rakterisiert ist, iiber das Skalarprodukt der beiden Vektoren definiert, siche Abb. |12.4a):

—

dd = A(7) - dF . (12.27)

Demnach ist der infinitesimale Fluf d® maximal (minimal), wenn A(7) parallel (senkrecht) zu
dF gerichtet ist, siche Abb. ) und c). Der Flu durch die gesamte Flidche F' ergibt sich
dann durch Aufsummation aller infinitesimalen Beitriage ((12.27)) tiber F":

<I>://Fdﬁ~ff(77 . (12.28)

~—
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a) b) / c)

Abbildung 12.4: a) Infinitesimaler FluB (12.27) eines Vektorfeldes A(7) durch ein infinitesimales
Flichenelement dF; b) maximal im Falle von A(7) || dF; ¢) minimal falls A(7) L dF.

Durch Beachtung von (|12.23)) reduziert sich das Oberflichenintegral (12.28)) iiber ein Vektorfeld

zu einem Flédchenintegral eines skalaren Feldes:

@://FdFﬁ-fY(F). (12.29)

Eine besondere Bedeutung hat schliellich der Flu8 durch eine geschlossene Oberfléche, fiir den

wir die folgende Notation einfiihren:

P = ﬂ dF - A(F). (12.30)

Héufig findet man in der Literatur aber auch die vereinfachte Notation
P = 55 dF - A(F). (12.31)
F

Ist man am Flacheninhalt der Oberfliche interessiert, dann identifiziert man das Vektorfeld
A(7) mit dem Normalenvektor 7 und erhélt aufgrund von (12.23)

F://FdF. (12.32)

Dabei reduziert sich ((12.32)) unter Beachtung von (12.24)) auf

or  or
F= — X —| dudv . 12.
//F X 5| dudv (12.33)

ou

12.3.4 Beispiel

Als Beispiel berechnen wir die Oberfliche einer Kugel mit Radius R. Hierzu bietet sich eine
Beschreibung mit den Kugelkoordinaten 7,1, ¢ an, die in Abschnitt eingefiithrt wurden.
Setzt man r = R, so konnen die krummlinigen Koordinaten u, v mit dem Polarwinkel ¢ und
dem Azimuthalwinkel ¢ identifiziert werden. Die Punkte auf der Oberfliche der Kugel werden

dann durch die folgenden Ortsvektoren beschrieben:

sin ¥ cos
(¥, ) = R | sindsing | , v e [0,7], € 10,27]. (12.34)

cos
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Fiir die partiellen Ableitungen des Ortsvektors (12.34) nach beiden Winkeln 9, ¢ erhalten wir

o7 cos ¥ cos o7 —sindsin g
T T
i R | cos 19.sin o, 90 =R | sindcosp | . (12.35)
—sin v 0
Deren Vektorprodukt lautet demnach
. . €y €y €, sin v cos
or or . . 2 . . .
—— X — = | Rcostcosyp Rcos¥sing —Rsind|= R sin?d | sindsing (12.36)
e o .
—Rsindsiny  sind cos ¢ 0 cos v
und besitzt den Betrag
or or
a_; x é = R%sind. (12.37)

Berticksichtigen wir noch die entsprechenden Definitionsbereiche der beiden Winkel 9, ¢ in

(12.34)), so reduziert sich ((12.33) im Falle der Kugeloberfliche mit Hilfe von ((12.37)) auf

™ 21
F:RQ/ dﬂ/ dy sind, (12.38)
0 0

was sich elementar auswerten lasst und auf das bekannte Resultat fiir die Oberflache einer
Kugel fiihrt:
F = 4nR?. (12.39)

12.4 Jacobi-Determinante

Um Fléachen- oder Volumenintegrale konkret auszurechnen, ist es hilfreich, diese in verschie-
dene krummlinige Koordinaten darstellen zu kéonnen. Hierbei ist zu beriicksichtigen, wie sich
diese mehrdimensionalen Integrale verdndern, wenn man von kartesischen zu krummlinigen

Koordinaten iibergeht.

12.4.1 Flachenintegrale

Betrachten wir hierzu zunéchst ein Flachenintegral in der xy-Ebene, bei dem das infinitesimale
Flachenelement dF' in kartesischen Koordinaten durch ([12.2) gegeben ist. Gehen wir nun von
den kartesischen Koordinaten z, y zu krummlinigen Koordinaten u, v in der Ebene iiber, dann

lautet die Parametrisierung des Ortsvektors

(u,v) = | y(u,v) | . (12.40)
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Hieraus ergibt sich aufgrund von (1.63|) das Vektorprodukt
€ € €,

oF _oF |97 9y

x o =la a0 =7E (12.41)
or oy
Jdv  0Ov
mit der Abkiirzung
Oz 0y Ox Oy
J—%%—%%. (12.42)

Bei (12.42) handelt es sich um die sogenannte Jacobi-Determinante der Transformation von

den kartesischen Koordinaten z, y auf die krummlinigen Koordinaten u, v:

or 0Oy

ou ou| _ 9(z,y)

J = ox 0y~ Aue) (12.43)
Jv  Ov

Aus (12.21) und ((12.41)) lesen wir ab, dass der Vektor des infinitesimalen Flichenelements
senkrecht zur xy-Ebene steht

dF = dFeé, (12.44)
wobei fiir dessen Betrag gilt
dF = Jdudv . (12.45)
Beriicksichtigen wir noch , so folgt aus schlief3lich
dxdy = Jdudv . (12.46)

Als Beispiel betrachten wir den Ubergang von den kartesischen Koordinaten x, y auf die ebenen
Polarkoordinaten p, ¢, der in (2.24]) und (2.25)) eingefiihrt wurde. Fiir die entsprechende Jacobi-

Determinante erhalten wir

or 0y

Ap,p) |9z Oy
Op Op

Deshalb transformiert sich ein Fldchenintegral iiber eine skalare Funktion von kartesischen

cos ¢ sin

—psing  pcos

=p. (12.47)

Koordinaten auf ebene Polarkoordinaten wie folgt:

/dx/dyf(x,y) = /dp/dgopf(pcosgo,psingp). (12.48)

Hierbei ist im konkreten Fall zu beriicksichtigen, wie sich diese Koordinatentransformation
auf die jeweiligen Integrationsgrenzen auswirkt. So ldsst sich im Falle von f(z,y) = 1 die

Flache eines Kreises mit Radius R durch ebene Polarkoordianten berechnen. Dann reduziert

sich ((12.48)) ndmlich auf

R 2m p? R
F :/ dp/ dpp =2m [—] = TR%. (12.49)
0 0 2]
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12.4.2 Volumenintegrale

In ganz analoger Weise werden auch Volumenintegrale von kartesischen Koordinaten x, y, z auf
krummlinige Koordinaten u, v, w transformiert. Hierzu geht man von der zugrunde liegenden

Parametrisierung des Ortsvektors aus:

x(u, v, w)
(u,v,w) = | y(u,v,w) | . (12.50)

z(u, v, w)

Infinitesimale Verdanderungen der krummlinigen Koordinaten du, dv, dw fithren dann analog zu
(12.19) zu entsprechenden inifinitesimalen Verédnderungen des Ortsvektors:
or or or

- Po= r, = —duw. 12.51
5 du, dry, 9 dv, ATy 5 dw (12.51)

Diese drei infinitesimalen Vektoren dr,, dr,, dr,, spannen ein infinitesimales Parallelepiped auf,
dessen Volumen sich mit Hilfe des Spatprodukts (|1.43)) berechnen lisst:

dF, =

dV = (dr, X dry) X dr, . (12.52)

Setzt man aufgrund von ((12.52)) die infinitesimalen Vektoren (|12.50)) in die Determinantenformel
(1.67) fiir das Spatprodukt ein, so erhélt man analog zu ((12.45)) das Ergebnis

dV = Jdudvdw (12.53)
mit der Jacobi-Determinante
00 0y 0:
Jdu Ou Ou
of o\ _OF |ox oy 0z|_ 0(z,y,2)
— (2L — = P ZE = _ 12.54
<8u 8 81}) " ow ov v Ov| O(u,v,w) ( )
o 0y 0z
ow Ow Ow
Aufgrund ([12.9)) erhalten wir schliefllich aus (12.53]):
dxdydz = Jdudvdw . (12.55)

Wenn wir beispielsweise von den kartesischen Koordinaten z, y, z auf die Kugelkoordinaten r,
v, ¢ transformieren, so erhalten wir mit Hilfe von (2.75|) fiir die entsprechende Jacobi-Deter-
minante ((12.54)):

or 0Oy 0z
ar or or
d(z,y, 2) Or 0Oy 0z
Ar.d.p) |00 90 99 o |
dr Oy 0Oz —rsindsing 7rsind cos ¢ 0

dp o By

sin v cos sin ¥ sin ¢ cos v

= |rcostcosg rcos¥sing —rsind|=r’sind. (12.56)
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Dies bedeutet, dass sich ein Volumenintegral iiber eine skalare Funktion analog zu ((12.48]) von
kartesische Koordinaten auf Kugelkoordinaten transformiert:

/dx/dy/dzf(x,y,z) :/dr/dﬁ/dg@r2sinﬁf(rsinﬁcosgo,rsinﬁsingo,rcosf}). (12.57)

Auch hier ist im Einzelfall zu beachten, welche Integrationsgrenzen zu verwenden sind. Setzen
wir f(z,y,z) =1, so konnen wir beispielsweise durch Spezialisierung von ((12.57)) das Volumen

einer Kugel mit Radius R berechnen:

R ™ 27 A
V= / d?“/ dﬁ/ dpr?sing = — R® . (12.58)
0 0 0 3

Vergleichen wir die Berechnung des Volumens einer Kugel durch Verwendung von kartesischen
Koordinaten auf Seite [[63] mit der bei Anwendung der Kugelkoordinaten, so stellen wir fest,
dass letzere Rechnung deutlich einfacher ist. Damit lohnt es sich also fiir die Volumenberech-
nung, solche Koordinaten zu wéhlen, die der Symmtrie eines vorliegenden Problems am besten
anpasst sind. Beachten Sie, dass dies nicht nur auf die Volumenberechnung zutrifft. Es ist eine
grundlegende Erkenntnis, dass die Wahl geeigneter Koordinaten die Losung eines Problems der

Theoretischen Physik deutlich vereinfachen kann.



Kapitel 13
Vektoranalysis

Wir entwickeln nun die mathematischen Grundlagen der Vektoranalysis, die fiir die Formu-
lierung der Elektrostatik und der Magnetostatik notwendig sind. Hierzu beginnen wir damit,
die uns schon bekannten Differentialoperatoren Gradient und Rotation auf anschauliche Weise
koordinatenunabhéngig zu definieren. Dies gibt uns auch die Gelegenheit, als dritten Differen-
tialoperator die Divergenz einzufithren. Aus diesen anschaulichen Definitionen von Gradient,
Divergenz und Rotation kann man dann deren Darstellungen in kartesischen Koordinaten ab-
leiten. Andererseits erlauben sie aber auch, die Integralséitze der Vektoranalysis herzuleiten.
Dabei beschreibt der Integralsatz von Gauf}, wie sich mit Hilfe der Divergenz ein Volumenin-
tegral in ein Oberflichenintegral umwandeln lédsst. Und der Integralsatz von Stokes erlaubt es,

durch die Rotation ein Flidchenintegral mit einem Kurvenintegral in Verbindung zu bringen.

13.1 Anschauliche Definitionen

Wir betrachten ein beliebiges Skalarfeld o(7) und ein beliebiges Vektorfeld A(7). Fiir die im
folgenden untersuchten partiellen Ortsableitungen spielt eine eventuelle zusétzliche Zeitabhén-

gigkeit dieser Felder keine Rolle, so dass diese in der Notation unterdiickt wird.

13.1.1 Gradient

Der Gradient eines Skalarfeldes ¢(7) wird mit gradp(7) bezeichnet und wurde schon in Ab-
schnitt diskutiert. Hier fithren wir den Gradienten erneut ein, indem wir eine infinitesimale
Anderung des Skalarfeldes do(7) durch das Skalarprodukt des Vektorfeldes gradep(7) mit einem

infinitesimalen Ortsvektor d7 definieren:
dp(7) = gradp(F) - dF. (13.1)

Der Vektor grado(7) steht damit senkrecht auf den Fliachen ¢(7) = konst. Er zeigt in Richtung

des stéirksten Anstiegs und sein Betrag ist proportional zu diesem Anstieg, sieche Abb. [13.1]
171
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Abbildung 13.1: Der Gradient grady(7) steht wegen (|13.1]) senkrecht auf den Flachen o(7) =

konst.

Abbildung 13.2: a) Wenn das Vektorfeld A(7) im Bereich des Volumens konstant ist, verschwin-
det dessen Divergenz: divA(7) = 0. b) Nimmt A(7") dagegen innerhalb des Volumens zu, so ist
divA(7) positiv: divA(7) > 0. ¢) Die Divergenz wird maximal, wenn A(7) immer parallel zum
Flichenvektor dF ist: divA(7) > 0.

13.1.2 Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes A() wird mit divA(7) bezeichnet. Zur Definition des Skalar-
feldes divA(7) wird der FluB

55 A(F) - dF (13.2)
AF

des Vektorfeldes A(7) durch die Oberfliiche AF eines Volumens AV betrachtet, siche Abb. [12.4h).
Dabei wird dieser Fluf3 (13.2)) auf das Volumen AV bezogen und dann der Grenzwert eines ver-
schwindenden Volumens AV — 0 durchgefiihrt:

1 -

divA(7) = Jim NGB A(F) -dF . (13.3)

Man bezeichnet (13.2) auch als die Quellstéirke und diV/Y(F ) als die Quelldichte des Vektorfeldes
A(7). Wir veranschaulichen diese Begriffsbildung durch Abb. [13.2]

13.1.3 Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes A(7) wird mit rotA(7) bezeichnet und wurde schon in Ab-
schnitt behandelt. Hier definieren wir in Analogie zur Divergenz im vorhergehenden Ab-
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Abbildung 13.3: a) Wenn das Vektorfeld A(7) im Bereich des Flichenelements konstant ist,
verschindet dessen Rotation: 7 - rotff(? ) = 0. b) Nimmt fT(F ) dagegen wie gezeigt zu, so ist
ii - tot A(7) positiv: 7 - rot A(F) > 0. ¢) Die Rotation wird maximal, wenn A(7) immer parallel
zum Wegelement dF ist: 7 - rot A(7) > 0.

schnitt die Komponente des Vektorfeldes rotff(f’ ) in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors
1 wie folgt. Wir betrachten ein Flachenelement AF parallel zu 7 am Orte 77 und die Zirkulation,

also geméaf Seite [37] das geschlossene Kurvenintegral
55 A(F) - dF (13.4)
AC

entlang des Randes AC' des Fliachenelementes AF. Dabei wird die Zirkulation auf das Flichen-
element AF' bezogen und der Grenzwert AF — 0 durchgefiihrt:

. 1 - AF
— A A — — 1‘ A — . — — e
7 - Tot A(7) () - dr, n=%

i 5F (13.5)

Man bezeichnet (13.4) auch als die Wirbelstirke und 7 - rotA(7) als die Wirbeldichte des
Vektorfeldes ff(f' ) in Richtung von 7. Wir veranschaulichen diese Begriffsbildung durch die
Abb. 133

13.2 Kartesische Koordinaten

Die Definitionen (13.1)), (13.3]) und (13.5)) verdeutlichen die Bedeutung der drei Differentialope-

ratoren Gradient, Divergenz und Rotation fiir physikalische Felder. Auflerdem sind sie von der

Koordinatenwahl unabhéngig, d.h. aus ihnen kénnen die Differentialoperatoren in beliebigen
Koordinaten abgeleitet werden. Im folgenden konzentrieren wir uns auf die Herleitung der Dar-
stellung dieser Differentialoperatoren in kartesische Koordinaten und verweisen im Falle von
krummlinigen Koordinaten wie z.B. Zylinder- oder Kugelkoordinaten auf die Literatur, siehe
z.B. [3, Abschnitt 9.4].
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Abbildung 13.4: Berechnung des Flusses 1) eines Vektorfeldes fT(F ) durch die Oberfléiche

eines infinitesimalen Quaders.

13.2.1 Gradient

Wir werten nun ((13.1)) in kartesischen Koordinaten aus. Fiir die linke Seite erhalten wir mit
Hilfe der Taylor-Reihe von Funktionen mit mehreren Variablen (10.10)):
9p(T) Op(T) Op(T)

do(T) = (I +dr) — p(7) = —5 = dw + o dy + =5 dz. (13.6)

Entsprechend geht das Skalarprodukt auf der rechten Seite von ([13.1]) iiber in
dp(T) = [gradgo(F)]xd:L‘ + [gradgo(F)]ydy + [grad@(?)}zdz. (13.7)

Der Vergleich von ([13.6]) und (13.7)) fithrt auf

)= | 20 (13.8)

=

grady(

Demnach sind die Komponenten des Vektorfeldes grady(r') gerade die ersten partiellen Ablei-
tungen des Skalarfeldes (7). Mit Hilfe des Nabla-Operators (3.41)) erhalten wir

gradp(7) = V(7)) (13.9)

was wir schon in (3.42)) feststellten.

13.2.2 Divergenz

Zur Berechnung der Divergenz in kartesisichen Koordinaten werten wir ((13.2)) fiir einen infi-
nitesimalen Quader mit achsenparallelen Kanten aus, siehe Abb. [13.4. Wir nehmen an, dass
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eventuelle Singularitdten des Vektorfeldes /T(F ) auBlerhalb des Quaders liegen. Der Fluf§ 1}

setzt sich dann insgesamt aus sechs Summanden zusammen:

5 . y+Ay z+Az . .
¢ Awy-af = [y [ [+ day ) E o+ A/, (<)
AF Yy z
+ 4 weitere Terme. (13'10)

Es sollen nun Az, Ay, Az so klein gew#hlt werden, dass sich das Vektorfeld im Innern des
Quaders nur schwach éndert und daher eine Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung durch-
gefiithrt werden kann:

o . y+Ay 2+Az oA o
§1§ A7) -dF ~ / dy’/ dz’ M Ax + zwei weitere Terme.  (13.11)
AF y 5 ox

Fiir kleine Az, Ay, Az kann nun der Mittelwertsatz der Integralrechnung (3.62) fiir jedes

Integral angewandt werden:

§£ A7) - dF =~ 02,6y, &) AxAyAz + zwei weitere Terme . (13.12)
AF ox

Hierbei stellen ¢, € [y, y+Ay] und &, € [z, z+Az] entsprechende Zwischenpunkte dar. Dividiert
man dann noch durch das Volumenelement AV = AxAyAz, so folgt im Limes AV — 0,
dass sich die Zwischenpunkte &, € [y,y + Ay] und &, € [z, z + Az] auf die Randpunkte y und
z reduzieren. Damit ergibt sich damit aus und die Divergenz des Vektorfeldes
A(7) in kartesischen Koordinaten:

A7) | OA)(7)  OA(7)

divA(F) = 13.1
vA(r) ox dy 0z (13.13)
Mit Hilfe des Nabla-Operators in (3.41)) geht (13.13]) iiber in
divA(7) = V - A(F). (13.14)

13.2.3 Rotation

Wir betrachten ein kleines Parallelogramm im Raum mit den Seitenvektoren @ und g, das den
Punkt 7 als Eckpunkt enthélt und setzen AF = @ x b. Es bezeichnet AC' den orientierten Rand
des Parallelogramms, wobei der Umlaufsinn von AC' mit AF eine Rechtsschraube ist. Das be-
deutet, dass das Parallelogramm entlang von AC immer links liegt, siche zur Veranschaulichung
Abb. Wir nehmen an, dass eventuelle Singularitéten des Vektorfeldes A‘(F ) auBerhalb des
Parallelogramms liegen. Um die Zirkulation ((13.4)) zu berechnen, wird der Integrationsweg AC
wie folgt mit 0 <t < 1 parametrisiert:

von 7 nach 7+ @ : 7(t) =T+ ta,

von 7+ @ nach 7+ @+ b : F(t) = 7+ @+ tb,

von 7+ @ + b nach 7+ b : Ft) =F+ (1—t)a+b,

von 7+ b nach b : F(t) =7+ (1 —t)b. (13.15)
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Abbildung 13.5: Berechnung der Zirkulation (13.4) eines Vektorfeldes A(7) entlang des orien-

tierten Randes des Parallelogramms AC.

Hieraus ergibt sich fiir die Zirkulation:

=

1 1
55 /T(F)~dF:/ dtﬁ(fﬂa).m/ dt A(F+a+ 1) -1
AC 0 0

b [ad(era-navd) o [ad(Fe- o)

Bei der letzten Umformung wurde zwei Mal die Substitution #'(¢) = 1 —¢ durchgefiihrt. Fiir ein
Skalarfeld o (7) gilt fiir kleine dr nach Gleichungen ((13.1]) und (13.9):

G(F+di) — (") ~ gradep(7) - dFf = (A7 V) (7). (13.17)

Dementsprechend erhalten wir bei einem Vektorfeld A(7) fiir kleine Vektoren @ und b:

AF+a+h) — AF+10) ~ (a- 6) AF+1b), (13.18)
AF+1a+0) — AF+1d) ~ (5- ﬁ) A7+ td). (13.19)
Das hat fiir die Zirkulation (|13.16|) zur Folge:
1 1
yﬁ A7) - dF:/ at (-9 [5- A+ 15) —/ at (5-9) [a- i) . (1320)
AC 0 0

Erweitert man den Mittelwertsatz der Integralrechnung (3.62)) auf die beiden Kurvenintegral

(13.20)), so folgt
yic X(F) -dr = (Ei- 6) [5 Z(F—i—fl[;‘)} — <[; 6) [@‘. g(ﬁ—l—&@’)} : (13.21)

wobei &1, & € [0, 1] entsprechende Zwischenpunkte darstellen. Dividiert man dann noch ((13.21])
durch das Flichenelement AF = |@ x b|, so folgt im Limes AF — 0 aus (13.5) und (13.21

lim —— ) A(F) - dif = — {(aﬁ) [E-E(f)]—(z?ﬁ) [a-ﬁ(m”. (13.22)

AFS0 AF AC
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Hierbei wurde beriicksichtigt, dass im Limes AF — 0 die beiden Vektoren @ und b infinitesi-
mal klein sind, so dass die Zwischenpunkte &3, & wegfallen. Um die rechte Seite von (|13.22)

zu vereinfachen, betrachten wir als Nebenrechnung die folgenden Vektoridentitéiten. Zunéchst

beriicksichtigen wir die zyklische Vertauschbarkeit beim Spatprodukt ,
E-(éxé):é-(éxﬁ) (13.23)
und erhalten
[ﬁxﬁ(m] - (axz?) :a-{z?x [6x21’(f)”. (13.24)
Anschliefend wenden wir die ,, bac—cab “-Regel fiir das doppelte Vektorprodukt auf
(13.24) an:

(a X 5) : [6 X ff(f)} - & {6 [6 A'(F)] - (6- v E(F)}
— (a ﬁ) [5 Z(F)} - (5 ﬁ) [a /T(r")] (13.25)
Aus und folgt dann mit AF =@ x b= i |d x b| fiir die Zirkulation:
Al}rgm—lF ?ic A(F) - d = éi Ebl‘ [ % Ar)) =7 [V x A()] (13.26)
Der Vergleich von und fiihrt dann auf:
i - 1ot A(F) = i - [ﬁ x /T(F)] . (13.27)

Wegen der Beliebigkeit des Normalvektors 71 lédsst sich auch die Rotation des Vektorfeldes durch

den Nabla-Operator ausdriicken:

rotA(7) = V x A(F). (13.28)
Einsetzen von (3.41)) in (13.28]) ergibt die Komponentendarstellung der Rotation in kartesische
Koordinaten
0A.(F)  0A,(F)
& & @ dy 0z
oty = | 2 0 0 | |94 94 | (13.29)
ox Ay 0z 0z ox
A () Ay(F) A7) 0A, () _ 9A.(r)
ox oy

die wir schon von (3.70)) her kennen.

13.3 Integralsitze

Die anschaulichen Definitionen der Divergenz in ((13.3) und der Rotation in ((13.5) dienen
aber nicht nur dazu, deren Komponentendarstellungen in kartesische Koordinaten ((13.13)) und
(113.29) abzuleiten. Dariiber hinaus erlauben sie auch, die Integralsitze von Gaufl und Stokes

herzuleiten.
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Abbildung 13.6: Volumen V zerlegt in Teilvolumina V' und V” mit entsprechenden

Fldachenelementen.
13.3.1 Integralsatz von Gauf3

Gegeben sei ein Volumen V' mit einer geschlossenen Fléche F'. Hierbei sollen die Fldchenelemente
dF nach Aufien zeigen. Auflerdem sei ein Vektorfeld /Y(F ) gegeben, bei dem eventuelle Singu-
laritéiten auBerhalb von V liegen sollen. Der FluB & von A(7) durch F ist dann definiert durch

d = 56 A(F) - dF . (13.30)
F
Man zerlege V' durch eine Trennflache in zwei Teilvolumina V' und V”. Es gilt dann:
d = yﬁ A(F") - dF +§1§ A(F"y - dF" (13.31)

da fiir jedes Fldchenelement der gemeinsamen Trennfliche

—

AP = A(F"), dF' = —dF" (13.32)

gelten, sieche Abb.[13.6, Demnach kompensieren sich die zusétzlichen Beitrage der Trennfléchen
gerade gegenseitig. Durch weitere Schnittflichen parzelliere man das Volumen V' in Volumen-
elemente AV; mit ¢ = 1,...,n. Alle Beitrdge zum Flufl von inneren Oberflichen heben sich

dann analog zu den Flachenelementen gegenseitig auf:
=) 55 A(F) - dF . (13.33)
i=1 JFi
Fiir eine hinreichend kleine Parzellierung folgt dann mit 7; € V; aus (13.3]) mit n — oo:
O~ Y divA(R)AV;, (13.34)
i=1

so dass sich im Limes immer kleinere Volunima AV, — 0 schliefSlich das Volumenintegral

P = / divA(7) dV (13.35)
14
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a) C b) )

Abbildung 13.7: a) Orientierte Flache F' mit geschlossenem, orientiertem Rand C'; b) Zerlegte
Flache F in F" und F” mit jeweiligen Rédndern C’" und C” sowie den entsprechenden Orientie-
rungen; Verschiedene Fliachen F, F’, F” mit selbem Rand C'.

ergibt. Aus (13.30) und ((13.35)) erhalten wir insgesamt den Satz von Gaufl:
55 A(F)-dF = / divA(7) dV . (13.36)
F v

Betrachten wir als Beispiel das Vektorfeld A(7) = @f(7), so dass divA(F) = @ - grad f(7) gilt,
dann geht (|13.36)) iiber in

a- 95 F(F)IF =a- / grad f(7) dV . (13.37)
F 1%
Da ([13.37) fiir jeden beliebigen Vektor @ gilt, folgt hieraus die Identitét
55 F(F)dF = / grad f(7) dV . (13.38)
F 1%
Spezialisiert man ([13.38)) fiir die Funktion f(7) = 1, so lesen wir ab:
75 dF =0. (13.39)
F
Das bedeutet, dass bei einer geschlossenen Oberflache F' die Summe aller Oberflachenvektoren

dF den Nullvektor ergibt.

13.3.2 Integralsatz von Stokes

Gegeben sei eine orientierte Flache F' im Raum mit einem geschlossenen orientierten Rand
C, wie in Abb. ) dargestellt ist. Dabei werden die Orientierungen von F' und C nach
der Rechtsschraubenregel gewéhlt. Auflerdem sei ein Vektorfeld fT(F ) gegeben, dessen Singu-
laritdten auBerhalb von F' liegen sollen. Man berechne die Zirkulation von fT(F’ ) entlang des
Randes C"

Z = §£ A(F) - dF. (13.40)
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Man zerlege F' durch eine Trennlinie in zwei Teilflichen F’ und F”. Es folgt dann fiir die

Zirkulation
7 = 55 / A(F") - dFi + y§ ) A(F"Y - di" (13.41)
denn fiir jedes Linienelement der gemeinsamen Trennlinie gilt
AR = A(F") dr' = —dF" (13.42)

so dass sich die beiden zusétzlichen Beitrdge der Trennlinien zu den Kurvenintegralen ge-
nau gegenseitig kompensieren, siche Abb. [13.7b). Durch weitere Linien parzelliere man F' in

Flachenelemente AF; mit ¢ = 1,...,n. In der Summe

7 = zn; 560 A(F) - dF (13.43)

heben sich dann alle Beitrdge von inneren Ré&ndern analog zu den Beitrdgen der Trennlinie
gegenseitig weg. Bei hinreichend kleiner Parzellierung folgt mit 7; € AF; aus ([13.5]) mit n — oo:

Z i rotA(7 ) - AF, (13.44)
i=1
wobei das Flachenelement Aﬁi = AF;n beriicksichtigt wurde. Im Limes immer kleinere FI&-
chenelemente AF; — 0 ergibt sich schlieBlich das Flichenintegral
7 = / rotA(F) - dF . (13.45)
F
Aus und lesen wir dann den Satz von Stokes ab:
;é A(F) - di = / rotA(7) - dF . (13.46)
F

Man beachte dabei, dass es prinzipiell mehrere Flachen F, F’, F”,... mit ein- und demselben

Rand C gibt, siehe Abb. ). Auch hier betrachten wir als Anwendung das Vektorfeld A(7) =
af(7), fir das rotA(7) = gradf(7) x @ gilt, so dass (13.46)) iibergeht in

i yﬁcf(f)dfz /F [gradf(f) x a} dF=3- /Fdﬁ x grad f(F) . (13.47)

Hierbei wurde im letzten Schritt die zyklische Vertauschbarkeit beim Spatprodukt ((13.23]) ver-
wendet. Da ((13.47)) fiir jeden konstanten Vektor a gilt, folgt

b rirr
c
Spezialisiert man ([13.48)) fir die Funtion f(7) = 1, so erhalten wir die Aussage

55 dr=0. (13.49)
C

Das bedeutet, dass bei einer geschlossenen Kurve die Summe aller Tangentialvektoren di” den
Nullvektor ergibt.

/ dF x gradf (7). (13.48)
F



Kapitel 14

Elektrostatik

Mit Hilfe der im vorhergehenden Kapitel eingefiihrten mathematischen Grundlagen der Vekto-
ranalysis formulieren wir nun die Gesetze der Elektrostatik. Insbesondere leiten wir dabei mit

den Integralsdtzen von Gaufl und Stokes die Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik ab.

14.1 FlufBl der elektrischen Feldstirke

Wir betrachten die Kraft, die eine im Ursprung lokalisierte Ladung () auf eine Probeladung ¢
am Orte 7 ausiibt, siche Abb. [14.1] Wie schon in Abschnitt diskutiert wurde, fiihrte hierzu
Charles Augustin de Coulomb umfangreiche Experimente durch, die um 1785 zum Coulomb-
Gesetz fithrte. Es lautet im SI-Einheitensystem

= Qg T

F(r) = —
() drey 7|37

(14.1)

wobei der Wert der Dielektrizitdtskonstanten im Vakuum ¢, in ([7.51]) angegeben wurde. Die
Richtung der Coulomb-Kraft ([14.1]) hingt von den Vorzeichen von Ladung @ und Probeladung
q ab. Im Falle von Qg > 0 bzw. QQq > 0 zeigt F (") vom Ursprung weg bzw. zum Ursprung hin.

Ferner lesen wir aus (|14.1]) ab, dass die Ladung @) am Orte 7 eine elektrische Feldstérke

n F
By = 0 (14.2)
q
erzeugt, die von der Form
E(r) = — 14.3
") = Tres HE (14.3)

ist. Wir berechnen nun den FluB dieser elektrischen Feldstéirke E (7") durch die Oberflache einer
Kugel K(R) mit Radius R und dem Mittelpunkt im Ursprung:

—

i) :95 E(7) - dF . (14.4)
0K (R)

181



182 KAPITEL 14. ELEKTROSTATIK

QO

Abbildung 14.1: Coulomb-Kraft F von Ladung @ auf Probeladung ¢ am Ort 7 geméf 1}

Hierbei bezeichnet 0K (R) den Rand der Kugel K(R), also deren Oberfléiche. Entsprechend von
Abschnitt [12.3.4] berechnet sich dieses Oberflichenintegral in Kugelkoordinaten wie folgt:

T 27 — —
@:/ (w/ dp R2siny -2 . T (14.5)
0 0

Arey [FPP R

Beriicksichtigt man, dass auf der Kugeloberfliiche 72 = |7|> = R? gilt, reduziert sich (14.5)) auf

o9 (14.6)

€0

Dieses Ergebnis lasst sich in der Elektrostatik auf eine beliebige Ladungsverteilung verallgemei-
nern. Der Fluf der elektrischen Feldstirke E(7) durch eine geschlossene Oberfliiche F ergibt

die umschlossene Ladung ) nach dem Gauf-Gesetz

Q

60.

- 35 B(F) - dF — (14.7)

Dies stellt das erste Grundgesetz der Elektrostatik dar.

14.2 Uberlegungen

Wir betrachten wieder die elektrische Feldstérke ((14.3) einer im Ursprung lokalisierten Ladung

Q. Differenziert man deren z-Komponente

Ey(z,y,2) = 47?60 e y2$+ S (14.8)
nach z, so folgt
OE,(z,y,2) Q 1 32
Ox B dey | (22 + y2 + 22)3/2 N (22 + 42 + 22)5/2 (14.9)
Im Falle von 7 # 0 ist die Divergenz der elektrischen Feldstiarke gegeben durch :
divE(r) = 227) | OB(T) | OE.(7) 14.10)

ox oy 0z
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Abbildung 14.2: Volumen V' auflerhalb des Ursprungs, in dem eine Ladung @) sitzt.

Setzen wir ((14.9) darin ein, so folgt:

o Q 3 3P+ +2%) ]
divE(r) = Ameq | (22 + 12 + 22)3/2 o (22 4 y? + 22)5/2 =0. (14.11)

Wir betrachten nun ein beliebiges Volumen V', das den Ursprung nicht enthélt, sieche Abb.|[14.2]
Wir berechnen den Fluf der elektrischen Feldstirke (14.3) durch die Oberfliche F' mit Hilfe
des Satzes von Gauf} in (13.36)) und der Divergenz nach ({14.11]

ﬁﬁ(m dF = /VdivE(F) v =0. (14.12)

Das Ergebnis besagt, dass im Mittel gleich viele Feldlinien in das Volumen V' hinein- und
hinauszeigen. Der Fluf§ der elektrischen Feldstéarke ((14.3) verschwindet auch geméfl des Gauf3-
Gesetzes ((14.7]), weil sich in betrachtetem Volumen V' keine Ladungen befinden.

14.3 Erste Maxwell Gleichung der Elektrostatik

Aus dem ersten Grundgesetz der Elektrostatik (14.7]) folgt einerseits mit dem Satz von Gauf
(113.36))

qb:/divﬁ(r)dv, (14.13)
\%4

wobei V' das Volumen bezeichnet, das von der Fliche F' umschlossen wird. Andererseits lédsst

sich die Ladung ) durch ein Volumenintegral {iber die Ladungsdichte p(7") darstellen, so dass
aus ([14.7)) folgt:

o—2 [ pyav. (14.14)

€ Jv

Aus dem Vergleich von ([14.13)) und ((14.14)) lesen wir ab
- 1
/ av {divE(F) - — p(F)] =0. (14.15)
1%

€o
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Da diese Aussage fiir jedes beliebige Volumen V' gilt, erhalten wir hieraus die erste Maxwell-

Gleichung der Elektrostatik:
- 1
divE(r) = — p(7) . (14.16)
€0

Wir konnen demnach festhalten, dass das ersten Grundgesetz der Elektrostatik mit ([14.7)
ein integrale und mit (14.16|) ein differentielle Form besitzt. Beide lassen sich mit Hilfe des

Integralsatzes von Gaufl ineinander iiberfiihren.

14.4 Zirkulation der elektrischen Feldstarke

Wir kehren wieder zur elektrischen Feldstérke (14.3)) einer im Ursprung lokalisierten Ladung @
zuriick und berechnen deren Zirkulation entlang einer geschlossenen Kurve C":

Z = 56015(7?) . dF. (14.17)

Einsetzen von ([14.3)) in (14.17) fithrt unter Beachtung von (13.8)) auf

Z:—yégrad( QH)-dF7 (14.18)
c Areg ||
so dass aufgrund von (13.1)) folgt

_ Q . Q 11
Z = %Cd<47reo|77|>  Adre (|,:’A| |FB|> . (14.19)

Da aber die Kurve C' geschlossen ist, gilt 74 = g und die Zirkulation verschwindet:

Z=0. (14.20)

Dieses Ergebnis lédsst sich im Rahmen der Elektrostatik auf eine beliebige Ladungsverteilung

verallgemeinern.

14.5 Zweite Maxwell-Gleichung der Elektrostatik

Aus dem zweiten Grundgesetz der Elektrostatik (14.17]), (14.20)) folgt mit Hilfe des Satzes von
Stokes (|13.46)):
/ rot E(7) dF = 0. (14.21)
F

Da dies fiir jede beliebige Fliache F' gilt, folgt hieraus die zweite Maxwell-Gleichung der Elek-
trostatik

rot E(7) = 0. (14.22)
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Damit hat auch das zweite Grundgesetz der Elektrostatik mit (14.17)), (14.20]) eine integrale
und mit (14.22)) ein differentielle Form besitzt. Beide lassen sich mit Hilfe des Integralsatzes von

Stokes ineinander iiberfithren. Wir bemerken, dass sich im Falle einer im Ursprung lokalisierten

Punktladung @ das Ergebnis ((14.22)) auch explizit ausrechnen lisst. Aus ((13.29)) und ({14.3))
folgt namlich:

T ey €
Fiy — @ 9 9 9 _G
rotE(r) = g B ay 9 =0. (14.23)
x y Z
(224 y2 + 2232 (224 y2 + 2232 (22 + 42 + 22)3/2

14.6 Poisson-Gleichung

Fiir die elektrische Feldstarke ([14.3]) einer im Ursprung lokalisierten Ladung @) gilt, wie schon

n (|14.17) und (14.18) verwendet:

E(7) = —grad (

) . (14.24)

Aey ||

Aber auch fiir eine beliebige Ladungsverteilung lasst sich die elektrische Feldstérke E (7) immer

als Gradient eines Skalarfeldes ¢ (7) darstellen:
E(7) = —grade(7) . (14.25)

Dies liegt an der zweiten Maxwell-Gleichung der Elektrostatik (14.22)) und der Identitédt der
Vektoranalysis

rot gradp(7) = 0. (14.26)

Hierbei folgt (14.26)) aus ((13.8]) und (13.29)), sofern ¢(7') zwei Mal stetig differenzierbar ist und
damit der Satz von Schwarz mit zyklisch vertauschbaren Koordinaten z,y, z gilt:

O%p(i) _ 0%p()
= . 14.2
0xdy Oyox ( ")

Im Falle der Elektrostatik bezeichnet man ¢(7) als elektrostatisches Potential. Setzen wir
(14.25)) in die erste Maxwell-Gleichung der Elektrostatik ([14.16) ein, so erhalten wir die Poisson-
Gleichung

— 1 —
Ap(T) = —ap(r) : (14.28)
Hierbei bezeichnet A nach ([13.8]) und (13.13)) den Laplace-Operator:
0? o? 0?

A=divgrad=V. -V = (14.29)

92 T ap T
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Die Poisson-Gleichung ((14.28]) stellt eine partielle Differentialgleichung dar. Sie gibt an, wie
man das elektrostatische Potential ¢(7) aus einer gegebenen Ladungsdichte p(7") berechnet. Ist
das elektrostatische Potential ¢(7) bekannt, so lasst sich durch den Gradienten geméfl (14.25))

die entsprechende elektrische Feldstéirke berechnen.

14.7 Poisson-Gleichung fiir Punktladung

Im Falle einer im Ursprung lokalisierten Ladung () lautet die Ladungsdichte

p(7) = Q5(7). (14.30)

Hierbei bezeichnet §(7) die dreidimensionale Diracsche Delta-Funktion, die als Produkt von

drei eindimensionalen Diracsche Delta-Funktionen definiert ist:
() = d(x)o(y)o(z) . (14.31)

Deshalb besitzt die dreidimensionale Diracsche Delta-Funktion analog zur Einfiihrung der eindi-
mensionalen Diracsche Delta-Funktion in Abschnitt [5.5] die beiden definierenden Eigenschaften

(D1) 6(7) =0, 70
D2 5(F)dV =1
( >/K(R) (7)

Hierbei gilt letzteres fiir jede noch so kleine Kugel K (R) mit Radius R und dem Mittelpunkt
im Ursprung. Offensichtlich gilt deshalb fiir die Ladungsdichte (14.30) mit (D2):

/p(F) av =Q. (14.32)
Einsetzen von (14.30)) in (14.28]) fithrt auf die Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung:
Q.
Ap(r)=—=104(7). (14.33)
€0
Geméf ((14.24) und (14.25)) besitzt (14.33) die Losung
. Q
= —. 14.34
o) = (14.34)
Einsetzen von (14.34)) in (14.33)) fithrt dann auf die Distributionenidentitét
1
A ﬁ = —47o(7). (14.35)
T
Wir wollen nun aber ([14.35]) auch direkt beweisen. Es sei zunéchst 77 # 0. Dann gilt
0? 1 0 202 — o — 22
- ’ S ——" (14.36)

022 (22 + 12 4 22)1/2 O (22 + 2 + 22)32 (22 + 32 + 22)5/2
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so dass sich hieraus

A—=0, F#0 (14.37)

in Ubereinstimmung mit (D1) und ((14.35) ergibt. Nun muss nur noch (D2) iiberpriift werden.

Hierzu betrachten wir das Volumenintegral

— 1
- —1/ A—dV (14.38)
Ar Jxwy |7

fiir eine Kugel K(R) mit Radius R mit dem Ursprung als Mittelpunkt. Aufgrund von ([14.29))

erhalten wir

—1

I=— div (grad — ) (14.39)
AT )k (R) 7]

so dass der Satz von Gaufl ((13.36) angewandt werden kann

1 1 - 1 P
4 ‘ ’ 47 0K (R) T ‘

mit der Oberfliche 0K (R) der Kugel K (R). Die Berechnung des Oberfléchenintegrals erfolgt
analog zu (|14.5)) und ergibt

[=1 (14.41)

in Ubereinstimmung mit (D2) und ((14.35).

14.8 Greensche Funktion der Poisson-Gleichung

Wir 16sen nun formal die Poisson-Gleichung ((14.28)) fiir eine beliebige Ladungsdichte p(7).
Hierzu erhalten wir aufgrund von (5.136]) und (14.31)) zunéchst

o) = /_ de/ /_ Zdy’ /_ Zdz/é(x — oy — )0z — () = / SV — 7Y V. (14.42)

Mit Hilfe der Distributionsidentitéat (14.35) geht (14.42) iiber in

1

L 1 .
() = E/w(r’)A’ o av’. (14.43)

Aufgrund von (14.29) kénnen wir dies nun umschreiben zu

-1 . 1 . B ]
QO(F) 47T {/dV’V’ |: (—*’)V/ |77_7:*1|} —/dV/VIQO(F,)‘v/ |7:»_7;»,|} . (14‘44)

Beim ersten Volumenintegral in ([14.44)) lasst sich der Satz von GauB (13.36)) anwenden, wo-
bei das entsprechende Oberflichenintegral im Unendlichen auszuwerten ist. Hierzu nehmen
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wir an, dass das elektrostatische Potential ¢(7") im Unendlichen schnell genug verschwindet,

d.h. dass Dirichletsche Randbedingungen vorliegen. Dann verschwindet das Oberflichenintegral

und (({14.44]) reduziert sich auf
1

P

1 . .
o) = / AV () - (14.45)

Wir fithren nun analog eine weitere partielle Integration durch, so dass (14.45|) {ibergeht zu

o(F) = 2 / v — L N | (14.46)

A7 |7 — 7|

Einsetzen der Poisson-Gleichung (14.28)) fithrt dann auf das Ergebnis

(1) = /dV’G(F— 7 )p(7') . (14.47)

Es besagt, dass es zwischen dem elektrostatischen Potential ¢(7 ) und der Ladungsdichte p(7")
einen linearen Zusammenhang gibt. Der Integralkern in (14.47)) wird als Greensche Funktion

bezeichnet und ist gegeben durch:

1
Gr—7r)= ———. 14.48
(r=7) drreg |7 — 7| ( )
Das bedeutet, dass die Greensche Funktion dem Coulomb-Potential einer am Orte 7 sitzenden
Einheitsladung () = 1 entspricht. Aus der Losung ((14.48]) der Poisson-Gleichung ((14.28)) lésst

sich gemaf (14.25) die elektrische Feldstédrke berechnen:

= p(7") 7—7"
E = [ dV’ . 14.49

() / dreq |7 — 7|3 ( )
Demnach sind das elektrostatische Potential ¢(7) und die eclektrische Feldstirke E(7) ci-
ner beliebigen Ladungsverteilung p(7) durch (14.47)—(14.49)) definiert. Damit lassen sich alle

Phéanomene der Elektrostatik beschreiben.



Kapitel 15
Magnetostatik

Analog zur Formulierung der Elektrostatik im vorhergehenden Kapitel verwenden wir erneut
die mathematischen Grundlagen von Kapitel [I3| um die Grundgesetze der Magnetostatik auf-
zustellen. Dabei werden werden wir aus den Integralsétzen von Gaufl und Stokes die Maxwell-

Gleichungen der Magnetostatik ableiten.

15.1 Zirkulation der magnetischen Flufidichte

Die beiden franzosischen Mathematiker Jean-Baptiste Biot und Félix Savart formulierten 1820
das Gesetz, dass ein Strom [ in einem geraden Draht ein magnetisches Feld erzeugt, dessen
Feldlinien konzentrische Kreise um den Draht darstellen. Dabei wird die Richtung des Ma-
gnetfeldes von der Rechten-Hand-Regel bestimmt. Umfasst man den Leiter mit der rechten
Hand derart, dass der Daumen in die technische Stromrichtung zeigt, so zeigen die Finger die
Richtung des zugehdrigen magnetischen Feldes an, siche Abb. [15.1). Dabei fillt die Stérke
des magnetischen Feldes umgekehrt proportional zum Abstand vom Draht ab. Wéhlen wir den
geraden Draht ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in Richtung der z-Achse, so lautet das

Biot-Savart-Gesetz im SI-Einheitensystem

5= pol
B = 15.1
=g | * | (15.)

wobei die Permeabilitédtskonstante im Vakuum gegeben ist durch

Vs
=1,256-107° —. 15.2
Es sei F' eine beliebige Fliche, die keinen Punkt der z-Achse enthilt, siche Abb. [15.1p). Wir
berechnen mit Hilfe des Satzes von Stokes ((13.46|) die Zirkulation von B (7") entlang des Randes

C der Flache F':

éﬁ(?)'df_/lprotﬁ(F)'dﬁ. (15.3)
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Technische
Stromrichtung

rechte Faust

<> Richtung des
C
) +

\ Magnetfeldes B
—y

a

b)

Abbildung 15.1: a) Rechte-Hand-Regel zur Bestimmung der Richtung des magnetischen Feldes
eines stromdurchflossenen Leiters; b) Strom I durch einen Leiter mit Magnetfeld B(7) und
Fldache F' mit Rand C.

Fiir die Rotation des Magnetfeldes |D gilt fiir 7+ 0:

€ €y €,
= ol | O 0 9 ol (0 oz 0 vy =
T2 + y2 xr2 + yQ

Deshalb erhalten wir fiir die Zirkulation (15.3)):

515 B(F)-di =0. (15.5)
C

Wir betrachten nun eine geschlossene orientierte Kurve C', die die z-Achse umléuft, siehe
Abb. . Es soll die Zirkulation des magnetischen Feldes entlang von C' berechnet
werden. Betrachten wir C' als Rand der Fliche F' in der Skizze, so ldsst sich der Satz von
Stokes nicht anwenden, da F den singuliren Punkt z = y = 0 von B(F) in enthélt. Als
Ausweg erginze man C durch C’; der einen Kreis mit Mittelpunkt auf der z-Achse darstellt
und entgegengesetzt von C orientiert ist, siche Abb. [15.2] Dann lisst sich C' + C” als Rand der

Mantelfliche F” auffassen, die keinen Punkt auf der z-Achse enthélt. Aufgrund des Satzes von

Stokes ([13.46)) gilt deshalb mit (15.4)):
%éwyﬁ+¢§wyﬁ:¢ éwyﬁe/}mamdﬁ:a (15.6)
c : ctor 2

Hieraus folgt dann, dass die Zirkulation entlang von C gerade der Zirkulation entlang von —C"’

entspricht:
féwyﬁ:—féwyﬁzﬁ B(F) - dF. (15.7)
C ’ el

Im letzten Schritt haben wir dabei die Eigenschaft (3.17) fir Kurvenintegrale angewandt. Zur
Berechnung der Zirkulation entlang von —C”, sieche Abb. [15.2] fithren wir die Zylinderkoordina-
ten (2.71]) ein. Mit den entsprechenden Einheitsvektoren ([2.74]) erhalten wir fiir das Magnetfeld
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Abbildung 15.2: Strom I durch einen Leiter sowie die Kurven C,C’ und die Fliachen F, F".

des Biot-Savart-Gesetzes (|15.1])

a I
B(7) = ;%p g, (15.8)

Die Parametrisierung der Kurve —C” lautet

R cosyp
(¢)=| Rsingp | , @ € [0,27], dr = Reé, dy. (15.9)

z

Damit berechnen wir fiir die Zirkulation

27
B(r)dr = d - Ré, = npl . 15.10
yg (r")dr /0 ('OQWR% €p = Mo ( )

Demnach ist die Zirkulation der magnetischen Flufidichte B (7") entlang der geschlossenen Kurve
C proportional zum Strom I, der durch eine Flache F' mit der Randkurve C fliesst. Dieses
Ergebnis wurde von André-Marie Ampere auf eine beliebige Stromverteilung verallgemeinert
und stellt ein Grundgesetz der Magnetostatik dar.

15.2 FErste Maxwell-Gleichung der Magnetostatik

Aus dem Ampereschen Grundgesetz der Magnetostatik (|15.10|) folgt einerseits mit dem Satz
von Stokes (|13.46))

Z:/roté(F)~dﬁ, (15.11)
F

wobei F' eine beliebige Flache mit der Randkurve C' ist. Andererseits lasst sich der Strom [
durch F mit Hilfe der Stromdichte j(7) darstellen gemf

—

1_/j<f>.dF, (15.12)



192 KAPITEL 15. MAGNETOSTATIK

dF D [7;/7)

Abbildung 15.3: Flichenelement dF mit Stromdichte j(7).

sieche Abb. Demnach gibt die Stromdichte j(7) - dF diejenige Ladung pro Zeiteinheit an,
die durch die Fliche mit dem infinitesimalen Flichenelement dF flieft. Aus (115.10)—(15.12))
folgt dann:

/F [roté(f’) —j (@) - dF = 0. (15.13)

Da diese Aussage fiir jede Flache F' gilt, erhalten wir hieraus die erste Maxwellgleichung der
Magnetostatik:

rot B(7) = 110) () . (15.14)

Wir bemerken, dass (|15.14)) nicht fiir jede Stromdichte j(F ) sinnvoll ist. Berechnen wir die
Divergenz der linken Seite von ([15.14)), so folgt aus ([13.14)) und (|13.29):

div roté(f') = 82 [3%(7“) _ 835(7”)}
Z Y P
0 [0B.(r) O0B.(F) 0 [0B,(F) 0B,(7)
Ay { 0z Ox + 0z Oox Ay . (15.15)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir schliefilich eine wichtige Identitat der Vektoranalysis

PEG) 2545

0yoz 020y
0*B,(7) B 0B, () 0?B., (1) B 0B, (T
0z0x 0x0z 0xdy Oyox

div rot B(F) = {

)] =0, (15.16)

da die gemischten zweiten partiellen Ableitungen fiir zwei Mal stetig differenzierbare Funktionen
nach dem Satz von Schwarz ((14.27)) verschwinden. Demnach folgt aus der Divergenz der rechten

Seite von ((15.14))
divj(F) = 0. (15.17)

Man bezeichnet (|15.17)) als Kontinuitatsgleichung. Integriert man ndmlich die Divergenz der
Stromdichte iiber ein Volumen V', dann ergibt sich aus dem Satz von Gauf3 (|13.36))

/divj(f) AV = 36 i(F)-dF =0. (15.18)
F
Das bedeutet, dass pro Zeiteinheit genau so viel Ladung in das Volumen V' hinein- wie heraus-

flieBt. In der Magnetostatik diirfen nur solche Stromdichten j(7) verwendet werden, die dieser
Kontinuitétsgleichung (15.17)) gentigen.
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15.3 Zweite Maxwell-Gleichung der Magnetostatik

Wir kehren zum Biot-Savart-Gesetz (15.1)) zuriick und berechnen die Divergenz der magneti-
schen Flufldichte:
. B ,uol 0 1 0 1
divB(r)=—|(-y=— ——— —— | =0. 15.19
vB(r) 27 ( y@xx2+y2+x8yx2+y2 ( )
Dieses Ergebnis lasst sich in der Magnetostatik auf ein beliebiges magnetisches Feld verall-

gemeinern und stellt die zweite Maxwell-Gleichung der Magnetostatik dar. H&étte man eine

magnetische FluBldichte mit einer nichtverschwindenden Divergenz, also
divB(F) = pm(F), (15.20)

dann wiirde die Funktion p,(7) in Analogie zu die rdumliche Verteilung von magne-
tischen Monopolen beschreiben. Hierbei ist ein magnetischer Monopol ein gedachter Magnet,
der nur einen Pol hat, also nur den Nord- oder nur den Siid-Pol. Nach seinen Wirkungen kann
man sich einen einzelnen magnetischen Pol wie ein Ende eines langen Stabmagneten vorstellen,
wenn dessen anderes Ende so weit entfernt ist, dass die von dort ausgehenden Krifte ver-
nachléssigbar klein sind. Wenn es ihn als Teilchen gébe, wére er Tréger einer magnetischen
Ladung entsprechend der elektrischen Ladung. Aufgrund von ([15.20) wéren magnetische La-
dungen Quellen und Senken des magnetischen Feldes. Es gibt in verschiedenen Bereichen der
theoretischen Physik Uberlegungen zu solchen magnetischen Monopolen. In der beobachteten
Natur kennt man jedoch bisher nur magnetische Felder mit geschlossenen Feldlinien, die geméf
keine Quellen und Senken besitzen. Man kann (|15.19)) auch in Integralform angeben.
Hierzu integriert man divB (7) iiber ein Volumen V und wendet den Satz von Gauf3 ‘) an:

—

;5 B(7)-dF =0. (15.21)

Demnach verschwindet der Flufl der magnetischen Felstarke E(F ) durch jede geschlossene

Fléache F'. Es zeigen im Mittel gleich viele magnetische Feldlinien in F' hinein und aus F' heraus.

15.4 Vektorpotential

Da die Divergenz der magnetischen Fluidichte E(F ) geméaf (15.19)) verschwindet, ldsst sich
wegen der Identitit der Vektoranalysis (15.16) ein Vektorpotential A(7) mit Eigenschaft

—

B(7) = rotA(F) (15.22)

einfithren. Allerdings ist zu beachten, dass dieses Vektorpotential fT(F ) nicht eindeutig ist.
Zu einem A(7) kann immer das Gradientenfeld gradA(7) eines beliebigen Skalarfeldes A(r)
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addiert werden, ohne dass sich die magnetische Flufidichte verédndert. In der Tat fiihrt die

Eichtransformation
A'(7) = A(F) + gradA(F) (15.23)

wegen der Identitat von ((14.26[) der Vektoranalysis auf das Ergebnis

B'(7) = rot A'(7) = rotA(F) = B(F). (15.24)
Eine solche Eichtransformation verdndert also die mathematische Beschreibung eines Magnetfel-
des in Form des Vektorpotentials, ohne aber das Magnetfeld und die damit zusammenhéngende
Physik zu verdndern. Wir verwenden nun die Eichtransformation (15.23)), um das Vektorpoten-
tial A(7) fiir eine beliebige Stromdichte j(7) zu berechnen.

15.5 Berechnung des Vektorpotentials

Hierzu setzen wir ((15.22)) in die erste Maxwell Gleichung der Magnetostatik (15.14]) ein. Hierbei
ist eine weitere Identitdt der Vektoranalysis zu beachten, die sich aus (13.9), (13.14])), (13.28)),
dem Laplace-Operator ((14.29) und der ,, bac—cab “-Regel fiir das doppelte Vektorprodukt (|1.52))
ergibt:

ot 1ot A(7) = Vx [V x A(7)] = V[V A7) - (V- V) A7)
— grad divA(F) — AA(7) . (15.25)
Damit erhalten wir als Feldgleichung fiir das Vektorpotential:
grad divA(7) — AA(F) = poj (7). (15.26)

Hieraus lesen wir ab, dass der erste Term von (|15.26) dazu fiihrt, dass die drei partiellen

— —

Differentialgleichungen fiir die Komponenten A, (7), A,(7), A,(7) miteinander gekopplet sind.
Man kann nun aber die Eichfreiheit (15.23) im Vektorpotential A(7) ausnutzen, um diese
Feldgleichung fiir das Vektorpotential zu vereinfachen. W&hlt man speziell die Coulomb-Eichung

divA(7) =0, (15.27)
dann entféllt der erste Term von ((15.26) und diese Feldvergleichung vereinfacht sich zu
AA(F) = —poj (7). (15.28)

Hierbei handelt es sich fiir jede einzelne Komponente des Vektorpotentials ff('r? ) um eine
Poisson-Gleichung (14.28]). Deshalb kénnen wir unmittelbar die Losung (14.47)), (14.48)) der
Poisson-Gleichung iibernehmen und erhalten als Losung von ((15.28]):

T /’LO ;(F/) /
A = — av’. 15.2
) 47r/\77—77’] v (15.29)
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Abbildung 15.4: Strom I durch Kurve C' zur Berechnung der Stromdichte j(7) mit 7 und &

geméf ((15.33)).

Wir {iberpriifen nun, ob ([15.29)) tatsdchlich der Coulomb-Eichung ({15.27) geniigt. Zunéchst
erhalten wir:
- - - 1
divA(F) = -2 [ 57y . V' ——av. (15.30)

Am |7 = 7|

Eine partielle Integration mit Hilfe des Satzes von Gauf (13.36]) analog zu Abschnitt fithrt

dann auf:

. oy
divA(r) = Lo [ I

 A4n =17

dv’ . (15.31)

Demnach garantiert die Kontinuitatsgleichung (15.17)) der Stromdichte j(F ) auf die Coulomb-
Eichung ((15.27) des Vektorpotentials (|15.29)). Mit Hilfe von (15.22) und (({15.29) l&sst sich die

magnetische FluBldichte der Magnetostatik berechnen:

B() = @/5’(?’) T (15.32)

4 |7 — 7|3

Zusammenfassend stellen wir fest, dass Vektorpotential A(7*) und magnetische FluBdichte B(7)
einer beliebigen Stromdichteverteilung () durch (15.29) und (15.32) definiert sind. Damit

lassen sich alle Phanomene der Magnetostatik beschreiben.

15.6 Biot-Savart-Gesetz

Wir betrachten als Beispiel einen Strom I, der durch einen Draht mit der Kurvenform C fliesst.
In diesem Fall lautet die Stromdichte:

i) =1 yﬁc 5(F — §)ds, (15.33)

siehe Abb. Zunéchst ist zu priifen, ob diese Stromdichte der Kontinuitétsgleichung ((15.17)
geniigt. Wir erhalten erst

divj(F) = -1 5’% V.66~ 5)] -as. (15.34)

Darauf wenden wir ((13.1)) an und erhalten:

divj(F) = —Jgﬁ

do(F—5) = —I [5(?— 4) — 8(F — 5p)] . (15.35)
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Hierbei bezeichnen §4 und s Anfangs- und Endpunkt des Drahtes. Wenn jedoch der Draht C'
geschlossen ist, gilt 54 = §g und aus (15.35)) folgt die Kontinuititsgleichung ((15.17)). Setzen wir
die Stromdichte ((15.33)) in ((15.32)) ein, so erhalten wir das allgemeine Biot-Savart-Gesetz

B(7) = “ijédgx (r=5) (15.36)

4 |7 — 53

Wir spezialisieren nun weiter auf einen unendlich langen Draht, der parallel zur z-Achse verlauft.

Mit der entsprechenden Parametrisierung von C'

/

52" =7ée,, 2" € (—o0, +00), ds(2') = d-'e, (15.37)

erhalten wir als Zwischenrechnung

€r €y €, —y
d3 (') x [F—§(z’)] —lo 0o o |=|2|dv (15.38)
x oy z—2 0

so dass sich (15.36]) reduziert auf das Integral

I P R ! N 15.39
") =1 a2 | U (15.39)
o 0
Es ldsst sich mit Hilfe der Stammfunktion [19] (2.264.5)]
N 1 z
/ dz’ (a2 + 22)3/2 - a2(a2 + 22)1/2 (15.40)

berechnen und wir erhalten aus ((15.39) das zu Beginn angegebene Biot-Savart-Gesetz (|15.1)

fiir einen stromdurchflossenen geraden Draht.
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