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Vorwort

Am Fachbereich Physik der RPTU in Kaiserslautern wird jedes Semester vor Vorlesungsbeginn
fakultativ ein zweiwochiger Vorkurs Mathematik angeboten. Er dient dazu, den Schulstoff
in Mathematik im Hinblick auf die Anforderungen im ersten und zweiten Semester des Phy-
sikstudiums zu wiederholen und aufzufrischen. Es gibt vielerlei Griinde, warum er sich fiir
Studienanfanger lohnt. Zum einen kann es vorkommen, dass sich der Studienbeginn nicht un-
mittelbar an das Abitur anschlieft. Zum Beispiel nehmen in jiingerer Zeit viele Abiturienten die
Moglichkeit in Anspruch, nach der Schulzeit zunéichst ein freiwilliges soziales Jahr oder einen
langeren Auslandsaufenthalt zu absolvieren. Einige schlagen auch zunédchst einen Ausbildungs-
weg ein, bevor sie sich fiir ein Physik-Studium entscheiden. Zum anderen dient der Vorkurs
Mathematik aber auch dazu, die diversen Kenntnisse der Schulmathematik zu nivellieren.
So haben einige Schiiler einen Leistungskurs in Mathematik belegt andere einen Grundkurs.
Zudem lasst der Lehrplan in den einzelnen Bundesldndern natiirlich zu, dass an den jeweili-
gen Schulen unterschiedliche Akzente bei der Mathematikausbildung in der Oberstufe gesetzt

werden.

Unabhéngig vom individuellen schulischen Werdegang kann festgehalten werden, dass solide
Kenntnisse der Mathematik in jedem Fall ein wichtiges Riistzeug fiir ein Studium der Physik
darstellen. Die zugrunde liegenden physikalischen Naturgesetze lassen sich immer mit Hilfe von
Formeln quantifizieren. Die Mathematik ist aber nicht nur eine ,, Sprache “, in der man physika-
lische GesetzméBigkeiten prazise formuliert. Umgekehrt kann man sich diese ,, Sprache ¢ auch zu
Nutze machen, um neue Gesetze der Natur zu postulieren. Auf diese Weise kann man also auch
theoretische Zusammenhénge vermuten, auf die man bisher noch gar nicht aufmerksam gewor-
den ist und die noch experimentell zu {iberpriifen sind. Um an dieser Arbeits- und Denkweise
schon zu Studienbeginn adidquat teilhaben zu kénnen, ist es also hilfreich, grundlegende Kennt-
nisse der Schulmathematik zu besitzen. In diesem Sinne werden im Vorkurs Mathematik die
folgenden Themen der Schulmathematik wiederholt: Zahlbereiche, Folgen, Reihen, Funktionen,
Ableitung, Taylor-Reihe, Integration, komplexe Zahlen, Vektoren, Matrizen, Determinanten
und lineare Gleichungssysteme. Das vorliegende Vorlesungsskript behandelt diese Themen mit
unterschiedlicher mathematische Strenge anhand instruktiver Beispiele. Trotzdem wird emp-
fohlen, bei Bedarf auch auf die einschlégige Literatur der Schulmathematik zuriickzugreifen. Es
bietet sich ebenfalls an, etablierte Biicher von Mathematik-Vorkursen zur Vertiefung einzelner

Themen zu Rate zu ziehen:

il
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e H.J. Korsch, Mathematik-Vorkurs, Binomi

e F. Osterbrink, S. Molik, und A. Duvenbeck, Vorkurs Mathematik, Sierke

e W. Schifer, K. Georgi, und G. Tippler, Mathematik- Vorkurs, Teubner

Auflerdem sei an dieser Stelle auf eine wichtige Formelsammlung fiir die Mathematik der ersten

Semester hingewiesen:

e [.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, und H. Miihlig, Taschenbuch der Mathe-

matik, Harri Deutsch

Und all denjenigen, die gleich zu Beginn noch breitere und tiefere Mathematik-Kenntnisse fiir
das Physik-Studium erwerben wollen, sei das folgende exzellente Buch zum Selbststudium und

als Nachschlagewerk empfohlen:
e S. GroBmann, Mathematischer Einfihrungskurs fir die Physik, Springer

Dieses Vorlesungsmanuskript ist urspriinglich aus dem Mathematik-Vorkurs von apl. Prof. Dr.
Thomas Markwig vom Fachbereich der Mathematik der Universitédt Tiibingen hervorgegangen
und ist dann in den Vorlesungsaufschrieben der letzten Jahre verfeinert worden, in denen wir
den Vorkurs Mathematik an der RPTU Kaiserslautern-Landau durchfiihrten. Wir bedan-
ken uns insbesondere bei Herrn Alexander Guthmann, der die handschriftlichen Notizen im

Sommersemester 2021 digitalisierte.
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Kapitel 1

Z.ahlbereiche

In diesem Kapitel werden wir die aus der Schule bekannten Zahlbereiche der natiirlichen, der
ganzen, der rationalen und der irrationalen Zahlen von einem etwas héheren Standpunkt aus
betrachten. Dabei werden viele Eigenschaften und Rechenregeln, die uns alle wohl vertraut

sind, nochmals systematisch zusammengestellt und néher beleuchtet.

1.1 Ubersicht

Wir werden zunéchst die aus der Schule bekannten Zahlbereiche in Erinnerung rufen. Hierzu

setzen wir die folgenden Zahlbereiche als bekannt voraus:

1. Die Menge
N=1{1,2,3,4,5,...} (1.1)
heifit die Menge der natiirlichen Zahlen. Nimmt man die Null hinzu, gilt

No = {0,1,2,3,4,5,...} . (1.2)

2. Die Menge
Z=A...,—4,-3,-2-1,0,1,2,3,4,...} (1.3)
stellt die Menge der ganzen Zahlen dar.
3. Die Menge
a
Q={|abezb+0f (14)

heifit die Menge der rationalen Zahlen.
1
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Abbildung 1.1: Darstellung reeller Zahlen auf einer Zahlengeraden.

4. Die Menge aller Dezimalzahlen

R = { ta_,a_pi1--ag,araz2as3. .. a; € {0,1,...,9};i,n € No}

= { i +a; - 107°

1=—n

CLiE{O,l,...79};’i,n€No} (15)
heifit die Menge der reellen Zahlen.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die reelle Zahl
178,576 =1-10>4+7-10" +8-10°+5-10' +7-1072+6- 1073, (1.6)
die durch die folgenden Koeffizienten charakterisiert wird:
a=1, a1 =7, a=8, a,1=5, a,=7, a3=06. (1.7)

Fiir reelle Zahlen machen wir die folgenden niitzlichen Bemerkungen:

1. Alle reellen Zahlen lassen sich auf einer Zahlengeraden darstellen, siehe Fig. [I.1]

2. Auflerdem ist zu beachten, dass die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch nicht
eindeutig ist. Zwei Briiche a/b und ¢/d sind z.B. genau dann gleich, falls ad = bc gilt. So

gilt beispielsweise:

1

2 —4
2 4 -8

(1.8)

Die Darstellung a/b einer reellen Zahl ist eindeutig, falls man fordert, dass a und b teiler-

fremd sind und dass b positiv ist.
3. Jede rationale Zahl kann als Bruch oder als Dezimalzahl

(a) mit endlich vielen Nachkommastellen, z.B.

=0,25 (1.9)

g I

(b) oder als periodische Dezimalzahl, z.B.

1 _
5=0.333...=0.3 (1.10)

geschrieben werden. Umgekehrt kann man aber auch
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(c) jede Dezimalzahl mit endlich vielen Nachkommastellen als Bruch schreiben, z.B.

TYZ 25 1
_ . 95— =2 _ L 1.11
BIE= 10000 P T 100 T (L11)
(d) jede periodische Dezimalzahl als Bruch schreiben, z.B.
TYZ = 3 1
0 — . O 3 = - = —, ]..].2

1.2 Korperaxiome der reellen Zahlen

Von der Schule her kennen wir fiir die reellen Zahlen vier Grundrechenarten: Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation und Division. In der Mathematik hat es sich aber als sinnvoll erwiesen, nur
die beiden Operationen Addition und Multiplikation als eigensténdige Operationen zu betrach-
ten, und die anderen beiden als Addition und Multiplikation mit geeigneten Zahlen aufzufassen.

Dadurch reduziert sich die Anzahl an Rechenregeln, die man sich merken muss, erheblich.

Auf der Menge der reellen Zahlen sind zwei Operationen definiert, die Addition ,, +“ und die
Multiplikation ,, - “. Fiir die Addition gelten die folgenden Axiome:

(A1) Assoziativgesetz: fiir alle x,y, 2z € R gilt:
(x+y)+z=0+@W+2). (1.13)
(A2) Kommutativgesetz; fiir jedes =,y € R gilt:
r+y=y+u. (1.14)
(A3) Neutrales Element 0: fir jedes z € R gilt:
r+0=0+z=2x. (1.15)
(A4) Negatives Element: zu jeder Zahl x € R gibt es ihr Negatives —x € R mit der Eigenschaft
r+ (—z)=(—x)+z=0. (1.16)
Fiir die Multiplikation dagegen gelten die Axiome:
(M1) Assoziativgesetz: fiir alle z,y, z € R gilt:
(x-y)-z=z-(y-2). (1.17)
(M2) Kommutativgesetz: fiir jedes z,y € R gilt:

rTy=y-x. (1.18)
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(M3) Neutrales Element 1: fiir jedes x € R gilt:

lx=z-1=ux. (1.19)

(M4) Inverses Element: zu jeder Zahl 0 # x € R gibt es ein Inverses x7! = 1/x € R mit der
Eigenschatft:

vox =2l a=1. (1.20)

Zuséatzlich gelten fiir die Addition und die Multiplikation die Distributivgesetze: fiir alle z,y, 2 €
R gilt

r-(y+z) = z-y+z-z, (1.21)
(y+z2)-2 = y-x+z-x. (1.22)

Eine Menge mit zwei Operationen, fiir die die obigen Axiome gelten, nennt man in der Ma-
thematik einen Korper. Beispiele fiir Kérper sind die Menge der rationalen Zahlen Q und die

Menge der reellen Zahlen R.

1.3 Bemerkungen

e Assoziativgesetze: Wir diirfen beim Addieren bzw. beim Multiplizieren Klammern setzen

oder auch einfach weglassen.

e Kommutativgesetze: Wir diirfen beim Addieren bzw. beim Multiplizieren die Reihenfolge

der Summanden bzw. Faktoren vertauschen.
e Distributivgesetze: Sie regeln, was beim Auflésen von Klammern passiert.

e Das Axiom (A4) dient dazu, die Subtraktion einer Zahl y einzufiihren als Addition mit

einer geeigneten anderen Zahl y, ihrem Negativen. Wir verwenden die Notation
r+(-y)=z—y. (1.23)

e Das Axiom (M4) dient dazu, die Division einer Zahl y einzufiihren als Multiplikation mit

einer geeigneten Zahl y~!, ihrem Inversen. Wir verwenden die Notation

T
Ty S =—. 1.24
; (1.24)

e Aufgrund von (M2) fithren wir die folgende abkiirzende Schreibweise ein

rToy=2ay. (1.25)
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e Wir fithren fiir eine natiirliche Zahl n € N und eine reelle Zahl z € R die Potenzschreib-

weise

= x-. - (1.26)

P =1, (1.27)
1 1 1
r" = —= —-...-—, neN. (1.28)
x" x x
1

1.4 Ausgewihlte Rechenregeln

Wir sammeln nun einige Rechenregeln, die in jedem Korper und damit auch in den reellen
Zahlen R gelten. Es seien x,y, 2z € R;u,v € R\ {0};n,m € Z

e Kiirzungsregel der Addition:

r+y=x+=2 = y==z (1.29)

Kiirzungsregel der Multiplikation:

ry=x-z, xv#0 — y==z (1.30)
e Minus mal Minus gleich Plus:
—(-2) ==, (—2)(—y) = zy (1.31)
e Null bei Multiplikation:
r-y=0 = r=0 oder y=0 (1.32)
e Multiplikation mit Null:
x-0=0-2=0 (1.33)

Doppeltes Invertieren verédndert nichts:

(93_1)71 =z, x#0 (1.34)

Addition von Briichen:

Ty _mryu (1.35)
u v uv
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e Multiplikation von Briichen:

ry_ (1.36)
U v uw

e Potenzgesetze:
"™ o= vt (1.37)
(z™)™ = ™ (1.38)
Byt = (ay)" (1.39)

1.5 Definition einer Wurzel

Za jeder reellen Zahl x € R mit x > 0 und jeder natiirlichen Zahl n € N mit n > 2 gibt es
genau eine reelle Zahl @ € R mit @ > 0 und o = x. Wir nennen die Zahl a die n-te Wurzel aus

z und schreiben a = Yz oder a = /™.

Es ist zu beachten, dass die Potenzgesetze ((1.37)—(1.39)) auch fiir rationale Exponenten gelten,
sofern die Basis nicht negativ ist. Beispielsweise erhalten wir

/3. 313 — g1/3 (1.40)



Kapitel 2
Folgen

Folgen sind auf den ersten Blick einfache mathematische Objekte, die fiir den Naturwissen-
schaftler aber auch z.B. fiir den Bankkaufmann sehr niitzlich sind. Es handelt sich hierbei
um eine Menge von Zahlen, die aufeinander folgen. Man kann sie nummerieren, sie sind also
abzahlbar, und man kennzeichnet sie daher zweckméflig durch einen Index n, der die Menge
der natiirlichen Zahlen N durchlauft.

2.1 Definition

Eine Folge in R ist eine Vorschrift, bei der jeder natiirlichen Zahl n = 1,2,3,... eine Zahl

a, € R wie folgt zugeordnet wird:

(an)nen = (a1, a9, a3, ay, ...) . (2.1)

2.2 Beispiele

Betrachten wir drei konkrete Beispiele:

e Konstante Folge mit ¢ € R, siehe Abb. [2.1h):
(an)neN = (C)nGN = (C, GcC,.. ) (22)

e Harmonische Folge, siehe Abb. [2.1p):

(e = (%)%N - (1, % é . ) (2.3)

e Geometrische Folge mit € R und |z| < 1, siche Abb. 2.1f):
(an>n€N = (xn)nEN - (xa ‘7’27 ZE37 1'4, .. ) (24)

7
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Abbildung 2.1: Hlustration der drei Folgen ([2.2))—(2.4]).
2.3 Konvergenz und Grenzwert

Es sei (an)nen eine Folge in R und a € R. Wir nennen a einen Grenzwert von (a,),en, wenn

fiir jedes € > 0 ein N, € N existiert, sodass
la, —a| < e fiiralle n> N.. (2.5)
Als Notation verwenden wir dann:

lim a, =a oder a,—a. (2.6)
n—o0

Eine Folge (a,)nen ist konvergent, wenn es ein a € R gibt, so dass (a,)nen gegen a konvergiert.
Andernfalls nennen wir (a,),en divergent. Die Folge (a,)qen ist eine Nullfolge, falls  a, — 0.
Man kann nun das Folgende zeigen: Ist (a,),en in R konvergent, so ist der Grenzwert eindeutig

bestimmt.

2.4 Beispiele

Wir betrachten nun die oben genannten Beispiele von Folgen und untersuchen sie dahingehend,

ob sie konvergent oder divergent sind.

e Die konstante Folge (2.2, siche Abb. [2.1h), ist konvergent:
Wahle fiir jedes € > 0: N, = 1. Dann gilt fiir alle n > N, = 1:

la, —c| =0<e. (2.7)

e Wir zeigen, dass die harmonische Folge ([2.3]), siehe Abb. ), eine Nullfolge ist:
Es sei e > 0. Wiahle N, so, dass 0 < 1/N, < €. Dann gilt fiir alle n > N.:
1

NE <e. (2.8)

§I>—‘

|an — 0] =



2.5. GRENZWERTSATZE 9

(+y)° 143y

Abbildung 2.2: Veranschaulichung der Bernoulli-Ungleichung ([2.10) fiir n = 3.

e Die geometrische Folge (2.4), siche Abb. [2.1k), ist fiir |z| < 1 eine Nullfolge:
Es sei x # 0 und € > 0. Dann gilt zunéchst 1/|z| > 1, d.h. es gibt ein y € R mit y > 0,
sodass y = 1/|x| — 1. Wahle nun N, so, dass 1/N, < ye. Dann gilt fiir alle n > N.:
1
(1+y)r
Hier kann man nun die Bernoulli-Ungleichung verwenden. Diese sagt aus, dass fiir jede
reelle Zahl y > —1 und jede ganze Zahl n > 0 gilt:

jan = 0] = [&"] = |2[" = (2.9)

1+y)">1+ny . (2.10)

Diese Ungleichung lédsst sich z.B. graphisch wie in Abb. beweisen. Demnach besagt
(2.10)), dass die Funktion f(y) = (1+y)" immer oberhalb der Tangente g(y) = 1+ ny am
Punkt (0, 1) verlauft. Mit Hilfe von (2.10]) folgt nun aus (2.9) schlieflich

1 1 1

1
< < — < —eN.<e. (2.11)
I+y" " 14+ny ny n

Man muss aber nicht immer solch eingehende Konvergenziiberlegungen entsprechend zu Ab-
schnitt vornehmen. Stattdessen lassen sich Konvergenzbeweise auch mit Hilfe von Grenz-

wertsidtzen oder dem Einschachtelungssatz durchfiihren, die wir nun vorstellen.

2.5 Grenzwertsitze

Wir erwdhnen nun ohne Beweis die folgenden Grenzwertsétze. Hierzu seien (a, )neny und (b, )nen

konvergente Folgen in R mit a,, — a und b, — b. Es gilt dann:

an+0b, — a+b, (2.12)
a, —b, — a—>», (2.13)
an-b, — a-b, (2.14)
la,] — Jal. (2.15)
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Ist zudem b # 0, so gibt es ein ny € N mit b, # 0 fiir alle n > ng und die Folge (a,/b,)n>n, ist
konvergent mit
ap,

= -

a
—. 2.1

2.6 Einschachtelungssatz

Ferner erwéhnen wir ohne Beweis den Einschachtelungssatz, der fiir Konvergenzbeweise duflerst
niitzlich ist. Es seien (a,)neny und (b, )nen Folgen in R mit lim a,, = lim b,, = a und es sei (¢, )nen

n—oo n—o0

eine Folge in R mit a,, < ¢, < b, fiir alle n > ng, so gilt auch lim ¢, = a.
n—oo

2.7 Beispiele

Wir demonstrieren nun die Anwendung des Einschachtelungssatzes anhand von drei aufeinander

aufbauender Beispiele.

e Die verallgemeinerte harmonische Folge (¢, )nen = (1/n%)nen ldsst sich nach unten durch
die konstante Folge (a,)neny = (0)nen und nach oben durch die harmonische Folge (by,)nen =

(1/n)nen abschitzen, wobei letztere, wie oben gezeigt, eine Nullfolge darstellt:

1 1

=0 < == < Z=b,. 2.17

a < c 2 = (2.17)
Mit dem Einschachtelungssatz folgt daher:
.1

nh_g)lo 5= 0. (2.18)

e Die Folge (¢;)nen = (1/(4n*+3n+1)),en ldsst sich nach unten durch die konstante Folge
(@) nen = (0)neny und nach oben durch die Folge (b, )neny = (1/4n?),cn abschitzen, wobei
letzere nach (2.18)) eine Nullfolge ist:

1 1
p=—— < —=b,. (2.19)

n:o f—
“ In24+3n+1 — 4n?

Auch hier erhalten wir mit dem Einschachtelungssatz eine Nullfolge:

1
lim ———— = 2.20
novoo An? 1 3n + 1 (2:20)
e Unter Verwendung der obigen Resultate, dass harmonische Folge (1/n),en und verallge-

meinerte harmonische Folge (1/n?),en Nullfolgen sind, sowie (2.20)) folgt:

3n?+1 _ 3n2 N 1
An2+3n+1 4n2+3n+1 4n2+3n+1
3 3

2 (2.21)

09 2
T T 0r0 T 1

~ 4+43/n+1/n?



Kapitel 3

Reihen

Oft ist man daran interessiert, alle Glieder einer Folge zu summieren. Das fithrt dann zu einer
unendlichen Summe, die man auch als Reihe bezeichnet. Aber Vorsicht ist angesagt, da eine
solche unendliche Summe nicht unbedingt existieren muss. Beispielsweise fiihrt eine konstante

Folge, mit einem von Null verschiedenen Wert, durch Aufsummieren zu einer divergenten Reihe.

3.1 Definition

Es sei (a,)nen eine Folge in R. Dann heift

sn:Zak:a0+a1—|—a2+...+an,1+an (3.1)
k=0

eine Partialsumme, die natiirlich existiert, da sie endlich ist. Konvergiert die Folge (s, )nen der

Partialsummen, dann ist der Grenzwert

s = lim s, (3.2)

n—o0

der Wert der Reihe und wir schreiben

s = Za’“‘ (3.3)

3.2 Geometrische Reihe

Wir betrachten die geometrische Partialsumme
Sp= Yy z%, Jz| <1. (3.4)

Sie 148t sich dadurch explizit berechnen, dass man

Sp=14+ac+a*+. . . +a" a2 4! (3.5)
11
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kombiniert mit

Tosp=ax4+2+a3 . a4 4o, (3.6)
was schliellich auf
1 —a"
1— =1- = n= 3.7
(1-a)s,=1-a" so= T (37)

fithrt. Da (2")nen, fiir |z| < 1 als geometrische Folge eine Nullfolge ist, siche Kapitel 2, konver-

giert die Folge s, der geometrischen Partialsummen in (3.7) zur geometrischen Reihe:

[o8) n—1
1—a" 1
k : k :
=1 =1 = , 3.8
2ot =lm p ot =l 5= 58)

Als konkretes Beispiel betrachten wir:

oo

Zl L+ =S L, (3.9)
F 4 8 16 T1-12 O '

3.3 Harmonische Reihe

Auch die harmonische Folge (1/k)ren ist eine Nullfolge, siche Kapitel 2. Wir betrachten daher

nun die harmonische Partialsumme
"1
— Z - (3.10)
k=1

und zeigen, dass ihre Folge divergiert. Hierzu betrachten wir die harmonische Partialsumme
(3.10) mit n = 2™ fir m € N:

s —1+1+1+1+1+1+1+1
oo 2 3 4 56 7 8

1 1 1
it —/—m——— | . 3.11
R T I R T B R T W (3:11)
N/
=1/2m

2m=1  Summanden

Die harmonische Partialsumme (3.11]) 148t sich nun wie folgt nach unten abschétzen:

>1+1+ 1+1 + 1+1+1+1
Som - -+ - -+ -4+ =-4=
o= 2 44 8 8 '8 '8

TR +1—1+ ! (3.12)

J/

TV
2m—=1  Summanden

Damit wird som fiir wachsendes m beliebig grofl und die Folge harmonischer Partialsummen
divergiert:

— 1
Z 7= divergent . (3.13)
k=1
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3.4 Beispiele konvergenter Reihen

13

Wir nutzen aus, dass man den Grenzwert von konvergenten Reihen als Definition von Funk-

tionen verwenden kann. Hierzu betrachten wir drei Beispiele fiir konvergente Reihen. Fiir eine
beliebige Zahl z € R gilt mit der Fakultat k! =1-2-... - k:

e Exponentialfunktion:

e Kosinusfunktion:

e Sinusfunktion:

k $2 1.3 113'4

2 6 24

X __ OO:E —
e _ZH_1+:E+—+—+—+...
k=0

(3.14)

(3.15)

(3.16)






Kapitel 4

Grenzwerte und Stetigkeit von
Funktionen

Funktionen sind fiir den Naturwissenschaftler von grundlegender Bedeutung. Hier wollen wir
uns auf ,, brave “ Funktionen beschrianken, die stetig sind. Dies bedeutet anschaulich, dass diese
Funktionen keine Spriinge machen. Man kann den Graphen der Funktion also zeichnen, ohne

den Stift absetzen zu miissen.

4.1 Definition

Eine Funktion f ist eine Vorschrift, die jedem Element x aus dem Definitionsbereich D C R

genau ein Element f(z) € R zuordnet:
f:D—=R. (4.1)
Eine Funktion g: S — R heifit Umkehrfunktion der Funktion f: D — R, wenn

g(f(z)) =z und f(g(y)) =y (4.2)

fir alle x € D und y € S gilt. Wir schreiben: f~! = ¢g. Anschaulich erhélt man die Umkehrfunk-

tion f~!(z), indem man die Funktion f(z) an der ersten Winkelhalbierenden y = x spiegelt,

siche Abb. [4.1h).

4.2 Exponentialfunktion, Logarithmus

Eine wichtige Rechenregel fiir die Exponentialfunktion lautet:

e’ eV = ey, (4.3)

15
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a)

Abbildung 4.1: a) Graphische Konstruktion einer Umkehrfunktion f~!(x) durch Spiegelung der
Funktion f(x) an der ersten Winkelhalbierenden y = . b) Logarithmusfunktion als Umkehr-

funktion der Exponentialfunktion.

Hierbei bezeichnet e = 2,718... die Eulersche Konstante. Sie stellt eine irrationale Zahl dar,
die in verschiedenen Teilbereichen der Mathematik eine zentrale Rolle spielt. Da e* > 0 fiir alle

x € R gilt, ist Inz nur fiir x > 0 definiert:
Ine* =z, et =g (4.4)

Damit ist der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, siehe Abb. )

Zwei niitzliche Rechenregeln fiir den Logarithmus lauten:

In(x-y) = Inz+Iny, (4.5)
In (f) = Inz—Iny. (4.6)
Y
Durch Anwendung von (4.6]) erhalten wir beispielsweise:
ln1:1n<£) =Inz—Inz=0. (4.7)
x

4.3 'Trigonometrische Funktionen

Wir fiihren die trigonometrischen Funktionen entsprechend Abb. ) an einem rechtwinkligen
Dreieck ein. Dabei gelten fiir die Koordinaten eines Punktes P(x,y) auf einem Kreis mit Radius

r der Satz von Pythagoras:
2?4y =12, (4.8)

Mit Hilfe des Winkels v zwischen der z-Achse und dem Fahrstrahl zum Punkt P(z,y) ist dann
der Sinus definiert durch
Gegenkathete  y

nqg=——-—="2=. 4.9
s Hypothenuse  r (4.9)

Entsprechend gilt fiir den Kosinus:
Ankathete x

— 2 4.10
cosa Hypothenuse r ( )
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y\/ X
a) | b)

17

Abbildung 4.2: Trigonometrische Funktionen: a) Definitionen am Kreis. b) Verlauf der Sinus-

und der Kosinusfunktion.

o im Gradmafl || 0° | 30° | 45° | 60° | 90°

a im Bogenmaf z z z z
sin v % %\/ﬁ %\/g 1
cos a %\/5 %\/ﬁ 1 0

Tabelle 4.1: Spezielle Werte trigonometrischer Funktionen.

Die trigonometrischen Funktionen haben spezielle Werte, die in der Tab. angegeben sind.
Hieraus ergeben sich die Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion, die in Abb. ) darge-

stellt sind. Ferner lesen wir hieraus die folgenden wichtigen Eigenschaften der trigonometrischen

Funktionen ab:

e Die Sinusfunktion ist ungerade:

sin(—z) = —sinz.

Die Kosinusfunktion ist gerade:

cos(—zx) = cos(x).

Der trigonometrische Pythagoras lautet:

sin?z +cosz =1.

sin(a £ )
cos(a £ B)

. ™
Sin (a+§) = COS (.

Sinus- und Kosinusfunktionen geniigen trigonometrischen Additionstheoremen:

sinacos £ cosasin 3,

cosacos f Fsinasin .

Als Anwendung des trigonometrischen Additionstheorems (4.14)) betrachten wir:

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.16)
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x— tan(x)
-JT -

———— -y @r------------
T

ctg(x)
Abbildung 4.3: Verlauf der Tangens- und der Kotangensfunktion.

Verschiebt man also die Sinusfunktion um 7/2 nach links, so erhélt man die Kosinusfunk-
tion. Umgekehrt gilt entsprechend mit Hilfe des trigonometrischen Additionstheorems
(4.15):

oS (a — g) =sina. (4.17)

Verschiebt man also die Kosinusfunktion um 7/2 nach rechts, so erhdlt man die Sinus-

funktion.

e Kombiniert man den trigonometrischen Pythagoras (4.13) mit cos(2a) = cos? a — sin®
was aus dem trigonometrischen Additionstheoreme (4.15]) folgt, so erhalten wir:

1 1-—
cos <g> = \/——'— cosa , sin (9) = \/—COSQ . (4.18)
2 2 2 2

e Auflerdem lassen sich weitere trigonometrische Funktionen einfiihren:

sin o COS & 1
: ctga = —— = . (4.19)
COS ¢ sin o tan o

tana =

Der resultierende Verlauf der Tangens- und der Kotangensfunktion ist in Abb. zu

sehen.
e Die entsprechenden Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen lauten:
arcsin r , arccos x , arctanx , arctg x . (4.20)

Fiir die Graphen und Eigenschaften der trigonometrischen Umkehrfunktionen verweisen

wir auf die einschlédgige Literatur.

4.4 Grenzwerte von Funktionen

Wir wollen nun die Fragestellung untersuchen, wie sich die Funktionswerte f(z) einer Funk-
tion f: D — R verhalten, wenn sich das Argument x einem fest vorgegebenen Wert a im

Definitionsbereich D annéhert. Hierbei kann der Definitionsbereich D wie folgt vorliegen:
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N i Sh
. . T

| 9(%):){‘// 3 jf A \/K\
) c)

a) E

Abbildung 4.4: Funktionsverldufe zu den Grenzwertbetrachtungen der vier Beispiele von Ab-
schnitt 4.5

e offen, z.B. (a,b)
e halboffen, z.B. (a, ]

e abgeschlossen, z.B. [a, b]

Wir bezeichnen mit D den Abschluss von D. Es sei nun f: D — R eine Funktion und a € D.
Wir nennen y € R einen Grenzwert der Funktion f in a, wenn fiir jede Folge (a;,)nen in D mit

a, # a und a, — a auch f(a,) — y gilt. Hierbei verwenden wir die Schreibweise:

y = lim f(z). (4.21)

T—ra

Hierbei ist zu beachten, dass auch y = 400 als uneigentliche Grenzwerte erlaubt sind.

4.5 Beispiele

Zur Vertiefung betrachten wir die folgenden vier Beispiele:

a) Essel f: R — R mit f(z) =22 und a = 3, wie in Abb. [l.4h) dargestellt. Fiir jede Folge
(an)neny mit a,, — 3 gilt
fla,) =a> —=3*=9, (4.22)
somit erhalten wir das Ergebnis:

limaz? =9. (4.23)

r—3

b) Es sei nun f: R — R mit der abschnittsweisen Definition:

1; 2#0
fla) = 7 (121
0; z=0

und a = 0, siehe Abb. [4.4p). Es sei (a,)nen eine Nullfolge, also a,, — 0, mit a,, # 0. Dann
gilt f(a,) =1 — 1 und damit lir%f(x) = 1. Daher gilt hier
z—>

lim f(z) # 0= f(0). (4.25)
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"y
J<|

=
Abbildung 4.5: Verlauf der Betragsfunktion f(x) = |z|.

c) Essei f: R — R mit der abschnittsweise Definition

f(z) = viors0 (4.26)

1;: >0

und a = 0 wie in Abb. [4.4¢) dargestellt. Fiir die Nullfolge a,, = —1/n — 0 gilt dann
f(an) = 0 — 0, wihrend fiir die Nullfolge a,, = 1/n — 0 gilt f(a,) =1 — 1 # 0. Daher

existiert kein eindeutiger Grenzwert von f(z) im Punkte a = 0.

d) Es sei f: (0,00) — R mit f(z) = 1/z. Dann folgt aus dem Graphen von Abb. [£.41)
unmittelbar:
lim f(x) = o0, lim f(z)=0. (4.27)

z—0 T—00

4.6 Definition

Eine Funktion f: D — R heifit stetig in a € D, wenn gilt

lim f(z) = f(a). (4.28)

r—a

Demnach muss der Grenzwert der Funktion f(z) im Limes x — a existieren und mit dem
Funktionswert f(a) ibereinstimmen. f heifit stetig auf D, wenn sie in jedem Punkt in D stetig

ist.

4.7 Beispiele

Zur Illustration betrachten wir verschiedene Beispiele:

a) Jede Polynomfunktion f: R — R mit

f@) =) a2’ = ap+ a1z + aa® + ... + apa” (4.29)
j=0

ist stetig.
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Lix)
Vi ;w| ' TN ‘
fr \ L- | — — —f — — - S
Aip) -
‘ |
‘ |
' ' |
}'/ |
%{a} ‘iv - - — — — |_ -
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Abbildung 4.6: Graphische Ilustration des Zwischenwertsatzes.
b) Jede rationale Funktion

g:R\{xERLq(x) :O} — R (4.30)

ist stetig, wobei f, g Polynomfunktionen sind.

c¢) Die Funktion f: R — R mit (4.24) ist nicht stetig, da lin% f(z) =1+# 0= f(0) ist, siche
T—
Abb. [4.4b).

d) Die Betragsfunktion f(z) = |z|, deren Verlauf in Abb. dargestellt wird, ist fiir z # 0
stetig. Es stellt sich die Frage, ob f(z) auch in z = 0 stetig ist. Dies ist der Fall, da fiir jede
Folge (ay)neny mit a,, — 0 gilt: Aufgrund der Grenzwertsétze fiir Folgen, sieche Abschnitt
muf} dann auch |a,| — |0] = 0. Somit erhalten wir das Ergebnis: aljli)r(l) f(z) =0= f(0).

e) Die Exponentialfunktion, die Sinus- und die Kosinusfunktion sind stetig. Im allgemeinen
sind alle Funktionen stetig, wenn diese wie in Abschnitt |3.4]durch Reihen definiert werden.

4.8 Zwischenwertsatz

Eine stetige Funktion f: [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Dieser
Zwischenwertsatz wird anhand von Abb. [L.6] verdeutlicht.






Kapitel 5

Differenzierbarkeit und Ableitung von
Funktionen

Von ganz besonderer Bedeutung in der Physik sind die Ableitungen einer Funktion. Das wird
schon deutlich bei einem so elemntaren Begriff wie der Geschwindigkeit, die die zeitliche Ab-

leitung des Ortes darstellt.

5.1 Sekante

Wir betrachten die Sekante S,, von f durch die beiden Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)), siche
Abb. Sie besitzt als Steigung den Differenzenquotienten:

f(x) — fla
(ﬁa(x)—% :D\ {a} = R. (5.1)
Diese Steigung ist ein Maf fiir das Wachstum der Funktionswerte von f auf dem Weg von a

nach z.

5.2 Definition

Es sei f: D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion f heifit stetig differenzierbar in a,

wenn der Grenzwert

lim ¢,(x) = lim @) = /@) (5.2)
r—ra r—a Tr — a
existiert. In diesem Fall nennen wir den Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle a:
fi(z) = lim @) = fla) : (5.3)

r—a €T —aQ

Wir nennen die Funktion f differenzierbar auf D, wenn sie in jedem Punkt von D differenzierbar

ist.
23
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Jbc)

(o)

Abbildung 5.1: Sekante S, durch zwei Punkte der Funktion f(z).

5.3 Beispiele

a) Es seil f(z) = 2" mit n € N. Die Sekantensteigung lautet dann

" —a”

Ga(T) = . (5.4)

r—a

Wie berechnet man von ihr den Grenzwert  — a? Hierzu lésst sich die Polynomdivision

anwenden, bei der man das Polynom ™ — a™ explizit durch das Polynom = — a dividiert:

(2" —a"): (r—a)=2"""+ar" *+ a2+ .+ !

" —az""!
axn—l —a®
axnfl o a2xn72
a2$n—2 —a"
CLQZEn_Q . CL3CL’n_3
a3xn73 —q"
anflx —a"
an—lw —a"
0 (5.5)

Zur Kontrolle machen wir noch die Probe:

(2" '+ az"? + " P+ .+ d" ) (2 —a)

=z"+ar" '+ %"+ .+ ad

_ axn—l _ a2xn—2 _ _ an_lx _ an
=" —a" (5.6)
Fiir die Ableitung von f an der Stelle a ergibt sich damit
f'(a) = lim roe lim(ac”_1 +ar" %4+ ..+ a”_l) =na" !, (5.7)
x—=a T — Q r—a
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f(x) f'(x)
e* e’
1
Inz -
T
COS T —sinx
sinx COS &
1
tanx 3
cos? x
¢ 1
arctanx
1+ 22
. 1
arcsin x
V1—a?

Tabelle 5.1: Tabelle von Ableitungen wichtiger Funktionen, die sich mit den Rechenregeln von
Abschnitt 5.5 herleiten lassen.

b) Fiir die Wurzelfunktion f(x) = y/z mit a > 0 erhalten wir entsprechend die Sekanten-

steigung

N !
) = T W VaE Ve Vit 58)

und damit die Ableitung

oy VT —ya 11
fla) = lim = = =l e e =5 e (5.9)

c) Als Verallgemeinerung von a) und b) betrachten wir nun die Potenzfunktion f(x) = 2

mit @ € R und erhalten fiir deren Ableitung:

f'(z) = az® . (5.10)

d) Und schliellich bilden wir noch die Ableitung eines Polynoms

n

fla)=> " ap*, (5.11)

k=0
was zum Ergebnis
n n—1
f(z) = Z kape®™ ' =Y (I + Dagq2! (5.12)

k=1 =0

fithrt. Hierbei haben wir im letzten Schritt noch die Resummation [ = k—1 durchgefiihrt.
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5.4 Wichtige Ableitungen

Wir fassen nun die Ableitungen wichtiger Funktionen in der Tabelle zusammen. Beispiels-
weise ergibt sich die Ableitung der Exponentialfunktion iiber deren Darstellung als Reihe, siche
Abschnitt 3.4t

x\/ __ n\/ __ n—1 __ m __ X
(") _ano n! (2") _anl (n—l)!glj _mZ:O ml T T (5.13)

Hier wurde im letzten Schritt die Resummation m = n — 1 vorgenommen. Analog geht man bei
der Ableitung von cos x und sin  vor, siche Abschnitt [3.4, Weitere Ableitungen von Funktionen
in der Tabelle lassen sich mit Hilfe von Rechenregeln berechnen, auf die wir im folgenden
Abschnitt eingehen.

5.5 Rechenregeln

Es seien f: Dy — R und g: D, — R differenzierbar. Dann gelten fiir die Berechnung der
Ableitung die folgenden Rechenregeln:

a) Summenregel:

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a) (5.14)
b) Faktorregel:
(cf)(a) =cf'(a), c€R (5.15)
¢) Prokuktregel:
(f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (5.16)

d) Quotientenregel:

(i) (CL) _ f/(a)g(a) — f(a)g’(a) ’ g(a) 7& 0 (517)

e) Kettenregel:
f(g(a)) = f'(9(a))g'(a) (5.18)

Wir wenden diese Rechenregeln nun bei einigen Beispielen an.
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5.6 Beispiele

a) Fir die Funktion

S18 0 3

f(z) =3tanz +2° =3 + (5.19)

CoS T
muss man zur Ableitung die Summen-, die Faktor- und die Quotientenregel anwenden:

cos? x — sin x(—sin z) s o8’z +sin’z ,
+3"=3—-——+32"=3

+ 322, (5.20
cos? x cos? x cos? x ( )

f'(w) =3

Hier wurde der trigonometrische Pythagoras angewandt: cos? z +sin® x = 1. Als Ergebnis
erhalten wir unter anderem

1
tanz) = . 5.21
(tan2) cos? x (5:21)

was wir schon in Tabelle vorweggenommen hatten.
b) Zur Ableitung der Funktion
f@) =vVa?+1=(z"+1)"? (5.22)

ist die Kettenregel anzuwenden:

x
221

Fla) = a4 1) 20 = (5.23)

5.7 Ableitung der Umkehrfunktion

Es sei f: D — R eine Funktion und es sei f~': S — D deren Umkehrfunktion. Dann gilt nach
Abschnitt (.6

' (fa)=a, a€D. (5.24)
Die Differentiation der beiden Seiten ergibt mit Hilfe der Kettenregel:
f(f(@) - f'(a) =1. (5.25)
Lost man nach der Ableitung der Umkehrfunktion auf
() = 5 (5.26)
f'(a)
so folgt mit der Substitution b = f(a) bzw. a = f~!(b) schlieflich
/ 1
Y0 = —-——. 5.27
V= Frm) 20

Das bedeutet, dass die Ableitung der Umkehrfunktion durch das Reziproke der Ableitung der
Funktion gegeben ist.
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5.8 Beispiele

Wir betrachten nun zwei konkrete Beispiele fiir die Ableitung der Umkehrfunktion.

a) Zunéchst berechnen wir die Ableitung des Logarithmus und verwenden hierbei (5.13)):

y=f(z)=¢e" r=f"(y) =Iny

fia) = e J ) = e = e

f(FHy)) ey

Das Ergebnis (Iny)’ = 1/y hatten wir schon in Tabelle vorweggenommen.

b) AnschlieBend wenden wir uns der Ableitung der Arkustangensfunktion zu und verwen-

den dabei (5.21]):

y= f(r) =tanx r = f"Yy) = arctanz
1 , 1 1
f (J}) cos2 f <y> f/(f_l(y)) cos (arc an y) 1+ y2
Dabei wurde in der letzten Zeile benutzt:
.9 2
sin“y 1 —cos*y 9 9 9 1
an”y oy oty (14 tan®y) cos” y cos™y = —

Auch dieses Ergebnis wurde schon in der Tabelle [5.1] aufgelistet.

5.9 Hohere Ableitungen

Es sei f: D — R auf dem Intervall D differenzierbar. Ist die Funktion f’ in a € D selbst
differenzierbar, so bezeichen wir ihre Ableitung an der Stelle a mit f”(a). Existiert f”(x) fiir
jedes © € D, so wird die Funktion f”(x) als zweite Ableitung von f auf D bezeichnet. Im

allgemeinen Fall wird die n-te Ableitung mit f (z) bezeichnet.
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Abbildung 5.2: Illustration verschiedener kritischer Punkte.

N,

> X

5.10 Kritische Punkte und Extremwerte

Die Ableitung einer Funktion f(x) hat die Bedeutung der Steigung der Tangente im Punkt x.

Ein kritischer Punkt einer Funktion ist ein Punkt mit horizontaler Tangente:
f(x0) =0 = o ist kritischer Punkt (5.28)
Kritische Punkte lassen sich wie folgt klassifizieren:
1) f"(xo) > 0: Minimum
2) f"(x) < 0: Maximum
3) f"(xo) =0 und f"(zq) # 0: Sattelpunkt

Dariiber hinaus ist fiir eine Kurvendiskussion noch wichtig:

4) f'(xo) #0, f"(zo) = 0, f"(x¢) # 0: Wendepunkt

All diese Fille sind in Abb. [5.2] graphisch illustriert.






Kapitel 6

Taylor-Reihe

Sehr oft mochte man den Wert einer gegebenen Funktion y = f(x) in der Umgebung um zg
gar nicht ganz genau wissen, sondern ist schon mit einer ungefdhren Angaben zufrieden. Wenn
die Funktion y = f(x) am Punkt xy mehrfach stetig differenzierbar ist, dann kann man sie mit
wenig Aufwand in der Umgebung um =z systematisch immer besser ndhern. Hierzu bedient

man sich der sogennanten Taylor-Reihe.

6.1 Tangente

Ist f(z) stetig differenzierbar, so ist die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im

Punkte (z, f(zo)) durch das folgende Polynom erster Ordnung gegeben:

Pi(z) = f(xo) + f'(20)(x — o) . (6.1)

Es handelt sich hierbei um eine lineare Approximation der Funktion f in der unmittelbaren
Umgebung um x, sieche Abb. ) Im folgenden zeigen wir, wie man durch Hinzunahme
weiterer Ableitungen von f an der Stelle xy die Funktion f noch besser in der Umgebung um

o annadhern kann.

6.2 Herleitung

Es sei f: D — R n-fach stetig differenzierbar, d.h. dass auch noch die n-te Ableitung stetig ist.

Wir ndhern nun f durch ein Polynom n-ter Ordnung an:

f(z) = Py(x) = ag + a1(z — xp) 4—3?2@ —20)% + .o+ an(z — 20)" (6.2)
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Abbildung 6.1: Approximation einer Funktion f(z) an der Stelle zq durch a) eine Tangente
(6.1) und Polynome verschiedener Ordnung (/6.2]).

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten a,, € R. Wir berechnen die jeweiligen Ableitungen

fl(x) ~ Pl(x)=a;+2a(x—20) +...+na,(x—z)" ", (6.3)
f'(x) =~ Pl'(x)=2ay+...+nn—1Da,(v—x0)" 2, (6.4)
f™Mz) ~ P™@)=nn—-1)-... 2a,. (6.5)

Dabei fordern wir, dass das Polynom P, (z) die Funktion f(x) an der Stelle x = xy bestmdoglich

annahert. Daher setzen wir nun x = xg:

flzo) =~ Fulzo) = ao (6.6)
f(xo) =~ Pl(xg) =ay (6.7)
f"(x0) =~ Py(x0) = 2ay (6.8)

: : (6.9)
f™(z) ~ PM(zo) =nlay,. (6.10)

Demnach lautet das gesuchte Poylnom

f(")(xo)

n!

f(x) = Py(x) = f(xo) + f'(w0)(z — x0) + %f”(%)(l’ —20)* + ...+ (z — )" (6.11)

Je grofler n wird, um so genauer approximiert das Polynom P,(z) die Funktion f(z) in der
Umgebung von = = z, siche Abb. ) Bildet man den Limes n — oo, so folgt hieraus die
Taylor-Reihe von f mit dem Entwicklungspunkt xz:

) (g
fly =3 T oy (6.12)

Man beachte, dass die Taylor-Reihe nicht immer konvergiert. Und falls die Taylor-Reihe von f

konvergiert, dann konvergiert sie nicht notwendig gegen f.
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6.3 Exponentialfunktion

Fiir die Exponentialfunktion f(z) = e* und den Entwicklungspunkt xy = 0 erhalten wir die

folgenden Werte fiir die einzelnen Ableitungen:

flz)=¢" f(0)=1, (6.13)
fl@) =e" f10) =1, (6.14)
fix) =e" f"(0) =1, (6.15)
F(z) = €” Fm0)=1. (6.16)
Die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion lautet daher:
S0 L ot
flx)=e :; R :nzzom. (6.17)

Sie wurde schon in Abschnitt eingefiihrt. Entsprechend lésst sich zeigen, dass auch die im
Abschnitt genannten Reihen fiir sinx und cos xz deren Taylor-Reihen sind.

6.4 Geometrische Reihe

Wir betrachten entsprechend die Funktion f(z) = 1/(1—x) und den Entwicklungspunkt zo = 0:

f@)=1—  JO)=1, (6.15)
f@=q—m  fO=1 (6.19)
f@ =g 0=z (6.20)

6.21
) (6.21)
f(x) = ST F™(0) = n!. (6.22)

Demnach erhalten wir fiir die entsprechende Taylor-Reihe:

11—z n!

f(z) = ! —Zf ‘(O)x”:Zx”. (6.23)

n=0

Es handelt sich hierbei um die geometrische Reihe, die schon in Abscnhitt behandelt wurde.

Sie konvergiert fiir |z| < 1, divergiert aber fiir |z| > 1.
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6.5 Regel von de I’Hospital

Manchmal hat man mit Funktionen von der Form

sin &

. (6.24)

zu tun. Diese Funktion ist an der Stelle x = 0 nicht definiert, da sowohl der Z&hler als auch dern
Nenner im Limes x — 0 verschwindet und unklar ist, welchen Wert man dem resultierenden
Ausdruck ,,0/0 “ zuweisen soll. Falls es moglich sein sollte, mochte man daher diese Funktion
an der Stelle z = 0 durch den Wert

. sinz
lim

x—0 I

(6.25)

stetig ergénzen. Hierzu kann man die Regel von de L’Hospital verwenden:

Die Funktionen f: D — R und g: D — R seien auf demselben Bereich D definiert und es gelte
f(a) = g(a) =0 fir a € D. Wenn beide Funktionen im Punkte a € D differenzierbar sind mit
g'(a) # 0, dann gilt

@) P T

v=a g(x)  emag(z)  g'(a)’

(6.26)

falls der letzte Grenzwert existiert.
Zum Beweis der Regel von de ’'Hospital kann man die Taylor-Reihen der beiden Funktionen

f(z) und g(x) verwenden, falls diese existieren:

lim @) _ lim fla) + f'(a)(z —a) + f”(a)(:c a)? +
T—a g(ﬁ) T—a (CL) (a)( ) (a) (CL‘ ) '
A QI s o))+ @

o g'(a)(r —a) +39"(a)(z —a)’ + ..~ g'a)

(6.27)

Aus diesem Beweis der Regel von de I’Hospital mit der Taylor-Reihe geht hervor, dass auch die
folgende Verallgemeinerung gilt:
Es seien f: D — R und g: D — R auf D definierte Funktionen mit der Eigenschaft

fla) = gla)=0, (6.28)
f/(a) _ g/(a) =0 7 (629)
f(n,l)m) _ g(nfl)(a) —0. (6.30)

Wenn beide Funktionen im Punkt a € D n-fach stetig differenzierbar sind und ¢ (a) # 0 ist,
dann gilt

L) ) ) 631

T— ( ) z—a g(”) (x) g(n)<a>

falls der letzte Grenzwert existiert.
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Fiir das oben genannte Beispiel gilt also f(z) = sinz und g(x) = z mit f'(z) = cosz und
g'(z) = 1. Mit f(0) = g(0) = 0 und ¢’(0) # 1 sind die Voraussetzungen fiir die Regel von de
I’Hospital erfiillt und es folgt

=1. (6.32)

Ein Beispiel fiir die verallgemeinerte Regel von de I’'Hospital lautet:

lim sian  lim (sin? z)"” _ lim (2sinzcosz) — lim (sin 2z)’ — lim 2c082r 1 (633)
z—0 x—0 (1‘2)” x—0 (QI)’ x—0 (21’)/ x—0 2

6.6 Identitiatssatz fiir Potenz-Reihen

Hat man ein- und dieselbe Funktion in zwei Potenz-Reihen vorliegen, gilt also
f@) =3 anle — o) = 3 fule — a0)", (6.34)
n=0 n=0

so folgt hieraus, dass die jeweiligen Entwicklungskoeffizienten iibereinstimmen:

o, =B,, neNg. (6.35)

6.7 Anwendung fiir Potenz-Reihen

Im folgenden Beispiel lernen wir einen natiirlichen Zugang zur Taylor-Reihe der Exponential-
funktion kennen. Hierzu betrachten wir ein naives Wachstumsproblem in Form eines Anfangs-

wertproblems, das aus der Differentialgleichung
w(t) =cx(t), ceR (6.36)
und aus der Anfangsbedingung
x(0) = xg (6.37)

besteht. Zur Losung des Anfangswertproblems machen wir einen Ansatz in Form einer Potenz-
Reihe

x(t) = i ant™. (6.38)

Fiir die Ableitung folgt dann

[e.9]

B(t) =D not" = (0 + Doy t", (6.39)
n=1

n'=
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wobei wir im letzten Schritt die Substitution n’ = n — 1 durchfiithren. Einsetzen von ((6.38)) und
(6.39) in die Differentialgleichung (6.36)) fithrt auf

Z(n + Dayt" = Z cont™ . (6.40)
n=0 n=0

Aufgrund des Identititssatzes fiir Potenz-Reihen von Abschnitt konnen wir die jeweiligen

Entwicklungskoeffizienten auf der linken und der rechten Seite gleich setzen:
(n+ Va1 =cap,, neNg. (6.41)

Wir erhalten damit fiir die Entwicklungskoeffizienten die Rekursionsbeziehung

Cc

n——l—l a,, neNp. (642)

Apt1 =

Setzen wir hierin sukzessive n = 0, 1,2, 3,4 ein, erhalten wir unmittelbar

c Cc C
] = CQp, 04225040, 043:6040, Oé4zﬁ(l/0. (643)

Durch explizites Auswerten von kann man also nur endlich viele Koeffizienten «,, bestim-
men. Andererseits benttigt man zur Auswertung der Potenzreihe unendlich viele Koef-
fizienten «v,. Dieses Problem lésst sich mit Hilfe der vollstédndigen Induktion l6sen. Es handelt
sich hierbei um eine mathematische Beweismethode, nach der eine Aussage fiir alle natiirlichen
Zahlen bewiesen wird, die gréfler oder gleich einem bestimmten Startwert sind. Ausgangspunkt
fiir einen Beweis mit vollsténdiger Induktion ist die Induktionsaussage. Motiviert durch

formulieren wir die folgende Indukt ionsaussage:
n . 6-44
(0% n (7)) ( )

Im Induktionsanfang ist zu zeigen, dass die Aussage fiir die kleinst mogliche Zahl gilt. Wir
bemerken hierzu in unserem Fall, dass in der Tat fiir die kleinst mogliche Zahl n = 0 eine
wahre Aussage darstellt. Im Induktionsschritt zeigen wir nun, dass aus der Induktionsaussage
fiir n die entsprechende Induktionsaussage fiir n+ 1 folgt. Hierzu setzen wir die Induktionsaus-
sage fiir n aus in die Rekursionsbeziehung ein und erhalten:

c ch Cn+1

a1 - (6.45)

Tar1nl T it
In der Tat entspricht (6.45) der Induktionsaussage (6.44), wenn man n durch n + 1 ersetzt.
Damit ist die vollstandige Induktion abgeschlossen und die Induktionsaussage (|6.44]) ist fir
alle natiirliche Zahlen n € Ny gezeigt. Aufgrund von (6.38) und (6.44)) ist die Losung der
Differentialgleichung (6.36]) von der Form

o cn
2(t) =ap 1 (6.46)
n=0
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Abbildung 6.2: Die Infektionszahlen mit dem Coronavirus (6.49) nehmen fiir positiven (nega-

tiven) Wachstumsfaktor ¢ exponentiell zu (ab).

Den noch unbekannten Koeffizienten o in ((6.46)) kénnen wir schlieBlich durch die Anfangsbe-
dingung (6.37)) festlegen:

z(0) = ap = xp. (6.47)

Nach (6.46)) und (6.47)) erhalten wir als Losung des Anfangswertproblems ((6.36)), (6.37)):

n

z(t) = xo Z (Ct') : (6.48)

n.

was aufgrund der Taylor-Reihe (6.17)) auf eine Exponentialfunktion fiihrt:
z(t) = zge. (6.49)

In der Tat 16st dieses Ergebnis die Differentialgleichung (6.36]) und erfiillt die Anfangsbedingung
637).

Das hier diskutierte Wachstumsproblem lésst sich wie folgt auf die Infektionszahlen mit dem
Coronavirus anwenden. Hierzu ist die Zahl der Neuinfektionen zum Zeitpunkt ¢ mit der Grofie
x(t) zu identifizieren. Es hingt dann vom Wachstumsfaktor ¢ ab, wie sich die Infektionszahlen
x(t) im Laufe der Zeit verhalten. Im Falle von ¢ > 0 (¢ < 0) nehmen die Infektionszahlen (/6.49))
im Laufe der Zeit exponentiell zu (ab), siehe Fig. . Allerdings wird im hier diskutierten
Wachstumsproblem angenommen, dass der Wachstumsfaktor ¢ zeitlich konstant ist und sich
daher nicht mit der Zeit ¢ &ndert. Dies ist eine sehr grobe Vereinfachung. In Wirklichkeit stellt
sich heraus, dass der Wachstumsfaktor ¢ eine komplizierte Dynamik aufweist, die zum Teil
empirisch bestimmt werden muss. Dies erschwert dann natiirlich die Losung des zu ,
analogen Anfangswertproblems und ist Gegenstand der aktuellen Forschung.






Kapitel 7
Integralrechnung

Wir werden nun die Integration als Umkehroperation der Differentiation kennenlernen. Es zeigt
sich, dass man hierzu vom Flédcheninhalt unterhalb einer Funktion auszugehen hat. Es sei
f: la,b] — R eine beschrinkte Funktion. Das Ziel besteht nun darin, den Flicheninhalt I zu
berechnen, den der Graph von f mit der z-Achse einschliet, siche Abb. [7.1]

7.1 Integrierbarkeit und Integral

Hierzu zerlegen wir zunéchst das Intervall [a, b]. Es seien a,b € R. Dann heifit Z = (zo, ..., z,)

mit n > 1 eine Zerlegung des Intervalls, falls
a=20<T1 <T3<...<Tp1<xTp=>. (7.1)
Dann lasst sich der gesuchte Flacheninhalt durch eine Obersumme nach oben und durch eine

Untersumme nach unten abschétzen, siehe Abb. [7.2]

Hierzu miissen wir aber zunéchst einige Begrifflichkeiten klédren. Es sei M eine nichtleere Menge
in R, also ) # M C R. Dann ist S € R obere (untere) Schranke von M, falls z < S (x > 5)
fiir alle x € M. Beachte hierzu, dass S nicht unbedingt Element der Menge M sein muss.
Offenbar ist S nicht eindeutig. Als Beispiel betrachten wir das Intervall [1,2]. Alle S < 1 sind
eine untere Schranke, wéhrend alle S > 2 eine obere Schranke sind. Um nun den Begriff einer

oberen (unteren) Schranke eindeutig zu machen, fithrt man ein:

e Kleinste obere Schranke von M (supremum): sup{M },
e Grofite untere Schranke von M (infimum): inf{M}.

Beispielsweise gilt sup{[1,2]} = 2 und inf{[1,2]} = 1.

Mit diesen Begrifflichkeiten lésst sich nun die Obersumme (Untersumme) von f beziiglich einer
39
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Abbildung 7.1: Flacheninhalt I zwischen dem Graphen f und der z-Achse.

Zerlegung Z wie folgt definieren:

n

S(f,72) = Z(xz—xz 1) -sup { f(2)|z € [wim1, 2]}, (7.2)

S(£,2) = > (wi—zin)-inf {f(2)|z € [z, 2]} . (7.3)

i=1
Der konkrete Wert fiir diese Obersumme (Untersumme) hdngt dann aber noch von der gewéhlten
Zerlegung Z ab. Daher definiert man nun das Oberintegral I(f) bzw. das Unterintegral I(f) da-
durch, dass man eine Zerlegung Z findet, bei der die Obersumme S(f, Z) bzw. die Untersumme

S(f, Z) moglichst klein bzw. grof ist:
(f) = inf{S(f,Z)|Z Zerlegung von [a,b]}, (7.4)
(f) = sup {ﬁ(f, Z)|Z Zerlegung von |a, b]} . (7.5)

Demnach ist I bzw. I das Infimum bzw. Supremum aller Obersummen bzw. Untersummen.
Und es gilt offenbar

I(f) < I(f). (7.6)
Daher definiert man nun das Integral wie folgt: f ist integrierbar auf [a, b], falls
I(f)=1(f). (7.7)
Dann heifit
b
fla)de =1(f) =I(f) €R (7.8)

das Integral von f auf dem Interval [a, b].

7.2 Beispiel

Es sei f:[0,1] = R mit f(z) = z. Wir betrachten nun eine dquidistante Zerlegung von [0, 1]:

1 —1
Zn:(:co,xl,...,xn):(0,—,...,n ,1) (7.9)

n n
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Abbildung 7.2: Obersumme S und Untersumme S zur Abschitzung des Flicheninhalts 1.

mit n dquidistanten Teilintervallen [2;_1,z;] = [(i — 1)/n,i/n] mit i = 1,...,n, siche Abb[7.3]
Da die Funktion f(z) monoton wachsend ist, gilt

 — 1
lnf{f ’x S :Cz laxz]} = Ti—1 = ! n s (710)

sup { f(z)|z € [ximr, 23]} = z = (7.11)

Demnach erhalten wir fiir die Untersumme:

n

S(f Zn) =Y (@i — i) ! ; Lot d(i-1). (7.12)

i=1 =1

Zur weiteren Auswertung wird die Gauflsche Summe benétigt:

n

Su=) i. (7.13)

i=1
Fiir deren Berechnung betrachten wir die erzeugende Funktion

n

Sulz) =) iz, (7.14)

=1

da deren Auswertung an der Stelle x = 1 die gesuchte Gaulsche Summe ergibt:
Sp = Sn(1). (7.15)

Die Funktion ([7.14)) ldsst sich nun als Ableitung der geometrischen Partialsumme (3.4)) darstel-

len:
n ! n—1 !
= (Z J;l> = (xek> : (7.16)
i=1 k=0
Hierbei wurde der Summationsindex geméfl k = i — 1 verschoben. Daher erhalten wir aus (3.7))

und (7.16)

1—=x

Sn(z) = (x L= xn)/ . (7.17)
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Die Anwendung der Produkt- und Quotientenregel der Differentiation geméB ((5.16)) und (5.17))
fithrt dann auf

1—a" 1 —nz" '+ (n—1)2"
= ) 1
Sn(z) - +x e (7.18)

Die aufgrund von (7.15) notwendige Auswertung von ([7.18)) an der Stelle z = 1 fiihrt auf den
Fall ,,0/0“ und erfordert daher die Anwendung der Regel von de I’'Hospital ((6.26)):

. [ =amy [1—na™t+ (n—1)a"]
=1 7.19
S ] { (1—az) T [(1—2) ) ( )
was schlielich mit (7.13]) auf die Gauische Summenformel fiihrt:
Zi:g(n—l—l). (7.20)
i=1
Damit ergibt sich die Untersumme (7.12)) zu
1 1 1
Zn:—[— 1—]:———. 21
Entsprechend ergibt sich die Obersumme zu
= . i1 1 n 11
7,) = i) == = — (1) = —. 7.22
S(f. Zn) ;;@ Ti) 7ﬂ§; gt =5+ (7.22)

Auch hier wurde wieder die Gauische Summenformel ([7.20) verwendet. Es gilt demnach offen-

bar:
S(f,Zn) < S(f, Zn). (7.23)
Andererseits gilt aber auch nach (7.4)—(7.6)
S(f, Zn) < L(f) <I(f) < S(f, Zn) - (7.24)

Nun beachten wir (7.21)), (7.22) und fithren den Grenziibergang n — oo durch:

%zhmﬁmzmsﬂﬁ§7§hm§UZm=%- (7.25)

n—o0 n—oo

Aufgrund des Einschachtelungssatzes fiir Folgen von Abschnitt folgt dann

1

1) =T(f) = 5. (7.26)

Damit haben wir das folgende Ergebnis erzielt:

/0 vdr =I(f)=1(f) = =. (7.27)
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Abbildung 7.3: Berechnung des Flicheninhalts unterhalb der Funktion f(z) = = mit Hilfe einer

dquidistanten Zerlegung des Intervalls [0, 1].

7.3 Integrationsregeln

Es seien f: [a,b] — R und ¢: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen sowie ¢,d € R. Dann

sind die Funktionen cf + dg integrierbar und es gelten

a) Linearitét:

/ab [cf (z) + dg(z)]dx = c/abf(x)dx + d/abg(x)dx,

b) Additivitét:

/abf(x)dx:/acf(:c)d:c—Ir/cbf(x)dx.

Betrachten wir als Beispiel das folgende konkrete Integral:

4 0 4
I—/ |x|dx—/ (—x)dx+/ xdr,
-3 -3 0

so konnen wir das Ergebnis von Abschnitt [7.2] einsetzen:
9 16 25

2+2 2

/abf(m)dac _ /baf(x)dx.

Auch hierfiir erwéahnen wir ein illustratives Beispiel:

/aaf(x)dx - —/aaf(x)dx ~0.

Ferner bemerken wir, dass stetige Funktionen integrierbar sind.

¢) Richtungsénderung:

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)
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7.4 Stammfunktion

Es sei [a,b] CR und f: [a,b] — R. Ferner sei F: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit
der Eigenschaft F’' = f. Dann heifit F' Stammfunktion von f. Beispielsweise gilt:

f@) =22,  F@)= %mg el (7.34)

Beachte, dass die Integrationskonstante C' essentieller Bestandteil der Stammfunktion ist und
nicht weggelassen werden darf.
7.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Es sei Fla,b] — R eine Funktion mit der Eigenschaft

F(y) = /y f(z)dx. (7.35)

Dann ist F' eine Stammfunktion von f.
b) Je zwei Stammfunktionen F; und F; von f unterscheiden sich nur um eine Konstante.

c¢) Ist F' Stammfunktion von f, so gilt
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (7.36)
Wir beweisen nun diese Aussagen im Einzelnen.

Ad a) Geméi$ der Definition einer Stammfunktion in Abschnitt ist zu zeigen, dass F'(y) =
f(y) gilt. Es stellt sich daher die Frage, wie man die Ableitung F’(y) berechnet. Hierzu
wenden wir zunéchst die Definition der Ableitung (5.3]) auf die Funktion (7.35)) an:

- Fly+Ay)—Fly) L[ !
') — — - _

F'(y) = A1?1]120 Ay _AI;IEO Ay /a f(z)dz /a flz)dx 3 . (7.37)
Anschliefend verwenden wir die Additivitdt der Integration (7.29)) sowie Abb. und
erhalten:

) . y+Ay . 1
Fly) = lim ~ o (w)de = lim = Fy)Ay = f(y). (7.38)



7.6. BEZEICHNUNGEN UND TABELLE VON STAMMFUNKTIONEN 45

) X
T YA
ey . .\ - 4

WaZl! JEOT

| ‘/’: o R A

st A ‘f"
: .// - Vo V.\, %J ¢ {-—r!‘_ﬁ
i £ \kb

Abbildung 7.4: Illustration der Approximation fyy+Ay f(z)dz =~ f(y)Ay.

Ad b) Wenn F; und F, Stammfunktionen von f sind, so gilt
F=f, F=f. (7.39)
Demnach folgt dann fiir die Differenz F; — F;, die Eigenschaft
(R~ R) = F—Fj=f—f =0, (7.40)
d.h. die Ableitung von (F; — Fy)(z) verschwindet fiir alle z € [a, b]. Demnach muss gelten:

(Fy — Fy)(x) = konst. (7.41)

Ad ¢) Aus a) wissen wir, dass Fy(y) = [” f(z)dz eine Stammfunktion von f ist. Aus b) folgt,
dass jede beliebige Stammfunktion zu f gegeben ist durch

Fly) = / " H@)de+ O (7.42)
Werten wir F(y) fir y = a aus, so folgt aufgrund von ([7.33))
F(a)=C, (7.43)
wéhrend die Auswertung fiir y = b ergibt:
F(b) = /bf(x)dx +C, (7.44)

so dass insgesamt folgt:

F(b) — Fla) = / f(@)dz. (7.45)

7.6 Bezeichnungen und Tabelle von Stammfunktionen

Wir fithren nun die folgenden niitzlichen Bezeichnungen ein. Es sei F': [a,b] — R eine Stamm-

funktion von f mit der Eigenschaft

b

— F(b) — Fla) = / f(a)de. (7.46)
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Funktion f(z) | Stammfunktion F(z) = [* f(y)dy
1
xoz xoz+1 + C
a+1
e® e +C
COS T sinx +C
sin x —cosz +C
1
5 tanz + C
cos? x
1
= In|z|+C
T
1
arctanz + C
241
1
_— arcsinx + C
V1— 22

Tabelle 7.1: Tabelle von Integralen wichtiger Funktionen.

Dann heiit [ f(z)dx unbestimmtes Integral, wihrend man fab f(z)dz als bestimmtes Integral
bezeichnet. Eine Reihe von wichtigen Stammfunktionen ist in Tabelle aufgelistet, vgl. die
entsprechende Tabelle von Ableitungen wichtiger Funktionen. Sie lassen sich mit Hilfe von

niitzlichen Integrationsmethoden herleiten, die im Folgenden zusammengestellt werden.

7.7 Partialbruchmethode

Oft trifft man auf Integrale iiber den Quotienten von Polynomen. Dann kann man sich mit
einer Partialbruchzerlegung weiterhelfen. Der Einfachheit halber erlautern wir diese Methode
beispielhaft anhand des unbestimmten Integrals
/ ’ % dx . (7.47)
Hierzu zerlegen wir den Quotienten von Polynomen in eine Summe einfacher Briiche
P(z) _ A B N C
Qz) z—a x—-b x—c

+..., (7.48)

die man auch als Partialbriiche bezeichnet. Bildet man auf der rechten Seite den Hauptnen-
ner, so miissen offenbar die Zahlen a, b, ¢, ... mit den Nullstellen des Nennerpolynoms Q(z)
{ibereinstimmen. In unserem Beispiel gibt es wegen 22 — x — 2 = (x — 2)(x + 1) die beiden
Nullstellen ¢ = 2 und b = —1:

Tr+1 A B

— . A4
2 —x—2 x—2+x+1 (7.49)

Bringen wir die beiden Partialbriiche auf den Hauptnenner, so folgt

Tt+1=Ax+1)+Bzx—-2)=(A+B)x+ A—-2B. (7.50)
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Abbildung 7.5: Hlustration des in ([7.55)) berechneten Integrals als Flacheninhalts.

Durch Koeffizientenvergleich folgen die beiden Gleichungen

A+B=1, (7.51)
A—2B=1, (7.52)

die die eindeutige Losung A = 5 und B = 2 besitzen. Es folgt daher:

Vot +1 v L
——dx = 2 . .
/xQ—w—de 5/ x_Zda:—l— /x—i—ldw (7.53)

Die einzelnen Partialbriiche lassen sich problemlos integrieren und fiithren auf die Stammfunk-

tion
Yot +1
/ 2x—+d:£:5ln]y—2|+21n|y+1|—l—0. (7.54)
¢ —x—2
Zur Mustration berechnen wir noch mit Hilfe von ((7.54)) ein bestimmtes Integral:
1
7 1 1
/ 2x—+d:v: [51n|y—2| +21n|y+1|]
0 T4—x —2 0
=5(nl—-In2)+2(ln2—-1Inl)=-3In2. (7.55)

Hierbei wurde (4.7) verwendet. Am negativen Resultat (7.55)) lesen wir ab, dass Flachenstiicke
unterhalb der z-Achse negativ zdhlen. Man spricht deshalb vom orientierten bzw. gerichteten
Flacheninhalt.

7.8 Partielle Integration

Es seien u,v: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/abu(x)v'(x)dx = [u(m)v(m)} - /ab o' (z)v(z)dx . (7.56)

Es handelt sich hierbei um die Umkehrung der Produktregel der Differentiation ({5.16)):

/ab (u(x)v(x)),dx = /ab o' (z)v(z)dx + /ab u(x)v' (z)dx (7.57)

b

a
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7.9 Beispiele

a) Wir berechnen zunéchst das bestimmte Integral I = fo7T x cos x dz. Hierbei identifizieren
wir u(z) = x und v'(z) = cosz, so dass v/(z) = 1 und v(z) = sinz folgt. Die Anwendung

der partiellen Integrationsregel (7.56)) ergibt dann

m m

—/ sinx dr = [xsinx—kcosx] =—-1-1=-2. (7.58)
0

I = [a: sin x]
0

0

b) Nun bestimmen wir das unbestimmte Integral I(z) = [ “y2Inydy. Mit der Wahl von
u(y) = Iny und v'(y) = y? erhalten wir v'(y) = 1/y und v(y) = y*/3. Daher gilt:

1 1 1 1
I(x):§x3lnx—/ §y2dy:§x3lnx—§x3+0. (7.59)

7.10 Substitutionsregel

Es seien f: D — R stetig und g: [a,b] — S C R stetig differenzierbar mit S C D. Dann gilt:

b g(b)
/ F(9())g (@) dz = / fly) dy. (7.60)
a g(a)

Es handelt sich hierbei um die Umkehrung der Kettenregel der Differentiation. Differenzieren
wir dir rechte Seite nach b, so folgt aufgrund der Kettenregel der Differentiation ((5.18)) und der
Identitét (5.25)) fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gemifi Abschnitt

g(b) & b /
( f(y)dy> =f(g(b))g’(b)=< / f(g(x))g'(x)dx). (7.61)

g(a)

7.11 Beispiele

Wir iiben nun die Substitutionsregel anhand von drei Beispielen.

a) Als erstes berechnen wir das bestimmte Integral I = f02 ze* dz. Hierzu bietet es sich an,
y(z) = 2 mit y(0) = 0 und y(2) = 4 sowie z(y) = \/y einzufiihren. Fiir das Differential
ergibt sich dann

dy =y (zv)dx = 2xdx = 2\/ydx — dr = ——dy. 7.62
@ Vi 7 (762
Damit erhalten wir
4 1 I Ip 14 1
I= Vo—dy = | erdy =[] =2 (e'-1). 7.63
/oﬂew@yz/oeyzeoz(e ) (769
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b) AnschlieBend betrachten wir das bestimmte Integral I = fol x V1 —x2dx, so dass die
Identifikation y(z) = 1 — 2 mit y(0) = 1 und y(1) = 0 sowie x(y) = /T — y naheliegt.
Somit erhalten wir fiir die Transformation des Differentials

1
dy = y'(x)dx = —2xdr = —24/1 — ydx = dr = Ny (7.64)

und damit fiir die Berechnung des Integrals

9= [ Vit A=

/\/_y— [ } :%. (7.65)

c) Aufbauend auf b) berechnen wir als letztes Beispiel schliellich noch das bestimmte Inte-

gral I(z) = [F2v/1 — 22da:

1 V1—22

I=—3 Vydy = — 1(1—z2)2—1—C'. (7.66)






Kapitel 8
Komplexe Zahlen

Um alle quadratischen Gleichungen 16sen zu kénnen, muss man die reellen auf die komplexen

Zahlen erweitern.

8.1 Definition komplexer Zahlen

Die Einfiihrung komplexer Zahlen lédsst sich durch die Beobachtung motivieren, dass manche
quadratischen Gleichungen keine reellen Losungen besitzen. Wir betrachten als Beispiel die

quadratische Gleichung
2> —4r +13=0, (8.1)
die auf folgende Losung fiihrt:
Ty =24+V4-13=2+3V-1. (8.2)

Die beiden Ausdriicke (8.2)) sind offenbar keine reellen Zahlen, sie werden aber trotzdem als
gewisse mathematische Objekte akzeptiert. Hierzu kiirzt man y/—1 durch die imaginédre Einheit
i ab und betrachtet die Menge C aller Ausdriicke der Form

2 =T+ iy; z,y € R. (8.3)
Diese Ausdriicke bilden komplexen Zahlen, wobei man noch verabredet, dass
it =—1 (8.4)

gilt. Man bezeichnet z = Re(z) als Rsealteil von z und y = Im(z) als Imaginérteil von z. Zwei

komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sie in Real- und in Imaginérteil {ibereinstimmen:
21 = 29 — 1=z und Yy =1ys. (8.5)

Eine komplexe Gleichung umfasst damit zwei reelle Gleichungen. Eine komplexe Zahl z = z+1iy

wird als ein Punkt in der Gauflschen Zahlenebene dargestellt, sieche Abb. Dabei bezeichnet
51
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Abbildung 8.1: Darstellung einer komplexen Zahl z = z + iy mit dem Realteil x und dem

Imaginérteil y in einer Gaulschen Zahlenebene.

man die z-Achse als reelle Achse und die y-Achse als imagindre Achse. Den Abstand von z
vom Ursprung bezeichnet man als Betrag |z| von z. Offenbar gilt aufgrund des Satzes von

Pythagoras

2] = Va2 +y2. (8.6)

Beispielsweise erhalten wir fiir z = 2 + i den Betrag |z| = v/5.

8.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Wir zeigen nun, wie man die Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und

Division auf komplexe Zahlen anwendet.

8.2.1 Addition und Subtraktion

Es seien z; = x1+y; und 2o = x5+ iy zwei komplexe Zahlen. Aus den Gesetzen der Arithmetik

folgt dann

21tz = (21 +iy) + (22 + 1Y) = (1 + 22) + (Y1 + 42) (8.7)
21— 29 = (IL‘l + Zyl) - (172 + Zy2> = (1]1 — IL‘Q) + Z(yl - yg) . (88)

Hierbei haben wir das Assoziativgesetz der Addition verwendet, wonach man die Klammern

beliebig setzen darf. Beispielsweise erhalten wir fiir z; = 2 4+ ¢ und 2z, = 1 + 3::
21+ 2=(2+1)+ (1+3i) =3+4i, 2 —20=2+14)—(14+3i))=1—-21. (8.9)

Die Addition bzw. Subtraktion komplexer Zahlen lésst sich in der Gaufischen Zahleneben da-
durch veranschaulichen, dass sie sich wie zweikomponentige Vektoren komponentenweise ad-
dieren bzw. subtrahieren, siehe Abb. [8.2]
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23

Abbildung 8.2: Graphische Darstellung der Addition und der Subtraktion zweier komplexer

Zahlen am Beispiel .

8.2.2 Multiplikation

Zwei komplexe Zahlen z; = xy + iy, und 25 = 9 + iy lassen sich auch multiplizieren, wenn

man das Distributivgesetz und die Verabredung (8.4)) beachtet:

21020 = (w14 iy) - (T2 +iy2) = 2122 + Y122 — iT1Y2 + CY1Ye
= (z172 — Y1y2) +i(z2y1 + T172) -

In unserem Zahlenbeispiel erhalten wir
2o 2=2+)(1+3)=2+i+6i+3i°=—1+7i.
Wir berechnen noch das Betragsquadrat von (8.11])):

21+ 20> = (3129 — y1a)” + (Tayr + T172)°

Tiwy — 233297102 + Y1Y5 + T35 + 2maxayia + T1Y5

= 233+ y3) i+ ) = (@] +y) (@3 + 1)
Dieses Ergebnis lasst sich geméf folgendermaflen zusammenfassen:
|21+ 22| = |21 - [22] -
Fiir unser Zahlenbeispiel heifit dies:

(24 4)(1+30)| = [2+4| - |1+ 3i] = V5V10 = 5v/2.

8.2.3 Konjugiert komplexe Zahl

Zu jeder komplexen Zahl z = x + 1y lésst sich eine konjugiert komplexe Zahl

Zr=r—1y

(8.10)

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)
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-

Abbildung 8.3: Graphische Darstellung einer zu z = x+iy konjugiert komplexen Zahl z* = z—iy

durch Spiegelung an der reellen Achse in der Gaufischen Zahlenebene.

einfithren. In der Gaufschen xy-Zahlebene entspricht dies einer Spiegelung an der reellen Achse,
siche Abb. [8.3] Wir folgern hieraus:

a) Addition und Subtraktion von z und z* fithren auf den Real- und Imaginérteil:

1

r = 5(2 + 2", (8.16)
1
y = Z(Z —2%). (8.17)
Hierbei ist die Verabredung (8.4) zu beachten:
1 1 7 1

===, (8.18)

*

b) Durch Multiplikation von z und z* folgt der Betrag von z bzw. z*:

po2t = (z+iy)(z—iy) =2+ =2 = 2" (8.19)

c¢) Eine doppelte Konjugation éndert nichts:

) =[z+iy)] =(@—iy) =z+iy==z. (8.20)

8.2.4 Division

Wir berechnen den Quotienten z;/z; zweier komplexer Zahlen z; und z3 # 0, indem wir unter

Verwendung von (8.19) mit 25 erweitern:

21 217 1 .
£ _ - . 8.21
n mn Al 2129 ( )

Nun ist der Nenner reell, so dass die komplexe Division auf eine komplexe Multiplikation

zuriickgefiihrt ist. Das Zahlenbeispiel lautet hier:

240 (2+9)(1-3) 1 o 5—5i 1
53 Ugana—3) 10 TiT0HY =573

(1—14). (8.22)
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Fiir den Betrag von Gleichung (8.21)) folgt mit Hilfe von (8.13)):

LI = @ (8.23)

8.2.5 Folgerungen

Bei der komplexen Konjugation von zusammengesetzten Ausdriicken braucht man nur jede

einzelne komplexe Zahl durch ihre konjugiert komplexe Zahl zu ersetzen:

a) Mit Hilfe von (8.7)) und (8.15] erhalten wir fiir die komplexe Konjugation bei der Addition

zweier komplexer Zahlen:

(71 4+ 20)" = [(Il + ) +i(yr + yz)]* = (1 +x2) —i(y1 + 12)

b) Ein entsprechendes Resultat erhalten wir mit Hilfe von (8.24) dann auch fiir die Subtrak-
tion zweier komplexer Zahlen:
2z = [(21 — 29) + Zgr =(z1—20)" + 25 — (21— 29)" =27 — 2z5. (8.25)
c) Fiir die komplexe Konjugation eines Produktes zweier komplexer Zahlen gilt dann auf-
grund von (8.10) und (8.15]):
(21 22)" = (122 — Y1y) — i(T2y1 + 213) = (21 — iy1) (T2 — 1y2) = 2725 . (8.26)

d) Und fiir die komplexe Konjugation eines Quotienten zweier komplexer Zahlen folgt dann

mit (8.15)), (8.19)—(8.21)) und ({8.26]):
21\ 1 )
(2) - e - 3. 620

Mit (8.19) und (8.26)) lésst sich (8.10|) auch direkt beweisen:

21202 = (2120) (2120)* = 212} - 2225 = |21 |*| 22| . (8.28)

8.2.6 Bemerkung

Die Menge der komplexen Zahlen C bildet im Sinne der Axiome von Abschnitt beziiglich
der Addition und Multiplikation einen Korper.

8.3 FEuler-Formel

Die Euler-Formel erméglicht es; eine Verbindung zwischen der Exponentialfunktion und den

trigonometrischen Funktionen im Rahmen der komplexen Zahlen herzustellen.
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8.3.1 Herleitung iiber Taylor-Reihen

Nach Abschnitt und Abschnitt wurde die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion ein-
gefiihrt:

k

X __ S x
e _ZH’ reR. (8.29)
k=0
Wir untersuchen nun die analytische Fortsetzung
er=>" it reR. (8.30)

k=0

Aufgrund der Verabredung (8.4) betrachten wir die geraden und die ungeraden Reihenglieder

separat:

) 0 (Z.’L‘)Qn o0 (ix>2n+1
=" +) (8.31)
2y T 2o )
Mit 2" = (i?)" = (—=1)" und " =" . § = (—1)" folgt
) o .Z,Qn o0 x2n+1
= 1" ) - .32
‘ ;( ) @ “;( et (8:32)

Der Vergleich mit Abschnitt zeigt, dass die geraden (ungeraden) Reihenglieder auf die

Taylor-Reihe des Kosinus (Sinus) und damit auf die Euler-Formel fiihren:

e = cosx +isinz. (8.33)

8.3.2 Additionstheoreme

Wir behandeln nun eine wichtige Anwendung der Euler-Formel. Aus (8.33)) und dem Potenz-

gesetz
llath) — gio . oiB (8.34)
folgt namlich:

cos (a+ ) +isin (o + ) = (cos o + sin a)(cos § + i sin [3)

= (cosavcos f — sinasin f) + i(sin accos § + cos asin 3) . (8.35)

Vergleicht man Real- und Imaginérteile separat, so erhélt man daraus die trigonometrischen

Additionstheoreme:

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf, (8.36)
sin (w4 f3) = sinacosf + cosasinf. (8.37)
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Abbildung 8.4: Polarkoordinaten-Darstellung einer komplexen Zahl z = || ¢®’ mit dem Betrag
|z| und dem Winkel ¢ zur z-Achse.

8.4 Polarkoordinaten-Darstellung komplexer Zahlen

Bisher haben wir komplexe Zahlen in der Gauschen Zahlenebene durch deren kartesische Koor-
dinaten, also deren Real- und Imaginérteil, charakterisiert. Nun wollen wir die dazu dquivalente
Polarkoordinaten-Darstellung einfiithren. Hierzu wird die Euler-Formel von grundlegender Be-

deutung sein.

8.4.1 Argument und Phasenfaktor

In der GauBschen Zahlenebene lassen sich wie folgt Polarkoordinaten einfiihren, siehe Abb.
Der Abstand p zum Ursprung ist gerade der Betrag der komplexen Zahl:

p=1z|. (8.38)
Und der Winkel 9 wird als Argument der komplexen Zahl bezeichnet:
¥ = arg(z). (8.39)

Sind Real- und Imaginérteil x und y bekannt, so folgt

p = Vri+y?, (8.40)

9 = arctan?. (8.41)
x

Umgekehrt lésst sich die komplexe Zahl auch durch Polarkoordinaten ausdriicken. Aufgrund
von z = pcosv und y = psind folgt aus (8.3):

z=p(cosV +isind). (8.42)
Aufgrund der Euler-Formel (8.33)) vereinfacht sich (8.42)) zu
z=pe”. (8.43)

Man bezeichnet e als Phasenfaktor von z. Aufgrund des trigonometrische Pythagoras (4.13)
gilt

€| = | cos ) + isind| = Vcos2 ¥ + sin? 9 = 1, (8.44)
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d.h. der Phasefaktor liegt auf dem Einheitskreis um den Ursprung. Wir bemerken ferner,
dass die konjugiert komplexe Zahl (8.15)) aufgrund von (8.43) die folgende Polarkoordinaten-
Darstellung besitzt:

2 =pe ™, (8.45)

8.4.2 Multiplikation und Division

Es seien 1, = arg(z;) und J, = arg(zs) die Argumente zweier komplexer Zahlen z; und z; sowie
p1 und ps deren entsprechende Betrige. Dann gilt aufgrund von (8.34) und (8.43)) und fiir die
Multiplikation der beiden komplexen Zahlen:

2120 = pr et py e = prpy eP1FV2) (8.46)
Es multiplizieren sich demnach die Betrige geméf (8.13)) und es addieren sich die Argumente:
arg(z; - z2) = arg(z1) + arg(z2) . (8.47)

Entsprechend folgt mit (8.21)) fiir die Division zweier komplexer Zahlen:

21 1 * 1 i91 —i99 P1 i(01—12)
—_— = ——— 2126 = — ez [ v = — el . 848
n P TN 0T, (848)

Also werden die Betriage geméf (8.23) dividiert und die Argumente werden subtrahiert:

arg (ﬁ) = arg(z1) — arg(zs) . (8.49)

22

8.4.3 Folgerungen

Mit den genannten Rechenregeln fiir die Polarkoordinaten-Darstellung komplexer Zahlen lassen

sich nun einige niitzliche Folgerungen ableiten.

a) Spezialisiert man auf z; = 2o = €, so folgt
e . e = 2 (8.50)
Einsetzen der Euler-Formel fithrt auf
(cos¥ + isind)? = cos® ) — sin? ¥ + 2isin v cos ¥ = cos(209) + isin(20). (8.51)
Der Vergleich der Real- und Imaginérteile fithrt dann auf
cos(20) = cos®d —sin?4, (8.52)
sin(2¢) = 2sindcosd. (8.53)

Es handelt sich hierbei um Spezialfille der trigonometrischen Additionstheoreme (8.36)
und (B37).
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Abbildung 8.5: Die acht Einheitswurzeln e/’* mit 9, = k - 27/8 fiir k = 0,1,...,7 bilden ein

dem Einheitskreis eingeschriebenes Achteck.

b) Durch Iteration folgt dann
et = 3 (8.54)
FEinsetzen der Euler-Formel , Zerlegung in Real- und Imaginérteil und Beachtung
von , fithrt auf die Moivre-Formeln:
cos(39) = cos® ¥ — 3cosVsin? 0, (8.55)
sin(39) = 3cos?dsind — sin® 4. (8.56)

¢) Durch weitere Iteration erhalten wir
(ew)n = neN, (8.57)
was mit der Euler-Formel auf
(cos® +isind)" = e™’. (8.58)
fithrt. Setzen wir nun ¢y = k- 27 /n fir k =0,1,...,n — 1, so folgt
(cos Vg +isindy)" = ™k = 2™k = 1 (8.59)

Demnach stellen e?* die n-ten Einheitswurzeln dar. Sie bilden ein dem Einheitskreis
eingeschriebenes n-Eck, siehe das Beispiel n = 8 in Abb.
8.5 Hyperbelfunktionen

Mit Hilfe der Exponentialfunktion lassen sich Hyperbelfunktionen definieren:
1

sinhz = 5(6“ —e ), (8.60)
1
coshzx = §(ex +e ), (8.61)

die in Abb. graphisch dargestellt sind. Die Hyperbelfunktionen besitzen dhnliche Eigen-

schaften wie die trigonometrischen Funktionen. Wir listen diese nun ohne Beweis auf:
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M K

Abbildung 8.6: Schaubilder der Hyperbelfunktionen (8.60) und (8.61)).

a) Symmetrie:

sinh(—z) = —sinhz, (8.62)
cosh(—z) = cosh(z). (8.63)
b) Taylor-Reihen:
sinhz = ;%:x—l—éx?’—i—%xf’—i—.“, (8.64)
coshr = g%(;;jlzl—i—%x?—kixll—f—.... (8.65)
¢) Hyperbolischer Pythagoras:
cosh’z —sinh®z = 1. (8.66)
d) Additionstheoreme:
sinh(z £y) = sinhxcoshy £ coshxsinhy, (8.67)
cosh(r £y) = coshxcoshy + sinhxsinhy. (8.68)
e) Differentiation:
(sinhz) = coshx, (8.69)
(coshz) = sinhzx. (8.70)
f) Integration:
/x sinh(y)dy = coshz + C, (8.71)

/ cosh(y)dy = sinhx + C'. (8.72)
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Woher kommt die Ahnlichkeit zwischen Hyperbelfunktionen und trigonometrischen Funktio-
nen? Hierzu betrachten wir die Euler-Formel (8.33)):

e = cosz+isinx — cosz == (" +e ), (8.73)

—_ N =

e™ = coswx—isinx = sinz = % (e —e™™) . (8.74)
i

Wir fithren nun eine analytische Fortsetzung dieser Umkehrung der Euler-Formel durch, d.h. wir
substituieren x — iz. Zunéchst erhalten wir aus (8.61)) und (8.73))

1 . )
cos(ix) = 3 (e 4+ e ) = coshx. (8.75)
Analog folgt aus (8.60) und ({8.74]):
1 . .
sin(iz) = % (e —e™™) =isinhax. (8.76)
i

Demnach erhélt man durch analytische Fortsetzung der trigonometrischen Funktionen gerade
die Hyperbelfunktionen. Aufgrund von (8.60)), (8.61)), (8.73]) und (8.74)) gilt entsprechendes auch
umgekehrt:

1 . .
cosh(iz) = ) (e +e™) =cosx, (8.77)

1 . .
sinh(iz) = % (e —e ™) =isinx. (8.78)

8.6 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom n-ten Grades
Pu(2) =ag+ a1z + a2 + ... Fap 12"+ a2 (8.79)

mit komplexen Koeffiienten, d.h. a; € C, besitzt nach Gaul genau n komplexe Nullstellen

21,22, - . -, 2, mit der Eigenschaft
P(z)=an(z—21) (2—22) ..o (2 — 2n) . (8.80)

Hierbei diirfen Nullstellen mehrfach vorkommen und werden dann entsprechend ihrer Vielfach-
heit gezéhlt. Als Beispiel betrachten wir nochmals das Polynom zweiter Ordnung ({8.1]) mit der
Losung (8.2)). Mit Hilfe der komplexen Zahlen lauten die beiden Losungen

e =2+ 3i. (8.81)
Zur Probe iiberpriifen wir

(x—z)(z—2)=(r—2-3i)(x — 2+ 3i) =2° — 4o+ 13. (8.82)






Kapitel 9
Vektorrechnung

In der Physik hat man es hédufig mit Gréflen zu tun, die eine Richtung besitzen. Wichtige
Beispiele hierfiir sind der Ort eines Teilchens, seine Geschwindigkeit oder die Kraft, die auf das

Teilchen wirkt. Solche gerichteten Gréflen bezeichnet man als Vektoren.

9.1 Rechenregeln mit Vektoren

Ein Vektor @ ist eine gerichtete Grofle, die durch einen Pfeil mit dem Betrag |@| und die
Richtung @/|d| definiert wird, siehe Abb. [9.1a). Die beiden grundlegenden Operationen von
Vektoren sind die Addition von Vektoren und die Multiplikation von Vektoren mit einer reellen
Zahl, die graphisch wie in Abb.[9.1b) eingefiihrt werden. Multipliziert man einen Vektor @ mit
einer reellen Zahl A, so fithrt dies auf den Vektor A@, der in Richtung von @ zeigt und den Betrag
Ad besitzt, siche Abb. [9.1k). Fiir diese beiden Operationen mit Vektoren gelten die folgenden

Rechenregeln:

a) Kommutativitét:

a+b = b+a, 9.1
AT = ah. (9.2)

b) Assoziativitét:
(@+b)+¢ = d+(b+7a), 9.3
Apd) = (Ap)a 9.4

c¢) Distributivitét:
A+ @)@ = Ad+pud, (9.5)
ANad+b) = A+ \b. (9.6)
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Abbildung 9.1: Graphische Darstellung von a) einem Vektor, b) der Addition zweier Vektoren

und ¢) der Multiplikation eines Vektors mit einer rellen Zahl.

> —
. -]
- 7 S
€= azes
€A €2
Q/lé/l ]
A A, ez ) .« -

Abbildung 9.2: Zerlegung eines Vektors a@ in die Projektionen auf die drei Einheitsvektoren
€1, €3, €3 entsprechend ((9.7)).

9.2 Komponentendarstellung von Vektoren

Zu einem Vektor @ mit dem Betrag |@| ldsst sich ein Einheitsvektor € = @/|d| konstruieren,
der in Richtung von @ zeigt und den Betrag |€] = 1 hat. Ein Koordinatensystem wird durch
drei Einheitsvektoren €1, €5, €3 definiert, die jeweils paarweise senkrecht aufeinander stehen.
Projiziert man einen Vektor @ auf diese Einheitsvektoren, so ergeben sich die Vektoren a,éf,
a2€s, azfs, deren Addition wieder auf den Vektor @ fiihrt, sieche Abb. [9.2}

a= a1€1 + a2€2 + a3€3 . (97)

Aufgrund dieser Komponentendarstellung schreibt man den Vektor a@ durch das Tripel der

Projektionslangen aq, as, as:

a
a= ag . (98)

a3

Die drei Einheitsvektoren entsprechen dann den Tripeln:

1 0 0
e =10], é&=|[1], é&=1]0 (9.9)
0 0 1

Der Betrag des Vektors @ ergibt sich aus dem raumlichen Pythagoras:

@ = /(a1)? + (a2) + (as)?. (9.10)
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>
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Abbildung 9.3: Projektion des Vektors @ in Richung von b.

Die Addition zweier Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl sind

dann komponentenweise definiert:

a, + by Aaq
a+b=|ay+b |, 2= | Nay | . (9.11)
as + bs Aas

9.3 Skalarprodukt zweier Vektoren

Einem Paar von Vektoren @ und b wird mit Hilfe eines Skalarproduktes ein Skalar zugeordnet,

indem das Produkt der Betrédge der beiden Vektoren mit dem Kosinus des eingeschlossenen

-

Winkels o = (@, b) multipliziert wird:
@-b=|al-|b|cosa. (9.12)

Anschaulich entspricht das Skalarprodukt der Lénge der Projektion von @ in Richtung von
b multipliziert mit |l;|, siehe Abb. . Das Skalarprodukt zweier Vektoren d, b geniigt den

folgenden Axiomen:

a) Kommutativitét:

i-b="b-da (9.13)
b) Distributivitét:
i-(b+¢) = d-b+a-c, (9.14)
(A@)-b = AN@-b)=a-(\b). (9.15)
Es gibt zwei wichtige Spezialfélle des Skalarprouktes:
1.) Sind @ und b parallel zueinander, ist also o = 0, so folgt
a-b=1\al-|b, allb. (9.16)

Insbesondere gilt dann fiir b= a:

@ =@ a. (9.17)
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2.) Sind @ und b senkrecht zueinander, ist also o = /2, so folgt

a-b=0, alb. (9.18)

Demnach gilt fiir das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren €; und €; eines Koordinatensystems

mit zueinander orthogonalen Koordinaten
&&=y, (9.19)
wobei das Kronecker-Symbol definiert ist durch:

L
5 = = (9.20)
0 i#j

Es seien nun zwei Vektoren @ und b in der jeweiligen Komponentendarstellung |) gegeben:

3 3
Q=Y a;, b=> b (9.21)
=1

J=1

Dann 148t sich mit Hilfe von (9.19) und (9.20) das Skalarprodukt @ - b durch die Komponenten

der Vektoren @ und b ausdriicken:

3 3 3
@ = (3 (zb)zzb
i=1 i=1 j=1
3

= Z a;bjd;; = Z a;b; = a1by + asbs + asbs . (9.22)

i=1 j=1

Hieraus lassen sich die folgenden Konsequenzen ablesen:

1) Bildet man das Skalarprodukt eines Vektors @ mit einem Einheitsvektor €;, so folgt un-

mittelbar aus (9.22))
a;=a-é. (9.23)

Demnach ist die Projektion a; des Vektors a auf die ite Koordinatenachse durch das

Skalarprodukt von @ mit é; gegeben.

2) Das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selbst fithrt gemé&f ((9.17]) und ( auf den

rdumlichen Pythagoras:

@] = Va-d=+/(a1)?+ (az)? + (az)?. (9.24)

3) Den Winkel a<(@, b) zwischen zwei Vektoren @, b liisst sich nach (9.12)), (9.22) und (9.24)

mit deren Komponenten berechnen:

a-b by + azbs + asb
@70 _ arccos 101 T G20 T+ G303 . (9.25)

jal - |o] V/(a1)? + (a2)” + (a2)*/(b1)* + (52)* + (b2)”

Q. = arccos
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Abbildung 9.4: Zur Definition des Vektorproduktes a x b.

9.4 Vektorprodukt zweier Vektoren

Einem Paar von Vektoren @ und b wird mit Hilfe des Vektorproduktes a x b ein Vektor zugeord-
net. Das Vektorprodukt @ x b steht dabei zu dem von @ und b aufgespannten Parallelogramm
senkrecht, so dass d, bund @ x b ein Rechtssystem bilden, sieche Abb. . Der Betrag des

Vektorproduktes entspricht dabei der Fléche des von @ und b aufgespannten Parallelogramms:

@x b= |d -|bsina, ax(a@,b). (9.26)
N~~~ N——
Grundlange Hohe

Das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b geniigt den folgenden Axiomen:

a) Antikommutativitét:

Gxb=—-bxa. (9.27)

b) Distributivitét:
ix(b+d) = axb+axc, (9.28)
Maxb) = (M) xb=ax (\b). (9.29)

Wir betrachten nun das Vektorprodukt zweier Einheitsvektoren ¢€; und €;. Fiir 7 = j folgt aus
der Antikommutativitit (9.27) der Nullvektor:

51)(51:0, 52)(5220, _;3><_)3:O. (930)

Im Falle i # j ergibt aber €; x €; einen Vektor vom Betrag Eins. Ferner steht der Vektor €; x €;
senkrecht auf €; und €, so dass €, €; und €; x €; ein Rechtssystem bilden:

— — —

1 X € =¢€3, €2 X €3 = €1, c3 X €1 = €3. (9.31)
Mit der Komponentendarstellung der Vektoren @, b folgt nun das Vektorprodukt a x b zu

a x g = (al(?l -+ a2é’2 —+ CL3€3) X (blgl -+ bzgg -+ bggg)

= Cllbl 51 X 51 +a1b2 51 X 52 +a163 51 X é"g,
S—— N~——

=0 =é3 =—€2
+(lgbl 62 X 51 +6L2b2 52 X 52 +a2b3 52 X 53
~—— ~——

=—¢3 =0 =é
+a3b1 53 X 51 +a3b2 53 X 52 +a3b3 53 X 53
~—— —— ~——

=€2 =—€1 =0

= (CLng — agbg)gl + (a3b1 — a1b3)€2 + (a162 — a2b1)€3 . (932)
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Dies léss sich wie folgt kompakt zusammenfassen:

ai b1 a2b3 - a3b2
a9 X bg = a3b1 — a1b3 . (933)
as b3 a1by — asby

Wir kénnen nun anhand der Komponentendarstellung zeigen, dass das Vektorprodukt a x b

senkrecht auf @ steht:

3] asbs — asby
a (c? X b) = as | - agbl — CL1b3
a3 a1by — azby

= a1(0gt5 — ast3) + az(asbi — arb3) + as(erby — asb7) =0.  (9.34)

Analog folgt aus Antikommutativitét (9.27) und (9.34)):

b-(@xb)=—b-(bxad) =0, (9.35)

AufBlerdem folgt aus der Komponentendarstellung des Skalarproduktes und des Vektorproduktes

der rdumliche Pythagoras:

(6 X 6)2 + (6 . 6)2 = (a2b3 — a3b2)2 + (a3b1 — a1b3)2 + (albg — a2b1)2 + (a1b1 + CLQbQ -+ a3b3)2
= ...=(al+a3+aj) (b] +b3+03) = |a]*b]*. (9.36)
Daraus folgt dann mit Hilfe von (9.12)):
(@x b)? = |a|b)> — (@-b)> = |a)* - |b]*(1 — cos® a) (9.37)

so dass sich aufgrund des trigonometrischen Pythagoras (4.13) das Resultat (9.26)) ergibt.

9.5 Spatprodukt dreier Vektoren

Das Spatprodukt dreier Vektoren @, l;, ¢ wird so definiert, dass es gerade mit dem Volumen
V(d, 5,5) des Parallelepipeds iibereinstimmt, das von den drei Vektoren a, l;, ¢ aufgespannt
wird, siehe Abb. . Mit der Grundflsiche des Parallelepipeds |@ x b| = |@| - |b] - sin o und dessen
Hohe |é] cos § folgt dann

V(a@,b,&)=(a@xb)-&=|a|-|b-sina-|d- T cosf. (9.38)

Fiir die Komponentendarstellung gilt dann:

asbs — azby C1
V(CY, b, E) = a3b1 — a1b3 = | C2
a1by — ashy C3

= CLngCl + a3b102 + a1b203 - a3b2cl — CL1b3C2 - a2b103 . (939)
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-

Abbildung 9.5: Zur Definition des (@ x b) - €.

Hieraus folgt, dass man innerhalb des Spatproduktes die Vektoren a, g, ¢ zyklisch vertauschen

kann:
V(@ b,é) = V(b,é&a) = VI(Ea,b). (9.40)

Bilden die Vektoren a, I;, ¢ ein Rechtssystem, so wird das Volumen des Parallelepipeds positiv

gerechnet, im Falle eines Linkssystems entsprechend negativ.

9.6 Zweifaches Vektorprodukt

Das zweifache Vektorprodukt @ x (l; X ') dreier Vektoren @, l;, ¢ ist im Unterschied zum Spat-
produkt wiederum ein Vektor. Da ein Vektorprodukt senkrecht auf seinen Faktoren steht, ist

das zweifache Vektorprodukt @ x (b x &) orthogonal zu @ und b x &

e Das Vektorprodukt b x & wiederum ist senkrecht zu der von b und & aufgespannten Ebene.
Deshalb muss das zweifache Vektorprodukt a x (l; X ) in der von b und & aufgespannten

Ebene liegen:

@x (bx¢)=pBb+ne. (9.41)

e Aus der Orthogonalitiit von @ x (b x &) zu @ folgt dann:
a.[ax(zxa}:o:g(@ﬂ)ﬂ(aa, (9.42)
so dass gilt:

B=a(d-7), v=—a(@-b). (9.43)

Ax(bx&)=al|b@-c)—da-b)| . (9.44)
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Um den noch offenen Faktor « zu bestimmen, gehen wir in (9.44]) zur Komponentenschreibweise

iiber. Fiir die linke Seite erhalten wir
ag(blcz — bQCl) — (Lg(bgcl — b103)

a X (b X 5) = ag(b203 — bgcg) — al(blcg - bQCl) (945)

ay(bscy — bicg) — ag(bycs — bacy)
wéhrend sich die rechte Seite ergibt zu

b1 (CLQCQ + (l363) — Cl(agbg + a3b3)
b(o? : 5) - 5(6717) = bz((IgCg + alcl) - Cg(agbg + albl) . (946)

bg(a101 + CLQCQ) — cl(albl + &ng)

Der Vergleich von ({9.44])—(9.46) fiihrt auf & = 1 und wir erhalten die ,, bac—cab “-Regel:

—

ix(bx&)=b@a-c)—aa-b). (9.47)

ST



Kapitel 10
Matrizen

Wir lernen jetzt Matrizen kennen, die sich vielfiltig in der Physik anwenden lassen. So lassen
sich mir ihrer Hilfe Koordinatentransformationen wie eine Rotation beschreiben. Und es lassen

sich lineare Gleichungssysteme mit Matrizen kompakt formulieren und effizient 16sen.

10.1 Definitionen

Es seien m, n natiirliche Zahlen. Eine m x n-Matrix iiber R ist ein rechteckiges Schema A = (a;;)

mit Eintrdgen a;; € Rsowie¢=1,...,mund j =1,...,n:
ayj; a2 ... Qin
A _ CL.21 CL'QQ e a?n . (101)
Am1 Am2 ... Gmp

Eine m x n-Matrix besitzt also m Zeilen und n Spalten. Ein Beispiel fiir eine 2 x 3-Matrix

2 37
(2 s

Die Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit

lautet:

Mat(m x n,R) (10.3)

bezeichnet. Falls m = n vorliegt, wird fiir die Menge aller quadratischen n x n-Matrizen die

Bezeichnung
Mat(n, R) = Mat(n x n,R) (10.4)
verwendet. Ein Beispiel fiir eine 2 x 2-Matrix ist:

2 3
B— (_1 7) ) (10.5)

71
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Ist A = (a;;) eine m x n-Matrix, dann bezeichnen wir
(@i, @iz, - - -, Ain) (10.6)
als i-ten Zeilenvektor von A und entsprechend

CLU
CLQj

(10.7)

amj

als j-ten Spaltenvektor von A. Ist ferner A = (a;;) eine m x n-Matrix, so bezeichnet A" = (ay;)

mit den Eintrdgen ag; = aj; eine n X m-Matrix, die man als transponierte Matrix bezeichnet:

a1y a1 ... Ami
12 @22 ... Am2

AT =1 7" R (10.8)
A1p Q2 ... Amn

So gilt fiir die schon eingefiihrten beispielhaften Matrizen

2 5 )y
AT =13 1], BT:<3 ;) (10.9)
78

Durch Transposition wird ein Zeilenvektor zu einem Spaltenvektor und umgekehrt:

T
41 Qa1
(ail,aig,...,am)T = l s :] = (alj,agj,...,amj). (1010)
Qin, amj

10.2 Addition und Subtraktion von Matrizen

Es seien A = (a;j), B = (b;;) € Mat(m x n,R). Dann werden sie dadurch addiert bzw. subtra-

hiert, dass ihre entsprechenden Eintrédge addiert bzw. subtrahiert werden:

ai =+ by ap £ bz ... aip,Ebiy
as £ b Q9o b .. Qaop £ bay,

A+B— (azjisz) _ 21 . 21 22 22 2 ‘ 2 (10'11)
am1 + bml Am2 =+ bm2 <o Omp + bmn

So erhalten wir fiir die Matrizen

2 -1 2
a=(%7°7) B= ! (10.12)
147 0 -7 1
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als Summe und Differenz

A+B:(1 > 5), A—B:(S ! 5). (10.13)
1 -3 8 1 11 6

Bei der Addition und damit auch der Subtraktion von Matrizen gelten die folgenden Rechen-

regeln:

a) Kommutativitét:

A+B=B+A. (10.14)
b) Assoziativitét:
A+ (BLC)=(A£B)£C. (10.15)
c¢) Linearitét der Transposition:
(A+B)" = A"+ BT. (10.16)

10.3 Multiplikation mit Skalar

Auch die Multiplikation einer Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,R) mit einem Skalar k£ € R ist

komponentenweise definiert:

k:all k‘alg c. kaln
ka ka ... kaoy,

[/ o (10.17)
ka1 kapms ... kam,

So gilt beispielsweise:
(3200
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
a) Assoziativitét:
kE(lA) = (k))A. (10.19)

b) Distributivitét:

k(A+B)=kA+kB, (k+1)A=FkA+IA. (10.20)
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10.4 Multiplikation zweier Matrizen

Es seien A € Mat(m x p,R) und B € Mat(p x n,R) zwei Matrizen. Wichtig ist dabei, dass die
Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt. Dann ist das Produkt C = A-B €
Mat(m x n,R) der beiden Matrizen A und B definiert durch die Komponenten

p
Cij = Z aikbkj . (1021)
k=1

Das bedeutet, dass sich das Element c¢;; als Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A und des
j-ten Spaltenvektors von B ergibt. Als Beispiel betrachten wir die Multiplikation einer Matrix
A € Mat(4 x 3,R) mit einer Matrix B € Mat(3 x 2,R), was auf die Matrix A- B = C €
Mat(4 x 2,R) fithrt:

5 -2 0 : 5.3-2:240-5 5-7—2-(=1)+0-3 11 37
1 3 2 o [vsHseze2s 1743 (<) 423 (19 10 (1022
2 5 1 . 2.345:241-5 2-7+5-(=1)+1-3 21 12
0 1 0 0-3+1-240-5 0-7+1-(=1)+0-3 2 -1

Bei der Multiplikation zweier Matrizen ist das Folgende zu beachten:

a) Das Produkt B - A im obigen Beispiel ist nicht definiert, da die Zahl der Spalten von B,

also 2, nicht mit der Zahl der Zeilen von A, also 4, {ibereinstimmt.

b) Im Allgemeinen gilt fiir das Produkt von Matrizen, dass es nicht kommutativ ist:

A-B4B-A. (10.23)
c) Esist A- B =0 auch mit A, B # 0 méglich. Ein Beispiel hierfiir ist

(1 1)_(1 1>:<0 0)' (10.24)
2 2/ \-1 -1 0 0

d) Mit der Matrizen-Multiplikation l4sst sich das Skalarprodukt zweier Vektoren definieren:

b
a-b=a -b=(ay,...,an)-| : | . (10.25)
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

a) Assoziativitét:

(A-B)-C=A-(B-C),  (kA)-B=A-(kB)=k(A-B). (10.26)
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Abbildung 10.1: Einheitsvektoren zweier Koordinatensysteme.
b) Distributivitét:

A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C. (10.27)

¢) Transposition:
(A-B)f =BT . AT, (10.28)

Die Giiltigkeit dieser Rechenregel beweist man mit Hilfe der Komponentenschreibweise:

p

p T p
(Soeute) = Saun= 3oitd, (102)
k=1 k=1

k=1

10.5 Koordinaten-Transformation

Die Komponenten-Darstellung eines Vektors hat einerseits den Vorteil, dass sie anschaulich
ist, andererseits ist sie jedoch von der Wahl des Koordinatensystems abhéngig. Wir behandeln
nun eine Transformation der Einheitsvektoren €1, €, €3 des urspriinglichen Koordinatensystems
in die Einheitsvektoren €7, €;, €3 des transformierten Koordinatensystems, siehe Fig. [10.1] Ein
Vektor Z kann nun sowohl nach den Einheitsvektoren des alten und des neuen Koordinatensy-

stems entwickelt werden:
— — — — ! =/ !/ =/ ! =/
T = x1€1 + 1965 + x3€3 = 116 + 1€y + X5€; . (10.30)

Die jeweiligen Entwicklungskoeffizienten 1, x9, 3 bzw. 27, x4, % ergeben sich dann nach Ab-
schnitt durch Projektion des Vektors & auf die jeweiligen Einheitsvektoren:

T :f'gl, i) :f'gg, T3 =a- _)3, (1031)
I = o A Y Y
¥y=T-€, wo=2r-€, T3=1T- €. (10.32)
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Ganz entsprechend lassen sich auch die neuen Einheitsvektoren €/, €5, €5 nach den alten Ein-

heitsvektoren €7, €5, €3 entwickeln:

51, = Rllgl + R1252 + R13€3 5 (1033)
52/ - Rglgl + R22€2 -+ R23€3 5 (1034)
53/ = Rglgl + R32€2 + R33€3 . (1035)

In kompakter Schreibweise lautet dieser Zusammenhang:
3
& =) Rié;. (10.36)
j=1

Die dabei auftretenden Matrixelemente R;; sind durch die Skalarprodukte und damit durch die

Winkel zwischen den Einheitsvektoren €; und €; bestimmt:

3
cosJ (€, €;) =¢ ¢ Z Rixéy - €; = Z Rixdr; = Ryj . (10.37)
k=1

Hierbei haben wir verwendet, dass die alten Einheitsvektoren &, &, & geméf (9.19) orthonor-
il B~ B |

mal zueinander sind. Fordert man nun, dass auch die neuen Einheitsvektoren €}, €5, €5 ortho-

nomal zueinander sind, so gilt analog zu ((9.19))

&l el =0y (10.38)

Aus (9.19) und (10.38)) folgt dann eine eine Einschrénkung an die Matrix R:

3 3 3 3
N — — — —
Gk . 6l = E Rkiei . E le€j = E E Rkileei . Bj
i=1 7=1

i=1 j=1

3 3

3
= DD RuiRuyoy ZRmRzz > RuRj, = 0. (10.39)
i=1

i=1 j=1
Diese Bedingung besagt, dass die Matrix R orthonormal ist, d.h. dass die jeweiligen Zeilen bzw.
Spalten orthonormal zueinander sind:

RR" =R'R=F. (10.40)

Hier bezeichnet E = (9;;) die Einheitsmatrix. Aus dem Transformationsgesetz fiir die Einheits-
vektoren folgt nun aber auch ein entsprechendes Transformationsgesetz fiir die Komponenten

eines Vektores &:

3
7= Zx;é’l’ = Zx; Z R;€; = Z (Zm Rw) ijej (10.41)

=1

Hieraus folgt

;= ZxR” ZRJTZ al, (10.42)
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was in Vektorschreibweise heifit:
i=R'7 — i’ = R¥. (10.43)

Diese Ergebnis wird zur strengen mathematischen Definition eines Vektors herangezogen. Ein
System von drei Elementen zi, o, 25 ist genau dann ein Vektor, wenn es sich beim Ubergang
von einem zum anderen Koordinatensystem genau so transformiert. Demnach stellen z.B. die

Masse, die Zeit und die x-Koordinate nicht die Komponenten eines Vektors dar.

10.6 Inverse Matrizen

Fiir Matrizen ist eine Division nicht erklart. Die Gleichung
A-X=B8B (10.44)

lasst sich nicht ohne weiteres nach X auflosen. Fiir die Teilmenge quadratischer Matrizen
kann man aber inverse Matrizen beziiglich der Matrizen-Multiplikation finden. Hierzu sei A €
Mat(n,R) eine quadratische Matrix. Dann heifit eine ebenfalls quadratische Matrix A~! €
Mat(n,R) die zu A inverse Matrix, falls gilt:

A- A=A A=F. (10.45)

Als konkretes Zahlenbeispiel fiir A, A~! € Mat(2, R) betrachten wir:

o fr 2y (-2 1\ (10|
() (2 ) () 0

Fiir allgemeine Matrizen A, A~ € Mat(2,R) gilt dann:

b 1 d —=b 10
AAt= " 7). - —F. 10.47
(c d) ad — bc <—c a > (O 1) ( )

Falls A eine Inverse A™! besitzt, so ist diese dann eindeutig. Zum Beweis nehmen wir an: Giibe

es mit A~ und A_; zwei Inverse von A, gilte also
ATTA=AAT = F, AA=AA,=F, (10.48)
dann folgt:
A =ALE=A,(AA") =(ALAA T =FA " =A"". (10.49)

Der Vollstéandigkeit halber listen wir noch die folgenden Rechenregeln fiir inverse Matrizen auf:

a) Das doppelt Inverse einer Matrix entspricht der Identitét:

(A=A, (10.50)
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b) Transposition und Invertierung einer Matrix kommutieren:
(A = (N, (10.51)
c¢) Fiir die Invertierung einer Matrix A mit einer reellen Zahl ¢ € R gilt:
41
(cA)" = - A (10.52)

d) Das Inverse eines Produktes von Matrizen ist durch das Produkt der inversen Matrizen
mit umgekehrter Reihenfolge gegeben:
(A-B) ' =Bt At (10.53)
Dies lésst sich wie folgt beweisen:
B'A™" = B'A'E=BT'AT'AB - (AB)"' =B (AT'A) B(AB)™!
= B7'B.-(AB)'=(4B)™". (10.54)
e) Das Inverse einer orthonormalen Matriz R ist aufgrund von (10.40) durch die transpo-

nierte Matrix gegeben:

RT =R, (10.55)



Kapitel 11
Determinanten

Jeder quadratischen Matrix kann man eine Zahl zuordnen, die man als Determinante bezeichnet.
Mit ihr kann man {iberpriifen, ob eine quadratische Matrix ein Inverses besitzt. Falls die inverse

Matrix existiert, kann man sie mit Hilfe von geeigneten Determinanten berechnen.

11.1 Definitionen

Es sei Mat(n,R) die Menge aller quadratischen Matrizen auf R. Dann bezeichnet die Determi-
nante die Abbildung

det : Mat(n,R) — R. (11.1)
Im Falle n = 2 ist die Determinate einer 2 x 2-Matrix definiert durch
det A = det i iz
Q21 A22

Entsprechend gilt im Falle n = 3 fiir die Determinate einer 3 x 3-Matrix die Regel von Sarrus,

a1 Q2
= a11Q22 — Q12091 . (112)

G21 A22

die auch als Jagerzaun-Regel bezeichnet wird:

a1 a2 Qi3
det A = 91 922 A23

azyp asz g3

= (110922033 + Q12023031 + A13A21032 — A31022013 — A32023011 — 33021012 - (11-3)

Die Bezeichnung Jagerzaun-Regel ist auf folgendes Merkschema zur Berechnung der Determi-

nate einer 3 x 3-Matrix zuriickzufiihren:

79



80 KAPITEL 11. DETERMINANTEN

Als Beispiel berechnen wir mit Hilfe von ((11.3]) die Determinante einer 3x3-Matrix

0-2:0+1-1-142-3-1—(1-2-241-1-04+3-1-0)

_— w O

L

S =N
I

— 14+6—4=23. (11.4)

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix ({11.3)) ldsst sich z.B. bei der Berechnung des Vektorpro-

dukts verwenden:

€1 € €3
a x 5: a; ao ag| = (agbg — a3b1)€1 + (ngl — a1b2)€2 —+ (&1[)2 — a2b1>€3, (115)
by by b3

was gerade der Komponentenschreibweise (9.33)) entspricht. Die Regel von Sarrus ([11.3) tritt
aber auch beim Spatprodukt auf:

a; as as
V(@b ) = (@xb)-T=|b by by
¢, C C3

= aibycs + asbsey + asbico — (asbacy + absey + ashicy) , (11.6)

was gerade mit (9.39)) iibereinstimmt.

11.2 Laplacescher Entwicklungssatz

Im allgemeinen Falle einer n x n-Matrix mit n > 3 wendet man den Laplaceschen Entwick-
lungssatz an, um eine Determinante zu berechnen. Es sei A € Mat(n,R). Dann bezeichnet
A;; € Mat(n — 1,R) diejenige Untermatrix, die man durch Streichen der i-ten Zeile und der
j-ten Spalte aus A erhélt:

Q11 ...|Q5)... A1p
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Abbildung 11.1: Die Vorzeichen beim Laplaceschen Entwicklungssatz (11.8)) bzw. (11.9)) weisen

ein Schachbrettmuster auf.

Dann besagt der Laplacesche Entwicklungssatz, dass man die Determinante einer Matrix A mit
Hilfe der Determinanten von Untermatrizen berechnen kann. Hierzu gilt fiir jede Zeile ¢ mit
1< <n:

det A = (—1)“—1&1‘1 det Ail + (—1)”2&,-2 det AZ‘Q + ...+ (—1)i+n(lm det Azn . (118)
Entsprechendes gilt aber auch fiir jede Spalte 7 mit 1 < 7 < n:
det A = (—1)j+1a1j det Alj + (—1)j+2a2j det Agj + ...+ (—1)j+”anj det Anj . (119)

Als Beispiel betrachten wir dieselbe 3 x 3-Matrix wie im Beispiel (11.4). Aber jetzt berechnen
wir deren Determinanten durch Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes auf zweierlei
Weisen. Zum einen entwicklen wir nach der ersten Zeile, d.h. wir wenden ((11.8)) mit ¢ = 1 an:

012 2 1 31 3 2
321 = 0- —1- +2-
110 1 0 1 0 1 1
= —1-(-1)+23-2)=1+2=3. (11.10)

Zum anderen entwicklen wir nach der zweiten Spalte, d.h. wir wenden ([11.9) mit 5 = 2 an, was

natiirlich auf dasselbe Ergebnis fiihrt:

0112 31 0 2 0 2
3211 = —1- 9. —1.
11110 1 0 1 0 3 1
= —1-(-1)+2-(-2)—1-(—6)=1—-44+6=3. (11.11)

Auf der Grundlage dieser Beispiele bemerken wir:

a) Es ist also sinnvoll, nach einer Zeile bzw. Spalte zu entwickeln, die moglichst viele Nullen
enthalt.

b) Die Vorzeichenverteilung im Laplaceschen Entwicklungssatz (11.8)) bzw. (11.9)) kann man
sich dabei als ,, Schachbrettmuster “ vorstellen, wobei die Hauptdiagonale nur aus Plus-
zeichen besteht, siehe Fig. [11.1]
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11.3 Eigenschaften

Wir stellen nun einige niitzliche Eigenschaften zusammen, die beim Berechnen von Determi-

nanten zu beachten sind.
a) Bei einer Diagonalmatrix ist die Determinante durch das Produkt der Diagonalelemente
gegeben:

Al @
det — Al A (11.12)
@ An

b) Hat die Zeile einer Matrix einen gemeinsamen Faktor A, so gilt fiir deren Determinante:

det )\ail ce )\(lm = A det a1 ... Qip . (1113)

c) Hat die Spalte einer Matrix einen gemeinsamen Faktor A, so gilt fiir deren Determinante:
)\alj c. cee Ay

det : = \ det : : (11.14)

)\anj cee Qpj

d) Vertauscht man zwei Zeilen oder zwei Spalten, so dndert sich das Vorzeichen der Deter-

minante.

e) Die Determinante einer Matrix dndert sich nicht, wenn man zur i-ten Zeile das A-Fache
der k-ten Zeile hinzuaddiert:

;1 ... Qip a;1 + )\Clkl cee Qip T+ )\alm
det | © | =det : : i (11.15)

A1 ... Qgp Qg1 . Akn

f) Die Determinante einer Matrix &ndert sich nicht, wenn man zur j-ten Spalte das A-Fache

der [-ten Spalte hinzuaddiert:

cee Q1 ... Q1 e a1j+)\all N ¢ 5 1
det : : = det : : ) (11.16)

Apj - Gpp ... B Y R Ay
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Matrix A und transponierte Matrix A7 haben dieselbe Determinante:

det A = det AT (11.17)

Aus det A = 0 folgt, dass A nicht invertierbar ist, da die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren

linear abhéngig sind.

Eine Veranschaulichung hiervon ist z.B durch das Spatprodukt ((11.6)) der Zeilen- bzw. Spal-
tenvektoren gegeben. Sobald die drei Zeilen- bzw. Spaltenvektoren linear abhéingig sind,
verschwindet mit dem Spatprodukt das von ihnen aufgespannte Volumen und damit die

Determinante der von ihnen gebildeten Matrix.

Der Produktsatz besagt, dass die Determinante des Produktes zweier Matrizen durch das

Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen gegeben ist:
det(A- B) = (det A) - (det B). (11.18)

Als Spezialfall wenden wir den Produktsatz auf Matrix A und inverse Matrix A~! an, fiir
die gilt:

A-A'=E. (11.19)

Bildet man auf beiden Seiten die Determinante, so kann man auf der linken Seite den
Produktsatz (11.19) und auf der rechten Seite a) verwenden:

det(A- A7) = (det A) - (det A™') =det E = 1. (11.20)

Damit erhalten wir das Ergebnis, dass die Determinante der inversen Matrix A~! durch

das Inverse der Determinante der Matrix A gegeben ist:

1
det A~ = : 11.21
¢ det A (11.21)
Ist also det A = 0, dann existiert A~! nicht, siehe h).
Fiir eine orthonormale Matrix R, die die Eigenschaft ((10.40) erfiillt, gilt:
1

=det R =det R =det R. 11.22
g e R et R et R ( )

Im ersten Schritt wurde (11.21])) verwendet, im zweiten Schritt wurde ({10.55) beachtet
und schliefllich konnte (11.17) angewandt werden. Aus ((11.22) ergibt sich dann:

det R = £1. (11.23)

Man wahlt iiblicherweise eine orthonormale Matrix mit der Eigenschaft det R = 1, da

dann ein Rechtssystem wieder in ein Rechtssystem abgebildet wird.
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Wir wenden nun diese Determinanten-Eigenschaften an, um die Determinante der obigen 3 x 3-
Matrix ((11.4)) erneut zu berechnen:

01 2 321 3 2 1 32 1
32 1=—1012=-/0 1 2 |==01 2|=-3-1-(=1)=3. (11.24)
110 110 0 1/3 —1/3 00 —1

Im ersten Schritt wurde mit Hilfe von d) die erste und zweite Spalte vertauscht. Anschlieend
wurde im zweiten Schritt e) dadurch angewandt, dass von der dritten Spalte das 1/3-Fache der
ersten Spalte subtrahiert wurde. Im dritten Schritt wurde nochmals e) verwendet, nun wurde
aber von der dritten Spalte das 1/3-Fache der zweiten Spalte subtrahiert. Und schliefllich fiihrte
der Laplacesche Entwicklungssatz bzw. dazu, dass sich die Determinante aus dem
Produkt der Diagonalelemente unmittelbar berechnen lésst.

11.4 Inverse Matrix

Mit Hilfe der Cramerschen Regel ldasst sich das Inverse einer Matrix A, sofern dieses existiert,

mit Hilfe von Determinanten wie folgt berechnen:

1
-1 _ .
= detAad‘] A. (11.25)

Hierbei bezeichnet
die Adjunkte der Matrix A. Sie wird aus den Determinanten aller Untermatrizen A;; gebildet.

Als erstes Beispiel betrachten wir eine allgemeine 2x2-Matrix

A= " M2 (11.27)
21 Q22

deren Determinante schon in ((11.2)) berechnet wurde. Geméa$ ((11.26)) lautet deren Adjunkte
)i+t _1)1+2 _
adj A= <( )¢ am (=) “21> = (“22 a21> . (11.28)

(_1)2+1 a12 (_1)2+2 ar —a12 a1l

Damit ergibt sich die zu A inverse Matrix mit Hilfe von (11.25]) zu

Al = ! < 422 _“21> . (11.29)

a11Q22 — A12G21 \ —G12 A11

Dieses Ergebnis hatten wir schon in (10.47]) erwéhnt.
Nun betrachten wir noch als zweites Beispiel die 3x3-Matrix

2 -1 0
A=|-1 2 =1 (11.30)



11.4. INVERSE MATRIX 85

mit der Determinante
det A=840+0—-(2+2+0)=4. (11.31)

Da det A # 0 ist, existiert die zu A inverse Matrix A~!, die nun mit der Cramerschen Re-
gel berechnet wird. Die Adjunkte von A ist nun aufgrund von (11.26) eine 3x3-Matrix mit

Determinanten von 2x2-Matrizen als Eintragen:

T
2 -1 -1 -1 -1 2
+ — +
-1 2 0 2 0 -1 T
10 2 0 2 -1 521
adj A= — + — =12 4 2 (11.32)
-1 2 0 2 0 -1
1 2 3
-1 0 2 0 2 -1
+ — -
2 -1 -1 -1 -1 2
Hieraus folgt dann mit (11.25]) die zu A inverse Matrix:
. . 3 21
-1 .
_ di A== 11.
Jor 4 2 2 4 2 (11.33)
1 2 3
Zur Probe berechnen wir noch:
2 -1 0 1 3 21 1 00
A-AtT=1-1 2 -1 1124 2[=010 =F (11.34)
0o -1 2 1 2 3 0 01






Kapitel 12
Lineare Gleichungssysteme

Bei vielen praktischen Fragestellungen treten lineare Gleichungssysteme auf. Es handelt sich
hierbei um lineare Gleichungssysteme mit einer oder mehreren Unbekannten, die alle gleichzeitig

erfiillt sein sollen.

12.1 Definition

Allgemein l&dsst sich ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten

immer auf die folgende Form bringen:

1121 + a12%2 + ... + a1, = by,
ATy + AT + ... + dgpTn = by,
(12.1)
A1 T1 + QT + ...+ Ty, = by, . (12.2)
Lineare Gleichungssysteme, bei denen alle b; mit 7 = 1, ..., n gleich Null sind, werden homogen

genannt, andernfalls nennt man sie inhomogen. Homogene Gleichungssysteme besitzen stets
mindestens die sogenannte triviale Losung, bei der alle Unbekannten gleich Null sind. Bei
inhomogenen Gleichungssystemen kann dagegen der Fall eintreten, dass iiberhaupt keine Losung

existiert.

12.2 Matrixform

Fiir die Behandlung linearer Gleichungssysteme ist es niitzlich, alle Koeffizienten a;; zu einer
Matrix A, der sogenannten Koeffizientenmatrix, zusammenzufassen. Entsprechend lassen sich

auch alle Unbekannten und die rechte Seite des Gleichungssystems zu Vektoren, also einspaltigen
87
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Matrizen, zusammenfassen:

KAPITEL 12. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

ann a2 Q1n T by
921 29 ... QA9p . ) - bg
Al Om2 - - Omn Tp b,

Damit schreibt sich ein lineares Gleichungssystem unter Benutzung der Matrix-Multiplikation

kurz

Az =1. (12.4)

12.3 Losbarkeit

Ein Vektor Z ist eine Losung des linearen Gleichungssystems, wenn A7 = b gilt. Die Losungsmenge

des linearen Gleichungssystems bezeichnet man als:
L={7Z|A7=1b}. (12.5)

Ob und wie viele Losungen ein lineares Gleichungssystem besitzt, ist unterschiedlich. Es kénnen

die folgenden Félle auftreten:

a) Das lineare Gleichungssystem hat keine Losung, d.h. die Losungsmenge ist die leere Menge

L = {0}.

b) Das lineare Gleichungssystem hat genau eine Losung, d.h. die Losungsmenge enthilt

genau ein Element.

c) Das lineare Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Die Losungsmenge enthalt

also dann unendlich viele n-Tupel, die alle Gleichungen des Systems losen.

12.4 Gauf3-Verfahren

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems lésst sich grundsétzlich mit Hilfe der er-
weiterten Koeffizientenmatrix bestimmen. Hierzu fiigt man an die Koeffizientenmatrix A eine

Spalte mit dem Inhomogenitatenvektor b hinzu:

a1 a2 N AT b1
o a a .. Qop | b
@Ap =\ T (12.6)
A1 Amo -+ Qmn | On

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems verdndert sich nicht, wenn eine der drei

elementaren Zeilenumformungen vorgenommen wird:
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a) Vertauschung zweier Zeilen.
b) Multplizieren einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl.

¢) Addieren einer Zeile oder des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Im Rahmen des Gaufl-Verfahrens wendet man diese drei elementaren Zeilenumformungen ite-

rativ an, um die erweiterte Koeffizientenmatrix in die sogenannte Stufenform zu iiberfiihren:

ay, ajy ... ay ... oadl, | b
0 aby ... ay, ... ab, | U
0 0 ... ay ... a,| b |- (12.7)
0 0 0 |,
0 0 0 0| o

Um immer genau diese Form zu erhalten, muss man manchmal auch Spaltenvertauschungen

vornehmen. Die &ndern dann die Reihenfolge der Variablen, was man am Ende beriicksichtigen

muss. Auflerdem nehmen wir bei der obigen Stufenform an, dass a;j #0firj=1,...,k Die
Anzahl der Lésungen lésst sich dann an den Koeffizienten 0 mit ¢ = 1,..., m ablesen:
a) Ist mindestens ein b, mit ¢ = k+ 1,...,m von Null verschieden, so gibt es keine Losung.

b) Sind alle b, ...,b;, gleich Null oder gilt & = m, so gilt

i) ist k = n, so ist das lineare Gleichungssystem eindeutig lésbar.

ii) ist k& < n, so gibt es unendlich viele Losungen. Der Losungsraum hat dann die

Dimension n — k.

12.5 Gaufl-Jordan-Verfahren

Durch weitere elementare Zeilenumformungen lésst sich die erweiterte Koeffizientenmatrix von

der Stufenform auf die reduzierte Stufenform bringen:

10 0 afpy ... af, | Of
0 1 0 abyq ... ay, | b5
00 ... 1 afyyq .. ap,| by |- (12.8)
00 ..0 0 ... 0|,
00..0 0 ... 0]/
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Sofern es eine Losung gibt, falls also by, = ... = b, = 0 gilt oder £ = m, dann lautet die
Losungsmenge:
(
by —pp gy —af,
by —pp1 gy —aj,
. . . Sk+1 Sk+1
.// " " " Sk+2 Sk+2 n—k
L= bk TOkt1 T Okt — A, : cR (12.9)
0 1 0 0
. . Sn Sn
0 0 0 1
\ J
12.6 Beispiel fiir eindeutige L6sung
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem:
T+ 2$2 +x3 = 1
To — T3 = 0
Es besitzt die erweiterte Koeffizientenmatrix
12 1|1
(Ap)=12 3 0 |1 (12.11)
01 =110
Wir wenden nun elementare Zeilenumformungen an:
1 2 111 12 1|1
D 0 -1 —-2|-1 @ 01 2|1
— —
0 1 —-1[10 00 —3|-1
1 0 =3| -1 10 0] 0
€) @
01 2 1 01 0(1/3 (12.12)
— —
00 1 |[1/3 00 1[1/3

Hierbei wurde im Schritt ) das Zweifache der ersten Zeile von der zweiten Zeile abgezogen.

Beim Schritt ) wird zum einen die zweite Zeile in ihr Negatives iiberfiihrt, zum anderen wird
zur dritten Zeile die zweite Zeile hinzuaddiert. Schliellich wird im Schritt 3) die dritte Zeile mit

(-1/3) multipliziert, wéhrend von der ersten Zeile das Zweifache der zweiten Zeile subtrahiert

wird. Im letzten Schritt @) wird dann zur ersten Zeile das Dreifache der dritten Zeile addiert

und von der zweiten Zeile das Zweifache der dritten Zeile abgezogen. Am Ende lesen wir aus
(12.12)) ab, dass es eine eindeutige Losung gibt:

L:

0
1/3
1/3

(12.13)
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Zur Probe berechnen wir:

12 1 0 1
23 0 |[13]=1]1]. (12.14)
01 -1/ \1/3 0

Diese eindeutige Losung folgt auch durch Invertierung der Koeffizientenmatrix

1
01, (12.15)
~1

A:

S NN =
_— W N

die die Determinante
det A=-3+4+2—(—4)=3 (12.16)

besitzt. Da det A = 3 # 0 ist, existiert die Inverse zu A. Bilder wir die Adjunkte zu A geméaf
(I1.26)

T
3 0 2 0 2 3
+ — +
1 -1 0 —1 01 T
2 1 11 12 22
adjA = | — + — =3 -1 -1 , (12.17)
1 -1 0 —1 0 1
-3 2 -1
2 1 11 1 2
- — -
30 2 0 2 3
so folgt die Inverse A~! aus ((11.25):
-3 3 -3
adjA 1
AT = == - . 12.1
detA 3 2 L2 (12.18)
-1 -1
Der eindeutige Losungsvektor ergibt sich damit zu
) -3 3 -3 1 . 0
F=A"b= sl 2 -1 o2 Ll=z(1] (12.19)
2 -1 -1 0 1
12.7 Weiteres Beispiel
Als letztes Beispiel sei das folgende lineare Gleichungssystem gegeben:
T+ $2+3§'3—2$4:1
T+ To— T3 =-1. (1220)

3[E1+3[E2+J]3—4[E4:1
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet hier

11 1 2|1
Apy=1]11 -1 0 |-1]. (12.21)
33 1 —4] 1

Elementare Zeilenumformungen ergeben zunéchst

11 1 -2
@ 00 2 —2| 2], (12.22)
—

00 —2 2 |-2

110 —1l0
@ 001 —1/1], (12.23)
—

000 010

101 —1l0
® 010 —2/1 (12.24)
—

000 010

Im Schritt @) wird die zweite von der ersten Zeile abgezogen. Auerdem wird von der dritten
Zeile das Dreifache der ersten Zeile abgezogen. Ferner wird im Schritt (2) von der ersten Zeile
die Hilfte der zweiten Zeile abgezogen, die Eintrage der zweiten Zeile werden halbiert und
zur dritten Zeile wird die zweite Zeile hinzuaddiert. Um die reduzierte Stufenform zu erhalten,
miissen im Schritt 3) schlieBlich noch zweite und dritte Spalte vertauscht werden. Der zu

gehorende Losungsvektor lautet:

0 11
1 0 1

+ . (12.25)
0 1 o] \¢
0 0 1

Wegen der Vertauschung der zweiten und der dritten Spalte miissen aber noch die zweite und

die dritte Komponente des Losungsvektors vertauscht werden, so dass wir erhalten

T 0 -1 1 —s 4+t
0 1 0
=" = n i = R (12.26)
T3 1 0 1 t 1+t
Ty 0 0 1 t
Und schlieflich machen wir noch die Probe:
T1+2o+x3—284 = —S+t+s+1+t—-2t=1
r1+x9—23 = —s+t+s—1—1t=-1

301 +3x9+x3—4x4 = —-35s+3t+3s+1+t—4t=1. (12.27)
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