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Kurzzusammenfassung

In dieser Promotionsschrift werden Untersuchungen thermodynamischer und statistischer Eigen-
schaften von Bose-Einstein-Kondensaten in endlichen Systemen présentiert. Grosskanonische Be-
schreibungen idealer Bose-Gase liefern analytische und numerische Ergebnisse fiir die Warmeka-
pazitdten und Grundzustand-Besetzungen in verschiedenen Potentialen. Verbesserte analytische
Berechnungen der Kondensations-Temperatur fithren zu akkuraten quantitativen Beschreibungen
der Finite-Size-Effekte. Entgegen einer weit verbreiteten Meinung liefert die grosskanonische Bose-
Einstein-Verteilung jedoch eine falsche Beschreibung der Teilchenzahl-Statistik im Kondensations-
Bereich. Eine alternative Beschreibung der Bose-Einstein-Kondensation fiir Systeme im thermi-
schen Gleichgewicht ist innerhalb der kanonischen Ensemble-Theorie moglich. Die Rechnungen da-
zu werden im Rahmen der Vielteilchen-Theorie mit Hilfe der Pfadintegral-Methode durchgefiihrt.
Es ergeben sich dabei physikalisch sinnvolle Resultate fiir thermodynamische Grossen im gesamten
Temperaturbereich. Insbesondere wird darin auch das von Feynman fehlerhaft behandelte Pro-
blem des homogenen Gases in einer geeigneten Weise korrigiert. Weiterhin wird bestétigt, dass die
Teilchenzahl-Statistik innerhalb der kanonischen Ensemble-Theorie addquat beschrieben wird. Ein
weiteres Forschungsgebiet, das in dieser Schrift beleuchtet wird, beschéftigt sich mit thermodyna-
mischen Eigenschaften der schwach kontakt- und dipolar wechselwirkenden Bose-Gasen. Hierbei
wird der Einfluss der Wechselwirkungen auf die Kondensations-Temperatur der in harmonischen
Fallen eingefangenen Bosonen studiert. Das besondere Augenmerk gilt dabei der charakteristi-
schen Sensitivitdat der Dipol-Dipol-Wechselwirkung gegeniiber der Fallen-Anisotropie.

Abstract

In this thesis, the investigations of thermodynamical and statistical properties of Bose-Einstein
condensates in finite systems are presented. Descriptions of ideal Bose gases within grand-canonical
ensemble yield analytical and numerical results for the specific heat and the ground-state occu-
pancy in different potentials. Advanced analytical studies of the condensation temperature give
accurate descriptions of finite-size effects. Contrary to common oppinion, the grand-canonical
Bose-Einstein distribution is shown to fail describing particle-number counting statistics in the
condensate region. An alternative description of a Bose-Einstein condensation is given within the
canonical ensemble theory of systems in thermal equilibrium. There, the suitable path-integral
formulation is applied in the framework of many-body theory. This procedure leads to resonable
thermodynamic properties for all temperatures. The originally misleading treatment of a homo-
geneous Bose gas by Feynman is properly corrected here. Furthermore, it is corroborated that the
particle counting statistics is adequately reproduced within the canonical ensemble. A different
field of study illuminated here concerns thermodynamical properties of weakly contact and dipolar
interacting Bose systems. The interaction influence of the condensation temperature of harmoni-
cally trapped bosons is investigated. In particular, our attention is turned to the characteristic
sensitivity of the dipolar interaction with respect to the anisotropy of the trap.
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Kapitel 1
Einleitung

In diesem einleitenden Kapitel beschreiben wir zunéchst die geschichtliche Entwicklung auf dem
Gebiet der Bose-Einstein-Kondensation. Anschlielend skizzieren wir grob die experimentellen
Techniken, die zur Realisierung der Kondensation und deren Manipulation notwendig sind. Da-
nach beschreiben wir kurz die Situation in endlichen Ensembles von ununterscheidbaren Teilchen
und die damit verbundenen theoretischen Aspekte. Zum Schluss folgt eine kurze Ubersicht der
Themengebiete der vorliegenden Promotionsschrift.

1.1 Historisches

Die Entwicklung der Physik im neunzehnten Jahrhundert bekam einen rasanten Aufschwung mit
der Einfithrung statistischer Methoden, die besonders von Boltzmann und Gibbs vorangetrieben
wurden. Diese Methoden wurden von der intuitiv zugénglichen Statistik makroskopischer Objekte
iibernommen und auf molekulare oder atomare Bestandteile von Gasen angewendet. Die Voraus-
sagen iiber einen Zustand werden bei dieser Vorgehensweise in Form von Wahrscheinlichkeiten
w angegeben. Ein Zustand wird dabei im thermischen Gleichgewicht in erster Linie durch sei-
ne Energie E beschrieben. Es stellt sich heraus, dass Zustédnde mit hoheren Energien weniger
wahrscheinlich realisiert werden und zwar in einem Maf}, das durch die Temperatur 7" vorgegeben
wird:

w(E) ~ e B/keT (1.1)

wobei kg die Boltzmann-Konstante darstellt. Fiir verschwindende Temperatur wiirde demnach nur
ein Zustand mit minimaler Energie iiberleben, was die Aussage der klassischen Mechanik wider-
spiegelt. Eine endliche Temperatur fiihrt zu einer Verschmierung der Verteilung iiber verschiedene
Energien, wodurch die Gesetze der klassischen Physik auf den realistischen Fall unter Einfluss der
Thermodynamik verallgemeinert werden. Diese Herangehensweise fithrte unter anderem zur kine-
tischen Gastheorie und somit zum mikroskopischen Verstédndnis der Thermodynamik. Nach den
Erfolgen der Statistik versuchte man aber auch, mit denselben Methoden die thermische Strahlung
eines schwarzen Korpers zu quantifizieren. Die Wiensche Strahlungsformel beschrieb die Abstrah-
lungscharakteristik dieses idealisierten Objekts fiir hohe Frequenzen gut, war aber nicht sehr gut
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begriindet und fiir tiefe Frequenzen inakzeptabel. Rayleigh dagegen gelang es, die Situation fiir
niedrige Frequenzen erfolgreich zu beschreiben, fiir hohe Frequenzen sagte seine Formel allerdings
eine unphysikalische Divergenz voraus.

Im Jahre 1900 leitete Max Planck eine mit Experimenten sehr gut vertréigliche Interpolationsformel
fiir das gesamte Spektrum eines thermischen Strahlers ab. Seine Herleitung ging von der Existenz
der Strahlungsquanten aus. Die Quantisierung des Strahlungsfeldes schien zunéchst eine kiinstliche
Forderung zu sein, die erst einige Jahre spéter von Albert Einstein ernsthaft wahrgenommen wur-
de. Nach Einsteins Betrachtung der Schwarzkorperstrahlung waren die nach Boltzmann verteilten
Energiezustiande des Strahlers gequantelt und Uberginge zwischen ihnen losten die Strahlung aus.
Die resultierende spektrale Energiedichte eines derartigen Objekts im thermischen Gleichgewicht
bei Temperatur T ergab sich nach der Formel

812 hv
w(v) = 3 ehw/ksT _ 1 ° (1.2)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit und v die Lichtfrequenz bedeuten und h die von Planck ein-
gefiithrte Konstante bezeichnet. Dadurch unterliegen Lichtquanten einer Statistik, die sich von der
Boltzmannschen insbesondere fiir kleine Energien (Frequenzen) stark unterscheidet. Im hochfre-
quenten Bereich sind die einzelnen Moden dennoch stark genug unterdriickt, was die Rayleighsche
Ultraviolett-Katastrophe beseitigt. Diese erfolgreiche Losung des Problems war die Geburtsstunde
der Quantenstatistik.

Einige Jahre spéter leitete Satyendranath Bose die Verteilung (1.2) fiir ein Gas aus masselosen
Photonen aus dem Extremalprinzip her [1]. Diese Vorgehensweise konnte Einstein noch verallge-
meinern und so auch auf massive einatomige gasformige Substanzen anwenden [2]. Seine Verteilung
sagt nun fiir ideale wechselwirkungsfreie Gase bei Temperatur 7' die folgende mittlere Teilchenzahl
im Energiezustand E voraus:

1
e(B-w)/kpT _ 1

NB(E) = (1.3)

Dabei tritt ein zuerst unbestimmter Parameter p auf, der als das chemische Potential bezeichnet
wird. Die Analogie zwischen Lichtquanten und massiven Teilchen deutete nun auf den universellen
Charakter der von Bose und Einstein gefundenen Verteilung hin. Diese folgt némlich lediglich aus
der prinzipiellen Ununterscheidbarkeit der mikroskopischen Bestandteile und héngt nicht von der
Art der Materie ab.

Tatséchlich sind in der Mikrowelt alle Teilchen der gleichen Sorte prinzipiell ununterscheidbar.
Bei Zustands-Beschreibungen mit Hilfe der Vielteilchen-Wellenfunktionen in mehr als zwei Raum-
Dimensionen gibt es nur zwei Moglichkeiten, diesem Umstand Rechnung zu tragen. In der ersten
sind die Wellenfunktionen symmetrisch beziiglich des Teilchenaustauschs und in der zweiten total
antisymmetrisch. Die erste Teilchensorte hat laut Paulis Spin-Statistik-Theorem [3] einen ganz-
zahligen Spin und unterliegt der Bose-Einstein-Verteilung (1.3). Solche Teilchen werden deswegen
auch als Bosonen bezeichnet. Die Teilchen mit halbzahligem Spin gehoren zur zweiten Teilchen-
sorte. Sie unterliegen der so genannten Fermi-Dirac-Verteilung

1

F _
N (E) o e(BE—n)/kpT +1

(1.4)



1.1. HISTORISCHES 3

NF NB 1 NB
1 a) 15 ! b) 15 C)
:
1
\ 1 ' 1
1
0.5 |
1
0.5 X 0.5
1
1
1 K
0 0 I 0
Ey Iz E Iz Ey E uw=Ey E

Abbildung 1.1: a) Besetzungszahlen fiir verschiedene Energien nach der Fermi-Dirac-Verteilung
(1.4) fiir eine fest vorgegebene Grundzustandsenergie Fy und chemisches Potential p > FEy. b)
und c) Besetzungszahlen nach der Bose-Einstein-Verteilungen (1.3) fiir 4 < Ey bzw. u = Ey. Die
Verteilungen sind fiir verschiedene Temperaturen ausgewertet: griin bei 7' = p/kp fir Fermionen
bzw. T' = Ey/kp fiir Bosonen, blau bei T' = 0.3p/kp bzw. T' = 0.3Ey/kp und rot bei T'= 0.1u/kp
fiir Fermionen bzw. T' = 0.1Ey/kp fiir Bosonen. Die durchgezogenen schwarzen Kurven stehen fiir
verschwindende Temperaturen. Alle Ergebnisse sind hierbei nicht normiert.

und werden Fermionen genannt.

Was sind nun die Besonderheiten der Bosonen und Fermionen? Die Fermionen besetzen bei ver-
schwindender Temperatur alle Zustdnde mit Energien kleiner als das chemische Potential und
keine oberhalb dessen, siche Abb. 1.1 a). Das chemische Potential wird hier auch als die Fermi-
Energie bezeichnet. Sie markiert bei verschwindender Temperatur also die Besetzungsgrenze. Mit
steigender Temperatur ist die stufenformige Struktur der Verteilung immer weniger stark aus-
geprigt und die Kurven werden immer glatter. Bei Bosonen beobachtet man etwas qualitativ
Anderes. Es gibt hier keine Zustdnde mit Energien unterhalb des chemischen Potentials, weil die
Teilchenzahlen (1.3) positiv sind. Deswegen muss das chemische Potential p kleiner sein als der
niedrigste Energiezustand FEj, auch Grundzustand genannt, es sei denn beide sind gleich. Diese
grundsitzlich verschiedenen Situationen sind in Abb. 1.1 b) bzw. ¢) graphisch skizziert. Bei ver-
schwindender Temperatur (durch dicke schwarze Linien dargestellt) gibt es keine Zustédnde fiir den
Fall p < Ey. Fiir p = FEy konnen sich die Teilchen dagegen im Grundzustand aufhalten. Auch fiir
endliche Temperaturen ist der Grundzustand bevorzugt besetzt, aber nun sind auch alle anderen
Zusténde moglich. Der Unterschied zwischen den Féllen p < Ey und p = Ej ist dennoch deutlich.
Wiéhrend die Besetzung des Grundzustands im ersten Fall endlich bleibt, divergiert sie im zweiten
Fall, so dass der Grundzustand makroskopisch besetzt wird. Das wére an sich noch nicht sehr ver-
wunderlich, denn auch unterscheidbare Teilchen, die der Boltzmann-Statistik geniigen, besetzen
am absoluten Temperatur-Nullpunkt alle den Grundzustand. Bei endlichen Temperaturen werden
aber in diesem klassischen Fall alle Zusténde durch endliche Teilchenzahlen besetzt. Somit wiirde
der Grundzustand nach der Boltzmann-Verteilung (1.1) keine Besonderheiten aufweisen. Bemer-
kenswerter Weise treten beim Grundzustand von Bosonen auch bei endlichen Temperaturen noch
singuldre Besetzungszahlen auf, und das macht sie so interessant.

Man bedenke, dass sich die mittlere Gesamtteilchenzahl als die Summe der Teilchenzahlen (1.3)
iiber alle Energiezustinde E ergibt. Bei einem kontinuierlichem Energiespektrum entspricht das
der Fliche unter der N®(E)-Kurve in Abb. 1.1 b) bzw. c). In einem Ensemble mit einer festen
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Temperatur kann diese Flache fiir den Fall © < Ey durch Variation des chemischen Potentials
i bis zu einem kritischen Maximalwert eingestellt werden. Je néher p an die Grundzustands-
Energie Fy herankommt, umso grofler kann die Flache werden. Doch Ej stellt fiir das chemische
Potential eine obere Schranke dar, und somit kann eine Erhéhung der Teilchenzahl iiber den
kritischen Wert durch keinen weiteren p-Anstieg kompensiert werden. Zum ersten mal wurde
das von Einstein in der Arbeit [2] erkannt. Er verglich die Situation mit einem Wasserdampf-
Kondensat-System in der Luft. Uberschreitet namlich die Dampfkonzentration einen bestimmten
Wert, so ist die Luft gesdttigt und Wasserdampf kondensiert in Form von Tropfchen. Letzterer
beansprucht dann kein “besonderes” Volumen und trégt nicht zum Dampfdruck bei. Analog dazu
kondensieren Bosonen, indem sie ihren Grundzustand makroskopisch besetzen und darin von der
Thermodynamik entkoppeln, so dass die Analogie zum Wasserdampf auf den Energieraum zu
iibertragen wiére.

Eine dhnliche Uberlegung lisst sich mit einem System anstellen, in dem man die mittlere Teil-
chenzahl festhiilt und die Temperatur variiert. Bei einer Abkiihlung wird die Fiche unter N(E)
verringert, wie man unmittelbar aus Abb. 1.1 b) und c) sieht. Diesem Effekt kann man bis zu
einer kritischen Temperatur durch eine Erhohung des chemischen Potentials entgegenwirken. Der
kritische Temperaturwert lédsst sich fiir das homogene Bose-Gas mit der vorgegebenen Dichte n
nach der Gleichung

2
Mkg

bestimmen, wobei M die Masse der Bosonen bezeichnet. Wiirde man ein System auf Temperatu-

T. = 0.08391 n*/3 (1.5)

ren unterhalb dieses kritischen Wertes kiihlen, so miisste sich ein Teil der Atome im Kondensat
befinden. Der Anteil solcher kondensierter Teilchen ldsst sich fiir ein homogenes System im ther-
modynamischen Limes unendlich vieler Teilchen entsprechend der Gleichung

T\ 3/2
1- (=
(7)

bestimmen, wobei © die Heavisidesche Stufenfunktion ist. Diese Temperatur-Abhéngigkeit ist in

. No
lim N = O(T.—1T) (1.6)

Abb. 1.2 graphisch dargestellt. Wie man daraus sieht, beginnt die Kondensation am kritischen
Punkt und erfasst fiir kleinere Temperaturen immer mehr Teilchen. Beim absoluten Temperatur-
Nullpunkt wiirde sogar die sdmtliche Substanz kondensieren. Diese befindet sich dann in einem
einzigen reinen Quantenzustand (Grundzustand) und ist makroskopisch zugénglich. Interessan-
terweise findet der Kondensations-Prozess lediglich aufgrund der Statistik statt und bedarf keiner
aufBeren oder inneren Krifte.

In der oben genannten Arbeit [2] versuchte Einstein, ein etwas merkwiirdiges Verhalten einiger Me-
talle zu erkléaren, die bei sehr tiefen Temperaturen ihren Stromleitungs-Widerstand fast géanzlich
verlieren. Dieser Effekt der so genannten Supraleitung wurde bereits im Jahr 1911 von Kamerlingh
Onnes entdeckt und blieb bis auf einige Vermutungen iiber den quantenmechanischen Ursprung
weitestgehend unverstanden. Einstein erklarte dies mit einer Kondensation des Elektronengases.
Obwohl wir heute wissen, dass Elektronen selbst Fermionen sind und eigentlich nicht direkt kon-
densieren konnen, war das Phénomen dadurch in seinem Kern dennoch richtig erfasst. Mehrere
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Abbildung 1.2: Temperaturabhéngigkeit der Kondensat-Fraktion in einem homogenen System
nach Gleichung (1.6).

Jahrzehnte spéter (1957) hatten Bardeen, Cooper und Schrieffer in ihrer BCS-Theorie den Effekt
mit Bildung kompositer bosonischer Teilchen, der so genannten Cooper-Paare, quantenmechanisch
korrekt beschreiben konnen [4]. Somit zeigten sich experimentell die ersten Kondensations-Effekte
ironischerweise tatséchlich an urspriinglich fermionischen Teilchen.

Auch eine weitere interessante Tieftemperatur-Erscheinung ist auf Kamerlingh Onnes zuriickzu-
fiihren. In seinen Untersuchungen zum ultrakalten Helium (bosonisches *He-Tsotop) bildete sich
an den Gefdsswianden ein diinner Film. Dieser benetzte moglichst groflie Oberflichen, wodurch
die Fliissigkeit entgegen der Gravitation die Wéande hochkroch. Dieser Effekt wurde spéter in
Verbindung mit der so genannten Suprafluiditéat erklart, die im Jahre 1937 von Pjotr Kapiza ex-
perimentell entdeckt und theoretisch von Fritz London und Lew Landau beschrieben wurde. Dabei
handelt es sich um ein Quantenphédnomen, bei dem die Fliissigkeit unter anderem scheinbar ohne
Reibung fliefit, also ein mechanisches Analogon zur Supraleitung darstellt. Eine noch komplette-
re Analogie zur Supraleitung wurde hergestellt, als 1971 von Lee, Osheroff und Richardson die
Suprafluiditit auch im fermionischen Isotop *He gefunden wurde. Die einzelnen Atome sind zwar
stark wechselwirkende Fermionen, lassen sich aber geméafl der Landau-Theorie der Fermi-Fliissig-
keiten in der Sprache schwach wechselwirkender Quasiteilchen beschreiben. Diese Quasiteilchen
haben gewisse Ahnlichkeiten mit den Cooper-Paaren bei Elektronen in Supraleitern. Da die Su-
prafluiditat ein makroskopischer Quanteneffekt ist und bei einer bestimmten Temperatur einsetzt,
besteht in dieser Hinsicht eine Verbindung zur Bose-Einstein-Kondensation. Jedoch werden die
YHe- und 3He-Suprafliissikeiten nicht von der urspriinglich wechselwirkungsfreien Theorie der Bose-
Gase beschrieben, denn obwohl sich diese Systeme bei verschwindender Temperatur komplett im
suprafluiden Zustand befinden, so gehoren doch lediglich 10% aller Teilchen der Grundzustands-
Fraktion an.

Ein bosonisches System mit nahezu verschwindender Wechselwirkung liegt in Form elektroma-
gnetischer Strahlung vor, die als Gas von Photonen angesehen werden kann. Dieses kann sogar
in einem stark kohérenten Zustand erzeugt werden, dem so genannten Laser-Licht. Zuerst wurde
es im Jahre 1960 von Maiman in einer Mikrowellenstrahlung realisiert (MASER). Allerdings ist
die Erzeugung von Laser-Licht sehr stark an die Ungleichgewichts-Bedingung mit der Umgebung
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gebunden. Deswegen kann es in dieser Form keineswegs der fiir das thermische Gleichgewicht ent-
wickelten Bose-Einstein-Verteilung geniigen. Betrachtet man jedoch die Gleichgewicht-Situation
z.B. in einem Schwarzkorperstrahler, so muss man feststellen, dass es dort keine Erhaltung der
Photonenzahl gibt. Eine Temperaturerniedrigung wiirde z.B. nicht zur Bildung eines kohérenten
Kondensat-Zustandes fithren, sondern zu einer Absorption in die Wande des schwarzen Korpers.
Die Situation ist im Prinzip dhnlich der eines Teilchengas-Problems unterhalb der Kondensations-
Temperatur. Die thermisch angeregten Teilchen verschwinden bei Temperaturerniedrigung in das
Grundzustand-Kondensat. Diesmal jedoch représentiert ein Photon immer einen angeregten Zu-
stand des elektromagnetischen Feldes, und dessen Grundzustand ist das Vakuum.

Ahnlich einem Photon, das die Anregungen des elektromagnetischen Feldes darstellt, existieren in
einem Festkorper noch weitere bosonische Anregungen. Dazu zéhlen Phononen, Polaritonen, Exzi-
tonen, Magnonen und andere Quasiteilchen. Sie alle stellen schwach wechselwirkende Systeme dar,
die sich unter Umsténden in einem einzigen makroskopischen Quantenzustand bringen lassen. Die-
se Art von Kondensaten wurde bereits Anfang der Neunziger am Beispiele der Exzitonen in einem
Halbleiter realisiert [5], weitere Vertreter dieser Art folgten in Form von Polaritonen [6], Phononen
[7] und Magnonen [8]. Doch befinden sich all diese Systeme fern vom thermischen Gleichgewicht
mit ihrer Umgebung und &hneln auch sonst eher dem oben beschriebenen Photonengas.

Gesucht wurde also weiterhin nach einem System aus einer festen Zahl massiver bosonischer
Teilchen mit moglichst schwacher Wechselwirkung. Dieses vermutete man beim Spinpolarisierten
Wasserstoff, das selbst beim absoluten Temperatur-Nullpunkt noch gasférmig bleibt [9], oder alter-
nativ bei stark verdiinnten Gasen. Da sie aber nur bei sehr niedrigen Temperaturen kondensieren
konnen, kostete es noch weitere Anstrengungen, bis schlieflich 1995 die ersten fast reinen Bose-
Einstein-Kondensate in den Labors von Wieman und Cornell am JILA [10], sowie von Ketterle
am MIT [11] mit stark verdiinnten Natrium- bzw. Rubidium-Gasen realisiert wurden.

Seit diesen ersten experimentellen Realisierungen entwickelte sich das Gebiet der Bose-Einstein-
Kondensation explosionsartig. So wurden z.B. bosonische Isotope fast aller Alkaliatome [10-13],
sowie des Wasserstoffs [14], Ytterbiums [15] und Chroms [16] zur Kondensation gebracht. Auch
konnte man *He-Atome in einem kondensat-artig makroskopisch besetzten Anregungs-Zustand
[17] nachweisen. Es wurden quantenmechanische Eigenschaften des Kondensats experimentell an-
hand der Interferenz zwischen zwei Kondensatwolken studiert [18], und auch ein Materielaser
wurde realisiert [19]. Weiterhin wurden suprafluide Eigenschaften der Kondensate untersucht und
mit dem Auftreten typischer Flussschlauch-Strukturen nachgewiesen [20,21]. AuBlerdem konnte das
urspriinglich in einer harmonischen Falle erzeugte Kondensat in ein von Lasern erzeugtes optisches
Gitter geladen werden Bloch. Dadurch ergab sich eine weitere Spielwiese fiir Untersuchungen der
Materie auf mikroskopischer Skala. So konnte der Quanten-Phaseniibergang zwischen einem eher
kristallinen Mott-Isolator-Zustand und dem suprafluiden Zustand mit stark ausgepridgtem Tun-
neln zwischen den Gitterplatzen studiert werden. In einem optischen Gitter konnten weiterhin
quasi-eindimensionale Objekte erzeugt werden [23], in denen sich Bosonen unter bestimmten Be-
dingungen wie Fermionen verhalten (Tonks-Girardeau-Gas [24]).

Die Stéarke der Streu-Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Atomen kann in einem ultrakalten
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verdiinnten Bose-Gas iiber einen weiten Bereich mit Hilfe der so genannten Feshbach-Resonanz
manipuliert werden [25]. Diese Wechselwirkung kann man sogar zwischen einer Anziehung und
einer Abstoflung durchstimmen. So kénnen aus einem schwach wechselwirkenden ein-atomigen
Gas stark gekoppelte Molekiile erzeugt werden, selbst wenn solche Verbindungen mit konventio-
nellen Methoden nicht zustande kommen wiirden. Letzteres ldsst sich natiirlich auch mit Fermio-
nen durchfithren. Dabei studiert man Uberginge zwischen den Cooper-Paar-bildenden Fermionen
zu Bose-Einstein-kondensierenden bosonischen Molekiilen, den so genannten BCS-BEC-Crossover
[26].

Durch die Entwicklung der Tieftemperaturphysik im Zusammenhang mit der Bose-Einstein-Kon-
densation wurde ein hohes Mafl an Kontrolle experimenteller Parameter erreicht. Durch die relative
Einfachheit und eine absolute Reinheit der Systeme kéonnen nun Wechselwirkungen zwischen den
einzelnen Bestandteilen detaillierter und gezielter studiert werden als je zuvor. Aber auch fiir die
Technik sind Entwicklungen der Bose-Einstein-Kondensation potentiell von grofiler Bedeutung,
insbesondere wenn Kondensate als Tréager der quantenmechanischen Information in den Quanten-
computern eingesetzt werden kénnten.

1.2 Experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kon-
densation

Fiir die experimentelle Realisierung des Bose-Einstein-Kondensats muss man bedenken, dass alle
Systeme bei tiefen Temperaturen in ihrem Gleichgewicht Festkorper sind [27,28]. Die Ausnahmen
sind das fliissige “He und der gasformige spinpolarisierte Wasserstoff. Die ersten Versuche zur
Bose-Einstein-Kondensation massiver Gas-Teilchen beschéftigten sich genau mit diesem letzteren
Kandidaten [29]. Doch die Methoden zu seiner Kithlung waren noch nicht geniigend ausgereift. Zur
etwa gleichen Zeit begannen Versuche zur Kondensation von Alkalimetall-Gasen, die auch als Er-
stes zum Erfolg fithrten. Doch wie konnte es iiberhaupt dazu kommen, dass ein solches Gas in einem
Bose-Einstein-kondensierten Zustand vorliegt statt dass es zu einem Festkorper wird? Natiirlich ist
es nur in einem metastabilen gasférmigen Zustand mit einer beschrankten Lebensdauer moglich.
Zum besseren Verstindnis der Situation betrachten wir die beiden moglichen Wechselwirkungs-
Arten. Zum Einen sind das elastische Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen, welche das Thermalisieren
zwischen den Teilchen ermoglichen und somit fiir das kinetische Gleichgewicht sorgen, ohne dabei
das Kondensat zu zerstéren. Zum Anderen sind das aber inelastische Rekombinations-Prozesse,
die zur unerwiinschten Kristallisation fithren. Dazu bedarf es gliicklicherweise eines dritten Stof3-
parameters, der die iiberschiissige Energie absorbiert. Bei geniigend niedrigen Dichten kann man
davon ausgehen, dass solche Drei-Kérper-Rekombinationen gegeniiber den elastischen Prozessen
unterdriickt sind, wodurch sich die Lebensdauer des kondensierten Zustandes erhoht. Das einzig
unerfreuliche ist dabei, dass niedrige Dichten in tiefen Kondensations-Temperaturen resultieren.
So entspricht beispielsweise eine Dichte von n ~ 10 cm ™2, bei der die Lebenszeit des metastabilen
Rubidium-Gaszustandes noch 0.1 Sekunden betrégt, einer nach der Gleichung (1.5) abgeschétzen
kritischen Temperatur von etwa 400 nK. Um so niedrige Temperaturen zu erreichen, muss man
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einen groflen Aufwand betreiben. Die dazu notwendigen experimentellen Techniken sollen in die-
sem Abschnitt kurz skizziert werden.

Verdiinnte Gase von Alkali-Atomen koénnen in einem Ofen erzeugt werden. Die darin enthaltenen
langsameren Anteile werden dann unmittelbar in eine magneto-optische Falle geladen, oder der
gesamte Teilchen-Strahl wird Zeeman-vorgekiihlt [30] und erst dann geladen. In einer magneto-
optischen Falle werden die Atome anschliefend mit Magnetfeldern gehalten und mit Hilfe des
Laser-Lichts gekiihlt [31]. Dazu verwendet man Licht mit einer Frequenz, die gegeniiber der Re-
sonanzfrequenz der Atome leicht rotverschoben ist. Ein sich auf die Lichtquelle zubewegendes
Teilchen sieht dann das Licht, das aufgrund des Dopplereffekts eine Blau-Verschiebung erfahrt
und nun resonant absorbiert werden kann. Eine kurze Zeit spéater wird das Licht wieder emittiert,
diesmal aber spontan und somit in alle Richtungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Dadurch er-
halten die Teilchen effektiv nur in der Absorptions-Phase einen Riickstofl und werden langsamer.
Die mittlere Energie im Gas und somit auch die Temperatur sinkt. Eine weitere Verfeinerung
dieser Methode ergab sich unter Ausnutzung der inneren Freiheitsgrade einzelner Atome [32] und
fithrte zur so genannten Sysiphus-Kiihlung.

Mit der oben geschilderten Methode der Laser-Kiihlung erreicht man eine Temperatur von et-
wa 100 puK, was noch zu warm ist, insbesondere angesichts der sehr niedrigen Teilchendichte.
Letztere kann man jedoch leicht erh6hen, indem man die Teilchen in eine magnetische Dipolfalle
einsperrt [33]. Diese erzeugt fiir ein Teilchen der Masse M ein Potential, das sich in allen géngigen
Konfigurationen in sehr guter Ndherung als harmonisch beschreiben lasst:

V(x) = g Wiz +wiy? +wi|. (1.7)
Die Fallenfrequenzen w; (i=1,2,3) sind dabei ansteigende Funktionen des &ufleren Magnetfeldes.
Erhoht man letzteres, so wird das in der Falle eingefangene Gas komprimiert. Die Temperatur
steigt dadurch etwas an. Aber in einer magnetischen Falle besteht die Mo6glichkeit einer weite-
ren Kiihlung, die einer klassischen Verdampfungs-Kiihlung &hnelt [34]. Dabei werden Teilchen
mit héherer Energie aus der Falle entlassen, widhrend die niedrigenergetischen behalten werden.
Nach einer Rethermalisierung ist die Temperatur im System demzufolge niedriger. Dieser Prozess
lasst sich mehrfach wiederholen. Dadurch verliert man zwar bis zu 90 % aller Teilchen, aber die
iibriggebliebenen sind dafiir dichter gepackt und befinden sich bei einer viel niedrigeren Tempera-
tur. Technisch wird die Verdampfungskiihlung dadurch bewerkstelligt, dass man eine Mikrowelle
einstrahlt, die resonant Zeemann-Ubergiinge bei Atomen hervorruft, die sich am Rande der ma-
gnetischen Falle befinden. Diese &ufleren Bereiche werden vorwiegend von den héherenergetischen
Teilchen besetzt. An diesen verursacht die Mikrowelle einen Spin-Umklapp, wodurch die Magnet-
falle selbst zu einem Berg wird und die betroffenen Atome rauswirft. Die durch diese raffinierte
Methode erreichte Temperatur liegt tatsiachlich schon unterhalb der erforderlichen Kondensations-
Temperatur. Letztere lisst sich in einer harmonischen Falle (1.7) mit der mittleren Fallenfrequenz
@ = (wywaws)'? nach der Gleichung
lim 7, — 0.1497 "< s (1.8)
. : ’ .

N—oo B



1.2. EXPERIMENTELLE REALISIERUNG DER BOSE-EINSTEIN-KONDENSATION 9

Abbildung 1.3: Dichteprofil des Rubidium-Gases in einer (anisotropen) harmonischen Falle aus
[35]. Von links nach rechts sind Messungen fiir Temperaturen etwas oberhalb des kritischen Wertes,
dessen halben Wertes und fast am absoluten Temperatur-Nullpunkt dargestellt.

ausrechnen. Dies gilt natiirlich nur im thermodynamischen Limes, in dem die Teilchenzahl N als
grof} vorauszusetzen ist, aber die mittlere Fallenfrequenz @ entsprechend so klein zu wéhlen ist,
dass der Ausdruck ©N'/? endlich bleibt. Im MIT-Experiment [11] handelte es sich um eine relativ
grofe Zahl N ~ 6 - 10° an Rubidium-Atomen und die mittlere Fallenfrequenz @ = 27 - 66 Hz,
sodass die erforderliche Kondensations-Temperatur mit 7T, ~ 250 nK abgeschétzt werden konnte.

Es bleibt hier nur noch zu klaren, wie das Kondensat experimentell zu detektieren ist. Die géngige
Methode besteht in der Bestrahlung des Systems mit Licht und einer anschlieenden Auswertung
der davon geworfenen Schattenbilder. In einer harmonischen Falle wird die Kondensation von einer
deutlich erhéhten Dichte im Fallenzentrum begleitet. Der dichte Kondensatpeak wirft einen dunk-
leren Schatten als das viel weniger dichte thermische Gas und kann dadurch identifiziert werden.
Da jedoch die in der Falle eingefangenen Gase bei niedrigen Temperaturen sehr dicht und klein
im Volumen werden, stellt dieses Vorhaben grofle Anforderungen an das Auflésungsvermogen der
Apparatur. Aulerdem wirkt die groflere optische Dichte auf das Licht wie eine Linse und fithrt zu
Refraktionseffekten, die der Absorption iiberlagert sind. Die Verwendung hoherer Lichtfrequenzen
wiirde solche Effekte reduzieren, kénnte aber die eigentlichen Verhéltnisse im Kondensat storen.
Eine einfachere Losung des Problems liegt in der Idee, das Kondensat mit dem thermischen Gas-
Anteil aus der Falle zu entlassen und die Expansion zu beobachten. Je nach Expansionszeit (time
of flight) ist die Gas-Wolke grofl und verdiinnt genug, um ohne Probleme mit optischen Mitteln
beobachtet zu werden. Der Kondensat-Anteil verbreitert sich dabei deutlich langsamer als der
thermische Rest und konzentriert sich deswegen im Zentrum der Wolke. Fiir eine derartige Mes-
sung bedarf es lediglich einer Magnetfalle, die méglichst schnell ausgeschaltet werden kann. Das
grofie Problem dieser Methode besteht nun darin, dass das Kondensat zerstort wird und fiir jede
Messung neu aufgebaut werden muss. Eine mit dieser Methode aufgenommene Dichteverteilung
ist in Abb. 1.3 fiir verschiedene Temperaturen dargestellt.

In den ersten experimentellen Realisierungen vom 1995 am JILA [10] wurden nur wenige Tausend
Atome kondensiert. Seitdem wurden die experimentellen Apparaturen verbessert und gréffere Kon-
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densate mit mehreren Milliarden Teilchen erméglicht [36]. Auch die erreichten Temperaturen sind
auf Bruchteile eines Nanokelvins gesunken [37]. Viele neue Fallen-Konfigurationen entstanden
und wurden geméfl den experimentellen Anforderungen optimiert. Durch Verwendung weiterer
chemischer Elemente wurden auch andere Kiihlverfahren ermoglicht und erfolgreich angewendet.
So wurde z.B. zur Vorkiihlung des spinpolarisierten Wasserstoffs die kryogene Entspannungs-
Kiihlung verwendet [38]. Wegen der sehr kleinen Masse und somit grofien Riickstofiraten hatte
sich die Laser-Kiihlung hier als weniger geeignet herausgestellt.

Eine sehr interessante und auch fiir zukiinftige Entwicklungen mit dipolaren Molekiilen vielver-
sprechende Methode ist die so genannte Entmagnetisierungs-Kiihlung [39]. Diese wurde kiirzlich
an Chromatomen, die ein grofles magnetisches Dipolmoment besitzen, erfolgreich getestet [40]. Das
Kernstiick dieser Methode besteht in der Moglichkeit, bei niedrigen dufleren Magnetfeldern meh-
rere Zeemann-Niveaus zu besetzen. Dadurch gewinnt das System Spin-Freiheitsgrade, die allein
durch elastische s-Wellen-Streuungen nicht genutzt werden kénnen, aber durch Spindnderungen
bei magnetischen Dipol-Wechselwirkungen zur Verfiigung stehen. Die Warmekapazitdt nimmt
dabei zu, was in einem geschlossenen System zur Temperaturerniedrigung fiihrt. Durch geziel-
tes optisches Pumpen werden anschlieSfend héhere Zeemann-Zusténde entvolkert und der Zyklus
kann wiederholt werden. Der damit verbundene Teilchenverlust ist bei Chrom erfreulicherweise
um den Faktor vier niedriger als bei der iiblichen Verdampfungskiihlung. Die auf diesem Wege
erreichbare Temperatur ist fiir die Kondensation zwar nicht ganz ausreichend, ein Grofiteil des
Kiihlungsprozesses kann aber in diesem Verfahren erfolgen.

Neben zahlreichen Verbesserungen und Neuentwicklungen im Bereich der Kiihltechnik sind im
letzten Jahrzehnt auch viele neue strukturbildende Techniken entstanden. Dazu zéhlen in erster
Linie optische Gitter, in denen mit gegenldufigen Laserstrahlen stehende Wellen und somit peri-
odische elektrische bzw. magnetische Potentiale gebildet werden. Diese werden dem Hintergrund-
potential der magneto-optischen Fallen {iberlagert. Verschiedene Anordnungen von Laserpaaren
ermoglichen somit lineare, quadratische und kubische Gitter, in welchen solch relevante Gréfien
wie Gitterabstand, Gittertiefe und die Lage gegeniiber dem Fallenpotential kontrolliert verdndert
werden konnen [22]. Aktuell wird aber auch an Spinor-Bose-Gasen in hexagonalen oder dreieckigen
Gittern geforscht, wodurch man sich unter anderem Untersuchungen von Frustrations-Effekten in
der antiferromagnetischen Phase verspricht. Weiterhin wurden fiir Experimente mit Spinorkon-
densaten, in denen eine Mischung aus Kondensaten mit verschiedenen Spineinstellungen vorliegt,
optische Dipolfallen weiterentwickelt [41]. Gerade diese erlauben Untersuchungen ohne gezielte
Praselektion nach magnetischen Freiheitsgraden. In einer solchen Falle wird auf die Teilchenwolke
ein weit von der Resonanz blauverschobenes Laserlicht eingestrahlt. Dies induziert bei Atomen ein
elektrisches Dipolmoment, das gegenphasig zum Licht 1duft. Dadurch werden von Atomen Gebie-
te mit hohen elektrischen Feldstdarken bevorzugt und solche werden von Laserstrahlen spezieller
Geometrie in der Fallenmitte gegeben.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass vereinte Anstrengungen vieler Forschungsgruppen bei
der Erzeugung und Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten zu einem Schub im technischen
Fortschritt gefiihrt haben. So gibt es schon heute kompakte kommerzielle Apparate zur Erzeugung
von Kondensaten mit einer Lebensdauer der kondensierten Phase von mehreren Minuten. Zur
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technischen Realisierung eines Quantencomputers reicht das natiirlich nicht aus und dahingehend
wird noch Vieles erforderlich sein. Auch die Moglichkeiten eines Materie-Lasers sind noch lange
nicht erschopft. Noch viel wichtiger ist jedoch der interdisziplinédre Charakter der BEC-verwandten
Forschung, der zum tieferen Versténdnis der Physik beitrégt.

1.3 Bose-Einstein-Kondensation in endlichen Systemen

In den ersten experimentell realisierten Kondensaten handelte es sich um Systeme von einigen
Tausend bis Hunderttausend Teilchen. Seitdem wurden viele Bestrebungen unternommen, immer
grofere kondensierte Ensembles zu erzeugen, und tatséchlich liegen heute deren Teilchenzahlen
zwischen mehreren Hunderttausend und einigen Milliarden. Die meisten theoretischen Untersu-
chungen zur Bose-Einstein-Kondensation werden allerdings im thermodynamischen Limes mit un-
endlich vielen Teilchen in unendlich groflen raumlichen Strukturen durchgefiihrt. Die von der End-
lichkeit realer Objekte stammenden Effekte werden als die so genannten Finite-Size-Korrekturen
zum thermodynamischen Limes beschrieben. Doch in einigen Aspekten unterscheiden sich endli-
che Systeme prinzipiell von den unendlichen Modellvorstellungen. Um dies zu sehen, rekapitulieren
wir zuerst die Situation im thermodynamischen Limes.

Wie im ersten Abschnitt bereits beschrieben, gibt es in einem idealen Bose-Gas eine bestimmte
kritische Temperatur, unterhalb der ein Teil der Substanz in den kondensierten Zustand iibergeht.
Speziell fiir das Modell des homogenen Gases wurde die kritische Temperatur (1.5) und der Kon-
densationsanteil (1.6) vorhergesagt. Wie man aus Abb. 1.2 unschwer erkennt, handelt es sich beim
Kondensationsprozess um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung (nach Landau-Kriterium) mit
dem Kondensatteilchen-Anteil als Ordnungsparameter. Letzterer verschwindet nédmlich oberhalb
der kritischen Temperatur 7, und steigt unterhalb dieser stetig an. Dieses Verhalten ist keineswegs
spezifisch fiir den homogenen Fall, sondern ist auch in einer harmonischen Falle (1.7) zu finden.
Die kritische Temperatur ist diesmal durch (1.8) gegeben, und der Anteil kondensierter Teilchen

T\ ?
-(z)
T,
Dieses Resultat ist in Abb. 1.4 durch die schwarze Kurve dargestellt. Die Struktur eines Pha-
seniibergangs zweiter Ordnung ist auch diesmal charakteristisch. Haufig wird deswegen die Bose-
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(1.9)

Einstein-Kondensation mit einem solchen Phaseniibergang gleichgesetzt. Aber wie sieht es in einem
endlichen Ensemble aus?

Zuerst ein paar Worte zur Sprachregelung. Wenn wir sagen, dass ein System zur Hélfte kondensiert
ist, dann ist das eine statistische Aussage und meint, dass ein Teilchen aus diesem System mit einer
fiinfzigprozentigen Wahrscheinlichkeit im Kondensat zu finden ist. Diese letzte Aussage ist zwar
der urspriinglichen Aussage mit der Mengenangabe in einem unendlichen ergodischen Ensemble
aquivalent, ist es aber in endlichen Gesamtheiten keinesfalls. Betrachtet man z.B. den extremen
Fall eines Ein-Teilchen-Systems, dann hat es eben keinen Sinn, von einem Teilsystem zu sprechen,
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Abbildung 1.4: Grundzustands-Fraktion fiir kanonische bosonische Ensembles mit mittleren Teil-
chenzahlen N =1 (lila), N = 2 (griin), N = 10 (blau), N = 1000 (rot) und im thermodynami-
schen Limes N — oo (schwarz) in einer harmonischen Falle. Die Darstellung ist in Abhéngigkeit der
reduzierten Temperatur T'/T,, wobei T, die kritische Temperatur (1.8) bedeutet. Alle Kurven ent-
stammen Untersuchungen aus Abschnitt 3.2.3 und sind fiir die gleiche mittlere Teilchenzahldichte
berechnet.

die entsprechende Wahrscheinlichkeits-Aussage ist aber nach wie vor giiltig. Aber es gibt noch
gravierendere Unterschiede zwischen endlichen und unendlichen Bose-Gasen.

In endlichen Systemen sind alle Quantenzustidnde von einer endlichen (oder verschwindenden)
Teilchenzahl besetzt. Wire jedoch das chemische Potential in einem groflkanonischen Ensemble
der Grundzustands-Energie gleich, so miisste letztere nach der Bose-Einstein-Verteilung (1.3) ei-
ne singuliare Besetzungszahl aufweisen, und das ist nicht moglich. In einem endlichen Ensemble
ist somit das chemische Potential immer kleiner als die Grundzustands-Energie. In der von uns
anfangs beschriebenen Situation im thermodynamischen Limes entsprach das aber gerade den
Verhéltnissen in der nichtkondensierten Phase. Betrachtet man weiterhin die Kondensat-Fraktion
in einem Ensemble aus z.B. N = 1000 Teilchen, so findet man die in Abb. 1.4 durch die rote
Kurve dargestellte Temperaturabhéngigkeit. Diese Kurve ist glatt und weist keine typischen Merk-
male des Phaseniibergangs auf, sondern zeigt stattdessen das so genannte Crossover-Verhalten.
Eine bestimmte kritische Temperatur gibt es hierbei nicht. Verbindet man somit Bose-Einstein-
Kondensation mit einem Phaseniibergang, so wird man bei endlichen Systemen nicht fiindig. Nun
stellt sich also die Frage, ob die Bose-Einstein-Kondensation in realen Bose-Gasen mit endlicher
Teilchenzahl iiberhaupt stattfindet.

Eine Antwort auf diese Frage kann man nur geben, wenn man eine bestimmte Definition der Bose-
Einstein-Kondensation hat. Die géngige Definition geht von einer “makroskopischen Besetzung
des Grundzustandes unterhalb einer kritischen Temperatur” aus. Doch diese Definition ist speziell
auf den thermodynamischen Limes zugeschnitten, denn nur dort ist der Ausdruck “makrosko-
pisch” eindeutig definiert und eine kritische Temperatur ist gegeben. Woriiber man auch in einem
endlichen Ensemble eine definitive Aussage treffen kann, ist die Besetzung des Grundzustandes
selbst, denn sie lasst sich ausrechnen und, was noch wichtiger ist, experimentell messen. Deswegen
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Abbildung 1.5: Grundzustands-Fraktion fiir kanonischen Ensembles aus N = 1 (rosa), N = 2
(griin), N = 10 (blau), N = 1000 (rot) Teilchen und im thermodynamischen Limes N — oo
(schwarz). Dargestellt ist die Temperaturabhéngigkeit a) fiir Fermionen und b) fiir klassisch un-
terscheidbare Teilchen in einer harmonischen Falle. Die mittlere Teilchenzahldichte ist fiir alle
Kurven konstant gehalten worden. Diese konnen in Analogie zu Untersuchungen aus Abschnitt
3.2.3 ausgerechnet werden.

werde ich mich in meiner Promotionsschrift auf diesen positivistischen Standpunkt stellen und von
einem Kondensat als Grundzustands-Fraktion sprechen. Um grofleren Diskussionen vorzubeugen,
sollte man das Ausbilden einer solchen Fraktion als Quasi-Kondensation bezeichnen. Der Kiirze
halber werde ich es allerdings auch Kondensation nennen, obwohl es zugegebenerweise nicht ganz
der obigen Definition entspricht.

Nun widmen wir uns noch der Frage, wie weit gefasst unser Begriff der Quasi-Kondensation ist.
Dabei beschranken wir uns auf die Beschreibung einer von Anfang an vorgegebener Teilchenzahl
innerhalb des kanonischen Ensemble. Es spricht hier eigentlich nichts dagegen, die Situation in
einem Ein-Teilchen-Ensemble zu betrachten. Nun bemerken wir aber, dass es hierbei keinen Un-
terschied zwischen einem bosonischen, einem fermionischen und einem klassisch unterscheidbaren
Teilchen gibt. Die Differenz besteht in Symmetrieeigenschaften beziiglich des Teilchenaustauschs,
und diesen kann es hier nicht geben. Es dréangt sich nun die Frage auf, ob die Kondensation iiber-
haupt etwas Bosonen-spezifisches ist. Im Prinzip ist es die Quasi-Kondensation sicherlich nicht,
dennoch spielen Bosonen dabei eine etwas ausgezeichnete Rolle. Das soll am Vergleich zwischen
Abb. 1.4 fiir Bosonen mit Abb. 1.5 a) fiir Fermionen und 1.5 b) fiir klassisch unterscheidbare
Teilchen verdeutlicht werden. Fiir Fermionen wird die Grundzustands-Besetzung fiir groflere Teil-
chenzahlen immer kleiner, bis sie schliellich im thermodynamischen Limes génzlich verschwindet.
Darin spiegelt sich das Pauli-Prinzip wider, das die Mehrfach-Besetzungen einzelner Zusténde
verbietet (so zumindest bei dem hier betrachteten nicht Spin-entarteten Fall, welcher im spinpola-
risierten Gas vorliegt). Fiir unterscheidbare Teilchen, die der Boltzmann-Statistik geniigen, ist die
Grundzustands-Besetzung selbst nicht unterdriickt, aber der Temperaturbereich, in dem sich eine
solche bemerkbar macht, wird fiir gréffere Ensembles immer geringer. Im thermodynamischen Li-
mes findet hierbei die Quasi-Kondensation schlieflich nur bei einer verschwindenden Temperatur
statt. Im Gegensatz dazu stehen Bosonen, deren Grundzustands-Besetzung auch im thermodyna-
mischen Limes noch bei endlichen Temperaturen iiberlebt (sieche Abb. 1.4). In diesem Limes ergibt
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die Quasi-Kondensation bei Bosonen sogar ein typisches Beispiel eines Phaseniibergangs und man
kann von der Bose-Einstein-Kondensation im iiblichen Sinne sprechen.

Der Unterschied zwischen den Fermionen und den klassisch unterscheidbaren Teilchen, sowie den
identischen Bosonen ist gravierend und bedarf keiner weiteren Ausfithrung. Aber worin besteht nun
die eigentliche Differenz zwischen den letzten beiden Teilchensorten? Alle solche Teilchen koénn-
ten sich im tiefsten energetischen Zustand aufhalten, und statistisch gesehen spricht auch nichts
dagegen. So ist es zumindest am Nullpunkt der Temperatur in Abwesenheit von thermischen
Fluktuationen. Durch eine Temperaturerhéhung kann es aber von Vorteil sein, auf Kosten héherer
mechanischer Energie die Entropie zu erhohen. Genau dieser Mechanismus ist fiir die thermische
Entvolkerung des Grundzustandes verantwortlich. Aber auch genau in diesem Entropie-Argument
liegen die Unterschiede zwischen den klassischen und bosonischen Teilchen. Eine Vertauschung
zweier hypothetischer klassischer Teilchen fithrt immer zu einer neuen Situation, und das ist der
Inhalt der Vertauschungs-Entropie. Befinden sich jedoch Bosonen im gleichen energetischen Zu-
stand (z.B. Grundzustand), so &ndert ihre Vertauschung nichts an der physikalischen Situation.
Aufgrund dessen verursachen Bosonen im gleichen Zustand auch keine Entropie. Erst wenn sich
in einem System zwei Bosonen verschiedener Energie befinden, kommt die Entropie ins Spiel und
sorgt fiir die thermische Entvolkerung. Das ist der wichtigste Unterschied von bosonischen Gesamt-
heiten gegeniiber den Entropie-dominierten Ensembles aus klassisch unterscheidbaren Teilchen.

Endliche Ensembles zeigen noch eine Reihe weiterer interessanter Eigenschaften. So geben z.B.
verschiedene Ensemble-Theorien unterschiedliche Voraussagen hinsichtlich der Kondensat-Anteile.
In einem mikrokanonischen Ensemble sind sowohl Energie als auch Teilchenzahl der Teilsysteme
fest vorgegeben. Diese sind thermisch und chemisch voneinander isoliert. In einem kanonischen
Ensemble kann die Energie zwischen Teilsystemen ausgetauscht werden, wodurch sich ein ther-
misches Gleichgewicht bei einer bestimmten Temperatur einstellt. In einem groflkanonischen En-
semble konnen schliellich sowohl Energie als auch die Teilchen selbst ausgetauscht werden. Hier
stellt sich also auch ein chemisches Gleichgewicht mit einem festen chemischen Potential ein. Die
Teilchenzahl kann dabei nur im Mittel vorgegeben werden. Genau so eine mittlere Teilchenzahl
wird unter Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit durch die Bose-Einstein- oder Fermi-Dirac-
Verteilung gegeben. Im gewissen Sinne mitteln diese beiden groflkanonischen Verteilungen iiber
kanonische Ensembles mit allen méglichen fest vorgegebenen Zahlen von Bosonen bzw. Fermionen.
Es ist daher nicht verwunderlich, dass die Resultate fiir kanonische Ensembles aus N Teilchen et-
was anders ausfallen als die des groBkanonischen Ensembles. Einige dieser Resultate sind in Abb.
1.6 a) zu sehen. Zu bemerken ist dabei, dass solche Unterschiede mit steigenden Teilchenzahlen
verschwinden. Im thermodynamischen Limes sind die thermodynamische Groflen in allen Ensem-
bles in der Tat sogar identisch.

Hier noch eine weitere wichtige Bemerkung zu verschiedenen Ensemble-Theorien. Zur statistischen
Beschreibung einer experimentell vorliegenden Situation ist natiirlich das Ensemble am besten ge-
eignet, dessen Modellvorstellung die Realitdt am ehesten trifft. Alternativ dazu kann man aber
auch ein Ensemble verwenden, welches dazu dquivalent ist. Zwei Ensembles heiflen dquivalent
zueinander, wenn alle Voraussagen dieser beiden im thermodynamischen Limes iibereinstimmen.
Dass die globalen thermodynamischen Groflen im kanonischen und groflkanonischen Ensembles
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Abbildung 1.6: a) Vergleich zwischen kanonischen (durchgezogene Kurven) und grokanonischen
(gestrichelte Kurven) Ensembles fiir die Grundzustands-Fraktion von N = 1 (lila) und N = 10
(blau) Bosonen in einer harmonischen Falle. b) Dasselbe fiir die Fluktuation der Teilchenzahl im
Grundzustand von N = 10 (blau) und N = 1000 (rot) Bosonen. Die entsprechenden Resultate
sind Untersuchungen aus Abschnitten 3.2.3 bzw. 3.4 zu entnehmen.

im Limes grofer Teilchenzahlen gleich sind, ist allerdings nur ein Hinweis auf deren Aquivalenz.
Es stellt sich namlich heraus, dass nicht alle Gréflen sich so verhalten. Dazu zdhlt in erster Li-

nie die Teilchenzahl-Fluktuation im Grundzustand, die als die Varianz ANy = /{(No — (No))?)
definiert ist. Wie man aus Abb. 1.6 b) sieht, verschwindet diese Fluktuation im kanonischen

Ensemble am absoluten Temperatur-Nullpunkt und wird sonst mit steigender Teilchenzahl un-
terdriickt. Im groflkanonischen Ensemble ergeben sich dagegen nichtverschwindende Werte, die
entsprechend der exakt herleitbaren Beziehung ANy = /No(Np + 1) im Limes grofler Teilchen-
zahlen und verschwindender Temperatur sogar linear mit der Teilchenzahl anwachsen. Solche
riesigen Fluktuationen im groflkanonischen Ensemble sind unphysikalisch und zeugen davon, dass
die Bose-Einstein-Verteilung selbst keine addquate Beschreibung der Verhéltnisse in tatséchlichen
Systemen darstellt. [hre Verwendung ist nur bedingt vom praktischen Nutzen, da sie aufgrund an-
omaler Fluktuationen nicht intrinsisch widerspruchsfrei ist. Interessanterweise ergeben sich beim
kanonischen Ensemble derartige Probleme weder mit den Teilchenzahl- noch mit den Energief-
luktuationen, sodass man in der Tat von der Aquivalenz dieses Ensembles zum mikrokanonischen
Ensemble sprechen kann.

1.4 Uberblick der Promotionsschrift

Bei der iiblichen Herangehensweise an eine Gesamtheit aus ununterscheidbaren Teilchen wird
auf die Beschreibung innerhalb eines groflkanonischen Ensembles zuriickgegriffen. Dies fiihrt fiir
den Speziallfall der Bosonen auf die Bose-Einstein-Verteilung (1.3) und fiir Fermionen auf die
Fermi-Dirac-Verteilung (1.4). Auch in meiner Promotionsschrift beginne ich im Kapitel 2 mit
dem groflkanonischen Ensemble, allerdings in einer etwas uniiblichen Formulierung mit Hilfe der
Funktionalintegral-Methode. Diese fiihre ich im ersten Kapitel ein und und verwende sie anschlie-
Bend zur Berechnung der thermodynamischen und statistischen Eigenschaften in konkreten Poten-
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tialen. Darin untersuche ich die Grundzustands-Besetzung und die Warmekapazitét fiir Bosonen
im homogenen Fall, in einer harmonischen Falle und anschliefend in einem Kastenpotential. Fiir
die letzten beiden Spezialfille wird dabei zuerst die Situation im thermodynamischen Limes be-
schrieben. Anschliefend werden die Finite-Size-Korrekturen dazu bestimmt, die ich mit Hilfe der
semiklassischen Nédherung in einer analytischen Form herleite. Demgegeniiber stelle ich die quan-
tenmechanisch exakten Rechnungen vor, die sich in einer numerischen Form unmittelbar aus der
Bose-Einstein-Verteilung ergeben. Danach gehe ich im Abschnitt 2.5 auf die lokalen Eigenschaften
der Bose-Gase ein und diskutiere die Teilchendichte und das Langdistanz-Verhalten der Teilchen-
Korrelationen in verschiedenen Potentialen. Zum Abschluss des Kapitels 2 werde ich das Problem
der unphysikalisch grofien Fluktuationen fiir Bose-Gase in der kondensierten Phase ansprechen.
Darin diskutiere ich auch die Ursachen fiir dieses Problem und zeige, dass der mogliche Ausweg
in der Verwendung einer kanonischen Ensemble-Theorie besteht.

Im Kapitel 3 dieser Promotionsschrift beschéftige ich mich mit dem Problem der Bose-Einstein-
Kondensation im kanonischen Ensemble. Meine Untersuchungen dazu wurden in einer kiirzlich
erschienenen Publikation [42] kompakt dargestellt und bilden den Kern der hier présentierten
Ausfithrung. Die dabei verwendete Methode basiert auf dem Pfadintegral-Zugang von Feynman,
den er im Lehrbuch [43] formulierte. Da sein Resultat fiir die Zustandssumme noch sehr aufwendig
und fiir Berechnungen konkreter Groflen praktisch ungeeignet ist, schreibe ich es in Form einer
Rekursions-Beziehung um. Damit lassen sich alle thermodynamischen Gréflen bestimmen, wie wir
am Beispiel der Warmekapazitéit zeigen werden. Zur Bestimmung der Grundzustands-Besetzung
werde ich das statistische Gewicht des Grundzustandes in kanonischen Gesamtheiten berechnen.
Das von Feynman selbst diskutierte Problem des homogenen Bose-Gases stellt sich in meinen
Untersuchungen als fehlerhaft heraus und wird noch entsprechend korrigiert. Bei Vergleichen zwi-
schen den kanonischen und grofSlkanonischen Resultaten fiir die meisten Gréflen stellen wir keine
nennenswerten Abweichungen fest. So stimmen die darin ausgewerteten spezifische Warmen, die
Grundzustand-Besetzungen und die lokalen Eigenschaften praktisch iiberein. Die Teilchenzahl-
Fluktuationen stellen sich aber hier im Gegensatz zu grofikanonischen Resultaten als normal her-
aus. Auch die vollen Besetzungszahl-Statistiken unterscheiden sich in beiden Ensemble-Theorien
unterhalb der Kondensations-Temperatur gravierend.

In einem génzlich in der Falle eingesperrten Bose-Gas entspricht die Situation der eines mikroka-
nonischen Ensembles. Die Berechnungen in diesem Ensemble sind jedoch nur mit groflem Aufwand
zu bewiltigen, und selbst das thermische Gleichgewicht bei einer bestimmten Temperatur wére
in diesem Ensemble nur durch Wechselwirkungen zwischen den Teilchen gegeben. Ersatzweise
kann man ein ideales Gas betrachten, dessen Thermalisierung sich bei einer bestimmten Tem-
peratur durch den Energieaustausch mit dem Warmebad einstellt. Diese Situation ist in einem
kanonischen Ensemble gegeben. Aus technischen Griinden ist das kanonische Ensemble somit dem
mikrokanonischen vorzuziehen. Der Rechenaufwand hélt sich dabei in Grenzen, und man kann
die Temperatur als freie thermodynamische Variable zur Beschreibung des Systems verwenden.
Aufgrund der Aquivalenz der kanonischen und mikrokanonischen Ensembles, auf die ich kurz ein-
gehen werde, ist eine derartige Vereinfachung auch legitim. Aus diesem Grund werde ich in dieser
Arbeit auf mikrokanonische Rechnungen bewusst verzichten.
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Im letzten Teil meiner Schrift, dem Kapitel 4, beschéftige ich mich mit dem Einfluss schwacher
Wechselwirkungen auf thermodynamische Eigenschaften eines Bose-Gases. Hierbei werden zuerst
die gidngigen Ndherungen fiir die in Experimenten tatséchlich vorliegenden Wechselwirkungen dis-
kutiert. Dadurch wird die Verwendung von Delta-Wechselwirkung fiir Alkali-Atome motiviert. Fiir
Atome mit einem grofen magnetischen oder elektrischen Dipolmoment (z.B. 52Cr-Atome) muss
noch die Dipol-Wechselwirkung dazugenommen werden. Da ich die Wechselwirkungen zwischen
den einzelnen Bosonen als schwach annehme, behandle ich diese ausgehend von einer stérungstheo-
retischen Rechnung. Das fithrt mit Hilfe der Funktionalintegral-Methode direkt auf die so genann-
ten Feynman-Diagramme. Zu deren Erzeugung inklusive richtiger Gewichte werde ich basierend
auf meinen Publikationen [44,45] graphische Rekursions-Beziehungen herleiten. Die so begriindete
Storungstheorie wird nach anschlieender selbstkonsistenter Renormierung in der fithrenden Ord-
nung fiir Systeme mit einer deltaférmigen und dipolaren Wechselwirkung ausgewertet. Dadurch
wird der Effekt einer schwachen Wechselwirkung auf thermodynamische Eigenschaften anhand
einer analytischen Untersuchung der kritischen Temperatur ausgearbeitet. Die hier dargestellten
Resultate bilden den Kern der kiirzlich erschienenen Publikationen [46,47].

Im Laufe meiner Arbeit habe ich einige spezielle Umformungsregeln verwendet, deren Begriindun-
gen mit der eigentlichen Darstellung des Stoffes nur indirekt korrelieren. Solche mathematischen
Exkurse werden in einem separaten Anhang vorgestellt. Die fiir numerische Untersuchungen
benotigten Computer-Routinen diirften aufgrund der Transparenz und Nachvollziehbarkeit nicht
fehlen, wiirden aber den Rahmen des im Hauptteil vorgestellten Materials ebenfalls sprengen.
Auch diese werden in den Anhang verlagert.

Zum Schluss dieser Promotionsschrift gebe ich noch eine Zusammenfassung, in der die erzielten
Resultate meines Forschungs-Vorhabens in Kiirze rekapituliert werden.






Kapitel 2

Groflkanonische Beschreibung idealer
Bose-Gase

In diesem Kapitel beschreiben wir wechselwirkungsfreie bosonische Vielteilchen-Systeme im Rah-
men der grokanonischen Ensemble-Theorie. Solche Systeme befinden sich sowohl im thermischen
Gleichgewicht mit einem gedachten Warmebad, als auch im chemischen Gleichgewicht mit einem
ebenfalls hypothetischen Teilchen-Bassin.

Die hier préasentierten theoretischen Untersuchungen basieren auf den feldtheoretischen Metho-
den der so genannten Zweitquantisierung [48], die wir im ersten Abschnitt 2.1 diskutieren. Die
Anwendung dieser Methoden auf das Problem wechselwirkungsfreier Systeme bietet eine inter-
essante Alternative zu den {iblichen Darstellungen und lésst sich fiir spétere Untersuchungen
wechselwirkender Systeme im Kapitel 4 problemlos erweitern. im Unterabschnitt 2.1.1 wird zu-
erst der Grundstein fiir derartige Untersuchungen gelegt, indem wir das Funktionalintegral in
der kohédrenten Feld-Darstellung einfithren. Im anschlieBenden Unterabschnitt 2.1.2 werten wir
die groflkanonische Zustandssumme aus. Im Unterabschnitt 2.1.3 berechnen wir die Vielteilchen-
Greens-Funktion, die von uns weiterhin als Propagator bezeichnet wird, und im Unterabschnitt
2.1.4 das grolkanonische Potential.

Basierend auf den oben diskutierten Untersuchungen werden im anschlieBenden Abschnitt 2.2
thermodynamische Eigenschaften eines homogenen Bose-Gases untersucht. Darin berechnen wir
die Warmekapazitit und die fiir die Bose-Einstein-Kondensation entscheidende Groéfie, ndmlich
die Besetzung des Grundzustandes. In diesem Abschnitt wird auf die besondere Rolle des Grund-
zustandes und die Subtilitédten in seiner theoretischen Behandlung eingegangen.

Im Abschnitt 2.3 behandeln wir den experimentell relevanten Fall eines Bose-Gases, welches in ei-
nem harmonischen Potential festgehalten wird. Im ersten Unterabschnitt 2.3.1 beschéftigen wir uns
mit seiner Beschreibung im Rahmen der semiklassischen Néherung in beiden fiihrenden Ordnun-
gen. Zur Ausweitung dieser Methode betrachten wir im Unterabschnitt 2.3.2 die hoheren semiklas-
sischen Korrekturen dazu und konzentrieren uns auf die Berechnung der Finite-Size-Korrektur der
kritischen Temperatur. Da die semiklassische Ndherung insbesondere in diesem Temperaturbereich
keine konvergierenden Storungsreihen liefert, geht seine Behandlung iiber die naive Stérungstheo-
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rie hinaus. Im darauffolgenden Unterabschnitt 2.3.3 behandeln wir das Problem des harmonischen
Potentials exakt quantenmechanisch mit Hilfe numerischer Methoden und vergleichen die Ergeb-
nisse mit semiklassischen Ndherungs-Ausdriicken.

Im Abschnitt 2.4 diskutieren wir das Bose-Gas in einem Kasten-Potential. Seine semiklassische
Behandlung liefert in der fithrenden Nédherungs-Ordnung das homogene Bose-Gas, welches uns
bereits vom Abschnitt 2.2 bekannt ist. Wie wir im Unterabschnitt 2.4.1 zeigen, fiithren Versu-
che, semiklassische Korrekturen zu diesem thermodynamischen Limes auszurechnen, nicht zum
erwiinschten Erfolg. Daher wenden wir auf dieses Problem die bereits im Abschnitt 2.3 gete-
stete nichtstorungstheoretische Vorgehensweise und erhalten auf diese Weise die semiklassischen
Finite-Size-Korrekturen zur kritischen Temperatur. Im Unterabschnitt 2.4.2 diskutieren wir die
quantenmechanisch exakte Behandlung der Bose-Gase im Kastenpotential. Darin erhalten wir die
Finite-Size-Korrekturen numerisch ohne Zuhilfenahme von semiklassischen Naherungs-Methoden
und vergleichen sie mit den analytischen Ergebnissen.

Nach diesen thermodynamischen Untersuchungen wenden wir uns im Abschnitt 2.5 den Propaga-
toren fiir verschiedene Systeme zu. In bestimmten Spezialfillen erhalten aus ihnen Informationen
iiber die Teilchenzahldichten in jeweiligen Systemen sowie iiber das Langdistanz-Verhalten der
Propagatoren.

Am Ende dieses Kapitels diskutieren wir im Abschnitt 2.6 die grundsétzlichen Probleme der
groffkanonischen Ensemble-Theorie in der kondensierten Phase, die sich bei Untersuchungen der
Teilchenzahl-Fluktuation ergeben.

2.1 Feldtheoretische Beschreibung

In diesem Abschnitt werden die feldtheoretischen Grundlagen zu Beschreibungen groflkanonischer
bosonischer Ensembles zusammenfassend dargestellt. Bosonische Ensembles zeichnen sich durch
die prinzipielle Ununterscheidbarkeit der darin enthaltenen Teilchen und durch die Symmetrie
beziiglich des Teilchenaustausches aus. Die wichtigste Aufgabe in deren groflkanonischen Beschrei-
bung besteht in der Herleitung und anschlieBenden Auswertung der so genannten groffkanonischen
Zustandssumme

Zawx = Tre PH-#N) (2.1)

Hierbei wird die Abkiirzung § = 1/kgT mit der Boltzmann-Konstante kg und der Temperatur T’
verwendet. Mit 1 wird das chemische Potential bezeichnet und H représentiert den wechselwir-
kungsfreien Hamilton-Operator
. I
H = /d?’w a'(x) |—— A+ V(x)|a(x) , (2.2)
2M
wobei wir mit M die Masse eines Teilchens bezeichnen und mit V(x) das Fallenpotential, das wir
als nicht explizit zeitabhiingig voraussetzen. Die Operatoren a'(x) und a(z) sollen dabei jeweils
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ein Teilchen am Ort x erzeugen bzw. vernichten. Der Teilchenzahloperator N wird analog dazu
dargestellt als

N = / &z al(z) a(z) . (2.3)

2.1.1 Funktionalintegral-Darstellung der Zustandssumme

In diesem Unterabschnitt widmen wir uns der Zustandssumme (2.1), die wir in einer fiir spéte-
re Untersuchungen niitzlichen Form mit Hilfe der so genannten Funktionalintegral-Darstellung
herleiten.

Aufgrund der Ubersichtlichkeit der nachfolgenden Berechnungen werden wir in einer gegitterten
Version des Raums arbeiten. Dies impliziert z.B. die Ersetzungsvorschrift a(x) — a;/y/v und
al(x) — aZT /\/v sowie die Verwendung der diskreten Summation anstelle der kontinuierlichen
Integration [d®z +— v ,. Dabei bezeichnet v das elementare Volumen eines Gitterplatzes i.
Nach diesen Gitterungs-Vorschriften werden z.B. Energie- und Teilchenzahloperatoren (2.2) und
(2.3) durch

. K2 .
_ A"‘ ) - ~ _ A"‘A'
H = E a [__QM A, + Vl] a; , N = E ala; (2.4)

i i
ersetzt.

Weiterhin greifen wir auf die zweitquantisierte Beschreibungsweise durch Vielteilchen-Zusténde
zuriick [48]. Diese auch als Fock-Zusténde bezeichneten Objekte werden so konstruiert, dass sie an
jedem Ort (an jedem Gitterpunkt) eine bestimmte Zahl von Teilchen beinhalten. Im gegitterten
Raum lassen sich solche Vielteilchen-Zusténde mit Hilfe der Erzeugungsoperatoren entsprechend
der Beziehung

al)™(ah)™ ...
|ning...) = (\;ZLTE/W/_; lvak) (2.5)

darstellen, wobei n; die Teilchenzahlen an den jeweiligen Orten i bedeuten. Der Zustand |vak)
steht dabei fiir den Vakuum-Zustand | 00...) des Fock-Raumes und erfiillt folgende Relationen:

a; lvak) = 0 , (vaklvak) =1 . (2.6)
Fiir die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren gelten folgende Kommutatorrelationen:
[ai,al] =6 , [al,al] =[ana;] =0 . (2.7)
Damit l&sst sich z.B. zeigen, dass
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gilt. AuBlerdem lésst sich aus den Kommutatorrelationen (2.7) die weitere Beziehung a; (&an =
(a})nkaj + 0; jni(a T) ™! herleiten, mit deren Hilfe sich die aus (2.5) und (2.6) folgende wichtige
Identitét

ergibt. Daraus und aus (2.8) sieht man, dass die Vielteilchen-Zusténde (2.5) tatsdchlich Eigen-
zustande der Operatoren (2.4) sind. Sie bilden aulerdem noch eine vollstdandige Basis. Das heifit,
sie geniigen der Vollstandigkeits-Relation

[e.e]

> dmng ) ngn | = 1p (2.10)

n17n27"-:D

wobei der Ausdruck 1y auf der rechten Seite das Eins-Element des Fock-Raumes bedeutet und
(...ngny | fur den zu (2.5) adjungierten Zustand

~

(a2)" ()"
NN (2.11)

steht. Durch mehrfache Anwendung der Beziehung (2.9) kann man auflerdem noch zeigen, dass

(...nony1| = (vak] -

die Zusténde (2.5) zueinander orthonormal entsprechend der Beziehung
< ... NNy ]mlmg e > = 6m1,n15m2,n2 Ce (212)

sind. Zusammenfassend kann man aus dem oben Gesagten entnehmen, dass die Fock-Zustinde
(2.5) eine vollstédndige orthonormale Basis bilden. Diese Zustdnde werden nur durch die Teilchen-
zahlen an den jeweiligen Orten charakterisiert, ohne dass die einzelnen Teilchen irgendwie geken-
zeichnet werden. Dadurch ist die Ununterscheidbarkeit automatisch gegeben. Dass die Zusténde
(2.5) bosonische Gesamtheiten mit deren Symmetrie gegeniiber Teilchenvertauschungen beschrei-
ben, wird mit den Kommutatorrelationen bosonischer Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
(2.7) festgelegt.

Wenden wir uns nun dem Problem der Berechnung der grolkanonischen Zustandssumme (2.1) zu
Die Operation der Spurbildung lésst sich im Fock-Raum wie folgt spezifizieren:

o

ZGK = Z < ... NNy ‘ €7B(H7MN) ’nan s > . (213)

n17n27"':0

Diese Zustandssumme (2.13) kann im vorliegenden wechselwirkungsfreien Fall explizit ausgerech-
net werden. Wir gehen hier aber einen etwas anderen Weg und stellen das Problem mit Hilfe der
so genannten kohédrenten Zusténde dar [48]. Diese werden aus den Fock-Zustédnden (2.5) derart
kombiniert, dass an jedem Ort des Raumes eine beliebige Teilchenzahl zugelassen wird. In der
gegitterten Version wird das in der folgenden Form beriicksichtigt:

) = exp{ - Zw /2} Z F m— = s ) (2.14)

n1,n2,.
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wobei 1; komplexe Zahlen sind, die nach (2.5) jedem Erzeugungsoperator &ZT jeweils einmal hinzu-
geschrieben werden. Die Exponentialfunktion im Vorfaktor dient dabei lediglich der Normierung.
Der zu (2.14) adjungierte Zustand lautet

(9] = exp{ - ZWQ}§:<nm!vﬁﬁT (2.15)

77,1,77/27-.-:0

Die Verwendung der kontinuierlichen 1;-Felder bzw. deren komplex-konjungierten Felder v} gibt
uns die Moglichkeit, verschiedene Orte (Gitterpldtze) auf unterschiedliche Weise zu gewichten.
Durch gezielte Wahl solcher Felder konnen somit beliebige, den jeweiligen Gegebenheiten ange-
passte Feldkonfigurationen konstruiert werden. Auflerdem ergibt eine komplette Mittelung iiber
alle moglichen Besetzungszahlen {nq,ns, ...} in (2.14) einen weiteren wichtigen Vorteil gegeniiber
den Vielteilchen-Zusténden (2.5). Dies wird in der Anwendung eines Vernichtungsoperators auf
den kohérenten Zustand (2.14) bzw. eines Erzeugungsoperator auf (2.15) deutlich:

ai|¢) = ¢il¢) und (glal = ¥i(e| , (2.16)

wie man mit Hilfe der Relation (2.9) zeigen kann. Diese Eigenwertgleichung besagt, dass im Gegen-
satz zum Zustand |ning . ..) der kohédrente Zustand |¢) alle Vernichtungsoperatoren a; diagonali-
siert. Seine Eigenwerte 1);, oder auch deren kontinuierliche Versionen ¢ (x), werden als kohérente
Felder bezeichnet. Mit Hilfe der Orthonormalitétsrelation (2.12) stellen wir weiterhin fest, dass
sich zwei dieser kohérenten Zusténde |¢;) und |¢;) wie folgt iiberlappen:

(il = e { 3 (vt~ l0sPr2 - oua/2) | 2.17)

Fiir den Spezialfall £k = j sehen wir daraus, dass die kohédrenten Zustidnde (2.14) in der Tat auf
eins normiert sind. Fiir den Fall k£ # j verschwindet der Skalarprodukt jedoch nicht, so dass die
verschiedenen kohérenten Zustédnde nicht orthogonal zueinander stehen. Dariiber hinaus lasst sich
mit Hilfe (2.10) die folgende Vollsténdigkeits-Relation der kohérenten Zusténde (2.14) herleiten:

11 U s d%] [0} (6l = 1 . (2.18)

Daraus und aus der Nichtorthogonalitiat der kohdrenten Zusténde ist ersichtlich, dass die Zusténde
|¢) ein iibervollstandiges Basissystem darstellen. Dieser Umstand wird uns aber nicht weiter storen.

Nun wollen wir die grokanonische Zustandssumme (2.13) auch im Raum der kohérenten Zusténde
darstellen. Erweitern wir diese Zustandssumme mit einer Identitdt in Form der Vollstédndigkeit
(2.18), so ergibt sich

Zox = Zlﬂfwm% s 1601 € B [y )

ni,ng,...=0 1

_ H[/ dﬁg:ﬂ i (B e PN |y N mgny @) . (2.19)

A ni,n2,...=0
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Unter Beriicksichtigung der Vollstandigkeits-Relation (2.10) ist damit die kohérente Darstellung
der groflkanonischen Zustandssumme durch
v} dy; _B(H—phR
Zare = ] | [ 2525 | ol et (2:20

gegeben. Um jetzt weiterzukommen, miissen wir nur bemerken, dass der Exponentialoperator
e~ BH=1N) iy gewissen Sinne einen Entwicklungsoperator fiir kohédrente Zusténde darstellt. Man
spricht in diesem Zusammenhang von der Imaginérzeit und meint, dass der kohédrente Zustand
im Heisenberghild mittels obigen Entwicklungsoperators vom Anfangs- zum Endpunkt des Ima-
ginérzeit-Intervals (0; h3) propagiert. Der volle Imaginérzeit-Entwicklungsoperator lisst sich nun
in L + 1 Kurzzeit-Faktoren zerlegen, wobei L eine grofle Zahl ist. Das entspricht einer Gitterung
des Imaginérzeit-Intervals (0;23) mit dem kleinen Abstand zwischen zwei Imaginirzeitpunkten
e =hf/(L+1). Die Zustandssume (2.20) lasst sich dann als

dy; dy; —e(H—pN —e(H—pN —e(H—pN

. VvV
v L Faktoren

darstellen. Zwischen den einzelnen Kurzzeit-Faktoren haben wir dabei die Identitdten 15 einge-
schoben, die wir noch mit (2.18) auf die kohérenten Zusténde spezifizieren. Damit ergibt sich

ZGK _ H {/ d@b* d?/h } HH |:/ dwm :| <¢|€—5(H—y]\7)/h |¢L><¢L|6—e(ﬁ—u]\7)/h |¢L—1>

i

X {pral - .. |¢1>(¢1|€76(H7“N o) . (2.22)

Die Endzustédnde (¢| und |¢) konnen nun mit Zustdnden (¢, und |¢g) identifiziert werden.
Deren kohérente Felder miissen dafiir lediglich den Bedingungen ¢; = 9/, = ¢}, und ¢; =
Vi 41 = Yip geniigen. Damit schreiben wir weiterhin

dvi dy iy dib;, Al g di g
H[/T}(MW)ZH[/;—WO]H[/ L+27T L+}

% %

X H { 21 8 (U5 Lo — U5o) (Wi par— %,0)] (Gr41]---¢o) . (2.23)

Die in (2.22) vorkommenden einzelnen Kurzzeit-Erwartungswerte sind nun alle von der Form
(pjy1]e cH=#NI/A |6 und kénnen approximativ ausgerechnet werden. Dafiir bengtigen wir zuerst
die Beziehung

R . h?
(Dj1|(H — uN) |¢5) = (Pjr1ld;) Zd};j—&-l ( 577 Qi+ Vi— F‘) Vij (2.24)

die wir unmittelbar mit (2.4) unter Beriicksichtigung der Eigenwertgleichung (2.16) erhalten. Aus
diesem Grund ergibt sich weiterhin fiir kleine e-Werte

(@il T 6,) = (@ {1 = = (H = uN) + O (&) } I8))

<¢j+1|¢j { h sz J+1(

2

— A+ Vi— u)¢1j+(9( )}.(2.25)
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Den Ausdruck in der geschweiften Klammer kénnen wir wiederum bis auf die Terme der Ordnung
¢? als Exponentialfunktion schreiben. Das Skalarprodukt im Vorfaktor haben wir bereits in (2.17)
angegeben und schreiben es nur etwas um. Insgesamt erhalten wir dadurch

%

o 1
(Bjale” =N gy = exp {— Z Vi1 Wigen—ig) + 5 > g = i) }

Xexp{ BZM( —— A+ V- u)ww+0( )}. (2.26)

Setzen wir diese nun in die Gleichung (2.22) ein und beachten die Umformung (2.23), so erhalten
wir damit die groflkanonische Zustandssumme in der Form

L+1

Zax = |11 {/ 1y Qig } 1:[[2 T (Y7 L= ¥io) O(Wipar — %’,0)}

=0 =1
i, 9, * hQ
XGXP{_€ZZ{ ”H@/) +1- Y —%wi,jﬂ(_mAiJFVi—N) Wj] +O(€2)}'(2-27)

Diese Gleichung liefert bereits die gesuchte Form auf einem Raum-Imaginérzeit-Gitter. Eine kon-
tinuierliche Version erhélt man daraus im Limes L — oo bzw. € — 0 sowie fiir kontinuierliche
Raumpunkte ¢ — @ und Imaginéarzeitpunkte j — 7. Die kontinuierliche Imaginérzeit 7 parametri-
siert dabei den Weg entlang des Imaginérzeitintervals (0;23). Dies ist im gewissen Sinne analog
zu einer dynamischen Zeit ¢, welche die Zeitentwicklung zwischen dem Punkt ¢;, wo ein Prozess
startet, und dem Zeitpunkt ¢, wo der Prozess endet, parametrisiert. Es gibt sogar eine eindeutige
Abbildung zwischen den beiden Parametern, die so genannte Wick-Rotation 7 = i(t —t;), wodurch
sich auch der Name “Imaginérzeit” ableitet.

Im Limes kontinuierlicher Koordinaten und Imaginérzeiten wird die Ersetzung v ; — /vi(x, 7)
mit dem Elementarvolumen v eines Gitterplatzes vollzogen, wobei noch zu beriicksichtigen ist,
dass fiir die Anfangspunkte ;o — /vi(2,0) und fir die Endpunkte ¢; 141 — ov(x, hF) gilt.
Die vor der Gleichung (2.23) formulierten Nebenbedingungen lauten daher

¢(1L‘, hﬁ) = w<$> O) ) ¢*("B7 hﬁ) = w*(m’ O) . (2'28)

Weiterhin sind Summationen in (2.27) durch Integrationen nach der Vorschrift

L 1 L3 ;
GZZH;/O dT/da: (2.29)
j=0 i

und der Differenzenquotient durch die zeitliche Ableitung entsprechend

Y=V D (a7 (2.30)
€ or
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zu ersetzen. Aulerdem werden die mehrfachen Integrationen in (2.27) rein formal als Funktional-
integration bezeichnet und als

L+1

Sy .
1111 { [ }H[M(wm Vo) 60— vio) |
Jj=0 1 i
v (@,18) =" (2.0)
— 11 U dp* (z, 0) dw(w,O)} / DyY*(z,7) DY(z, 7) j{m) x,7) D(x, 7) (2.31)
‘ (0 h8)=¢(,0)

aufgeschrieben. Im iibrigen gilt ¢7;,, = ¢¥; + O(e) fiir den Exponent in (2.27). Vernachléssigt
man nun darin alle e-Terme héherer Ordnung, so lasst sich die Gleichung (2.27) zusammenfassend
in kontinuierlicher Form schreiben als

Zox = § DU (@.7) Dula, 1) e AV (2.32)

wobei hier der Exponent des Integrandes

AlY*, ] = /0 /d‘sxw x,T) {h—T—%A—l—V( ) — }¢(w,7) (2.33)

die Form einer euklidischen Wirkung hat. Nach der Vorarbeit in diesem Abschnitt kénnen wir uns
nun dem Problem einer expliziten Auswertung des Funktionalintegrals (2.32) zuwenden. Damit
werden wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.

2.1.2 Wechselwirkungsfreie Zustandssumme

Die kohérenten Felder ¢ (@, 7) und ¢*(x, 7), die wir im letzten Abschnitt eingefiihrt haben, sind
bis jetzt noch vollig allgemein behandelt worden. Diese wollen wir hier derart spezifizieren, dass
die euklidische Wirkung (2.33) eine moglichst einfache Struktur hat. Das erreichen wir in einer
Darstellung, in der der Integralkern

o

K@) = hs = oA+ V() - (2.34)

diagonalisiert wird. Da die zeitliche Abhéngigkeit des Integralkerns linear und die rdumliche
Abhéngigkeiten davon entkoppelt ist, bietet sich ein Ansatz der Form ¢ (x,7) = e*"ig(x) an.
Die reinen Ortswellenfunktionen () sollen durch Energieeigenzustinde des Ein-Teilchen-Ha-
miltonoperators entsprechend der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung

o V@ i) = Bone) 2.

repréasentiert werden, wobei Ej den Energie-Eigenwert im Einteilchen-Quantenzustand k darstellt.
Diese Funktionen bilden ein Basissystem mit der Vollstdndigkeits-Beziehung

> k(@) vilz) = 6@ —=) . (2.36)
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Auflerdem sollen diese Zustdnde zueinander orthonormal entsprechend der Beziehung

[ s vife) vite) = G (2.37)

sein. Beziiglich der Imaginarzeit-Abhéngigkeit des kohérenten Feldes miissen wir uns noch an die
im letzten Abschnitt geforderte Periodizitdt (2.28) erinnern. Mit unserem Ansatz der Form e“”
kann dies nur erfiillt werden fiir w = iw,, mit den so genannten Matsubara-Frequenzen

W = 2mm/hB  mit m=0,+1,+£2,... . (2.38)

Die die Zeitabhingigkeit bestimmenden Funktionen (A3)~'/2¢™n™ bilden per Konstruktion eben-
falls ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Es gilt hier ndmlich

oo eime’ efime S ,
Z —m —\/W = Z (" — T —nhp) , (2.39)

m=—0Q n=—oo

was einer Vollstandigkeit im Raum der AfS-periodischen Funktionen entspricht. Die Orthonorma-
litdtsrelation lautet

— W,/ T LW T

hi3 e e
dr e = b
0 Vi /hp

Die kohérenten Feldkonfigurationen koénnen entsprechend unserem Ansatz und der Vollstandig-

(2.40)

keiten der rdumlichen und zeitlichen Komponenten als Linearkombinationen

]' - WmT
baT) = YN apm () e (2.41)

k m=—oo

konstruiert werden. Wie man mit Hilfe der Eigenwertgleichung (2.35) unschwer erkennt, diagona-
lisieren solche Zustédnde in der Tat den Integralkern (2.34) entsprechend der Beziehung

K(z,7)Y(x,7) = \/Lh_ﬁ Z Z Wk (1A, + B — p) Yp(x) €m7 . (2.42)

k m=-—oo

Die euklidische Wirkung (2.33) lisst sich somit unter Beriicksichtigung der Orthonormalitéten der
Ortswellenfunktion (2.37) und der Zeitfunktion (2.40) in der Diagonalform als

AOW* ] =37 " ag, agm (ihwm + B — 1) (2.43)

k m=—oc0

schreiben. Die Freiheit der Wahl eines kohérenten Feldes ist aufgrund der Konstruktion (2.41)
durch die Freiheit in den Entwicklungskoeffizienten ag,, gegeben. Somit kann die Integration
iiber die kohédrenten Felder durch die Integration {iber deren Entwicklungskoeffitienten ersetzt

werden. Dafiir miissen wir noch bemerken, dass die Transformationsmatrix <%> unitar zu
k,m
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(%) ist. Die entsprechende Jacobi-Determinante ist somit identisch eins. Deswegen gilt

fiir das Funktionalintegral (2.31) die folgende normerhaltende Ersetzungsvorschrift:

]{'waT'Dlﬂ.’BT HH[/%} (2.44)

k m=—oc0

Dabei ist die Bedingung periodischer Feldkonfigurationen bereits durch die Wahl der Matsubara-
Frequenz (2.38) gewéhrleistet, was sich wiederum in den diskreten m-Werten wiederspiegelt. Der
Faktor 27 im Nenner war bereits im Maf§ des Funktionalintegrals (2.31) eingebaut und ist hier
explizit ausgeschrieben worden. Mit (2.44) kénnen wir die grofkanonische Zustandssumme (2.32)
mit (2.43) in der Form

Zox =[] H {/%} exp { — i ahon (i + Eg — 1) /11| (2.45)

schreiben. Stellen wir jetzt noch die komplexwertigen Entwicklungskoeffizienten als
Qlern, — bkm + ickm s azm = bkm — ickm (246)

mit reellwertigen Koeffizienten bg,, und cg,, dar und beachten die Umformungsregel fiir eine zwei-
dimensionale Koordinatentransformation

/dazm dakm = Z/dbkm dem s (247)

so ergibt sich fiir die wechselwirkungsfreie groflkanonische Zustandssumme (2.45)

H H i +Ek—u) : (2.48)

k m=—oc0

Bei Berechnung dieser Grofle muss noch die Bedingung Ey — 1 > 0 erfiillt werden, denn nur fiir
solche Werte existiert das Gausssche Integral in (2.45). Das setzt wiederum eine obere Schranke fiir
das chemische Potential fest, die schon im einleitenden Abschnitt 1.1 fiir die positive Definitheit
der mittleren Teilchenzahl nach der Bose-Einstein-Verteilung (1.3) gefordert wurde.

2.1.3 Freier Propagator

In diesem Abschnitt berechnen wir die Ein-Teilchen-Greens-Funktion im grokanonischen Ensem-
ble ohne Wechselwirkung, welche weiterhin auch als der freie Propagator der Vielteilchentheorie
bezeichnet wird. Dieser ist in Analogie zur grokanonischen Zustandssumme (2.1) definiert als

1
G(wl,Tl;w27T2> = ETY{ ’B(H 'LLN)T[ (331,7'1) T(wQ,Tg)]} . (249)

Dabei stellen die Operatoren

a(x, 1) = e H-1N/h () o7 H-pN)/h (2.50)
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at(x,7) = " HHNI/N Gl (g) = (H-nN)/n (2.51)

die explizit von der Imaginirzeit 7 abhéngigen Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren im
Heisenberg-Bild dar. Der Operator T in (2.49) ist der so genannte Zeitordnungsoperator, der
dafiir sorgt, dass der frither wirkende Operator rechts vom spéter wirkenden steht entsprechend
der Vorschrift

T [d(iBl,Tl) dT(wQ,Tg)} = @(7‘1—7'2) d(ml,ﬁ) &T(ZBQ,TQ) + @(7‘2—7'1) dT(wg,Tg) d(ml,ﬁ) . (252)

Die Funktion ©(7) bezeichnet die Heavisidesche Stufenfunktion, die den Wert Eins fiir positive 7
annimt und den Wert Null fiir die negativen. Deren Wert an der Stelle 7 = 0 ist nicht a-priori
gegeben und muss noch entsprechend unseren Bediirfnissen vervollstandigt werden. Die in der
Mathematik iibliche Definition lautet

1 fir x>0,
O (x) = 1/2 fir z=0, (2.53)
0 fur <0 .

Um den Vielteilchen-Propagator (2.49) auszurechnen, fithren wir die Spur-Operation im Raum
der kohérenter Zusténde aus. Dadurch erhalten wir eine zu (2.20) analoge Form

, 1 dy; dy;
G<w177—17w277—2) = E 1:[ {/T}

X {@( ) <¢| (s (H-uN) /1 (a:l) 6_(7—1_72)(ﬁ_#]\7)/71 dT(m2> 6—72(ﬁ—pN)/h |¢>
+ @(72—7'1) <¢| —(hB—72)(H—uN)/h T( )6—(T2—7'1)(H—,U,N)/FL &<$1) e_Tl(ﬁ—#N)/h ‘¢>} . (254)

Diese Ausdriicke berechnen wir analog zur Vorgehensweise im letzten Abschnitt in einer gegitterten
Version des Koordinaten-Zeit-Raums. Dafiir brauchen wir noch die Ersetzungen a(xy) — ao/+/v
und af(x7) — &TB/\/Z sowie fiir die zeitliche Abfolge (0, ..., min{7y, 7},...,max{m, n},..., i) —
0,...,ke, ..., le,..., (L+1)e) mit e = hF/(L+1). Nach mehrfacher Ausnutzung der Vollstandig-
keit kohérenter Zustande (2.18) erhalten wir damit fiir den ersten Summanden aus (2.54), welcher
auch als der retardierte Propagator bezeichnet wird, das folgende Zwischenergebnis:

Gr(x1,T1; 22, T2)

- % {/ dw;;wl } (ole” (HImr) UM g a(xy) e~ (n—r2)(H-pl)/h &T(am) o~ T2(H—pN)/h |9)
L+1 d g
= ZGK]HO];[[/ ¢ :|1;[|:2 5(¢1L+1 wzo)5(¢i7L+1_¢i,O)]<¢L+1|6 e(H— uN/h|¢ >

X(Gr] ki) (Gpsa] e T g (o) (Gl . |dn) (@n] aly e TN |6} (@i o) (2.55)
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Mit den Eigenwertgleichungen (2.16) und dem Resultat fiir die Kurzzeitentwicklungsamplitude
(2.26) lasst sich der retardierte Anteil auch umschreiben zu

L+1

S d;
GR(391,T17£152,7'2 ZGK HH [/ i 2 ] H[27T 5(% L~ 2/Jj,o) 5(¢z‘,L+1— %’,0)] (2-56>

7=0 1

¢Z]+1 w’L] 1 % hQ 9
X¢ak¢ﬁlexp _GZZ ”+1— —%?/)m-_ﬂ —mAi+‘/i—M @ZJZ‘,J‘ —I—O(E) .

In der kontinuierlichen Version haben wir nun zu ersetzen o x +— (21, 71) und ¥, — 9" (22, 72)
und konnen in Analogie zu der Gleichung (2.32) weiterhin schreiben

GR(wlyTﬂ"BZaTQ) =

%Dw x,7) Dip(x, 7) p(xy, 71) P (22, ) e AR (2.57)

ZGK

wobei A[¢*, 1] nach wie vor die euklidische Wirkung (2.33) darstellt. Der zweite Summand in
(2.54) wird héufig auch als der avancierte Propagator bezeichnet und kann vollig analog zum re-
tardierten behandelt werden. Es ergibt sich dabei das folgende der Gleichung (2.57) entsprechende
Resultat:

GA(€I3177'1;513277'2)

1 11 V d; dwzl (@] e~ PO H=NI/B G () o= (o) NV Gy ) o= (H=n )/ | gy

ZGK 27
_ 7{ DY (@, 7) D@, 7) U (w2, 7) (s, 7y) e~ A0/ (2.58)
Zox

Bei genauerer Betrachtung der Resultate (2.57) und (2.58) erkennen wir, dass beide gleich sind,
weil kohédrente Felder ¢*(xy, 7o) und ¢ (a1, 71) lediglich komplexe Zahlen und somit vertauschbar
sind. Daraus leiten wir fiir den Propagator (2.54) die folgende vereinfachte Funktionalintegral-
Darstellung ab:

D7) D) bl ) 0 ) A (250

G(wla T1; L2, 7-2) - ZG
K

bei der es in der Tat nicht auf die Reihenfolge der Imaginérzeiten ankommt.

Die oben beschriebene Situation gilt fiir den Fall, wenn die beide Imaginérzeiten 7 und 7
voneinander verschieden sind. Im Fall gleicher Zeiten 7, = 7 = 7 gibt es jedoch noch einige
nichttriviale Probleme, die wir jetzt noch kurz ansprechen. Der wichtigste Unterschied zur Si-
tuation mit verschiedenen Zeiten besteht darin, dass es hier keine Zeitentwicklung zwischen den
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren a(x;) und a'(xs) gibt wie in der Gleichung (2.54). Da-
her haben wir in der gegitterten Version die Erwartungswerte (¢| dq e~ tH-pR)/h &L |pr-1) und
(x| dT e=«(H=uN)/h G 1. 1) zu berechnen anstelle derjenigen in (2.55). Letzterer der beiden ist
mit Hilfe (2.16) direkt auszurechnen und liefert

(¢l d% g e(H-u)/R Qo |Pr1) = Vj g Yo (Or] €7 (H =)/ | i) (2.60)
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mit dem bereits bekannten Kurzzeit-Entwicklungselement (2.26). Fiir den ersten der beiden Erwar-
tungswerte miissen wir noch bedenken, dass die Niaherung ane~H=#N/h = e=<(H=pN)/h 1 O(€)
gilt. Aufgrund der Kommutatorrelation (2.7) ergibt sich nun

(Gn| i e~ =N/ dTg |dr1) = (gp| e HnNI/R (&/Tg o + 5a,6> |pr-1) + O(e)

= |V k Yok +0ap + O(e)] (b o~ €(H—pN)/h i) . (2.61)

Der in € lineare Term macht in der Tat keine Schwierigkeiten, weil er im Kontinuumlimes ¢ — 0
vernachléssigbar ist. Das zusétzliche Kronecker-Symbol sorgt jedoch fiir die wirkliche Diskrepanz
zwischen (2.60) und (2.61). Mit der Definition der Heaviside-Funktion (2.53) wiirde diese Dis-
krepanz einen Zusatzterm d(x; —x2)/2 zum Propagator (2.59) beisteuern. Wie wir spéter sehen
werden, wiirde dies zu unphysikalischen Divergenzen fithren. Doch diese Problematik mit dem zeit-
lich lokalen Propagator kann beseitigt werden, indem man leicht modifizierte Heaviside-Funktionen
verwendet, die als folgende Grenzwerte zu verstehen sind:

1 fir >0, 1 fir >0,
llmO (z+¢€¢) =< 1 fir =0, : ImO (zx—€) =< 0 fir z=0, (2.62)
e\0 B e\0 .

0 fir <0 . 0 fir <0 .

Die e-Vorzeichen wéhlen wir fiir den Zeitordnungsoperator (2.52) gerade so, dass der lokale Term
(2.61) mit dem problematischen Ausdruck d, 5 nicht vorkommt, d.h. ©(r; —7) = 0. Das wird
beriicksichtigt mit Hilfe der regularisierenden Vorschrift

T [d(l‘l,’?’l) dT(mQ,TQ)} — 11\1-‘% {@(7’1—7'2—6) &(ml,ﬁ) dT(a'!Q,TQ)

4 O(ra—7ite) il (@2, ) a(a;l,ﬁ)} . (2.63)

Fiir verschiedene Imaginirzeiten 71 und 7o &ndert diese Ersetzung gegeniiber der urspriinglichen
Form (2.52) tatséchlich nichts. Jedoch fiir die gleichen Imagindrzeiten wird dadurch aufgrund
der Beziehungen (2.62) festgehalten, dass der Erzeugungsoperator einen infinitesimalen Zeitpunkt
spater wirkt, als der Vernichtungsoperator. Nach diesen Vorbemerkungen stellen wir fest, dass der
Vielteilchen-Propagator ebenfalls als der Grenzwert

G(x1, 71522, T9) — li\H(l) G(x1, 715 X2, T2 +€) (2.64)

mit dem urspriinglichen Propagator (2.59) zu interpretieren ist.

Um nun den freien Propagator (2.59) bzw. (2.64) zu berechnen, benutzen wir wiederum das
kohérente Feld (2.41) und das Funktionalintegral in der Form (2.44). Mit der euklidischen Wirkung
(2.43) ergibt sich damit

1 0 ‘ '
G(:Cl; T1, 2, 7—2) = h/@ Z Z ”(/}k/ (w1> d};;// (w2) Z elwm/Tl e—zwm/”—z
GK kl,k/l m/,ml/:—OO

s daj,, dagmn . .
TTTT [ St {2 55 st it P )1} i 259

k m=-—oco k m=—o0
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Fiir den Fall (m”, k") # (m/, k') zeigt eine einfache Rechnung, dass dieser Ausdruck aus Sym-
metriegriinden verschwindet. Somit miissen wir uns lediglich auf den Fall m” = m/ und k" = k'
beschranken und erhalten

G(w1,7'1;$2,7'2 = hﬁZ Z¢k, T ¢k/ 332 Z 6“’-’ 1(T1—72)

da/ / /da 'm/ )
B | )

2whf3
A day,,, dagm i} .
X ’#Hk, mHOO |:/ W exp {_ Ao, AUl (Zhwm + Ek: - ,U)/h}:| . (266)
m#£m!

Diesen Ausdruck werten wir jetzt mit der Zerlegung (2.46) und der Umformungsregel (2.47) aus
und erhalten damit fiir nichtnegative Werte von Ej — u

W, 7'1 T2 h
G(xy, 1152, 72) = hG ZG Zwkl ) Vi (@2) Z ‘ | {ﬁ(zhw + Bl _'M)J
k’ - " |

<TI0 { mwmwk_ )} | (2.67)

k;ék/ m=—oo

m#m/

Setzen wir nun fiir die grolkanonische Zustandssumme Zgx das Ergebnis (2.48) ein, so kénnen
wir zusammenfassend mit dem expliziten Ausdruck fiir die Matsubara-Frequenz (2.38) schreiben

=\ exp [2mim (11—72) /R3]

G ; = * . 2.68
i) = S ite) 5 SO gy
Um dieses Ergebnis fiir den freien Vielteilchenpropagator in eine praktikablere Form zu bringen,
machen wir Gebrauch von der Poissonschen Summenformel (A.7) aus Anhang A in einer etwas

abgewandelten Form

> fm) = lim Z/ dz f(z) e2min=m= (2.69)

m=—0oQ n=—0oo

Hierbei wurde der positive infinitesimale Parameter 1 eingefiihrt, der mit dem in (2.63) bzw. (2.64)
verwendeten Parameter e durch die Beziehung n = €/(h(3) zusammenhéngt, um der Regularisie-
rung (2.64) zu geniigen. Dies siecht man unmittelbar aus der Tatsache, dass e 2™* zusammen
mit der Exponentialfunktion aus (2.68) effektiv zu einer Erweiterung 75 +— 79 + nhg fithrt. Nun
kann die Matsubara-Summe in (2.68) in ein Integral umgewandelt werden, welches mit Hilfe des
Residuensatzes ausgewertet wird. Das Ergebnis lautet

T —T2

") (2.70)

G(ml,Thwg,Tg = hm Zwk I 'lbk iBQ Z("‘) n— T]]hﬁ"‘Tl ’7'2) —ABr =) (n—n+

n=—oo
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Dieses Resultat ldsst sich fiir den Wertebereich der Imaginérzeiten 7,7 € (0; 25 | weiterhin auf
die endgiiltige Form

G(T1,715®2, T2) = }]{I(l) Zwk(ﬂh) Vr(@2) {@(71—7'2—7771@ Z+ O (r2—71 +nhp) Z}
k n=0 n=1

« ¢ BER—p)(n+552) (2.71)

bringen. Der fiir die spéteren Berechnungen h&dufig verwendete Spezialfall des zeitlich lokalen
Propagators ergibt sich daraus geméafl (2.62) unmittelbar zu

oo

G(JIl,T;wQ,T) = Z¢k(w1) ¢Z(w2) Z €_nB(Ek_H) . (272)
k

n=1

2.1.4 Wechselwirkungsfreies grof3lkanonisches Potential

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, welche Konsequenzen aus dem groflkanonischen Potenti-
al im wechselwirkungsfreien Fall zu ziehen sind. Es wird uns namlich direkt zur Bose-Einstein-
Verteilung (1.3) fithren. Das groflkanonische Potential Fgy selbst ist durch die groBkanonischen
Zustanssumme Zgg gegeben als Fox = —In Zg /. Aus (2.48) erhalten wir somit seine Spektral-
Darstellung

Fox = 3 Z Z [ zhwm—I—Ek—u)} : (2.73)

k m=—o0

Zur Ausfithrung der Matsubara-Summe verwenden wir die Poissonsche Summenformel in der
regularisierten Form (2.69)

0 = 5}7{%2 Z / dzln B(Ey — )+27rzz} 2mitn=m)z (2.74)

n=—oo

wobel wir (2.38) eingesetzt haben. Bevor wir zur weiteren Auswertung des Integrals tibergehen,
fithren wir noch einige wichtige Umformungen durch. Die eine beruht auf der Identitét

Ina = —(%{a‘x}

fiir Re a > 0, die iibrigens auch als Ausgangspunkt der so genannten Replika-Methode [49] dient.

(2.75)

=0

Die andere benutzt die so genannte Schwinger-Formel [50, Kapitel 8]

_ 1 /OO o
at = — do o™ e 7 | (2.76)
I'(z) Jo

wobei I'(z) die Eulersche Gamma-Funktion ist. Mit diesen beiden Formeln lisst sich das groBka-
nonische Potential (2.74) folgendermafien umschreiben:

F N | { / d xz—1 UB(Ek,u)/ d 27riz(nfnfcr)}
GK 771{1(1) Z Z aCL’ g o e B z e

o0
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Die z-Integration lasst sich explizit ausfithren und ergibt die Diracsche Delta-Funktion 6(n—n—o).
Dadurch wird das o-Integral trivial und wir erhalten

1 9 1 s—1 _—B(n—n)(Ex—p)

Hierbei beriicksichtigten wir, dass nur positive n nicht verschwindende Beitrige liefern, denn o ist

(2.78)

z=0

per Konstruktion nichtnegativ und 7 ist sogar streng positiv. Verwenden wir nun die folgenden
Entwicklungen fiir kleine x-Werte:

‘ -

2 _n)z-1 1 T
@ =z + O(x%) , (n—mn) n_n—i-(’)(), (2.79)

p1

so erhalten wir fiir das groflkanonische Potential (2.78)

Nach Ausfithrung der Ableitung erhalten wir
o = LSS L sy
p=n
Die n-Summe stellt die Reihenentwicklung der Logarithmus-Funktion dar, so dass
Fox = % g In {1 - e*ﬁwk*#)} (2.82)

gilt. Dies ist dar bekannte Ausdruck fiir das grofkanonische Potential bosonischer Gesamtheiten.
Es ist interessant in diesem Zusammenhang, sich die freie Energie eines harmonischen Oszillators
der Frequenz w in einer Dimension anzuschauen [51]:

Fuo = il {1 . e—ﬁﬁW} . (2.83)
2 B

Ersetzen wir in (2.82) Ep — p — hw, so stellen wir fest, dass jeder einzelnen Energiemode k
ein harmonischer Oszillator bestimmter Frequenz entspricht. Das spiegelt den Grundgedanken der
Quantenfeldtheorie wieder. In (2.82) fehlt jedoch die Grundzustands-Energie hw /2, die nach der k-
Summation zu einem divergenten Ausdruck fithren wiirde. Er wurde im groflkanonischen Potential
durch Verwendung der Normalordnung der gleichzeitigen Vernichtungs- und Erzeugungsoperato-
ren vermieden [52]. Diese Regularisierungsvorschrift wurde fiir den Ausdruck (2.74) durch den
infinitesimalen Parameter n umgesetzt (siehe auch die Diskussion im Abschnitt 2.1.3). Hétten wir
von Anfang an n = 0 gesetzt, so wiirden wir in der Tat die unendliche Grundzustands-Energie
aller Bose-Felder bekommen.

Wie wichtig das Resultat (2.82) fiir das Verstidndnis der wechselwirkungsfreien Bosonen ist, zeigt
die unmittelbar daraus folgende Energieverteilungsfunktion. Diese erhalten wir aus der mittleren
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Teilchenzahl, die als die negative partielle Ableitung des groflkanonischen Potentials nach dem
chemischen Potential definiert ist als

N = - Hox _ > N (2.84)

Dabei ist Vg die Teilchenzahl im Energiezustand k

1

Nip = B Er—m) _ 1

(2.85)

Genau dies ist die Bose-Einstein-Verteilung [2], die wir bereits in Gl. (1.3) des einleitenden Kapitels
1.1 erwéhnt haben. Erinnern wir uns noch an den zeitlich lokalen Propagator aus (2.72), so stellen
wir mit Hilfe der Orthonormalitéts-Relation (2.37) die folgende wichtige Beziehung fest:

N = /dgx Gz, 7;2,7) . (2.86)
Daraus erkennen wir, dass der diagonale Propagator
n(e) = Gz, ;2,7) . (2.87)
die mittlere Teilchenzahldichte darstellt.

2.2 Spezialfall des homogenen Bose-Gases

Die Resultate aus dem letzten Abschnitt lassen sich fiir spezielle Potentiale noch weiter konkre-
tisieren. In der vorliegenden Arbeit beschrianken wir uns auf die Untersuchungen im dreidimen-
sionalen Raum. Das homogene System stellt dabei den einfachsten Spezialfall dar, der sich fiir
das verschwindende Potential V() = 0 in einem sehr grofien Gebiet des Volumens V' ergibt.
Die Randeffekte konnen dabei vernachléssigt werden. Das dazu gehorige Eigenwertproblem (2.35)
reduziert sich dann auf eine einfache Wellengleichung mit der Ortsfunktion 1g(2) in Form einer

ebenen Welle mit dem dreidimensionalen Wellenvektor k:

Yr(x) = \;—Ve““ : (2.88)

Die Energie-Eigenwerte
Ep = h*k*/2M (2.89)

bilden fiir grofles V' ein kontinuierliches Spektrum, so dass die Spektralsumme zu einem kontinu-
ierlichen Integral

APk
Zk: — V/ Pt (2.90)

wird. Die Zusténde (2.88) sind vollstandig, da sie der Beziehung (2.36) geniigen. Die Orthonor-
malitat (2.37) lautet

[ vit@)ot@) = S5 a0 - k) (2.91)

und liefert die Modifikation des Kronecker-Symbols dy, x fiir das kontinuierliche Spektrum.
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2.2.1 Direkte Auswertung homogener Bose-Gase

Im Folgenden diskutieren wir das Modell eines idealen homogenen Bose-Gases. Es besticht durch
seine Einfachheit und wird daher auch meistens als das Paradigma-Problem fiir die Bose-Einstein-
Kondensation verwendet. Doch wie wir am Ende dieses Unterabschnitts noch sehen werden, ist
die direkte Umsetzung dieses Modells etwas liickenhaft.

Zum Berechnen der thermodynamischen Eigenschaften benutzen wir das groffkanonische Potential
Fex in der Form (2.81). Mit der Spezifizierung (2.90) ergibt sich damit

1V
Feoxk = — 306 Gs (7). (2.92)
Hierbei bedeutet A die thermische de Broglie-Wellenlénge
278 h*\
A= 2.
( o ) (2.03)

und ¢, (z) bezeichnet die polylogarithmische Funktion

Q,(Z) = Z

n=1

n

(2.94)

3

Die mittlere Teilchenzahl ergibt sich dann z.B. aus der negativen Ableitung von (2.92) nach dem
chemischen Potential zu

N = %43/2 (e™) . (2.95)

Weiterhin kénnen wir das groflkanonische Potential (2.92) benutzen, um z.B. die spezifische
Warmekapazitdt Cy auszurechnen. Diese Grofle zeigt die Stérke der Energiefluktuationen im vor-
liegenden System an und ist definiert als die Anderung der inneren Energie bei einer Erwirmung
fiir konstante Volumina V' und Teilchenzahlen N. Mit Hilfe der Entropie S = — (0F¢x/0T)y,,
lésst sie sich auch angeben als

08
cvon(%) os0)

Die Entropie kann aus dem grofikanonischen Potential nach S = —(0F gk /0T )y, bestimmt wer-
den. Da in (2.96) die Konstanz der Teilchenzahl explizit gefordert wird, ldsst sich die Warmekapa-
zitdt nicht direkt als die zweite Ableitung von Fgx bestimmen. Dieser Umstand wird durch einen
Korrekturterm beriicksichtigt, und man erhallt fiir die Warmekapazitiat ganz allgemein

anGK) (8]\7)2 (8N>_1
Cy = —T (= = . 2.97
v ( or: ), OT )7, \ Op )y (2.97)

Mit dem groflkanonischen Potential aus (2.92) und der Teilchenzahl aus (2.95) ergibt sich fiir die
Warmekapazitdat im homogenen Bose-Gas

vV (15 9 (3puleln
CV = — {Z kB C5/2(€/6M) — Z k’B %} . (298)
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Mit dem Ausdruck (2.95) fiir die Teilchenzahl erhélt man daraus die spezifische Wérme pro Teil-
chen

% = kp {E Gopale™) 9 Gypale™) } : (2.99)

An dieser Stelle sollten wir noch den Anwendungsbereich der obigen Beziechungen diskutieren. Be-
trachtet man die Teilchenzahl-Gleichung (2.95) etwas néher, so fillt auf, dass das chemische Poten-
tial g hierin nicht positiv sein darf. Andernfalls wiirde die polylogarithmische Funktion (3 /2(6’8”)
entsprechend der Definition (2.94) divergieren, wodurch die Teilchenzahldichte N/V' selbst di-
vergent wire. Der groBtmogliche Wert fiir das chemische Potential ist somit g = 0. Das ist der
Spezialfall der allgemeinen Beobachtung, dass diese Grofle aufgrund der positiven Definitheit der
mittleren Teilchenzahlen (1.3) den Energie-Eigenwert des Grundzustands nie iibersteigen darf.
Diesmal ist die Grundzustands-Energie entsprechend den Spezifizierungen (2.90) eine verschwin-
dende Gréfle Eg = Eg = 0 und schrankt somit das chemische Potental auf nichtpositive Werte
ein. Der Wert © = 0 wird jedoch bei einer von null verschiedenen Temperatur angenommen.
Diese Temperatur wird als die kritische Temperatur 7, bezeichnet und lédsst sich als Funktion
der Teilchenzahl N angeben. Dazu bemerken wir zuerst, dass es eine Beziehung zwischen der
polylogarithmischen Funktion (,(z) und der Riemannsche Zeta-Funktion

() = > n (2.100)

besteht.

Aus den beiden Definitionen (2.94) und (2.100) wiirde man naiverweise erwarten, dass die erstere
fiir den Fall z — 1 in die letztere iibergeht. Doch das kann nur fiir den Fall v > 1 gelten,
wo beide Ausdriicke durch ihre Reihendarstellungen tatséchlich wohl definiert sind. Es bestehen
auch fiir den wichtigen Fall v < 1 noch gewisse Beziehungen zwischen den beiden Groflien. Doch
sind diese dann keineswegs trivial und bilden die Kernaussage der so genannten Robinsonschen
Entwicklungs-Formel [53]

G(e™)=TL—v)a" "+ (—a)* ((v—k)/ K (2.101)

die fiir kleine Parameter z gilt. Die Herleitung und lédngere Diskussion dieser Formel ist im Anhang
B zu finden. Fiir den Spezialfall v > 1 und x = 0 ergibt sich daraus in der Tat die oben erwéhnte
Beziehung

Gle™) =8 ¢w) (w>1) . (2.102)

Nun kommen wir zuriick zur Bestimmung der kritischen Temperatur 7' = T, Aufgrund der
Relation (2.95) mit der de Broglie-Wellenlénge (2.93) und der Beziechung (2.102) ergibt sich fir
die Teilchenzahl am kritischen Temperaturwert (mit g — 0)

M2
N = (];BhQ) V TO32 ¢(3/2) . (2.103)
m
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Dies lasst sich nach der kritischen Temperatur auflésen mit dem Resultat
o2 [ N 1P

e
Mit dem Wert ((3/2) ~ 2.612 ergibt das in der Tat die in (1.5) angegebene Abhingigkeit von

der Dichte n = N/V. Oberhalb dieser kritischen Temperatur kann das chemische Potential p bei
einer konstanten mittleren Teilchenzahl bzw. Dichte nur negative Werte annehmen und ist somit

TO) —
¢ kgM

(2.104)

unproblematisch. Genau das war die in der Abb. 1.1 b) dargestellte Situation, die Verhéltnisse in
der oberen nichtkondensierten Phase beschrieb.

Versucht man nun, die Teilchenzahl unterhalb der kritischen Temperatur zu bestimmen, so stellt
man fest, dass selbst im Extremfall ¢ = 0 noch

NT <T") < T )3/2
- )

va®, ~ \zo 2109

gelten muss. Daraus resultiert, dass die Teilchenzahl unterhalb der kritischen Temperatur reduziert
wird, so dass es bei verschwindender Temperatur gar keine Teilchen geben diirfte. Dieser Umstand
ist physikalisch nicht zu vertreten, denn die mittlere Gesamt-Teilchenzahl im System ist eine von
Aufen einstellbare Grofle. Das Fehlen der Teilchen deutet lediglich auf ein Problem der in diesem
Abschnitt gemachten Ndherungen hin. Im anschlieBenden Abschnitt werden wir zeigen, dass die
Teilchen in der Tat nicht verschwinden, sondern nur in den Grundzustand iibergehen. Den letzteren
haben wir ndmlich in diesem Abschnitt nicht korrekt berticksichtigt.

2.2.2 Homogenes Bose-Gas mit Grundzustand

In diesem Abschnitt werden wir den Beitrag des Grundzustandes etwas genauer untersuchen.
Dabei werden wir auch feststellen, dass das Fehlen der Teilchen, welches wir im letzten Abschnitt
bemerkt haben, nur fiir die thermisch angeregten Zustédnde gilt. Die restlichen Teilchen kénnen
wir im Grundzustand wiederfinden. Genau dieser Sachverhalt wird auch iiblicherweise als die
Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet.

Die Schwachstelle der Ndherungen im letzten Abschnitt liegt in der kontinuierlichen Integration
(2.90) iiber alle Quantenzustinde. Eine diskrete Summe kann zwar im Limes V' — oo in der
Tat meistens durch ein Integral gendhert werden, aber nur, wenn der Summand im gesamten
Integrationsgebiet keine Singularititen aufweist. Das ist jedoch nicht der Fall, wenn man wie in
(2.85) fir u = Eg = 0 iiber die Bose-Einstein-Verteilungen summiert, da diese am unteren Rande
des Gebiets divergent ist. Den Grundzustand miissen wir somit gesondert beriicksichtigen. Das
wird durch die Vorschrift

> fer fo+ V/ (;l:;g f(k) (2.106)

fiir eine zuerst beliebige Funktion f gegeben, welche die vorherige Ersetzungsvorschrift (2.90) kor-
rigiert. Die zugrunde liegende Interpretation besteht darin, dass der verschwindende Wellenvektor
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k = 0 eigentlich nicht nur den Grundzustand des Systems angibt, sondern auch noch den ersten
angeregten Zustand, der in einem homogenen System durch keine Liicke vom Grundzustand ge-
trennt ist. Der Integrationsanfang bei k = 0 in (2.90) beriicksichtigt nur den ersten angeregten
Zustand und iibersieht den Grundzustands-Beitrag. In (2.106) wird er dagegegn mit dem Term fo
erfasst. Die Verwendung von (2.106) hat einen leichten Einfluss auf die Vollstandigkeit (2.36) der
Zustande (2.88), man erhélt ndmlich d(x — ') +1/V statt des urspriinglich geforderten (x —a').
Dies ist aber im Limes V' — oo, welcher im homogenen Gas angenommen wird, zu vernachléssigen.

Die mittlere Teilchenzahl (2.85) ergibt sich nun aufgrund der Ersetzung (2.106) zu

v
N = No + 35 Gpo (e™) (2.107)
wobel der erste Summand
1

den Unterschied zum fritheren Ergebnis (2.95) ausmacht. Das ist die Teilchenzahl im Grundzu-
stand. Solange das chemische Potential y nicht verschwindet, ist auch diese Teilchenzahl im Grund-
zustand nur eine endliche GroBe. Das wiirde im Vergleich zum zweiten Term aus (2.107) nicht ins
Gewicht fallen, weil letzterer mit dem sehr grofien Volumen V' skaliert. In einem solchen Fall gilt
die Ndherung (2.95) vom letzten Kapitel. Anders ist es im Falle eines verschwindenden chemi-
schen Potentials, da dann die Teilchenzahl (2.108) unendlich wird. Um dieser Unendlichkeit einen
physikalischen Sinn zu verleihen, miissen wir eigentlich sagen, dass der Grundzustand-Beitrag von
der GroBenordnung der sehr groflen Gesamtteilchenzahl N wird. Das chemische Potential selbst
verschwindet dann in der Tat geméf p ~ —1/(GN). Das Verhalten der Teilchenzahl ldsst sich nun
fiir beide Phasen oberhalb und unterhalb der kritischen Temperatur in der Form

<0, Nog/N=~0 fiir T>T",
{“ o/ (2.109)

p~0, No/N>0 fir T<TY

zusammenfassen. Die kritische Temperatur 7, c(o) aus (2.104) ist diejenige Temperatur, die beide
Bereiche trennt.

Erinnern wir uns hier noch an das Problem der fehlenden Teilchen im letzten Abschnitt, so stellen
wir fest, dass die mittlere Gesamtteilchenzahl (2.107) nun im gesamten Temperaturbereich fest
vorgegeben werden kann. Aber diese Teilchenzahl kann nun unter den beiden Termen aufgeteilt
werden. Der erste Term steht dann fiir die Zahl der im Grundzustand kondensierter Teilchen und
der zweite fiir die Zahl der thermisch angeregten Teilchen. Falls nun der zweite Term weniger
Teilchen aufnimmt als es deren insgesamt gibt, dann sind diese Teilchen dem ersten Kondensat-
Anteil-Term zuzuordnen. Da dieser Fall nun offensichtlich unterhalb der kritischen Temperatur
auftritt, gilt dort ¢ ~ 0 und somit nach (2.102) (32 (¢™) ~ ((3/2). Die Gleichung (2.107) lisst
sich fiir diesen Fall in der Form

NOZN—

3/2
(1@2{) vV T3% ((3/2) (2.110)
m



40 KAPITEL 2. GROSSKANONISCHE BESCHREIBUNG IDEALER BOSE-GASE

umschreiben. Der Anteil der kondensierten Teilchen berechnet sich nun im thermodynamischen
Limes unendlich vieler Teilchen mit Hilfe der kritischen Temperatur (2.104) unter Beriicksichtigung
der oberen Phasenbedingung (2.109) zu

3/2
% ~ {1— <%> }@(TC(O)—T) : (2.111)

Dieses Resultat ist bereits in Abb. 1.2 graphisch dargestellt. Da der Ordnungsparameter Ngo/N
am kritischen Punkt 7 = T kontinuierlich verschwindet, handelt es sich bei der Bose-Einstein-
Kondensation im homogenen Bose-Gas um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung nach dem
Landau-Kriterium.

Nun widmen wir uns noch der Warmekapazitit (2.97). Dazu wird das groBkanonische Potential
(2.81) benotigt, welches sich mit der korrigierten Vorschrift (2.106) zu

Fox = % In[1—e™] — = = G0 () (2.112)
ergibt. Fiir Temperaturen oberhalb des kritischen Wertes ist der erste Term endlich und somit
gegeniiber dem zweiten Volumen-abhéngigen Term im Limes V' — oo stark unterdriickt. Hier
kann man (2.112) tatsdchlich durch den vorherigen Ausdruck (2.92) ersetzen, und die Wérme-
kapazitit geniigt in diesem Temperaturbereich der Gleichung (2.99) aus dem letzten Abschnitt
2.2.1. Unterhalb der kritischen Temperatur, wo Su ~ —1/N gilt, ist der erste Term aus (2.112)
nicht mehr vernachlissigbar. Auerdem gilt dort die Bezichung (s /2 () & (5/2(1) = ((5/2), und
(2.97) liefert unter Berticksichtigung der Teilchenzahl-Gleichung (2.110) die Wérmekapazitit

2
Cy = 1541‘”3 % (5/2) + 3k By % ¢(3/2) - % M (e =)’ {% 4(3/2)] - (2113)

Setzt man hier die kritische Temperatur (2.104) und die Beziehung V((3/2)/A* = N(T/T.)%?
ein, so kann die Gleichung (2.113) noch umgeformt werden zu

3/2 3/2
v -t () {145{4((35//;)) P S R } 1)

Erinnern wir uns noch an dieser Stelle, dass Su ~ —1/N gilt, so erkennen wir, dass die letzten
beiden Summande in der obigen Gleichung von der Ordnung O(1/N) und somit gegeniiber dem
ersten Summand vernachléssigbar sind. Aufgrund dessen ergibt sich in der unteren Temperatur-
Phase das vereinfachte Resultat:

Ov(T <TY) _ L (T 5215 ¢(5/2)
N7 B(Tgm) 4¢(3/2)

(2.115)

Diese Wiarmekapazitat ist zusammen mit dem entsprechenden Resultat in der Hochtemperatur-
phase aus (2.99) graphisch in Abb. 2.1 dargestellt. Wahrend die Temperaturabhéngigkeit in der
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5 Cv/Nks
1 Dulong-Petit
0 1 2 T/T.

Abbildung 2.1: Reduzierte Warmekapazitédt im homogenen Fall nach (2.99) fir 7' > T, und nach
(2.115) fiir T < T,. Die gestrichelte Linie zeigt das klassische Dulong-Petit-Resultat.

unteren Phase unmittelbar aus (2.115) bekannt ist, ist sie in der oberen Phase in (2.99) nur impli-
zit gegeben. Fiir die graphische Darstellung in dieser Phase wéhlen wir daher die parametrische
Darstellung der reduzierten Temperatur

T [ ¢B3/2) 177
7O {43/2 (eﬁu)] ’ (2.116)

die wir mit (2.93), (2.95) und (2.103) hergeleitet haben. Die Fugazitiit z = e®* € (0; 1] spielt hierbei
die Rolle des Parameters, mit dessen Hilfe die Wertepaare aus (2.99) und (2.116) angegeben werden

konnen.

Aus Abb. 2.1 ist unter anderem zu sehen, dass sich im Grenzfall sehr hoher Temperaturen das
aus der klassischen Thermodynamik bekannte Dulong-Petit-Gesetz mit einer Warmekapazitat
von 3kg/2 pro Teilchen ergibt. Am absoluten Temperaturnullpunkt verschwindet dagegen diese
Wirmekapazitéit, wie es vom dritten Hauptsatz der Thermodynamik gefordert wird. Am kritischen
Punkt erreich die Warmekapazitit ihren Maximalwert Cy (T :TC(O)) ~ N-1.926 kg und zeigt dort
einen deutlichen Knick.

2.3 Bose-Gase in harmonischen Fallen

In diesem Abschnitt untersuchen wir den fiir die Experimente relevanten Spezialfall eines drei-
dimensionalen Ein-Teilchen-Potentials (1.7). Dieses Potential ist additiv in den einzelnen Raum-
komponenten, wodurch sich auch die Bewegung eines Teilchens in den einzelnen Richtungen von-
einander unabhéngig gestaltet. Das Eigenwertproblem (2.35) wird somit durch die Wellenfunktion
erfiillt, die sich multiplikativ aus den Losungen fiir das bekannte Problem des eindimensionalen
harmonischen Oszillators zusammensetzt:

M (w122 + woy® + w32?) 5 1 Muw;\1/4 Mw;
V() = exp{— - 11 S (—m) Hy |\ =2 ] 1)
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mit k; = 0,1,2,... fir alle Raumrichtungen . Dabei bezeichnen die Funktionen Hy, (x) Hermite-
Polynome. Die dazugehorigen Energie-Eigenwerte setzen sich additiv aus den wohl bekannten
Eigenwerten des eindimensionalen Problems zusammen zu

Ep = hwi (ki + 1/2) + hwa (ko 4+ 1/2) + hws (ks +1/2) . (2.118)
Verwenden wir noch den algebraischen Mittelwert der Frequenzen
w = (w1+w2+w3)/3 5 (2119)

so konnen wir dafiir auch schreiben

Ek = 3h @/2 + h (w1k1 + u)gkg -+ W3]{73) . (2120)
Dieses Ergebnis setzen wir in (2.81) ein und erhalten daraus das grofilkanonische Potential
1 1 -
_ = — _np —nBh(wi k1 +wakatwsks)
fGK— 5 ne © Z e 1R1+w2k2tw3k3 ’ (2.121)
n=1 k1,ko,k3=0

wobei wir hierfiir noch die folgende Abkiirzung fiir das reduzierte chemische Potential verwendet
haben:

f=p—3ha/2 . (2.122)

Die jeweiligen Summationen in (2.121) sind leicht auszuwerten, da sie lediglich geometrische Reihen
darstellen. Weil wir aber aus dem letzten Abschnitt gelernt haben, dass der Grundzustand k = 0
mit besonderer Aufmerksamkeit zu behandeln ist, spalten wir diesen auch hier von den restlichen,
angeregten Zustdnden ab. Somit ergibt sich fiir das groBkanonische Potential (2.81)

enbBi

_ 1 . 1 B
Fox = ﬁ In [1 e M} 6 Z n { (1 _ e—n,@’hwl) (1 _ e—nﬁhwz) (1 . e—nﬁhwg) 1} (2123)

Weiterhin finden wir daraus die mittlere Teilchenzahl entsprechend der Bezichung (2.85) zu

n=1

N 7 1
= nBf B
o ; ’ { (1 — e=nbhor) (1 — e=nbhen) (1 — g—nbhus) 1} (2.124)

mit der mittleren Teilchenzahl im Grundzustand
1
e~ —1

No = (2.125)

Interessanterweise entspricht die letzte Gleichung der Identitét (2.108) fiir das homogene Gas.
Diesmal wird jedoch statt des chemischen Potentials p die um die Grundzustands-Energie redu-
zierte Grofle fi aus (2.122) verwendet. Da im homogenen Gas die Energie im Grundzustand als
verschwindend angenommen wurde, sind beide Groflen dort identisch.

Mit Hilfe der Ausdriicke (2.123) und (2.124) werden wir im Folgenden die Kondensatteilchendichte
und die Warmekapazitit der Bose-Gase in harmonischen Fallen ermitteln. Im néchsten Unterab-
schnitt berechnen wir diese in niedrigster semiklassischen Ordnung, was dem thermodynamischen
Limes entspricht. Im nachfolgenden Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit deren erster semi-
klassischer Korrektur.
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2.3.1 Semiklassische Niherung

Die semiklassische Néherung besteht in der Annahme, dass der Abstand zwischen zwei benach-
barten quantenmechanischen Energieniveaus, welcher nach (2.120) durch hw gegeben ist, klein
gegeniiber der thermischen Energie 1/ ist. Diesen Umstand kann man in der Ungleichung

Bhw < 1 (2.126)

zusammenfassen. Das ist in erster Linie fiir nicht allzu grole Werte von 8 und w aufgrund der
Kleinheit der Planck-Konstante h erfiillt. Dieselbe Annahme fithrt uns zur klassischen Physik als
einen Grenzfall der Quantenphysik, und dieser Umstand ist verantwortlich fiir die Namensgebung
dieser Nédherung. Ebenfalls kann man diese Ndherung als eine Naherung fiir hohe Temperaturen
oder fiir kleine Fallenfrequenzen sehen. Letzteres lasst sich noch mit der mittleren effektiven Breite
einer harmonischen Falle
Ko\ 1/2

L, = (m) (2.127)
verbinden. Dies ist die mittlere quadratische Breite der Grundzustands-Wellenfunktion. Auch der
thermischen Wolke der angeregten Zustande lésst sich eine mittlere Breite zuordnen. Diese skaliert
jedoch entsprechend der Beziehung

L] (et 1
Ly = - {—6M(3(eﬁﬂ)] (2.128)

reziprok mit der Frequenz w. Aus beiden Resultaten (2.127) und (2.128) sehen wir, dass harmoni-
sche Fallen mit kleineren Frequenzen effektiv groflere Volumina darstellen. Wollen wir nun, dass
unser Bose-Gas in der Falle eine bestimmte feste Dichte hat, so muss mit einem gréfler werdenden
Volumen auch die Teilchenzahl N ansteigen. Aufgrund dieser Uberlegung stellen wir nun fest,
dass bei festen Teilchenzahldichten die kleinen Fallenfrequenzen w den grofien Teilchenzahlen N
entsprechen. Die semiklassische Néherung (2.126) ergibt somit in fithrender Ordnung (also bei
fhw — 0) den thermodynamischen Limes N — oo. Um genau diesen Limes und die erste Korrek-
tur dazu, die den fithrenden Effekt der Endlichkeit realer Systeme beriicksichtigt, geht es in der
anschlieSenden Diskussion.

Als Ausgangspunkt gilt uns das groflkanonische Potential (2.123), welches hier bis zur ersten
Ordnung im Kleinheitsparameter Shw entwickelt wird:

~ > TLBA
Forx = %ln [1 - @ﬁu} - W ; en; {1 + nTﬁh (W14 wat ws) + O(ﬁQthQ)} -(2.129)

Dabei verwendeten wir das geometrische Mittel der Frequenzen

& = (wwows)"? (2.130)
und erinnerten uns an den arithmetischen Frequenz-Mittelwert (2.119). Mit Hilfe der polyloga-
rithmischen Funktion (2.94) ldsst sich (2.129) weiterhin zu

1

Forx = %m 1~ Sy {¢4<eﬁﬂ> 2B e + 0(ﬁ2h2w2)} (2.131)
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umschreiben. Analog dazu erhalten wir die mittlere Teilchenzahl (2.124) in der semiklassischen
Néherung zu

N = Ny + W {gg(eﬁﬂ) + ; Bh@ (M) + O(ﬁ%%ﬂ)} : (2.132)
wobei Ny nach wie vor die Teilchenzahl im Kondensat (2.125) ist. Bei Untersuchungen dieser Glei-
chung stellen wir fest, dass analog zur Argumentation aus dem Abschnitt 2.2.2 die verschwindenden
Werte des reduzierten chemischen Potentials [i eine besondere Rolle spielen. Verschwindend be-
deutet auch in diesem Fall Werte von der Ordnung i ~ —1/(8N), welche im thermodynamischen
Limes N — oo gegen null konvergieren. Fiir alle solchen Werte ist die Kondensat-Teilchenzahl
No aus (2.125) von der GroBenordnung der Gesamtteilchenzahl N. Ganz anders ist die Situation
fiir nichtverschwindende fi-Werte, fiir die der erste Term in (2.132) eine endliche feste Zahl ist
und im thermodynamischen Limes vernachlissigt werden kann. Es ergeben sich also auch diesmal
zwei Phasen, die nach Ersetzung p — i in Analogie zu (2.109) beschrieben werden. Die kritische
Temperatur 7, trennt die beide Phasen voneinander und kann aus beiden Phasen-Bedingungen
bestimmt werden.

Unterhalb der kritischen Temperatur gilt immer i ~ 0 und die polylogarithmischen Funktio-
nen aus (2.132) reduzieren sich entsprechend der Beziehung (2.102) auf die Riemannschen Zeta-
Funktionen. Am kritischen Punkt muss aulerdem noch der Kondensat-Anteil No/N verschwinden,
weil das gleichzeitig ein Punkt aus der oberen Temperatur-Phase ist. Somit reduziert sich die Glei-
chung (2.132) am kritischen Punkt zu

k BTc 5 3hw 242 2
N = 3 2 O(Bzh . 2.133
(%25) {cor+ g <@+ 0Ee) (2.13)
Vernachlissigt man hierbei den zweiten Summanden, der offensichtlich die semiklassische Korrek-
tur fithrender Ordnung beschreibt, so ergibt sich daraus der kritische Temperaturwert im thermo-
dynamischen Limes

o = @[N]
T = o L(S)] ) (2.134)
Weil nidherungsweise ((3) &~ 1.202 gilt, entspricht dies genau dem in (1.8) angegebenen Resultat.
An dieser Stelle sei bemerkt, dass, obwohl die Teilchenzahl N hier explizit vorkommt, dieses
Resultat auch im thermodynamischen Limes N — oo sinnvoll bleibt. Hierbei miissen wir nur
dafiir sorgen, dass die mittlere Frequenz & gerade so schnell verschwindet, dass das Produkt @ N'/3
endlich bleibt. Erinnern wir uns hier noch an die mittlere Breite der thermischen Wolke (2.128),
so sehen wir, dass das Resultat (2.134) in der Tat lediglich von der thermischen Teilchendichte
abhéngt und keineswegs von der Teilchenzahl selbst.

Weiterhin ergibt sich unmittelbar aus (2.133) die erste semiklassische Korrektur zur kritischen
Temperatur (2.134):
T, o (2 1
70 25 (2/3(3) N1/3

+ O (N3 (2.135)

&
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Unterhalb dieser kritischen Temperatur wird der Kondensat-Anteil No/N makroskopisch. Er ldsst
sich mit Hilfe (2.134) aus der Teilchenzahl-Gleichung (2.132) zu

N, TY 3w ¢(2 T Y 1 -

berechnen. Dabei sorgt die Heaviside-Funktion fiir das Verschwinden der Grundzustand-Besetzung

oberhalb der kritischen Temperatur, was aus der allgemeingiiltigen Beziehung (2.109) ndherungs-
weise folgt. Das Verhaltnis T/TC(O) darin ldsst sich nach (2.135) mit Hilfe 7'/T,. umschreiben, so
dass wir alternativ zu (2.136) die Beziehung

B (1Y s (- (2)

erhalten. Die ersten zwei Summanden auf rechten Seite dieser Gleichung sind N-unabhéngig und

1
N1/3

+ O (N72/%) } O (T.—T) (2.137)

bleiben auch im thermodynamischen Limes N — oo erhalten. Sie spiegeln genau das bekann-
te Resultat (1.9) wieder, welches fiir endliche Teilchenzahlen N durch weitere Terme in (2.137)
korrigiert wird.

Der Kondensatteilchen-Anteil (2.137) ist in Abb. 2.2 a) fiir verschiedene Teilchenzahlen N gra-
phisch dargestellt. Alle Ergebnisse sind dabei gegen die reduzierte Temperatur 7'/ T aufgetragen,
damit die Verschiebung der kritischen Temperatur (2.135) aufgrund der endlichen System-Grofie
explizit sichtbar wird. Bei der graphischen Darstellung ist das Resultat (2.137) gegeniiber (2.136)
vorzuziehen. Das Verhaltnis 7'/ T.” kommt dabei in (2.137) zwar nicht explizit vor, es bedarf aber
einer einfachen Umparametrisierung der Temperaturwerte, die wir nach 7'/T, 0 = (T/)T.)(T./T. C(O))
aus Relation (2.135) erhalten. Dafiir liefert die Gleichung (2.137) am kritischen Punkt 7'/7. =1
sofort einen verschwindenden Wert, wihrend sich nach (2.136) noch stérungstheoretisch bedingte
Rest-Terme ergdben. Wie man aus den so beschaffenen Graphiken sieht, fangt die Kondensati-
on fiir kleinere Teilchenzahlen bei entsprechend niedrigeren Temperaturen an. Dieser Befund ist
unter dem Begriff “Finite-Size-Effekt” bekannt und wurde z.B. in [54] diskutiert. Diese Finite-
Size-Effekte unterdriicken offensichtlich den Kondensationsprozess in harmonischen Fallen. Am
absoluten Nullpunkt der Temperatur sind aber nach wie vor alle Teilchen auskondensiert.

Aus (2.135) und (2.137) sieht man weiterhin, dass aufgrund der Abhéngigkeit der Korrekturterme
vom Parameter w/w die Form des Potentials eine nicht zu vernachlissigende Rolle spielt. In der
Graphik 2.2 b) kann man diesen nichttrivialen Einfluss der Fallengeometrie auf den Kondensa-
tionsprozess in endlichen Systemen sehen. Die Fallenfrequenzen hierfiir wurden so gewéhlt, dass
w) = wy = 2w und wy = w/ 2% mit einem frei zu wihlenden Parameter x sind. Es handelt sich
dabei um prolate (zigarrenférmige) fiir < 1 bzw. um oblate (pfannkuchenformige) fir z > 1
Ellipsoide mit einem von der Anisotropie unabhéngigen effektiven Volumen. Interessant ist dabei
zu bemerken, dass das Verhéltnis w/@ bei = 1 (isotrope Falle) sein einziges Minimum besitzt
und dann gleich 1 ist. Das gilt iibrigens auch fiir total unsymmetrische Ellipsoiden. Die kritischen
Temperaturen (2.135) werden dementsprechend umso niedriger, je stérker die Anisotropie ist.

Im weiteren Verlauf der Diskussion wenden wir uns der Warmekapazitéat zu. Dabei beginnen mit
der Situation im oberen Temperaturbereich 7' > T, und bemerken, dass die ersten Summanden in
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Abbildung 2.2: Anteil der Kondensatteilchen in semiklassischer Ndherung erster Ordnung a) in
einer isotropen Falle fiir NV = 10, 100, 1000 und unendlich viele Teilchen, b) in einer anisotropen
Falle mit w; = wy = 2w und w3 = w/x? fiir N = 1000 Teilchen und x = 1/3 (kurz gestrichelt),
x = 3 (lang gestrichelt), x = 1 (durchgezogen). Bei dieser Darstellung setzen wir die mittlere
thermische Teilchendichte als konstant voraus, so dass der kritische Temperaturwert TC(O) aus

(2.134) effektiv nicht von N abhéngt.

(2.131) und (2.132) nur endliche fest vorgegebene Grundzustand-Beitrage zum groflkanonischen
Potential und zur Teilchenzahl beisteuern. Im Limes grofler Teilchenzahlen N sind sie aus diesem
Grund gegeniiber den Beitrdgen thermischer Teilchen zu vernachlassigen. Somit ergibt sich die
Wirmekapazitit aus der allgemeinen Identitét (2.97) mit 9/0p = /01 zu

ks L G
CV(T > Tc) (ﬁh ) {12 <4( ) 9 (eﬁ“)
3 Cl(eﬂu

— 9 Bha (%) { () Go(e™) } + O(ﬁ%%ﬂ)} . (2.138)

eBi)

Der hierbei explizit vorkommende Vorfaktor 1/(8h@)? ist im thermodynamischen Limes unendlich.

2

Doch diese Unendlichkeit ist entsprechend der Gleichung (2.132) selbst von der GréBenordnung der
mittleren Teilchenzahl N in der oberen Temperatur-Phase, so dass die Wéarmekapazitéit bezogen
auf ein Teilchen auch im thermodynamischen Limes endlich ist und sich wie

Cy(T > T.) L Gle) G G (") Gol€) Cu(ePP)
N = ks { Ca(ePh) 7 Gy(ePh) SNV [1 - ¢3(ehr)
(

(egu } + O (N2 } | (2.139)

schreiben ldsst. Um nun die Warmekapazitdat auch in der unteren Temperatur-Phase zu berech-

9w
2w

o0
+3 )

) G3
5 (

el

nen, erinnern wir uns daran, dass das reduzierte chemische Potential hier eine kleine Grofie
g ~ —1/(BN) darstellt. Damit sind die jeweils ersten Summanden in (2.131) und (2.132) ma-
kroskopisch gro8 und keinesfalls zu vernachléssigen. Dafiir gelten aber die aus (2.102) folgenden
Vereinfachungen ¢, (") ~ ((v) fiir v = 2, 3 und 4. Nach der Robinsinschen Entwicklungs-Formel
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aus Anhang B gelten sie zumindest bis zur Ordnung O(N~!In ). Damit ergibt sich die Wirme-
kapazitit (2.97) aus den so vereinfachten Versionen von (2.131) und (2.132) zu

Cy(T<T.) = d;b—i)g {12 C(4) + 9 Bhw C(3) + O(32h%w?)
. 9eﬂ’l(e_ﬁf‘— 1)2 - .
+ 60— —— 557 ] (g(s) + 1B <(2)) +ONIn N)} . (2.140)

Bei einer genaueren Untersuchung des Ausdrucks in der eckigen Klammer stellen wir fest, dass bei-
de Terme darin von der Ordnung O(N 1) sind und somit sogar gegeniiber dem Term O(%h%w?) =
O(N~2/3) unterdriickt sind. Eliminiert man in der so vereinfachten Gleichung (2.140) den Aus-
druck Sho mit Hilfe (2.133), so erhilt man weiterhin die stezifische Warme pro Teilchen:

CrT<T) (1)3 {12 SO RNRSAC) {2 C2)14) T,

N T. ¢(3) N3 oGy T ]+ o (N‘Q/g)} (2.141)

& &

Die Ergebnisse der Warmekapazitit (2.139) und (2.141) sind in Abb. 2.3 fiir verschiedene Teil-
chenzahlen graphisch dargestellt. In der unteren Temperatur-Phase ist dafiir noch zu beachten,
das sowohl die Warmekapazitét als auch die reduzierte Temperatur 7'/T, {0) parametrisch im Wer-
tebereich T'/T, € [0;1] darzustellen sind. Fiir die obere Phase gilt dagegen die Fugazitit ¢’ als
der passende Parameter. Dieser kann jedoch anders als im Abschnitt 2.2.2 nicht bis zum Wert
eins durchvariiert werden, da es hier in die polylogarithmische Funktion ¢; (") in (2.139) eingeht.
Letztere divergiert an der Stelle ¢’# = 1 entsprechend der Robinson-Formel (2.101) wie — In[—/i].
Dies wiirde am kritischen Punkt mit —(3 ~ 0 zu einem divergenten Ausdruck fiir die Warmekapa-
zitat fithren. Das entspricht natiirlich keiner tiefschiirfenden physikalischen Besonderheit, sondern
schrénkt lediglich die Anwendbarkeit der Bezichung (2.139) ein. Wie bereits zuvor bemerkt, ver-
schwindet das reduzierte chemische Potential in der Tat nirgends, sondern nimmt unterhalb des
kritischen Temperatur-Punktes lediglich die kleinen Werte i ~ —1/(8N) an. Der groBtmogliche

~UN anzunehmen. Dieser ist in etwa auch der kriti-

Wert der Fugazitiit ist demnach als e®# = e
schen Temperatur zuzuordnen. Die daraus resultierende Vorgehensweise ergibt dann die endlichen
von oben eingeschrinkten Werte der Warmekapazitét, die in Abb. 2.3 zu sehen sind. Allerdings
wird dadurch ein rechtsseitiger kritischer Temperaturwert erreicht, der mit dem linksseitigen Wert
aus der Gleichung (2.135) nicht iibereinstimmt. Das ergibt eine Liicke im Definitionsbereich der
Wairmekapazitat, die in Abb. 2.3 rein optisch durch die gepunkteten Verbindungs-Geraden geschlo-
Ben wurde. In Wirklichkeit konnen wir im Rahmen der semiklassischen Néherung erster Ordnung
keine physikalisch sinnvollen Aussagen iiber diesen Temperaturbereich machen. Mit grofler wer-
denden Teilchenzahlen N wird dieser Unbestimmtheits-Bereich jedoch immer kleiner, bis er im

thermodynamischen Limes ganz verschwindet.

Aus Abb. 2.3 erkennt man weiterhin, dass die Kurven mit steigenden Teilchenzahlen gegen den
thermodynamischen Limes konvergieren, welcher durch die schwarze Kurve dargestellt ist. Der
Finite-Size-Effekt macht sich hier in der Verschiebung der maximalen Lagen entsprechend der For-
mel fir die kritische Temperatur (2.135). Weiterhin wird der Wert der Wérmekapazitiat-Maxima
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Abbildung 2.3: Warmekapazitit pro Teilchen fiir isotrope harmonische Fallen in erster semiklas-
sischen Ndherung (2.141) im unteren und (2.139) im oberen Temperaturbereich. Dargestellt sind
Resultate fiir N =10, 100, 1000 Teilchen im Vergleich zum thermodynamischen Limes N — oo.
Die gepunkteten Linien markieren Temperaturbereiche, in denen das in (2.139) vorkommende che-
mische Potential /i die Beschriinkung fi ~ —1/(6N) aufgrund der endlichen Teilchenzahl N nicht
erfiillt.

selbst reduziert und nimmt bei Anndherung an den kritischen Punkt von unten einen endlichen
Wert an, der sich aus (2.141) zu

Cy(T 1T C(4 D C2(3) —2¢(2)¢C(4) 1 -
O = kg + 03 SO g w0 (v )
~ 10.805 kg — 14.012% ]\’;53

ergibt. Speziell fiir die im Experiment mit N = 5000 Rubidium-Atomen [10] realisierte harmo-
nische Falle ist die Anisotropie ws/w; = V/8. Das entspricht dem von uns frither verwendeten
Anisotropie-Parameter 2 = 1/v/2 und @/& =~ 1.138. Der linksseitige Grenzwert fiir die Wérmeka-

+ O(N3) . (2.142)

pazitdt am kritischen Punkt kann somit auf 9.872 kg abgeschétzt werden. Fiir sehr kleine Teilchen-
zahlen N und (oder) grofie Anisotropien w/@ scheint dagegen die obige Formel problematisch zu
sein, denn sie ergidbe negative Warmekapazitéten. Doch sollte man dabei bedenken, dass es sich bei
der semiklassischen Ndherung um eine Storungsentwicklung um den thermodynamischen Limes
handelt. Extreme Félle kleiner Teilchenzahlen kénnen damit nicht addquat wiedergegeben wer-
den. Und wie steht es mit dem rechtsseitigen Grenzwert der Warmekapazitéat? Fiir alle endlichen
Systeme lésst sich diese Frage aufgrund der oben erwidhnten Probleme mit der logarithmischen
Divergenz des ersten semiklassischen Korrektur-Terms nicht beantworten. Im thermodynamischen
Limes spielt er aber keine Rolle, und wir finden den wohl definierten Grenzwert

Cv(T L T) N 4 B
N ’“B{” @

Damit finden wir eine Diskrepanz zwischen diesem Resultat und dem linksseitigen Wert am kriti-
schen Punkt (2.142) im thermodynamischen Limes. Die Warmekapazitét erfahrt an der kritischen

} ~ 4.228 kg . (2.143)
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Temperatur offensichtlich einen Sprung, der in Abb. 2.3 deutlich zu sehen ist. Dieses Sprungver-
halten spiegelt eine generelle Eigenschaft der Phaseniibergéinge zweiter Ordnung nach Ehrenfest-
Kriterium wieder, denn dabei kénnen einige zweifache Ableitungen des Energie-Potentials Unste-
tigkeiten aufweisen. Die hier beschriebene Warmekapazitét (2.97) ist eine solche zweifache Ablei-
tung.

An dieser Stelle ist zu bemerken, dass sich die Warmekapazitdt im homogenen Fall aus Abb. 2.1
anders verthélt. Dort ist sie ndmlich auch am kritischen Punkt noch stetig, obwohl bereits mit
einem Knick versehen. Nach Ehrenfest-Kriterium wiirde hierbei ein Phaseniibergang dritter Ord-
nung vorliegen, bei dem erst die dritte Ableitung des Energie-Funktionals unstetig ist. Das steht
keineswegs im Widerspruch zur Aussage im Abschnitt 2.2.2, wo wir einen Phaseniibergang zweiter
Ordnung nach dem Landau-Kriterium identifiziert haben. Danach werden die Phaseniibergéinge
namlich nicht nach dem Verhalten mehrfacher Ableitungen des Energie-Funktionals unterschieden,
sondern lediglich nach dem Verhalten des Ordnungsparameters. Dieser ist fiir Bose-Gase sowohl
in harmonischen Fallen als auch in einem homogenen System durch die stetige Grundzustand-
Besetzung No/N gegeben, wie aus Abb. 1.2 und 2.2 eindeutig zu sehen. Daher spricht man in
diesen beiden Féllen von Phaseniibergéngen zweiter Ordnung.

Bei der Diskussion der Warmekapazitédten in einem homogenen System und in einer harmonischen
Falle im thermodynamischen Limes sollte es einen nicht verwundern, warum sich die beiden Limi-
tes so stark vonenander unterscheiden. Zwar beschreiben beide das Problem in einem unendlich
groffen Ensemble ohne Hintergrundpotential, im einen Fall hervorgerufen durch die nach Unend-
lichkeiten verschobenen Systemrénder, im anderen durch das unendlich abgeflachte Potentialtopf.
Doch es spielt wohl dabei eine entscheidende Rolle, wie der Grenzwert gebildet wird. Ein wichtiges
Charakteristikum eines Systems ist sein Energiespektrum. Die Spektren beider unendlichen Syste-
me sind kontinuierlich, aber das eine (2.89) ist quadratisch in den Impulsen, wihrend das andere
(2.120) linear in den Oszillator-Quantenzahlen ist. Daraus resultieren verschiedene Energiedichten
(Entartungsgrade der Energien), und diese verursachen die Unterschiede in den thermodynami-
schen und statistischen Eigenschaften. In harmonischen Fallen ist diese Dichte fiir grofiere Energien
hoher als im homogenen Fall, und das begiinstigt Ubergéinge zwischen den Energieniveaus. Das
duBert sich insbesondere in der meist etwas hoheren Wiarmekapazitét in harmonischen Fallen (z.B.
Faktor zwei Unterschied im Dulong-Petit-Bereich).

2.3.2 Hohere semiklassische Korrekturen

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit semiklassischen Korrekturen in einer harmo-
nischen Falle, die iiber die im letzten Unterabschnitt behandelten ersten beiden Ordnungen hin-
ausgehen. Das im letzten Unterabschnitt 2.3.1 entwickelte semiklassische Verfahren fiihrt diesmal
nicht direkt zum Erfolg, was wir am Beispiel der kritischen Temperatur zeigen kénnen. Aus diesem
Grunde wenden wir ein verbessertes Verfahren zur Untersuchung der kritischen Temperatur an,
welches zuerst im Lehrbuch von Kleinert [51] entwickelt wurde.

Der Ausgangspunkt der folgenden Berechnungen ist die mittlere Teilchenzahl im harmonischen
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Oszillator (2.124). Der Einfachheit halber setzen wir eine anisotrope Falle mit w; = w fiir alle
i = 1,2,3 voraus. Die semiklassische Entwicklung von (2.124) nach dem Kleinheitsparameter
(2.126) ergibt dann bis zur zweiter Ordnung

N = Ng + {gg(eﬁﬂ) + g Bhw C(eP) 4 32h%w? G (M) + O (ﬁ3h3w3)} o (2.144)

1
(Bhw)?
Hierbei tritt die polylogarithmische Funktion ¢;(e®#) auf, die fiir kleine 3ji-Werte nach der Robin-
son-Formel (2.101) wie — In[—fi] divergiert. Wollten wir daraus z.B. die kritische Temperatur wie
in Unterabschnitten zuvor bestimmen, so miissten wir die obige Gleichung an der Stelle i = 0
auswerten. Da dies jedoch ab der zweiten semiklassischen Ordnung eine Divergenz bedeuten wiirde,
kann diese naive Vorgehensweise keine physikalisch sinnvollen Ergebnisse liefern.

Unser zweiter Zugang basiert auf der kiirzlich von Kleinert in [51] angewandten Prozedur zur
Bestimmung kritischer Temperaturen in semiklassischen Ndherungen. Darin wird die Teilchenzahl-
Gleichung (2.124) fur isotrope Fallen zuerst explizit als

—nfhw —2nBhw —3nBhw
— N +Z T nﬁhw) [3e 3e te (2.145)

n=1

ausgeschrieben. Ausgehend von dieser exakten Beziehung, wird nun fiir den kritischen Punkt 7" =
T. (B = [.) das bereits bewéhrte Kriterium angewandt. Dabei wird ndmlich der Grundzustand-
Anteil Ny vernachldssigt und fiir den thermischen Rest i = 0 gesetzt. Es gilt also

= 1 —nfchw —2nfBc.hw —3nBc.hw
e e et e

n=1

Die hierfiir gestellten Forderungen gelten exakt eigentlich nur im thermodynamischen Limes, lie-
fern fiir endliche Systeme jedoch noch brauchbare Ndherungen. Um nun weiter voranzukommen,
wird der Nenner von (2.146) semiklassisch nach dem Kleinheitsparameter

= B.hw (2.147)

entwickelt. Im Grunde genommen, unterscheidet sich die hier vorgestellte Prozedur von der ur-
spriinglichen dadurch, dass hierbei zuerst der Limes kritischer Temperatur Ng = S — 0 und
erst anschlieBend die semiklassische Naherung durchgefiithrt wird. Letzteres hat dennoch gewisse
Subtilitédten, die im Folgenden geschildert werden sollen.

Hier beginnen wir mit der direkten Anwendung der semiklassischen Naherung auf den in (2.146)
vorkommenden Nenner. Dabei ergibt sich der folgende Ausdruck:

1 «— 1
N = — Z — [36_”b—36_2”b+ 6_3”b} {1+gnb+n2b2+§n3b3+0(b4)} . (2.148)

Die darin vorkommenden Summen lassen sich mit Hilfe der polylogarithmischen Funktionen (2.94)
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umschreiben. Die obige Gleichung nimmt dadurch die folgende Gestalt an:

N o= 2366 -36GE™) +6(e™) ] + g [36) ~36) + (™|

b3 202
wp[3al -saE™®) +ae™]+ 5[50 -36(™) +ale)]
+0() . (2.149)

Um diese Gleichung fiir kleine Parameter b auszuwerten, wenden wir darauf die Robinson-Ent-
wicklungsformel (2.101) bzw. deren Spezifizierungen (B.14)—(B.16) aus dem Anhang B an. Nach
einer langeren Rechnung ergibt sich schliefflich bis zur Ordnung O(b)

N = 2B+ g (@43 {—m 35 + 7 } - 20+ 00) - (2.150)
Interessanterweise besteht der Term der Ordnung 1/b aus zwei unterschiedlichen Summanden. Bei-
de sind verschiedenen Ursprungs, und zwar entstammt der erste logarithmische Term entstammt
einer Kombination der (3, ¢(; und ¢(;-Terme in (2.149), wirend der zweite rationalzahlige von den
(o-Termen kommt. Wiirden wir die Storungstheorie in kleinen b eine Ordnung weiter betreiben,

als es in (2.148) bzw. (2.149) der Fall war, so ergibe sich statt (2.150)

1 3 1 11 323 5)
N = 5CB)+ 55 <2)+3{‘1“[3b]+ﬁ+m}_§<(0)+ o) (2.151)

Vergleicht man nun die beiden Ausdriicke (2.150) und (2.151) miteinander, so stellt man fest, dass
Terme aller b-Ordnungen aufler dem 1/b-Term unverdndert geblieben sind. Diese Tendenz setzt sich
fort, wenn man der urspriinglichen Storungsentwicklung (2.148) immer weitere Entwicklungsterme
hinzufiigt. Alle Ordnungen tragen zum 1/b-Term bei, wodurch letzterer storungstheoretisch nicht
gewonnen werden kann.

Dem oben beschriebenen Umstand kann man nur durch eine Resummation der semiklassischen
Entwicklung entgegenwirken. Dafiir schreiben wir die Teilchenzahl-Gleichung am kritischen Punkt
(2.146) in Anlehnung an (2.148) etwas um. Wahrend diese letzte Gleichung noch einen gendherten
Ausdruck darstellt, wollen wir diesmal den Korrekturterm dazu mitschreiben und erhalten

> 1 3 1
_ —nb —2nb —3nb
N = 55 +nE:1 [36 —3e ™+e } {_n3b3 +—2n2b2 —i——nb} (2.152)

mit der Abkiirzung fiir den besagten Korrekturterm

> 1 1 3 1
_ —nb —2nb —3nb
53 = Z [36 mse e } {(1 _ 6fnb)3 S n3 2202 nb } ' (2.153)

n=1

Durch diese im Grunde genommen identische Umformung von (2.146) erhalten wir zwei Terme,
die nun auf verschiedene Weise bearbeitet werden kénnen. Die Summe in (2.152) kann in Analogie
zum Ausdruck (2.148) direkt ausgerechnet werden. Es ergibt sich dabei bis zur Ordnung O(b%)

> 1 3 1 1 3 1
—nb__ —2nb —3nb — - 0
§ [Be Je ™ype ]{ngbg+2n2b2+nb} 7 (3)+2b2 (2) bln[3b]+(’)(b) .

n=1

(2.154)
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Der Ausdruck (2.153) représentiert den regularisierten Anteil der Teilchenzahl (2.152). Deren
Summanden sind namlich selbst fiir kleine Werte von nb nichtdivergent. Aus diesem Grund kann
die Summation in (2.153) durch eine Integration ersetzt werden:

1 [ 1 1 1
Sz = —/ dx [3e_m—3e_2x+e_3x] SN N +01") . (2.155)
b Jo (

1— e—az)?’ 3 222 x
Dies entspricht der fithrenden Ordnung der so genannten Euler-Maclaurin Entwicklung [51,55].
Deren Korrekturen kénnen prinzipiell auch ausgerechnet werden, liefern jedoch lediglich Terme
hochstens von der Ordnung 0°, auf die wir uns des Weiteren einschriinken. Um Terme noch héherer
Ordnung zu erhalten, miissten wir bei der Zerlegung (2.152) noch weitere Entwicklungsterme
dazuaddieren und diese beim Korrekturterm (2.153) abziehen. Die Integration in (2.155) kann nun
explizit ausgefithrt werden. Dazu bemerken wir erstens die Integraldarstellung der Beta-Funktion

[51,50]

o e e I'(k)T'(1— D)
dv —— = B(k,1-D) = (2.156)
/0 (1—6*’”)D I'(k+1-D)
und zweitens die Integraldarstellung der Gamma-Funktion, mit der sich
00 e—kac
/ de —— = kP"" 'I(m+1-D) (2.157)
0 T

ergibt. Bei diesen beiden Ausdriicken haben wir bewusst die Variable D verwendet anstelle der
Zahl 3. Die einzelnen Terme in (2.155) sind nédmlich an der Stelle D = 3 selbst divergent. Die
jeweilige Divergenz kann fiir D = 3 + € durch verschwindend kleine € parametrisiert werden. Nach
der fiir den reguléren Anteil der Teilchenzahl (2.155) geforderten Subtraktion heben sich jedoch
diese Divergenzen gegenseitig auf. Ubrig bleibt dabei nur der endliche Ausdruck

1 19 .
S = 5 (7+1n3 24)+(’)(b) , (2.158)

wobei v & 0.5772 die so genannte Euler-Mascheroni-Konstante darstellt [51, Kapitel 2].

Die gerade geschilderte Vorgehensweise bildet iibrigens den Grundstock der so genannten dimen-
sionalen Regularisierung [50,56]. In der Tat geht man dabei in den Berechnungen auftretender
Integralen rein formal zu nichtganzzahligen Raumdimensionen D iiber, um deren Divergenzen ex-
plizit zu parametrisieren. Dies ist eine Alternative zu den {iblichen Regularisierungsverfahren mit
Cut-off-Parametrisierungen, die im Ubrigen fiir Eichtheorien die einzige ist, die alle Symmetrien
respektiert.

Nun aber zuriick zur Bestimmung der kritischen Temperatur in harmonischen Potentialen. Das
dafiir notwendige transzendente Resultat (2.158) beinhaltet die gesamte Information iiber den
1/b-Term in allen hoheren semiklassischen Ordnungen. Damit kénnen wir die Ergebnisse (2.154)
und (2.158) unter (2.152) zusammenfassen und erhalten die Bedingung fiir den kritischen Punkt

1 3 1 19
N = 6—35(3)+2—62 (2)—5 (1nb+ﬁ—v) +0@1°) . (2.159)
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Um jetzt daraus die Verschiebung der kritischen Temperatur auszurechnen, definieren wir noch
deren Verhéltnis zum semiklassischen Resultat (2.134):

T. 3\? 1
t, = —5 = (iN)) . (2.160)

Mit Hilfe dieser Beziehung ist die Gleichung (2.159) als

1 3¢(2 1 1 ¢13(3 19 _
L= 8+ 557 2@/(3()3) te = a7 ang) e (ln {QNS/Q} —|—ﬂ—7> +O(N7Y) (2.161)

darstellbar. Diese Relation lésst sich noch explizit nach der reduzierten kritischen Temperatur ¢,
auflésen und ergibt bis inklusive der Ordnung O(N~2/3)

I ) 1 1 C3(3)1  3¢%(2) 19 _
te = 1— N3 2¢2/3(3) + a7 3C73(3) (ln{ i3 } - I%E) —l—ﬁ—’y) +O(N™) .(2.162)

Das friiher storungstheoretisch erhaltene Resultat erster Ordnung (2.135) ist hier mit den ersten
beiden Summanden wiedergegeben.

Die semiklassischen Korrekturen hoherer Ordnung zur Grundzustand-Besetzung sowie zur Warme-
kapazitit werden wir in dieser Arbeit nicht mehr ausrechnen. Fiir weitere Informationen dies-
beziiglich sei an dieser Stelle auf die Arbeit [57] verwiesen. Stattdessen berechnen wir diese bei-
den Eigenschaften fiir endliche Systeme in einer harmonischen Falle exakt. Doch dazu mehr im
néchsten Abschnitt.

2.3.3 Exakte Behandlung harmonischer Fallen

In diesem Abschnitt werden wir ein endliches bosonisches System in einer harmonischen Falle
exakt untersuchen. Dadurch umgehen wir die Probleme der semiklassischen Entwicklung. Aller-
dings greifen wir bei dieser Vorgehensweise verstiarkt auf numerische Untersuchungen zuriick mit
der dazugehorigen Unannehmlichkeit, keine analytischen Ausdriicke erhalten zu kénnen. Dennoch
lassen sich die hierbei erhaltenen Resultate mit analytischen semiklassischen Ergebnissen aus den
fritheren Unterabschnitten vergleichen. Wir werden weiterhin feststellen, dass es bei endlichen
Systemen in der Tat keine Phaseniibergénge gibt, womit z.B. auch keine bestimmte kritische
Temperatur existiert. Es kann jedoch eine Gréfle definiert werden, die im thermodynamischen Li-
mes der kritischen Temperatur entspricht. Diese iibernimmt in endlichen Ensembles die Rolle des
Kondensations-Punktes und lésst sich mit den Daten aus dem analytisch gewonnenen Resultat
(2.162) vergleichen.

In diesem Abschnitt werden wir uns des Weiteren auf den Spezialfall einer isotropen harmonischen
Falle beschréinken. Das grolkanonische Potential (2.121) lésst sich in diesem Fall in der Form

o= 1 0
Fax == 3 Yoo N etttk (2.163)
- k1,k2,k3=0
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schreiben. Die n-Summation kann mit der Summation iiber Energie-Eigenwerte (kq, ko, k3) ver-
tauscht werden. Somit ergibt sich mit der polylogarithmischen Funktion (2.94)

1 i
Fax == 5 D G (e hethithath)y (2.164)
k1 k2, k=0
Aufgrund der Beziehung
G(x) = — In(1 —x) (2.165)

entspricht das der allgemeinen Formel (2.82) fiir den Spezialfall einer isotropen harmonischen
Falle. Die in (2.164) noch auszufiihrende dreifache Summe hat an sich ein schlechtes Konvergenz-
Verhalten. Diesem Umstand kann man aber in der hier behandelten isotropen Falle entgegenwir-
ken. Dazu bemerken wir nur, dass der Summand selbst nur von der Summe & = kq + ko + k3 der
einzelnen Energiekomponenten abhéngt. Fiir eine beliebige Funktion f, die nur von der Summe
einzelner Indizes abhéngt, ldsst sich allerdings die folgende Beziehung feststellen:

3 =k 3k
kh%of(kl + k?2 + k??)) = g < 5 + 7 + 1) f(k) . (2166)

Damit kann man z.B. das grofkanonische Potential (2.164) weiterhin zu
k> 3k X
Fox =— 5 Z (_ +5 > Ci(ePe ) (2.167)

vereinfachen. Die hierbei auszuwertende einfache Summe konvergiert nun sehr schnell und ermog-
licht effiziente numerische Berechnungen. Der Koeffizient (k% + 3k + 2)/2 wird in der Literatur
auch als der Entartungsgrad der Energie bezeichnet [58]. In der Tat zeigt er an, wie viele Ener-
giezustdnde einem bestimmten k-Wert entsprechen.

Die mittlere Teilchenzahl ergibt sich aus (2.167) nach (2.85) zu

k? .
N = Z ( AR 1) CoePheBnemy (2.168)
Auch diese Gleichung entspricht aufgrund der einfachen Beziehung
1
Glr) = —— (2.169)

dem Spezialfall der allgemeinen Formel (2.85) fiir eine isotrope harmonische Falle. Halt man nun
die mittlere Teilchenzahl N in einem System fest, so kann die Gleichung (2.168) dahingehend
interpretiert werden, dass sie zu einer vorgegebenen Temperatur 7' (oder [3) das reduzierte che-
mische Potential i = [i(3) liefert. Das Problem der Wurzelsuche kann z.B. mit Hilfe des Newton-
Verfahrens numerisch umgesetzt werden. Mit dem so gefundenen Wert des chemischen Potentials
lassen sich anschliefend viele weitere Systemgrofien bestimmen. Dazu zahlt in erster Linie die
Teilchenzahl im Grundzustand Ng = (e‘ﬂﬂ — 1)_1, welche den Kondensatteilchen-Anteil angibt.
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No/N

a) b)

0 02 04 06 08 1 12 T/TV 0 02 04 06 08 1 T/TO

Abbildung 2.4: a) Anteil der Kondensatteilchen nach exakter grokanonischer Rechnung in einer
isotropen Falle fiir N = 1, 10, 100, 1000 und 10000 Teilchen im Vergleich zum Resultat im ther-
modynamischen Limes aus 2.2 a). b) Vergleich der Ergebnisse exakter Rechnung (durchgezogene
Kurven) mit der ersten semiklassischen Néherung fiir N = 10, 100 und 1000 aus Abb. 2.2 a)
(gestrichelte Kurven).

Dieser Anteil entspricht iibrigens dem (k=0)-Term in (2.168). Ist nun das chemische Potential fiir
eine bestimmte Temperatur aus (2.168) numerisch bestimmt worden, so kennen wir damit auch die
Teilchenzahl im Grundzustand. In Abb. 2.4 sind derartige Grundzustand-Anteile fiir verschiedene
mittlere Teilchenzahlen graphisch dargestellt. Ubrigens wurde die oben priisentierte Vorgehens-
weise bereits in Ref. [59] angewendet, um die Grundzustand-Anteile theoretisch zu berechnen. Die
dort ausgerechneten Resultate fiir N = 100, 1000 und 10000 stimmen mit denen aus Abb. 2.4
iiberein.

Wie man aus der Graphik 2.4 a) erkennt, sind die Kurven fiir den Grundzustand-Anteil No/N in al-
len endlichen Ensembles glatt. Es ergeben sich fiir keine Temperaturen verschwindende Werte und
es gibt keine wohldefinierte kritische Temperatur, bei der sich das Verhalten der Kurven drastisch
andert. Allerdings sieht man auch, dass diese grokanonischen Resultate mit steigender Teilchen-
zahl gegen das Ergebnis im thermodynamischen Limes konvergieren. Weiterhin ist in Abb. 2.4 b)
der Vergleich zwischen den exakten Ergebnissen mit den Resultaten aus den fritheren analytischen
Untersuchungen im Unterabschnitt 2.3.1 dargestellt. Die darin gefundenen Finite-Size-Effekte sind
hierbei durch gestrichelte Kurven représentiert und zeigen deutliche Abweichungen von exakten
Ergebnissen, was insbesondere am Beispiel mit N = 10 zu sehen ist. Die erste semiklassische
Ordnung unterdriickt ndmlich den Kondensationsprozess zu stark. Die Situation verbessert sich
jedoch dramatisch mit steigender Teilchenzahl. So stimmen die Ergebnisse fiir 100 Teilchen schon
in einem weiten Temperaturbereich gut iiberein. Fiir 1000 Teilchen sind schliefilich Unterschiede
nur in einem kleinen Bereich um die kritische Temperatur auszumachen. Mit der kritischen Tem-
peratur meinten wir natiirlich diejenige aus der semiklassischen Néherung. Doch wie ist es mit
einem Analogon der kritischen Temperatur fiir exakte Resultate bestellt? Diese Fragestellung wird
im Folgenden erortert.

Aus Abb. 2.4 a) sieht man, dass sich ein mit der steigenden Teilchenzahl immer ausgeprigterer
Bereich ausbildet, in dem sich das Verhalten der Kurvenverldaufe deutlich dndert, bis es schlief3-
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Abbildung 2.5: a) Kriimmung der Kurven fiir die Teilchenzahl im Grundzustand aus Abb. 2.4 a) fiir
N =10 (rosa), 100 (griin) und 1000 (blau) Teilchen. b) Verschiebung der kritischen Temperatur
gegeniiber dem thermodynamischen Limes ATC/TC(O) = t. — 1. Die gestrichelte Gerade ist das
Resultat der ersten semiklassischen Ndherung (2.135), die durchgezogene Kurve ist das Ergebnis
(2.162) bis zur zweiten Ordnung. Dreiecke zeigen die Lagen der quasikritischen Punkte aus exakten
groflkanonischen Rechnungen fiir N = 10, 30,..., 300.000 und 1.000.000 Teilchen an (von rechts
nach links gegen 1/N'/3 geplottet). Diese werden aus den Maximallagen fiir die Kriimmungen aus
a) bestimmt.

lich im thermodynamischen Limes zu einem Knick bei der kritischen Temperatur kommt. Die
Kriimmung einer Kurve an der Knickstelle ist unendlich und das gibt den Anlass dazu, sich néher
mit den Kriimmungen der abgebildeten Kurven zu befassen. Es gibt ndmlich im vorliegenden Fall
immer eine bestimmte Temperatur, wo die jeweiligen Kurvenverlaufe eine maximale Kriimmung
aufweisen. Diese Temperatur interpretieren wir als das Analogon der kritischen Temperatur in
einem endlichen System und nennen sie quasikritische Temperatur. Das Temperatur-Verhalten
der Kriimmungen fiir einige der in Abb. 2.4 a) dargestellten Kurven soll noch anhand von Abb.
2.5 a) verdeutlicht werden. Wie man hieraus unschwer erkennt, zeigen solche Kriimmungen eine
Peakstruktur, die mit steigender Teilchenzahl immer ausgepragter erscheint. Die Bereiche, iiber
die sich solche Strukturen erstrecken, werden immer enger und die Lagen der quasikritischen Tem-
peratur definierter. Es besteht jedoch ein gewisser Restzweifel an dem hier gewéhlten Kriterium
fiir die Qasikritikalitéat. Es sind ndmlich auch andere Moglichkeiten denkbar. So kénnen z.B. Wen-
depunkte der No/N-Kurven in Betracht gezogen werden. Diese wiirden Temperaturbereiche mit
konkavem Verhalten von den konvexen Bereichen trennen. In der Regel liegen solche Punkte bei et-
was tieferen Temperaturen, als die Punkte maximaler Kriimmung. Im thermodynamischen Limes
unterhalb der kritischen Temperatur ist die Kurve jedoch immer konkav, und der kritische Wert
markiert in der Tat das Ende eines solchen Bereichs. Dort wiirden somit beide quasikritischen
Temperaturen mit dem eigentlichen kritischen Wert zusammenfallen. Denkbar ist auch ein Kri-
terium, das auf Beobachtungen der Warmekapazitat basiert. Letztere hat ndmlich am kritischen
Punkt ihr Maximum (siehe Abb. 2.2). Wir werden jedoch spéter noch zeigen, dass nach quanten-
mechanisch exakten Rechnungen die Kurven der Warmekapazitiat ebenfalls glatt sind, wodurch
auch dieses Kriterium keineswegs scharf ist.
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Im Folgenden werden wir uns auf die oben angegebene Definition der quasikritischen Punkte
mit Hilfe der maximalen Kriimmung der No/N-Kurven beschréanken. In Abb. 2.5 b) sind diese
quasikritischen Werte durch Dreiecke gekennzeichnet. Dort sind sie in Abhéngigkeit von der Teil-
chenzahl in der Form 1/N'/3 dargestellt, wodurch auch direkte Vergleiche zu unseren fritheren
analytischen Resultaten zur kritischen Temperatur ermoglicht werden. So ergibt sich fiir die Ver-
schiebung der kritischen Temperatur in der ersten semiklassischen Néherung aus (2.135) ein in
1/N'/3 linearer Zusammenhang, der durch die gestrichelte Kurve dargestellt wird. Das Resultat
der semiklassischen Rechnung bis inklusiv zweiten Ordnung (2.162) ist mit der durchgezogenen
Linie angegeben. Fiir Teilchenzahlen N > 1000 stimmen beide semiklassischen Resultate gut iibe-
rein und sind auch im Vergleich zu exakten quasikritischen Temperaturen akkurat. Fiir kleinere
Teilchenzahlen zeigt jedoch das semiklassische Resultat erster Ordnung grofie Abweichungen von
den Ergebnissen exakter Rechnungen. Die Approximation zweiter Ordnung weicht von ihnen eben-
falls stark ab, zeigt dennoch die korrekte Tendenz. Der Ursprung fiir derartige Abweichungen liegt
zum einen in der Natur semiklassischer Ndherungen, welche nun tatséchlich von groflen Systemen
ausgehen. Zum anderen ist das die intrinsische Unbestimmtheit des Begriffes der kritischen Tem-
peratur und die damit verbundene Freiheit der Wahl einer quasikritischen Temperatur. Im iibrigen
ist dieses Problem auch durch die Wahl eines anderen Kriteriums fiir die Quasi-Kritikalitat nicht
in den Griff zu bekommen. Nebenbei bemerkt, funktionieren fiir geniigend grofie Ensembles alle
gangigen Kriterien gleich gut.

Nun wenden wir uns der Warmekapazitit zu, die auch diesmal nach der allgemein giiltigen Bezie-
hung (2.97) bestimmt wird. Nach Einsetzen des groBkanonischen Potentials aus (2.164) und der
mittleren Teilchenzahl aus (2.168) ergibt sich nach einer langeren Rechnung der folgende Ausdruck:

2 2

/ [Z ( %2 + % + 1) gl(eﬁﬂeﬁhwk)] } .(2.170)

Cy = kg (Bhw)” { > < AL k:Q) (1 (ePhem0wk)

k=0

[i(k_SJr?’_szrk)c | (B hky

Dieser gilt im gesamten Temperaturbereich und braucht nicht wie im Unterabschnitt 2.3.1 in zwei
getrennten Bereichen untersucht zu werden. Die weitere Auswertung dieser Gleichung geht analog
zur Bestimmung des Grundzustand-Anteils Ny zuvor. Man bestimme also zuerst aus der Relation
(2.168) fiir eine fest vorgegebene Teilchenzahl N und Temperatur das passende chemische Potential
f = f1(3). Mit diesem berechne man die drei in (2.170) erforderlichen Summen. Anschlieflend setze
man sie mit dem bereits vorgegebenen Temperaturwert wiederum in (2.170) zusammen. Die auf
diese Weise gewonnen Resultate sind in Abb. 2.6 in Abhéngigkeit der reduzierten Temperatur
T/ TS dargestellt, wobei T." die kritische Temperatur (2.134) im thermodynamischen Limes ist.

Aus Abb. 2.6 a) erkennen wir, dass die Kurven der Warmekapazitét fiir alle endliche Teilchen-
zahlen glatt sind und weder Spriinge noch Knickstellen aufweisen. Die Lagen der Maxima sind
hier fiir kleinere Ensembles zu niedrigeren Temperaturen verschoben. Auch das entspricht dem
Finite-Size-Effekt, den wir bei der Grundzustand-Besetzung No/N und bei der semiklassischen
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Abbildung 2.6: Warmekapazitit pro Teilchen in einer isotropen Falle a) fir N = 1, 10, 100, 1000
und 10000 Teilchen nach der exakten grokanonischen Rechnung im Vergleich zum thermodynami-
schen Limes aus Abb. 2.3. b) Vergleich der Warmekapazitit aus exakter Rechnung (durchgezogene
Kurven) mit der ersten semiklassischen Néherung (gestrichelte Kurven) aus Abb. 2.3 fiir 10, 100
und 1000 Teilchen.

Untersuchung der Warmekapazitat festgestellt haben. Um letztere mit den entsprechenden Resul-
taten aus exakter Rechnung vergleichen zu konnen, sind diese in Abb. 2.6 b) zusammengestellt.
Fiir N = 10 Teilchen ist die Diskrepanz zwischen dem semiklassischen und dem exakten Resultat
iiber einen weiten Temperaturbereich sichtbar. Obwohl sich die Resultate bei einer Teilchenzah-
lerhchung deutlich annédhern, ist das Verhalten der Kurven im Bereich der kritischen Temperatur
doch offensichtlich verschieden. Fiir sehr grofle Teilchenzahlen ergibt die semiklassische Ndherung
erster Ordnung durchaus verniinftige Resultate, auler vielleicht am kritischen Punkt selbst.

2.4 Bose-Gase im Kastenpotential

In diesem Abschnitt behandeln wir das ideale Bose-Gas, das in einem kubischen Kasten eingefan-
gen ist, d.h. in einem Potential der Form

0 , |z;/ <L/2 fiiralle Richtungen j=1,2,3 ,
(2.171)

oo , |zj| > L/2 fiir wenigstensein j=1,2,3 ,

wobei L die Kantenldnge bedeutet. Im Prinzipp kann ein solches Potential in Form eines hart-
schaligen Behélters problemlos realisiert werden. In der Praxis ist dieser einfache Vorschlag fiir
Bose-Gase unpraktikabel, weil es fiir sie existentiell ist, von der meist zu warmen umgebenden
Materie thermisch so weit entkoppelt zu sein wie nur moglich. Das kann natiirlich auch ein tief
gekiihlter Becher nicht leisten. Daher wird das kondensationsaktive Gas in magnetischen oder
optischen Fallen eingefangen. Eine weitestgehend anharmonische Falle kann in der Tat zukiinftig
mit Hilfe bestimmter Laserdips erzeugt werden. Wie steil die realisierbaren Potentialflanken und
wie kastenfoérmig die Potentiale dabei sein kénnen, bleibt noch abzuwarten.

Aus theoretischer Sicht ist das Kastenpotential (2.171) jedoch auch an sich interessant. Wie wir
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noch zeigen werden, stellt das homogene Problem aus dem Abschnitt 2.2 bzw. 2.2.2 einen Grenz-
wert eines unendlich grofen Kastens dar. Ahnlich wie in einer harmonischen Falle, gibt es auch
hier nichttriviale Effekte, die in einem endlichen Kasten eine Rolle spielen. Diese Effekte unter-
scheiden sich sogar in bestimmten Aspekten von denjenigen in harmonischen Fallen. Abgesehen
von dem deutlichen Unterschied im thermodynamischen Limes selbst, werden wir hier feststel-
len, dass die Finite-Size-Effekte im Kasten zur Erhohung der kritischen Temperatur fiithren statt
zu ihrer Erniedrigung, wie wir es von dem letzten Abschnitt 2.3 kennen. Auch die Behandlung
endlicher Systeme mit Hilfe semiklassischer Ndherungen unterscheidet sich grundsétzlich von den
vorherigen Untersuchungen in harmonischen Fallen.

Als Ausgangspunkt fiir theoretische Untersuchungen dieses Abschnitts dient uns die explizite
Losung der Schrodingergleichung (2.35). Diese wird fiir das Potential (2.171) mit den damit ver-
bundenen Dirichletschen Randbedingungen durch die Wellenfunktion

(20) Iy [ = ()Hrethm | gl < /2 fiwalle j=1,2.3,

Ui(x) = = (2.172)
0 . x| > L/2 firein j=1,2,3
gelost. Die dazugehorigen Energie-Eigenwerte lauten
o,
B, = — Kk~ . 2.1
T oM (2.173)

Die Wellenvektoren k = (ki, ko, k3) nehmen im Gegensatz zum homogenen Fall mit Eigenwerten
(2.90) hierbei diskrete Werte an, die durch

k= %mj mit m; = 1,2, .. (2.174)
fir alle j = 1,2,3 beschrieben werden. Interessanterweise sind die Werte m; = 0 fiir alle j

ausgeschloBen, da sonst die Wellefunktion (2.172) ohnehin verschwinden wiirde. Daher ist der
Wellenvektor des Grundzustandes kg = 7(1,1,1)/L und der dazugehérige Energie-Eigenwert
h? 3 2h?
Eg = -— ki, = = : 2.175
© T oM T 2 MI? (2.175)
Das groBkanonische Potential (2.81) fiir das ideale Bose-Gas im Kastenpotential (2.171) lasst sich
damit als

1 X 1 0 nBi 0 252 3
Fax = Eln [1—e%] — 3 3 ¢ {(Ze—"ﬁm’l W—l)) - 1} : (2.176)
n
n=1 m=1

schreiben, wobei wir hierfiir noch das reduzierte chemische Potential
i = p— Eg (2.177)

verwendet haben. Des Weiteren werden wir in diesem Abschnitt zugunsten gréBerer Ubersicht-
lichkeit noch eine Abkiirzung fiir die dimensionslose Temperatur
MIL? L?

=g = (2.178)
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verwenden, wobei wir uns fiir die letzte Gleichung noch an die thermische de Broglie-Wellenlénge
(2.93) erinnerten. Das groBkanonische Potential (2.176) ldsst sich damit schreiben als

1 B 1 - en,@’ﬂ = —nm(m2-1)/4r ’
f’GK:Bhl[l_elt]_BZ " (Ze ) —-15. (2179)

n=1 m=1

Die mittlere Teilchenzahl (2.85) ergibt sich daraus zu

[e's) 00 3
N — NG + Z enﬁﬂ { ( Z enﬂ-(m21)/47> . 1} (2180)
n=1 m=1

mit dem Grundzustandsanteil

1
welcher formal dem Np-Beitrag aus (2.125) dhnelt. Im néchsten Unterabschnitt diskutieren wir
die semiklassischen Ndherungsansétze zu dem hier dargestellten Problem und im darauffolgenden

Unterabschnitt die exakten numerischen Berechnungen dazu.

2.4.1 Semiklassische Niherungen

Die semiklassische Ndherung basiert, dhnlich wie in der harmonischen Falle, auch im einem Ka-
stenpotential auf der Annahme, dass der Unterschied zwischen zwei benachbarten Quantenniveaus
klein gegeniiber der thermischen Energie kT ist. Das bedeutet also mit dem Energiespektrum
aus (2.173)

BriR?/(ML*) < 1 . (2.182)

Diese Naherung ist gut erfiillt bei nicht zu niedrigen Temperaturen wegen der Kleinheit der Planck-
schen Konstante fiir Késten mit geniigend groflen Kantenldngen L. Letzteres bedeutet bei fest-
gehaltenen Teilchendichten n = N/L3 gleichzeitig grofe Teilchenzahlen N. Diese semiklassische
Bedingung lésst sich fiir den dimensionslosen Temperaturparameter (2.178) noch als 7 > 1 schrei-
ben.

Mit Hilfe der semiklassischen Ndherung sind wir in der Lage, die Ausdriicke (2.176) und (2.180)
wenigstens in der niedrigsten Ordnung auszuwerten. Die darin vorkommenden m-Summen lassen
sich z.B. in der niedrigsten Ordnung durch Integrale approximieren. Wir wéahlen jedoch eine alter-
native Berechnungsmethode mit Hilfe der Poissonschen Summenformel (2.69) oder deren Original-
version (A.7) aus dem Anhang A, womit sich auch semiklassische Korrekturen hoherer Ordnung
ausrechnen lassen. Dazu bemerken wir aber zuerst, dass aus Symmetriegriinden die Umformung

[e.e] (e 9]

Zefnfrmz/élﬂ' — % Z efnﬂm2/4"'_

m=1 m=—o00

(2.183)

N —
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gilt. Die Poissonsche Formel (A.7) liefert dann unmittelbar die folgende duale Form

ie miD/Ar - ””/47{\/7——+2\/72 47’/ } (2.184)

Interessant ist an dieser Stelle zu bemerken, dass aufgrund dieser Beziehung eine fiir kleine Parame-
tern 7 schnell konvergierende Reihe auf der linken Seite in eine fiir groe 7 schnell konvergierende
Reihe auf der rechten Seite umgewandelt wird (siche dazu mehr im néchsten Abschnitt 2.4.2).
Aufgrund dessen bezeichnen wir diese Gleichung auch als die Dualitatstransformation.

Unser Interesse gilt nun ferner dem semiklassischen Limes mit entsprechend groflem Parameter
7. Dafiir konnen wir alle Summanden der Gestalt e=47¢*/n gegeniiber den reinen 7-Potenzen
vernachlissigen und die Exponente /47 im Vorfaktor von (2.184) entwickeln. Es ergibt sich nun

 —we(mi—nar _ T 11 (§>1/2 ™ L o732 2.185
mz:l ‘ n { 2 \7 * At O g (2.185)
Daraus leiten wir die Gleichung fiir die mittlere Teilchenzahl (2.180) in semiklassischer Néherung,
die wir noch mit den polylogarithmischen Funktionen (2.94) als

3(mr+1)

N:NG+TS/2<3/2<6512)—;T€1<eﬁﬂ)—|— 1

T2 (7)) + 0 (19) (2.186)
schreiben konnen.

Betrachten wir zuerst diesen Ausdruck in der fithrenden semiklassischen Ordnung. Fiir das redu-
zierte chemische Potential (2.177) finden wir mit (2.175) noch die Abschéitzung i = u+ O (771).
Nun lautet die mittlere Teilchenzahl

N = Ng + 72 G0 (™) (2.187)

Erinnern wir uns noch an die Definition der dimensionslosen Temperatur 7 aus (2.178) und iden-
tifizieren das Volumen L? = V und den Grundzustand-Beitrag Ng = Ny, so finden wir sofort das
Resultat vom homogenen Bose-Gas (2.107). Analog ergibt sich fiir das groBkanonische Potential
(2.176) in der fihrenden semiklassischen Ordnung das Resultat (2.112). Das bestéttigt nun die
Aussage, dass das homogene Bose-Gas aus dem Abschnitt 2.2.2 den thermodynamischen Limes
eines Bose-Gases im Kastenpotential darstellt. In diesem Limes gilt ndmlich die semiklassische
Niherung (2.182) exakt. Seine thermodynamische Eigenschaften kennen wir also bereits.

Um zu sehen, welche Abweichungen in einem endlichen Kasten gegeniiber dem homogenen System
entstehen, miissten wir die semiklassischen Korrekturen dazu ausrechnen. Das Problem stellt sich
jedoch bereits in der niedrigsten Korrekturordnung als nichttrivial heraus. Das zeigen wir im Fol-
genden anhand der Grundzustand-Besetzung unterhalb der kritischen Temperatur. Dafiir nehmen
wir wie in den Abschnitten zuvor an, dass das reduzierte chemische Potential entsprechend der
Beziehung —3i~ N !~ N~ klein ist. Damit schreiben wir die mittlere Teilchenzahl (2.186) nur
bis einschlielich der Ordnung O(7) aus und verwenden fiir die darin vorkommenden polyloga-
rithmischen Funktionen die Zerlegung nach der Robinson-Formel (2.101)

N = Ng+732¢(3/2) + ; TIn[-Ba] + O ([-7/8a'?) . (2.188)
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Diese Gleichung ist nicht direkt analytisch zugénglich, kann aber fiir niedrige Temperaturen néhe-
rungsweise ausgewertet werden. Dazu vergewissern wir uns, dass aufgrund der Beziehung (2.178)
noch

N2/3 T N2/3
= = t
¢23(3/2) T ¢¥3(3/2)

(2.189)

gilt, wobei T/” die kritische Temperatur (2.104) im thermodynamischen Limes darstellt und ¢
als die reduzierte Temperatur bezeichnet wird. Nach Identitét (2.181) konnen wir die Gleichung
—0Bp = In[1 + 1/Ng] feststellen und erhalten damit fiir genug grofie Gesamtteilchenzahlen N die
Tieftemperaturentwicklung

Ng 31InN T
R O ([T/T©12) . 2.190
N +2N1/3(2/3(3/2) TC(O) + ([ / c ]) ( )

Wie man hieraus unschwer erkennt, {ibersteigt der Grundzustand-Anteil fiir niedrige Tempera-
turen den Wert eins. Das ist offensichtlich physikalisch nicht haltbar und stellt, wie wir gleich
sehen werden, nur einen Artefakt der semiklassischen Naherung dar. Wiirde man némlich in der
Gleichung (2.186) nicht auf die Terme der Ordnung O(7'/2) verzichten wie es in (2.188) geschah,
so ergabe sich der Ausdruck

3(m+1)

N = NG+T3/2C(3/2)+271H[—6;1]+ 7

T2r(=B) 2+ O (-84~ . (2.191)
Vergleichen wir nun die Grélenordnungen einzelner Terme miteinander, so stellen wir fest, dass
der neu dazugekommene Term aufgrund der Abschitzungen 7 ~ N2/3 und —3ji ~ 1/N wie N*/6
anwichst, wogegen der vorletzte Term lediglich mit N?/3In N skalierte. Diese Tendenz setzt sich
auch weiterhin fort, und das bedeutet, jeder Term der hoheren semiklassischen Ordnung liefert
einen grofleren Beitrag zur Gesamtteilchenzahl. Diese storungstheoretische Vorgehensweise bricht
also bereits ab der ersten semiklassischen Korrektur zusammen.

Trotz der gerade geschilderten Probleme der naiven semiklassischen Entwicklung, lassen sich in
einer etwas abgewandelten Form physikalisch sinnvollen Ergebnisse erziehlen. Das werden wir
im Folgenden anhand der Berechnung der kritischen Temperatur zeigen. Die dabei verwendete
Vorgehensweise basiert auf dem Ansatz aus [51], den wir bereits im Abschnitt 2.3.2 im Bezug auf
das Bose-Gas in harmonischen Fallen diskutierten. Fiir das Kastenpotential wurde diese Methode
in der Publikation [42] verwendet. Als Ausgangspunkt dient uns nach wie vor die Gleichung fiir die
mittlere Teilchenzahl (2.180). Die darin vorkommende Summe iiber alle Energiemoden schreiben
wir in der Form

Ze mID/AT ] 4 eI g (1 /) (2.192)

m=1

wobei wir noch die Abkiirzung fiir den Anteil thermisch angeregter Teilchen

o(r/n) = Y e mmmimn/r (2.193)
m=2
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verwenden. Die letztere Reihendarstellung lasst sich noch mit Hilfe der Poissonschen Summenfor-
mel (A.7) auswerten und ergibt analog zur Gleichung (2.185) den folgenden Ausdruck:

o(r/n) = \/; {1 - g (;)1/2+ WT—" +0 (73/2)} . (2.194)

Mit dessen Hilfe lasst sich die Teilchenzahl-Gleichung (2.180) aufgrund der Zerlegung (2.192) als

N = Ng+ Z emon {3 e 3T G (n)T) + 3 e Ao ()7 + 6_9”“/4703(71/7')} (2.195)
n=1

ausschreiben. Diese Gleichung ist exakt und weist somit noch keine Probleme der semiklassischen

Entwicklung auf. Um die Frage nach der kritischen Temperatur T' = T, bzw. 7 = 7, anzugehen,

verwenden wir die von frither bekannten Naherungen, nadmlich Ng/N ~ 0 und gleichzeitig 51 ~ 0.

Damit geht die obige Identitdt in eine Bestimmungs-Gleichung fiir die kritischen Temperaturen

iber:

N = Z {3 eI/ 5 (n)7,) + 3 e /T 2 (n ) 7,) 4 eI/ ATe 03(n/TC)} : (2.196)
n=1

Verwenden wir nun zu deren weiteren Auswertung die Néherung (2.194), ohne die Exponential-
Funktionen zu entwickeln. Dadurch ergeben sich nach n-Summationen reguléare Ausdriicke, wiahrend
die semiklassische Entwicklung nicht komplett vollzogen ist. Dieser Umstand unterscheidet die
nachfolgenden Berechnungen von der naiven Vorgehensweise, die zum divergenten Ergebnis (2.191)
fithrte. Des Weiteren erhalten wir hier mit Hilfe der polylogarithmischen Funktionen (2.94) die
folgende Naherung zur Bestimmungs-Gleichung (2.196):

N = 792 G () 4 270 [ 2.y (7o) 36 (™) | (2.197)
37'Cl/2

_|_

4 [4 C1/2 (6_3W/4TC) — 12 C1/2 (6_67r/4Tc) + (47T + 9) Cl/? (6—971—/47—,3) i| + @ (TCO)

Die darin vorkommenden Exponenten sind fiir grole 7. klein und die polylogarithmischen Funk-
tionen nach der Robinsinschen Formel (2.101) entwickelbar. So erhalten wir aus (2.197)

1 43 - 4 1
%{m{g w}_%Jr V3 — 66 + 7r+9}+3(7r+)

N =((3/2) %2 + C1/2)n. 2+ 0 (7)) .

2 167, 3 4

(2.198)
Um es jedoch vorwegzunehmen, ist diese unmittelbare Entwicklung wie auch schon im harmoni-
schen Fall zuvor (siehe Abschnitt 2.3.2, Gleichung (2.150)) nicht viel Wert. Denn wiirden wir in der

Gleichung (2.197) die 72-Terme ausschreiben und danach entwickeln, so ergéibe sich im Gegensatz
zur obigen Ndherung (2.198) der folgende Ausdruck:

1 43 — 4 1 1
N:C(3/2)7—3/2_|_%{1n{8 7T]—27?—1— V3 6V6+ Ty Mmd 8}

¢ 2 167, 3 9

3(m+1)
4

C(1/2)r2+0 (0 . (2.199)
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Wie man aus dem Vergleich zwischen (2.198) und (2.199) sieht, stimmen sie im fithrenden ge-
nauso wie im letzten Term iiberein, der lineare 7.-Term hat sich jedoch geéndert. Da dieses Ver-
halten auch fiir hohere Entwicklungen der Gestalt (2.197) eigen ist, schlieen wir daraus, dass
sich im Kastenpotential bereits die fithrende semiklassische Korrektur zum thermodynamischen
Limes der storungstheoretischen Behandlung entzieht. Diese muss also in einem Resummations-
Verfahren bestimmt werden. Erinnern wir uns an dieser Stelle, dass wir in einer harmonischen
Falle im Abschnitt 2.3.2 ein dhnliches Verhalten gefunden haben, allerdings erst in der Korrek-
tur zweiter semiklassischen Ordnung. Ein weiterer Unterschied zwischen dem Kasten-Potential
und der harmonischen Falle besteht in der Vorgehensweise bei der Resummation. Wéahrend wir
im harmonischen Fall in der Lage waren, durch das Abziehen gewisser Terme den iibriggebliebe-
nen reguldren Anteil (2.155) analytisch zu behandeln, gelingt uns Ahnliches diesmal nicht. Eine
numerische Untersuchung fithrt jedoch ohne zu einer Losung, die nun in der Form

3T 3 1

N = ¢(3/2) 2% + TT In [03 21] - % C(1/2) 7 + O (70) (2.200)
Te

mit dem numerischen Wert fiir den nicht stérungstheoretischen Koeffizient C3 = 0.9574 angegeben

werden kann. Derselbe Wert im Rahmen der angegebenen Genauigkeit wurde kiirzlich mit einer

semi-analytischen Methode im Kleinerts Lehrbuch [51] erhalten.

Nun betrachten wir (2.200) als die Bestimmungs-Gleichung fiir die kritische Temperatur 7,. Um
dies explizit zu sehen, erinnern wir uns noch an die Relation (2.189) und schreiben (2.200) in der
Form

1=t +O(N7Y  (2.201)

te 3 [rCPB/2) G V2 3(r+1)¢(1/2)
N1/3 2(2/3(3/2) n{ 9 N2/3 t_c:| N2/3 4(1/3(3/2)

um. Damit ergibt sich weiterhin die explizite Gleichung fiir die reduzierte kritische Temperatur

) 1 ™ (3 (3/2) 1 3 [r¢H(3/2)
= 1= g o m{ [T
7 (23 7
“In [% cg] _ %1 C(1/2) g(s/z)} O (2.202)

Fiir grofle Teilchenzahlen sind die logarithmischen Terme negativ und fiithren zu einer Erhohung
der kritischen Temperatur. Diese ist in Abb. 2.7 graphisch in Abhéngigkeit des Kleinheitsppara-
meters N~1/3 dargestellt. Dabei bedeuten die Werte am linken Bildrand groBe Teilchenzahlen und
die am rechten Bildrand entsprechend niedrige Teilchenzahlen bis etwa N = 100. Das komplette
Resultat (2.202) ist mit der durchgezogenen Linie abgebildet, wéhrend das Ergebnis der nied-
rigsten Ordnung N~/ durch die lang gestrichelte Linie dargestellt ist. Die numerische Losung
der Gleichung (2.201) nach der reduzierten kritischen Temperatur fithrt dagegen zu einem Er-
gebnis, das durch die kurz gestrichelte Kurve dargestellt ist. Der Unterschied zwischen dieser
und der durchgezogenen Kurve liegt lediglich in der Art der Auswerteung von (2.201), da beide
Resultate der semiklassischen Néherung zweiter Ordnung sind. Die Gleichung (2.202) stellt nur
eine konsequente storungstheoretische Entwicklung von (2.201) bis einschlieBlich zweiter Ordnung
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dar. Der Unterschied kann demnach nur in den hoheren Entwicklungskoeffizienten liegen. Wie
die ersten Erfahrungen zeigten, unterscheiden sich numerische Resultate durch Hinzunahme einer
weiteren Ordnung eher wenig von der kurz gestrichelten Kurve, wihrend das zu (2.202) analoge
storungstheoretisch ausgewertete Ergebnis etwas stéarker von der durchgezogenen Kurve nach oben
abweicht und sich dem numerischen Resultat néhert. In der harmonischen Falle stimmen dagegen
Resultate aus der numerischen Losung von (2.161) mit deren storungstheoretischen Auswertung
in (2.162) bereits in der zweiten Ordnung im weiten Temperaturbereich gut iiberein. Ein noch
groferer Unterschied zwischen den bosonischen Systemen in der harmonischen Falle und im Ka-
stenpotential betrifft Verdnderungen der kritischen Temperatur selbst. Nicht nur, dass diese im
Kastenpotential etwa drei bis vier mal so stark ausfallen wie in der Falle, sondern auch die Vorzei-
chen der Effekte sind verschieden. Der Finite-Size-Effekt im Kastenpotential fithrt in der Tat zu
einer Vergroferung der kritischen Temperatur. Das zeugt hier von einer Erhchung der Stabilitét
gegeniiber den thermischen Fluktuationen in kleineren Ensembles.

Diese Besonderheit des Finite-Size-Effektes im Kastenpotential wurde zuerst in Ref. [60] bemerkt.
Darin untersuchten die Autoren unter anderem den Effekt eines nichverschwindenden Werts der
Grundzustands-Energie (2.175) auf die kritische Temperatur. In ihrer Berechnungen ersetzten sie
die dreifache Summe iiber alle Energiemoden (mj, my, m3) in der Teilchenzahl-Gleichung (2.180)
durch ein dreidimensionales Impuls-Integral, beachteten dabei allerdings das Fehlen der (m;=0)-
Moden. Bei der technischen Umsetzung wurden hierbei alle Zustande explizit entfernt, die auf den
jeweiligen Koordinatenebenen im Impulsraum lagen und somit wenigstens eine verschwindende
Impuls-Komponente besassen. Thre Auswertung der Verschiebung der kritischen Temperatur in
der niedrigsten semiklassischen Ordnung lieferte das Ergebnis

1 3w C?3(3/2
te = 1= Ynong ln[ W4N2(/3/ )} . (2.203)

Der entsprechende Kurvenverlauf ist in Abb. 2.7 durch die gestrichpunktete Kurve dargestellt. Wie

man daraus unschwer erkennt, weicht dieses Ergebnis von der niedrigsten Ordnung aus (2.202)
selbst fiir grofe Teilchenzahlen (linkes Bildrand) etwas ab. Trotz der formalen Ahnlichkeit von
(2.203) mit der Gleichung (2.202) in deren niedrigsten Ordnung finden wir durch den direkten
Vergleich, dass hierbei der Wert von C3 = 0.9574 durch 3/2 zu ersetzen wire. Das ist durchaus
bezeichnend, denn der wahre Wert dieser Grofle ist, wie wir wissen, nicht mit stérungstheoretischen
Mitteln zu erhalten. Offensichtlich handelt es sich bei der oben geschilderten Berechnung aus
[60] um eben eine solche Stérungstheorie niedrigster Ordnung. Natiirlich weisen die Autoren des
besagten Artikels auf weitere mogliche Verfeinerungen ihrer Herangehensweise hin. Dazu gehéren
unter anderem Vermeidungen der doppelten Zustands-Zahlungen, die an den Kreuzungen zwischen
den Koordinatenebenen entstehen. Eine weitere Verbesserung wire durch die Beriicksichtigung
einer endlichen Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand
zu erwarten. Aber, und das ist die Lehre, die wir aus diesem Abschnitt ziehen, solange solche
semiklassischen Korrekturen rein storungstheoretisch beschafft werden, kann noch nicht einmal
die fithrende Korrektur mit Sicherheit vorausgesagt werden.

Nach dem oben besagten wire eine weiterfithrende Untersuchung des Anteils der Teilchen im
Grundzustand und der Wirmekapazitit eines Bose-Gases im Kastenpotential in semiklassischer
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Abbildung 2.7: Verschiebung der kritischen Temperatur gegeniiber dem Wert im thermodynami-
schen Limes AT,/ T = t.—1 in Abhéngigkeit der mittleren Teilchenzahl N. Die lang gestrichelte
Kurve entspricht dem Resultat erster Ordnung in 1/N'/3 aus (2.202) und die durchgezogene Kurve
dem vollen Resultat zweiter Ordnung daraus. Die kurz gestrichelte Linie ist das Resultat numeri-
scher Auswertung der Gleichung (2.201). Die gestrichpunktete Kurve stellt das Ergebnis (2.203)
aus [60] dar. Dreiecke reprisentieren exakte numerische Werte der quasikritischen Punkte fiir
N =100, 300, ..., 300.000 und 1.000.000 Teilchen (von rechts nach links).

Néherung nichttrivial und deshalb auch interessant. Eine solche Untersuchung wiirde allerdings
den Rahmen dieser Schrift sprengen. Aus diesem Grund verzichten wir auf derartige semiklas-
sischen Berechnungen und diskutieren stattdessen im anschlieenden Abschnitt eine quantenme-
chanisch exakte Berechnung dieser Groflen.

2.4.2 Exakte Behandlung der Bose-Gase im Kastenpotential

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die quantenmechanisch exakten Berechnungen des Anteils der
Grundzustandsteilchen und der Warmekapazitiat bosonischer Ensembles in Kastenpotentialen end-
licher Gréfe durchzufithren. Ahnlich wie im Abschnitt 2.3.3 handelt es sich dabei um Computer-
unterstiitzte numerische Untersuchungen. Dadurch werden wir zwar keine analytischen Resulta-
te erhalten, sehen uns dennoch in der Lage, das im letzten Unterabschnitt analytisch erhaltene
Resultat fiir die kritischen Temperaturen (2.202) mit den numerisch gewonnenen Daten dieses
Abschnitts zu vergleichen.

Wir beginnen mit der Analyse der Gleichung fiir die mittlere Teilchenzahl im Kastenpotential
(2.180). Diese verwenden wir, um bei einer bestimmten Temperatur, dem bestimmten 7-Wert, das
reduzierte chemische Potential ji zu berechnen. Diese Vorgehensweise ist im Prinzip nicht anders
als diejenige in der harmonischen Falle im Abschnitt 2.3.3. Der Unterschied besteht darin, dass
wir die Summe iiber alle Energiemoden m in (2.180) nicht explizit analytisch ausfithren kénnen.
Es ergibt sich ndmlich anstelle der geometrischen Reihe, wie es in der harmonischen Falle war, der
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Ausdruck

Z o nm(m?-1)/4r _ % e /AT [193 (0’ e—mr/4T) — 1] ) (2.204)

m=1

Darin kommt die Jacobische bzw. elliptische Theta-Funktion [61]

Vs (u’ 7n7r/47 Z efnﬂmz/élﬂ- 2ium (2205>

m=—0oQ

vor. Diese Funktion ist tabellarisch gegeben und kann fiir grofie (n/7)-Werte aus den wenigen
Summanden mit niedrigen Summationsindizes m bestimmt werden. Fiir kleine (n/7)-Werte gilt
dagegen e ""/4" x~ 1, womit alle Summanden in (2.205) von derselben Gréfenordnung sind. Zur
Auswertung der elliptischen Theta-Funktion fiir solche Werte kann dennoch deren duale Form

03 (0,67 "/47) = 2\/> > etmain (2.206)

q=—00

verwendet werden. Dies kann mit Hilfe der Poissonschen-Summenformel (A.7) gefunden werden
und entspricht der bereits vom letzten Abschnitt 2.4.1 bekannten Dualitétstransformation (2.184).
Diese Form erlaubt es uns, die elliptische Theta-Funktion auch fiir kleine (n/7)-Werte aus den
wenigen Summanden mit niedrigen Summationsindizes in (2.206) zu erhalten, da die anderen Sum-
manden sehr schnell abfallen. Das soll noch anhand der Graphiken in Abb. 2.8 verdeutlicht werden.
Daraus erkennt man, dass die numerisch exakte schwarze Kurve fiir die elliptische Theta-Funktion
im Tieftemperaturbereich sehr gut durch die Gleichung (2.205) wiedergegeben wird, bei der wir
explizit nur die drei niedrigsten Termen mit m = —1, 0 und 1 beriicksichtigen (rote gestrichelte
Kurve). Fiir hohere Temperaturen (etwa bei 7/n > 0.5) gibt es allerdings sichtbare Abweichun-
gen. Dafiir stimmt in diesem Bereich die Ndherung der niedrigsten drei Terme mit ¢ = —1, 0 und
1 aus (2.206) umso besser. Wie man an der griinen gestrichelten Kurve aus Abb. 2.8 erkennt,
bricht diese N#herung jedoch bei tieferen Temperaturen mit etwa 7/n < 0.2 zusammen. Im Tem-
peraturbereich 0.2 < 7/n < 0.5 stimmen beide Ndherungen selbst in den niedrigsten Ordnungen
gut iiberein. Unter Beriicksichtigung weiterer Summanden vergrofert sich dieser Ubereinstim-
mungsbereich, so dass die beiden kompletten Reihen (2.205) und (2.206) letztlich im gesamten
Temperaturbereich identisch sind. Fiir numerische Berechnungen reichen aber in der Regel bereits
wenige Summanden von diesen Darstellungen in ihren jeweiligen Giiltigkeitsbereichen aus. Der
Tieftemperaturbereich muss dann mit dem Hochtemperaturbereich lediglich an einer geeigneten
Stelle zusammengeschweifit werden.

Nun kommen wir zu dem am Anfang dieses Unterabschnittes erwéahnten Problem des Auffindens
des chemischen Potentials fiir eine fest vorgegebene Temperatur aus der Gleichung (2.180). Die
darin vorkommende n-Summe konvergiert nur langsam, und da die einzelnen Summanden nicht in
einer einfachen geschloflenen Form vorliegen, ist dieses Unterfangen numerisch etwas aufwéandig,
kann aber in einem iiberschaubaren Zeitrahmen erledigt werden. Nachdem wir die passenden Werte
des chemischen Potentials gefunden haben, konnen wir nach der Identitdt (2.181) den Anteil der
Teilchen im Grundzustand ausrechnen. Es ergeben sich Kurvenverlaufe, die in Abb. 2.9 a) in
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Abbildung 2.8: Jacobische (elliptische) Theta-Funktion 93(0, e""/47) in Abhingigkeit vom Para-
meter 7/n (schwarze durchgezogene Kurve). Die rote gestrichelte Kurve représentiert die niedrigste

Approximation 1 + 2e™"/4" aus (2.205). Die griine gestrichelte Kurve entspricht der niedrigsten
Néherung 21/7/n [1 4 2e747/"] aus (2.206).

Abhéngigkeit von der reduzierten Temperatur T/TC(O) dargestellt sind, wobei T, 9 die kritische
Temperatur im thermodynamischen Limes (2.104) bedeutet.

Aus Abb. 2.9 a) sehen wir, dass alle farbig dargestellten Kurven in endlichen Ensembles glatt
verlaufen und gegeniiber der schwarzen Kurve vom thermodynamischen Limes nach rechts in
Richtung hoherer Temperaturen verschoben sind. Auch der Bereich, in dem sich das Verhalten
der Kurven am drastischsten dndert, verschiebt sich fiir kleinere Ensembles zu hoheren Tempera-
turen. Das entspricht dem uns schon héufig begegneten Finite-Size-Effekt der kritischen Tempe-
raturen. Die quasikritischen Temperaturen lassen sich hier in Analogie zum Abschnitt 2.3.3 aus
dem Temperaturwert ablesen, an dem die besagten Kurven ihre gréfiten Kriimmungen aufwei-
sen. Solche quasikritischen Temperaturwerte sind in Abb. 2.7 fiir Ensembles aus N = 100, 300,
.ory 300.000 und 1.000.000 Teilchen mit Hilfe der Dreiecke dargestellt. Wie man daraus erkennt,
stimmen die so identifizierten Werte fiir grofle Teilchenzahlen ab etwa N = 100.000 gut mit den
semiklassischen Resultaten aus der Gleichung (2.202) iiberein. Dabei gibt deren zweite Ordnung
(durchgezogene Linie) eine Ubereinstimmung fiir deutlich kleinere Teilchenzahlen als die Nihe-
rung erster Ordnung (lang gestrichelte Kurve). Schliefllich fillt die kurz gestrichelte Kurve, die
aus der numerischen Losung der Gleichung (2.201) gewonnen wurde, mit den Dreiecken praktisch
zusammen. Das soll an dieser Stelle aber nicht {iberbewertet werden, denn die Verhéltnisse der
semiklassischen Ndherung haben mit denen im quasikritischen Bereich bei exakten Rechnungen
auch in einem Kastenpotential fiir kleinere Ensembles nicht viel gemein. Viel wichtiger ist zu sehen,
dass die semiklassischen Korrekturen eine richtige Tendenz zeigen. Das relativ schlechte Abschnei-
den der nach (2.203) bestimmten Kurve selbst fiir groBe Teilchenzahlen ist wenig verwunderlich,
insbesondere wenn man deren rein storungstheoretischen Ursprung bedenkt.

Nun gehen wir zur Bestimmung der Warmekapazitéit in einem Ensemble aus endlich vielen Bo-
sonen iiber. Diese bestimmen wir nach der Vorschrift (2.97) aus bestimmten Ableitungen des
groBkanonischen Potentials (2.179) und der mittleren Teilchenzahl (2.180). Nach einer ldngeren
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Abbildung 2.9: a) Anteil der Teilchen im Grundzustand im Kastenpotential (2.171) mit Dirich-
letschen Randbedingungen fiir verschiedene Teilchenzahlen N in Abhéngigkeit der reduzierten
Temperatur. b) Warmekapazitét pro Teilchen fiir Systeme wie in a). Die schwarzen Kurven sind
Resultate im thermodynamischen Limes aus Abb. 1.2 bzw. 2.1.

aber einfachen Rechnung ergibt sich das folgende Resultat:

s en,@H ° ) nﬁﬂ © 5 3
_ Z - 87_2 (Z —nm(m?-1) /47) + 2 Z - ( e—nﬂ(m —1)/47) (2207)
n=1 m=1 m=
. li o (35 o) / lzm (> —mr(m2—1>/47)3] |
n=1 T m=1 m=1

In dieser Formel erscheinen noch 7-Ableitungen von den uns bereits bekannten kubischen Formen,
die den Summationen iiber den Energiemoden entsprechen. Diese lassen sich nach (2.204) mit
Hilfe der elliptischen Theta-Funktionen ausdriicken und berechnen. Natiirlich kénnten wir diese
T-Ableitungen noch explizit ausfithren, das wiirde uns allerdings auf die Funktionen fithren, die
noch nicht einmal tabellarisch bekannt sind und dessen Auswertungen die Situation eher unnotig
verkomplizieren wiirden. Aus diesem Grunde belassen wir diese Ableitungen zuerst so wie sie sind
und rechnen zuerst die kubischen Formen numerisch aus. Deren Ableitungen werden dann an-
schlieBend ebenfalls numerisch gebildet. Um nun die Warmekapazitét nach (2.207) zu bestimmen,
bedarf es noch der expliziten Kenntnis der reduzierten chemischen Potentiale fi. Diese bestimmen
wir aber fiir vorgegebene Temperaturwerte nach wie vor aus der Teilchenzahl-Gleichung (2.180).
Damit lassen sich die Warmekapazitaten fiir vorgegebene mittlere Teilchenzahlen ausrechnen. Ei-
nige von ihnen sind in Abb. 2.9 zusammengestellt.

Aus diesen graphischen Darstellungen erkennen wir wiederum den Finite-Size-Effekt, der dafiir
sorgt, dass die Maxima der Warmekapazitit fiir kleinere Ensembles zu hoheren Temperaturen ver-
schoben sind. Auflerdem &dndern sich die Maximalwerte selbst und iibersteigen sogar fiir geniigend
grofle Teilchenzahlen den Maximalwert im thermodynamischen Limes. Fiir hohe Temperaturen
nihern sich die Kurven dem Dulong-Petit Resultat mit Warmekapazitit von 3/2kg pro Teilchen.
Auflerdem verschwinden ihre Werte im Tieftemperaturbereich entsprechend dem dritten Haupt-
satz der Thermodynamik. Dieses Verschwinden scheint fiir kleinere Ensembles eher exponentiell
zu sein als nach einem Potenzgesetz abzulaufen. Der Grund dafiir ist eine endliche Energieliicke
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zwischen dem ersten angeregten und dem Grundzustand. Deren Anregung hat nédmlich zuerst
eine exponentielle Anregungsenergie- und somit auch Temperaturabhéngigkeit. Dieser Exponenti-
albereich wird allerdings fiir hohere Temperaturen von einem Potenzgesetz abgelost. Fiir groflere
Teilchenzahlen wird die Liicke effektiv kleiner, womit auch die Ubergangstemperatur zwischen
dem exponentiellen und dem potenzédhnlichen Bereich tiefer wird. Im thermodynamischen Limes
dominiert das Potenzverhalten (T/T:")3/2 aus (2.115) im gesamten Temperaturbereich unterhalb
der kritischen Temperatur.

2.5 Propagatoren

In diesem Abschnitt diskutieren wir Propagatoren (2.71) in verschiedenen Systemen, angefangen
vom homogenen Bose-Gas bis hin zu exakten Ausdriicken in der harmonischen Falle und im Ka-
stenpotential. Aus technischer Sicht dient es in erster Linie der Vorbereitung fiir stérungstheoreti-
sche Behandlungen wechselwirkender bosonischer Ensembles im Kapitel 4. Es lassen sich weiterhin
daraus so wichtige lokale Grofien wie die Teilchenzahldichte (2.87) ableiten, die fiir experimentel-
le Beobachtungen der Bose-Einstein-Kondensation von grundsétzlicher Bedeutung ist. Schliefllich
geben Propagatoren noch Auskunft iiber das Langdistanz-Verhalten der Quanten-Korrelationen.

Wir beginnen mit dem Propagator fiir homogene Bose-Gase. Dafiir setzen wir die Wellenfunk-
tionen (2.88) und Energie-Eigenwerte (2.90) in die Definitionsgleichung (2.71) und schreiben die
erforderliche Summe iiber verschiedenen Energiemoden nach der Vorschrift (2.106) aus. Es ergibt
sich nun

n=0 n=1

Ghom(wh T @, Ty) = Gléom(a;h T1; To, To) + 7171<I(1) {@ (11— —n hp) Z + O (ro—71 +nhpf) Z }

1 T1—T2 3/2 M - 2
« Logpnngy (B N M (@ m s L g g0
A3 nhp + 1 —7 2h nhfB 4 11—

wobei A die thermische Wellenlidnge (2.93) darstellt. Der erste Summand auf der rechten Seite
steht fiir den Grundzustand-Beitrag zum Propagator, der in Analogie zur Propagatordefinition in
(2.71) als

n

Gao(xy, 11,22, 72) = li{r(l){@(ﬁ—ﬁ—nhﬁ) Z+@(Tg—7'1+17hﬁ) Z}
n=0 n=1

« PH—Ea)(n+552) Velxy) V() (2.209)

geschrieben werden kann. Mit der Grundzustandswellenfunktion ¢q(x) = to(x) = 1/3/V fiir das
homogene Bose-Gas aus (2.88) und dem dazugehorigen Energie-Eigenwert im Grundzustand Eg =
FEo=0 ergibt sich dafiir

‘ > | 1 gumencn
GE™ (1, 715 T2, o) = 71;1{%{@(71—72—77715);%4' O (ro—7 +”hﬁ)2} v TR (2.210)

n=1
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Der fiir die Anwendungen wichtigste Speziallfall eines in der Imaginarzeit lokalen Propagators
lautet fiir das homogene Bose-Gas

No | 1 o e M (z1 — @3)°
Ghrom (g ST X2, T) = — + — ex {_ T 19, (> 2.211
(nrienn) = 30+ 55 2 Sam o I3 (2211)

wobei Np die Teilchenzahl im Grundzustand (2.108) ist. Unmittelbar daraus lésst sich die Teil-
chenzahldichte nach der Gleichung (2.87) als

nhom (z) = nhom = % + % Caa (e™) (2.212)
bestimmen, wobei hierfiir noch die polylogarithmische Funktion (2.94) verwendet wurde. Dieser
Ausdruck besteht nun aus zwei Termen. Der erste steht fiir den Kondensat-Anteil mit den Teil-
chen im Grundzustand und der zweite fiir den Anteil thermisch angeregter Teilchen. Beide sind
ortsunabhéngig und somit auch fiir die Bezeichnung des hier vorliegenden Systems als “homo-
gen” verantwortlich. Das Temperatur-Verhalten unterscheidet aber die beiden Termen, wéihrend
nimlich diese Abhiingigkeit im thermischen Anteil explizit mit der Fugazitit e®* vorgegeben ist,
ist sie im Kondensat-Anteil durch die Gleichung (2.111) im Abschnitt 2.2.2 bestimmt.

Eine weitere interessante Eigenschaft des homogenen Bose-Gases tritt zum Vorschein, wenn man
den Ein-Teilchen-Propagator (2.211) nach seinem Langdistanz-Verhalten mit |x; — @3] — oo
untersucht. Es ergibt sich ndmlich in diesem Limit
N,

G (g, 7y 0, T) — 7" . (2.213)
Der thermische Dichteanteil scheint in diesem Limit keine Rolle zu spielen, der Kondensat-Anteil
tiberlebt es jedoch unbeschadet. Dieser Effekt gibt den Anlass zur so genannten ODLRO (Off
Diagonal Long Range Order), die eine unmissversténdliche Aussage iiber den Ordnungsparameter
im jeweiligen System trifft [62]. Betrachten wir dafiir die Cluster-Eigenschaft zweier Felder im
groflen Abstand

|1 —a2|—00
—

<¢($177)¢*($277)> ¢(w177)><¢*(w277)> ) (2214)

welche einfach die fehlende Korrelation zweier physikalischer Grofien bei grofien Distanzen zum
Ausdruck bringt. Erinnern wir uns jetzt daran, dass der Quadratmittelwert auf der linken Seite
von (2.214) laut der Gleichung (2.59) eigentlich genau einem zeitlich lokalen Propagator entspricht.
Falls dieser nun bei ldngeren Distanzen nicht verschwindet, so ist es ein eindeutiger Hinweis dar-
auf, dass die Mittelwerte einzelner Felder (¢ (a1, 7)) und (0*(x, 7)) ebenfalls nicht verschwinden.
Dem System liegen somit endliche Ordnungsparameter in Form bestimmter Feld-Mittelwerte vor.
Aus dem Grenzwertproblem (2.213) sind solche als die Mittelwerte des Grundzustandsfeldes iden-
tifiziert, das heifit diejenige Feldkonfiguration (2.41), fiir die agm ~ +/No Ok gilt. Alle anderen
Feldkonfigurationen loschen sich bei ldngeren Distanzen im Mittel weitestgehend aus.

Nach der obigen Beschreibung des Propagators in einem homogenen bosonischen System schreiten
wir nun zum Propagator in einem aus experimenteller Sicht realistischeren Fall des harmonischen
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Potentials fort. Dafiir setzen wir die Eigenfunktionen (2.117) und die Energie-Eigenwerte (2.120)
in (2.71) ein. Die Auswertung dieses Problems erfordert die Summation der Hermitepolynome,
welche keineswegs trivial ist. Unter Zuhilfenahme der Mehler-Formel kann das Problem in den
Griff bekommen werden [63], wonach sich ein folgender Ausdruck ergibt:

Gharm(ml’,rl;mz,,]b) _ G}(l;arm(thl; m2’7-2) —+ 7171{-‘% {@ (7’1_7'2_77hﬂ) Z+ e (7_2_7_1“_ nhﬁ) ; }
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o 2h sinhw;(nhf + 7 —12)
. Muw,
—exp {_ Z %J (224 22,) }] (2.215)
j=1

mit dem reduzierten chemischen Potential (2.122) und der mittleren Frequenz (2.130). Der erste
Summand steht fiir den Grundzustand-Beitrag (2.209) zum harmonischen Propagator. Mit der
Grundzustandswellenfunktion ¢ (x) =1 (x) aus (2.117) lisst sich (2.209) unter Beriicksichtigung
der Eigenschaft der Hermite-Polynome Hy(z)=1 zu

O (11 —m—nhp) e+ 0 (o—m1+nhp)

harm . . p(mi—2) /R
GG (m177—1aw277—2> - }]1{‘1(1) e—ﬁﬂ —1 €
Mo \*? °\ Muw,
" <E> eXp{_ 0 (ﬁf”%j)} 2210

7j=1

berechnen. Fiir den Spezialfall der Lokalitit in der Imaginérzeit reduziert sich der volle harmoni-
sche Propagator (2.215) zu

M& 3/2 o . -1/2
G @y, 70, 7) = GE (), 7y, ) + (—;l") e [H (1=e2mier) 7 (2217)
s
7 .

n= 7j=1

3 2 2 3
Muw, (a:lj—l— x2j) coshnhfw; — 2x1x9; Mw; , , )
X €xp { Z 2h sinh nhfw; P — 2h (x1j+ ij)

j=1 7j=1

mit dem zeitlich lokalen Grundzustand-Beitrag

harm Mo G - ij 2 2
G (xy, 7522, 7) = No — exp q — Z o (23,4 23;) ¢ - (2.218)
j=1

Dabei erinnerten wir uns noch an die Teilchenzahl im Grundzustand Ny aus der Gleichung (2.125).
Aus (2.218) lésst sich nun die Teilchenzahldichte (2.87) im harmonischen Potential berechnen.
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Abbildung 2.10: a) Logarithmischer Plot der Dichte in einer isotropen harmonischen Falle in
Abhéngigkeit des reduzierten Radius |z|/L,=+/Mw/h|x| nach (2.219). Die Kurven représentie-
ren die Situation fiir Ensembles aus N = 10, ..., 100.000 Teilchen und die reduzierte Temperatur
t=T/T. =05, b) Dasselbe wie in a), aber fiir die Teilchenzahl N = 10.000 und verschiedene
reduzierte Temperaturen ¢ = 0, 0.5 und 1.

Unter Beriicksichtigung der mittleren effektiven Breite einer harmonischen Falle L, = \/h/(Mw)
aus (2.127) lautet das Ergebnis

0o 3
1 1 . —1/2
harm o harm nBh —2nhfw;
n'M () = ngtM (x) + E e ||<1—e J)
Ly, Ly, L, 7/

= j:l
3 2 2
x5 nhﬁw X3
X exp {— L; tanh i } — exp { > L—g }] (2.219)
j=1 "% j=1 "%
wobei die Grundzustand-Dichte nha““ als
3 72
N, 1
nl () = G (g rx,T) = 0 7 exp{ Z i } (2.220)
Loy Lisy Loy j=1 w]-

gegeben ist. Die Dichteverldufe sind fiir Systeme in isotropen Fallen mit verschiedenen Gesamt-
teilchenzahlen und Temperaturen in Abb. 2.10 a) und b) in logarithmischer Darstellung geplottet.

Aus Abb. 2.10 sehen wir, dass bei der halben kritischen Temperatur das Bose-Gas in einer har-
monischen Falle aus zwei verschiedenen Komponenten besteht, was sich in dem Knick der jeweili-
gen Kurven manifestiert. Die eine zeigt flacheres Abstands-Verhalten und dominiert bei gréfieren
Abstédnden von der Fallenmitte, wiahrend sich die andere vorwiegend um das Zentrum herum lo-
kalisiert. Der Unterschied zwischen den beiden Komponenten wird bei einer konstanten mittleren
Dichte umso grofer, je mehr Teilchen im System vorliegen, was man aus Abb. 2.10 a) erkennt.
Es liegt die Vermutung nahe, dass es sich bei den beiden Komponenten um das Grundzustand-
Kondensat und den thermisch angeregten Rest handelt, welche jedoch die eine und welche die
andere ist, soll anhand Abb. 2.10 b) gekldrt werden. Dort sehen wir den Unterschied in der
Abhéngigkeit der Dichteverteilung fiir N = 10.000 Teilchen bei verschiedenen Temperaturen. Die
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kurz gestrichelte Kurve entspricht dem Verlauf bei einer verschwindenden Temperatur, bei der,
wie wir wissen, alle Teilchen im Grundzustand-Kondensat sind. Die lang gestrichelte Kurve ent-
spricht dagegen der Situation bei der T" = TC(O)7 was etwas oberhalb der kritischen Temperatur
liegt (siche dazu Finite-Size-Untersuchungen im Abschnitt 2.3.1 oder 2.3.3). Dort liegen prak-
tisch alle Teilchen in der angeregten thermischen Wolke vor. Nun bemerken wir sofort, dass die
Kondensatkurve den zentralen Bereich dominiert, wahrend sich der thermische Rest noch in den
Randgebieten wiederfindet. Die durchgezogene Kurve mit 7" = 7 /2 vereinigt in sich nun die
beiden Komponenten mit ihren jeweiligen Abstands-Charakteristiken. Diese Feststellung ist fiir
experimentelle Realisierungen von entscheidender Bedeutung. Genau genommen ist man weder
in der Lage, die Temperatur einer ultrakalten bosonischen Wolke direkt zu messen noch die Teil-
chenzaht darin zu bestimmen, vom Anteil der Kondensatteilchen ganz zu schweigen. Was man in
Experimenten beobachtet, sind in der Tat nur solche Dichte-Bilder, aus denen man alle wichtigen
Informationen indirekt extrahiert. Abb. 1.3 im einleitenden Kapitel 1 ist dabei nur ein Beispiel
fiir derartige Dichte-Verteilungen in einer harmonischen Falle, und die erhohten Dichten im Fal-
lenzentrum sind Zeugen fiir das Auftreten der Kondensat-Komponente.

Fiir Untersuchungen des Langdistanz-Verhaltens betrachten wir beispielsweise den Propagator
(2.217) mit xo=—x1 =

rm rm 1 1 - nB —2nhpw; —1/2
Gha (_3377';13,7_) = Gléa (—m77;$,7') + LwlezLWS 7T3/2 Ze o [ (1 —¢ o ]>

n=1 j=1

2L 22 nhfw; 2, 22

j j j

xexp{—zﬁ coth 5 } —exp{—zﬁ }] : (2.221)
j=1 "% j=1 "%

Diese Form #hnelt sehr dem Ausdruck fiir die Dichte (2.219), unterscheidet sich jedoch vom letz-

teren durch Verwendung von coth-Funktion anstelle von tanh. Das ist allerdings auch schon der

einzige Unterschied, denn fiir den Grundzustandsanteil stellen wir die folgende wichtige Beziehung
her:

G}éarm(_w7 T, ,7_) — n}éﬁrm (l‘) , (2222)

die wir durch den Vergleich mit der Grundzustand-Dichte (2.220) unmittelbar aus der Gleichung
(2.218) erhalten. Das kann man auch als eine Folge aus der Symmetrie der Grundzustandswel-
lenfunktion gegeniiber den Raumspiegelungen sehen. Das lisst sich iiber eine Uberlagerung von
allen restlichen angeregten Teilchen natiirlich nicht sagen. Vielmahr 16schen sich die Zusténde dort
teilweise aus, so dass man weiterhin sogar zeigen kann, dass ihr Langdistanz-Verhalten gegeniiber
dessen im Grundzustand fiir groflere Ensembles stark unterdriickt ist. Dazu definieren wir das
relative Gewicht der angeregten Teilchen im bilokalen Propagator (2.221) als
G~ i, T) — nlem ()

harm
o () = e

(2.223)

Da es uns nicht moglich ist, diese Grofle analytisch zu untersuchen, miissen wir es numerisch tun.
Das numerische Ergebnis ist in doppelt-logarithmischer Darstellung fiir verschiedene Absténde
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Abbildung 2.11: Doppellogarithmisches Plot der relativen Gewichte der thermisch angeregten Teil-
chen €M™ aus (2.223) in Abhiingigkeit der Ensemble-Grofie N. Die lang gestrichelte Kurve ist fiir
den relativen Abstand |z|/L, = 0.5 ausgerechnet, die durchgezogene fiir |z|/L, = 1.0 und die
kurz gestrichelte fir |x|/L, = 5.0. Alle Kurven gelten fiir Temperatur 7" = T /2.

gegen die mittlere Teilchenzahl in Abb. 2.11 présentiert. Daraus sieht man, dass das Verhéltnis
(2.223) zwar mit dem dimensionslosen Abstand |x|/L, bei einer festen Teilchenzahl etwas zu-
nimmt. Bei einem festgehaltenen Abstand in Einheiten der Oszillatorldnge und der steigenden
Ensemble-Grofle ist aber dieses Verhéltnis in der Tat stark unterdriickt. Im thermodynamischen
Limes finden wir also auch in der harmonischen Falle das folgende Verhalten:

|z|,L.,—00

Gharm(_w7 T T, 7_) — nlrcl;arm (w) [1 + gharm (w)} i nlréarm ($) ) (2224)

Darin &duflert sich der ODLRO-Effekt in der harmonischen Falle. Das fiithrt entsprechend der
Cluster-Eigenschaft (2.214) auch diesmal dazu, dass im thermodynamischen Limes die Feldkonfi-
guration des Grundzustandes mit dem Ordnungsparameter identifiziert werden kann. Ubrigens ist
der Fakt, dass wir fiir die Anfangs- und Endpunkte die Wahl @, = —a; =« getroffen haben, fiir
diese letzte Aussage nicht entscheidend. Fiir den allgemeinen Fall wére die Aussage (2.224) durch
Gham () 75 @y, T) — Notha(1)E(x2) zu ersetzen.

Um die Beschreibungen des harmonischen Propagators abzuschlielen, geben wir noch dessen Aus-
druck in der semiklassischen Ndherung (2.126) an. Den brauchen wir noch fiir spétere Untersu-
chungen im Kapitel 4. Um diese Ndaherung in der niedrigsten Ordnung zu erhalten, entwickeln wir
die hyperbolischen Funktionen aus (2.215) bis einschlielich erster Ordnung in Shw. Das einzige,
was gegen diese einfache Vorgehensweise spricht, ist der Fakt, dass der Kleinheitsparameter Shw
dabei immer in der Kombination mit dem Laufindex n vorkommt, der nun beliebig grof3 sein
kann. Allerdings heben sich fiir sehr grofle n’s alle n-abhéngigen Terme in der eckigen Klammer
von (2.215) mit dem zweiten n-unabhéngigen Term gegenseitig weg, so dass gerade solche Grofi-n-
Terme nicht ins Gewicht fallen. Damit konnen wir unserer semiklassischen Vorgehensweise sicher
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sein und erhalten mit der thermischen de Broglie-Wellenlénge (2.93)

Gharm(w177'1§ m277,2) ~ G}éarm(wl’Tl; w277—2) + 7]71{% {@ (Tl—TQ—nhﬁ) Z +06 (7'2—7'1‘1‘777265) Z }
n=1

n=0

1 ga(nemi=re h3 8/2 M () — x9)?
Lo a2y (WP R S S 2.225
X N8 € (nhﬁ+¢1—7‘2> exp{ 2h nhfB + 11 —T7 ( )

3 2 2 2
nh3 + 11— Mwj [(zy5+x95)° | (01— 295)
8 eXp{ h 2 T T '

J=1

Wie man daraus erkennt, wiirde dieser semiklassische harmonische Propagator im Limes fhw = 0
dem Propagator im homogenen Fall (2.208) identisch sein. Erst der fithrende Korrekturterm dazu
beinhaltet somit Information {iber die harmonische Falle.

Zum Schluss kommen wir noch zum Propagator im Kastenpotential (2.171). Dieser bietet inter-
essante Vergleichsmoglichkeit zum homogenen Fall, den wir am Anfang dieses Abschnittes be-
handelt haben. Da sein imaginérzeitlich lokaler Speziallfall dafiir besonders aufschlussreich ist,
beschranken wir uns des Weiteren nur auf diesen. Mit den Wellenfunktionen (2.172) und den
Energie-Eigenwerten (2.173) mit (2.174) ergibt er sich entsprechend der Beziehung (2.71) zu

T

]_ > ~ 1 7L27r2
Gkast(;817 T T, 7_) _ Glgst(mh T T, 7_) 6”5# g €3TL/342ML2
n=1

3T P 2,2 . . 2,2
y H -193(7r(x1§ szg) 7e—n,6‘2hML2> B 04(7?(%;2@» 76_%2&]\“2)}

L L

1 [eos ) | oo T ts) } } (2.226)

mit dem Grundzustand-Anteil

65 (@1 mimar) = 28 ] [COSM“‘”M] | (2.227)
j=1

Hierbei verwendeten wir das reduzierte chemische Potential i aus (2.177) und die Teilchenzahl im
Grundzustand Ng aus (2.181). AuBlerdem wurden in (2.226) die elliptischen Theta-Funktionen 93
und ¥, verwendet, die nach den Gleichungen

U3(u,q) = Z g exm und Us(u,q) = Z (=1)™ g™ eium (2.228)

definiert sind [61]. Die erste der beiden haben wir iibrigens schon mit der Beziehung (2.205) im
Abschnitt 2.4.2 eingefiihrt.
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Abbildung 2.12: a) Plot der Dichte im Kastenpotential auf der Hauptdiagonale x = (z,x,z) in
Abhéngigkeit des Abstandes  vom Kastenzentrum in Einheiten der Kastenldnge L nach (2.229).
Die Kurven représentieren die Situation fiir Ensembles aus N = 10, ..., 100.000 Teilchen und die
reduzierte Temperatur t =T/ T =0.5. b) Dasselbe wie in a), aber fiir die Teilchenzahl N' = 10.000
und verschiedene reduzierte Temperaturen ¢ = 0, 0.5 und 1.

Nun kénnen wir unmittelbar aus dem Propagator (2.226) nach der Gleichung (2.87) die Teilchen-
zahldichte im Kasten bestimmen. Es ergibt sich

1 — - 1 4,582 i n? 2 T n2x2
n*(z) = n&(x) + 73 "o 3 e3P H [193 (0 e " 2ML2) — Uy (TJ 7€nﬂ2ML2) }

n=1 j=1

3

iz o

7=1

mit der Grundzustand-Dichte

Ne 1+ 27,
ngt(x) = —+ 11 {14—608 LJ} : (2.230)
j=1

Diese héngt nicht nur vom Abstand zum Kastenzentrum, sondern auch noch sehr stark von der
Richtung des Ortsvektors ab. Unsere weiteren Untersuchungen wollen wir jedoch auf die Haupt-
diagonale = (z, z, x) einschrianken (fiir andere Félle wiirden alle Berechnungen analog dazu ver-
laufen). Die aus (2.229) berechneten Dichten sind in Abb. 2.12 a) fiir Ensembles mit verschiedenen
Teilchenzahlen zusammengefasst. In Abb. 2.12 b) sind entsprechende Resultate fir N = 10.000
Teilchen und drei verschiedenen Temperaturen prasentiert.

Den Resultaten (2.229) und (2.230) kann man entnehmen, dass die Dichten an den Kastenrandern
mit z;/L = £1/2 fiir mindestens eins der j = 1,2,3 verschwinden, was auch in Abb. 2.12 mit
dem Randpunkt (z,z,z) = (1,1,1)L/2 sichtbar wird. Das ist ein bedeutender Unterschied zu
der harmonischen Falle, wo es keine wirkliche Volumenbegrenzungen gibt und wo sich speziell
hoherenergetische Teilchen weiter vom Zentrum entfernen kénnen. Eine der daraus resultierenden
Folgen erkennt man aus Abb. 2.12 a). Daraus wird ndmlich sichtbar, wie das Kastenvolumen bei
einer festen nicht verschwindender Temperatur mit steigenden Teilchenzahlen immer gleichméssi-
ger ausgefiillt wird. Das Verschwinden am Rande lduft dann umso abrupter. Einen &hnlichen
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Effekt erhélt man fiir eine feste Teilchenzahl mit steigenden Temperaturen, wie man aus Abb.
2.12 b) erkennt. Bei der verschwindenden Temperatur erkennt man an der kurz gestrichelten Kur-
ve eine deutlich erhghte Dichte in der Kastenmitte mit einem cos®(mwx/L)-Verhalten. Dies ergibt
sich nach (2.230), wenn sich alle Teilchen im Grundzustand befinden. Interessanterweise zeigt
sich dieses Verhalten der reduzierte Dichte L3n&s*/N als vollig unabhéngig von der Teilchenzahl.
Bei hoheren Temperaturen verbreitern sich die Dichteverteilungen, bis sie oberhalb der kritischen
Temperatur zu einer weitestgehend homogenen Dichtewolke werden. Das erkennt man im Ansatz
schon an der lang gestrichelten Kurve fiir die Temperatur 7' = T.% mit dem kritischen Wert 7"
aus (2.104) wieder.

Aus dem oben Gesagten bekommt man den Eindruck, dass sich im thermodynamischen Limes
eine homogene Dichteverteilung ausbildet. Das kann man fiir den Dichteanteil der thermisch an-
geregten Teilchen auch schon aus der Gleichung (2.229) erkennen. Wertet man sie néamlich in
der semiklassischen Néherung fithrender Ordnung aus, so erhédlt man in der Tat das homogene
Gegenstiick (2.212), so zumindest im nichtkondensierten Anteil. Die Dichte im Grundzustand-
Kondensat (2.230) hat dagegen mit dem entsprechenden ortsunabhingigen Ausdruck aus (2.212)
nichts gemein, denn, wie wir bereits bemerkten, éndert eine Teilchenzahlvergrofierung nichts an der
Form der Grundzustand-Dichte. Ubrigens wiirde man auch fiir den Grundzustand eine homogene
Dichteverteilung erhalten, wenn man statt der Dirichlet-Randbedingung die etwas weniger phy-
sikalische periodische oder die von-Neumann-Randbedingung verwenden wiirde, siehe dazu z.B.
[64]. Die extreme Sensitivitdt im Verhalten des Grundzustandes gegeniiber den Randeffekten ist
der Ausdruck der pathologisch grofien Kompressibilitédt in einem idealen homogenen Bose-Gases
[65]. Diese Pathologie kann mittels einer schwachen abstofenden Wechselwirkung beseitigt wer-
den, wodurch auch die Grundzustand-Dichte bis auf einen kleinen Randbereich praktisch homogen
wird.

Hinsichtlich des Langdistanz-Verhaltens eines im Kasten eingeschlolenen Bose-Gases lisst sich eine
zum harmonischen Fall analoge Betrachtung durchfiithren. Es gilt auch diesmal die Beobachtung,

dass aufgrund der Symmetrie des Grundzustandes die Beziehung G&s'(—z,7;2,7) = ngst(

)
gilt, die man unmittelbar aus (2.227) sieht. Ebenfalls gilt auch fiir den Kastenpotential, dass
das relative Gewicht der angeregten Teilchen £ (z), das wir in Analogie zu (2.223) definieren
konnen, fiir groffere Ensembles unterdriickt ist. Somit gilt auch diesmal eine zu (2.224) analoge

Feststellung, wodurch der Grundzustand-Kondensat also den Ordnungsparameter liefert.

2.6 Probleme der groflkanonischen Beschreibung

In dem abschlieBenden Abschnitt dieses Kapitels diskutieren wir die Fluktuationsstiarke der Teil-
chenzahl in einem idealen Bose-Gas im gesamten Temperaturbereich. Es ist zu erwarten, dass
die Fluktuationen im thermodynamischen Limes iiberall stark unterdriickt sind. In der Néhe des
kritischen Punktes sollen diese erwartungsgeméaf noch am gréfiten sein und am absoluten Tem-
peraturnullpunkt komplett verschwinden. Doch stattdessen steht eine seit mehreren Jahzehnten
bekannte Tatsache im Raum, die moglicherweise auf Schrodinger zuriickgeht [66] und iiberraschen-



2.6. PROBLEME DER GROSSKANONISCHEN BESCHREIBUNG 79

derweise das Gegenteil davon besagt. Unterhalb der kritischen Temperatur, oder was man sich in
einem endlichen Ensemble darunter vorstellt, scheinen die Fluktuationen namlich {iberhaupt nicht
unterdriickt zu sein, selbst im thermodynamischen Limes nicht. Die Fluktuationen sind somit
gewaltig (makroskopisch) und widersprechen unserer physikalischen Intuition.

Zuerst miissen wir jedoch an dieser Stelle kléren, was mit den starken Fluktuationen gemeint ist
und wie man zu dieser Feststellung kommt. Dazu untersuchen wir die Groéfie

(AN)? = ((N = (N))*) = (N?) = (N)?, (2.231)

die als die quadratische Fluktuationsbreite oder auch als die Varianz der Teilchenzahl bezeichnet
wird. Sie ldsst sich aus dem groBkanonischen Potential (2.82) entsprechend der Gleichung

1
B ou?

bestimmen. Das Resultat dieser zweifachen Ableitung nach dem chemischen Potential lautet unter

(AN)? = Fox (2.232)

Verwendung der mittleren Teilchenzahl Ny im Energiezustand k aus (2.85)

(AN)* = > [NZ + Ni . (2.233)
k
Betrachtet man nun den Grundzustand-Beitrag zu dieser Varianz, so ergibt sich eine einfache aber
folgenreiche Formel

(ANg)? = Ng(Ng+1) . (2.234)

Wenn man sich jetzt noch an die Tatsache erinnert, dass speziell fiir verschwindende Temperaturen
alle Teilchen im Grundzustand sitzen, das heiit N = N, dann erhélt man im thermodynamischen
Limes die Beziehung

ANg T N (2.235)
wobei wir die Bezeichnung ANg = /(ANg)? fiir die Fluktuationsbreite verwenden. Demnach
wichst die Teilchenzahlfluktuation im Grundzustand offensichtlich mit der mittleren Teilchenzahl
im groBkanonischen Ensemble linear an. Betrachtet man (2.234) genauer, so stellt man weiter-
hin fest, dass diese Fluktuation den Wert der mittleren Teilchenzahl sogar noch etwas iibertrifft,
was aber an sich nicht weiter schlimm ist. Interessanterweise sind alle obigen Aussagen zur Teil-
chenzahlfluktuation voéllig allgemeingiiltig gefasst, also ohne Belang, ob es sich um das homogene
Bose-Gas oder um eins in der harmonischen Falle handelt.

Fiir den Spezialfall des harmonischen Fallenpotentials ist die relative Stéarke der Fluktuation in
Abb. 2.13 a) zusammengestellt. Die Berechnungen dazu entstammen einer quantenmechanisch
exakter Behandlung, die wir in Analogie zum Abschnitt 2.3.3 durchgefithrt haben. Aus dieser
Abbildung erkennen wir, dass die Fluktuationen der Teilchenzahl im Grundzustand an sich nie
verschwinden, aber deren auf ein einzelnes Teilchen bezogene Werte oberhalb der kritischen Tem-
peratur TC(O) aus (2.134) mit den steigenden Teilchenzahlen stark unterdriickt sind. Ganz an-
ders ist die Situation unterhalb 7.” wo die relative Fluktuation sich der nichtverschwindenden
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Abbildung 2.13: a) Teilchenzahlfluktuation im Grundzustand einer harmonischen Falle in
Abhéngigkeit von der reduzierten Temperatur fiir verschiedene Teilchenzahlen N = 1, 2, 10,
1000 und im thermodynamischen Limes N —oo. b) Wie in a), aber fiir die angeregten Teilchen.

Grundzustand-Besetzung nahert. Beim Temperaturnullpunkt néhern sich deren Werte schliefilich
einer eins von oben an.

Und wie steht es mit den Fluktuationen der angeregten Teilchen aus? Um diese Frage zu beantwor-
ten, bedienen wir uns nochmals der Gleichung (2.233) und separieren den Grundzustand-Anteil

weg. Dadurch erhalten wir mit Hilfe der Bose-Einstein-Verteilung (2.85) fiir deren Varianz den
Ausdruck

eB(Er—p)

(ANgpy)? = ; e 1 (ANg)? . (2.236)

Diese Grofle lédsst sich fiir die harmonische Falle noch etwas spezifizieren. Dazu verwenden wir
den Energie-Eigenwert (2.120) und das reduzierte chemische Potential (2.122). Beschrénken wir
uns noch auf die isotrope Falle, so konnen wir weiterhin die Summenformel (2.166) anwenden und
erhalten

=k 3k e Phefhwk
2 _ J— -_
(ANe)? = Y (5 +5+1) oo 1] (2.237)

Die numerische Auswertung dieser Gleichung lduft in Analogie zur Vorgehensweise im Abschnitt
2.3.3 und ergibt Kurvenverlaufe, die in Abb. 2.13 b) graphisch dargestellt sind. Daraus erkennt man
sofort, dass die Fluktuationen aller angeregten Teilchen am Temperaturnullpunkt verschwinden.
Bei steigenden Temperaturen wachsen sie dann etwas an und erreichen im Hochtemperaturbereich
anschlieffend einen konstanten Wert, der, wie genaueren Untersuchungen zeigen, mit ANg,/N —
1/N'/2 gegeben ist (siehe dazu z.B. [67,68]). Mit der steigenden Teilchenzahl zeigt sich auBerdem,
dass solche Fluktuationen der angeregten Zustidnde umso stéirker unterdriickt sind, je grofler das
System ist.

Das oben geschilderte Verhalten der Fluktuationen ist keineswegs typisch fiir das spezielle Problem
des Fallenpotentials. Wie wir bereits nach der Gleichung (2.235) bemerkten, sind die wichtigsten
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Ziige sogar systemunabhéngig giiltig. So bringen auch analoge Untersuchungen in einem Kasten-
potential dhnliche Resultate hervor. Im Folgenden werden sie aus diesem Grund nicht weiter an-
gefiihrt. Fassen wir nun die allgemeingiiltige Situation nochmals zusammen. Die Untersuchungen
der groflkanonischen Ensembles nach der Bose-Einstein-Verteilung ergeben fiir angeregte Zustédnde
Fluktuationen, die bezogen auf ein einzelnes Teilchen im thermodynamischen Limes verschwin-
den. Das ist eine Situation, die physikalisch sinnvoll zu sein scheint. Doch fiir den Grundzustand
verschwinden derartige Fluktuationen nicht. Somit lassen sie an der Richtigkeit der von uns ge-
fundenen Resultate zweifeln.

Es bleibt aber noch zu klédren, ob solche unphysikalischen Fluktuationen den Bose-Einstein-
kondensierten Systemen prinzipiell eigen sind oder lediglich von Unzulénglichkeiten in deren Be-
schreibungen zeugen. Genauere Untersuchungen haben gezeigt, dass die zweite Alternative der
Wabhrheit entspricht. Genau genommen erweist sich die Beschreibung im groflkanonischen En-
semble als inadédquat [69,64]. Selbstversténdlich ist das ideale wechselwirkungsfreie Bose-Gases
nicht komplett experimentell realisierbar und allein schon dadurch nur ndherungsweise relevant.
Bekanntermaflen unterdriicken abstoflende Wechselwirkungen auch im grolkanonischen Formalis-
mus die Fluktuationen auf das Normalmafl. Weil ndmlich mit eingeschalteter Wechselwirkung die
Teilchen-Fluktuationen den Energie-Fluktuationen entsprechen, sind grofle Fluktuationen energe-
tisch kostspielig und deshalb unterdriickt [67]. Prinzipiell ist aber die Bose-Einstein-Kondensation
ein rein statistischer Effekt, der keine Wechselwirkungen benétigt. Man darf sich also schon fragen,
warum die groffkanonische Beschreibung idealer Gase solche Probleme iiberhaupt aufwirft.

Zur Losung des Rétsels bemerke man zuerst, dass die Fluktuationen nur in Anwesenheit des Kon-
densates unterhalb der kritischen Temperatur unphysikalisch grof3 sind. Die Langdistanz-Ordnung
(ODLRO), die im Grundzustand vorliegt, scheint also im gewissen Sinne dafiir verantwortlich zu
sein. Stellt man sich ein groBkanonisches Ensemble vor, so denkt man dabei an ein Subsystem,
welches mit seiner Umgebung die Energie und Teilchen austauscht. Doch in einem so offenen
System kann auch das Grundzustands-Kondensat nicht dem Subsystem allein gehéren, sondern
muss ein Teil des ganzen Reservoirs sein. Das Geschehen darin ist aber durch die Langdistanz-
Ordnung bestimmt. Die Voraussetzung der statistischen Unabhéngigkeit eines groflkanonischen
Subsystems, die fiir die Herleitung der Bose-Einstein-Verteilung von grundsétzlicher Bedeutung
war, kann damit allerdings nicht erfiillt sein [64].

Die unphysikalisch makroskopischen Fluktuationen sind nur ein Beispiel der inadidquaten Be-
handlung der kondensierten Phase durch die grolkanonische Bose-Einstein-Verteilung. Auch die
gesamte Teilchenzahl-Statistik wird nicht korrekt wiedergegeben, was im Abschnitt 3.4 noch ge-
nauer diskutiert wird. Und wie steht es mit dem mittleren Kondensatteilchen-Anteil und den
thermodynamischen Eigenschaften? Wie in Ref. [64] geschildert, gibt es diesbeziiglich keine Pro-
bleme. Dort wird allgemein bewiesen, dass alle lokale Groflen wie die Teilchenzahldichte und somit
auch mittlere Teilchenzahlen, aber auch alle globale thermodynamische Eigenschaften selbst im
groffkanonischen Ensemble in Anwesenheit der Kondensation ihre Giiltigkeit behalten. Beziiglich
der thermodynamischen Eigenschaften kann man sich vorstellen, dass im Limes grofler Teilchen-
zahlen der Grundzustand nichts zum groflkanonischen Potential beitréigt. Letzteres ist deswegen
weitestgehend insensitiv gegeniiber unphysikalisch groflen Fluktuationen des Grundzustandes. Die
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angeregten Zustdnde werden allerdings auch in der grofkanonischen Beschreibung qualitativ rich-
tig erfasst, und nur solche sind von Bedeutung. Dass die mittlere Teilchenzahl im Grundzustand
korrekt wiedergegeben wird, liegt an den von uns vorgegebenen Rahmenbedingungen. Die mittle-
re Teilchenzahl in angeregten Zustdnden Ng, kann nédmlich im groBkanonischen Ensemble wider-
spruchsfrei beschrieben werden, weil ihre Fluktuationen entsprechend Abb. 2.13 b) keine Anomalie
aufweisen. Wenn wir uns jetzt auf eine feste mittlere Gesamtteilchenzahl N festlegen, dann ist die
mittlere Teilchenzahl im Grundzustand Ng damit automatisch als die Differenz Ng =N — Ngy
gegeben. Allein das rettet schon die groflkanonischen Voraussagen iiber den Kondensatteilchen-

Anteil Ng/N.

Eine der Vorschriften zur Beseitigung der anomalen makroskopischen Fluktuationen im Grund-
zustand ist auf Bogoliubov zuriickzufithren [70]. Sie besteht darin, dass der Grundzustands-
Kondensat nicht durch eine Feldvariable oder einen Operator beschrieben wird, sondern lediglich
durch eine makroskopische Wellenfunktion. Dadurch gibt es konstruktionsbedingt auch gar keine
Fluktuationen im Kondensat. Das stellt allerdings eine Nédherung dar, die nur im Limes grofler
Teilchenzahlen als exakt anzusehen ist [48,70,71], liefert jedoch ein leistungsfihiges Konzept insbe-
sondere bei Untersuchungen wechselwirkender Systeme. Ein weiterer Vorschlag, der zu normalen
Fluktuationsraten im Grundzustand fiihrt, basiert auf dem letzten Punkt des vorherigen Absatzes.
Er wurde z.B. in [64] und [69] verwendet und besteht in der Forderung, dass die Gesamtteilchenzahl
nicht nur im Mittel vorgegeben wird, sondern sogar eine fest vorgegebene Zahl ist. Die Fluktua-
tionen der Gesamtteilchenzahl sind dadurch nach Konstruktion gleich null. Die Fluktuation der
Grundzustandsteilchenzahl ist dann zwangslaufig gleich derjenigen fiir alle angeregten Teilchen
und somit, wie wir aus Abb. 2.13 b) sehen kénnen, mikroskopisch klein. Im Prinzip entspricht
diese Vorgehensweise derjenigen in einem kanonischen Ensemble, die angeregten Teilchen werden
dabei jedoch nach wie vor durch die Bose-Einstein-Verteilung beschrieben und weisen demnach
grofkanonische Ziige auf. Einer systematischen Beschreibung der Bose-Gase in einem kanonischen
Ensemble mit einer von Begin an fest vorgegebener Teilchenzahl wenden wir uns im néchsten
Kapitel zu. Dabei werden wir nicht auf die Bose-Einstein-Verteilung zuriickgreifen und erhalten
dennoch alle fiir die Kondensation typischen Merkmale.



Kapitel 3

Ideale Bose-Gase im kanonischen
Ensemble

In diesem Kapitel beschreiben wir wechselwirkungsfreie bosonische Systeme bestehend aus einer
von Anfang an fest vorgegebenen Anzahl an Teilchen. Dies geschieht im Ramen der kanonischen
Ensembletheorie. Als theoretischer Unterbau dient uns hierbei der Feynmansche Pfadintegral-
formalismus [51,72], den wir zuerst fiir das Beispiel eines einzigen Teilchens einfithren. Seine
Verallgemeinerung auf Vielteilchen-Systeme ist unmittelbar ersichtlich, das Konzept der Unun-
terscheidbarkeit der Bosone muss dabei allerdings explizit beriicksichtigt werden.

Die wichtigste Grofle fiir Untersuchungen dieses Kapitels wird die kanonische N-Teilchen-Zu-
standssumme sein, die wir am Anfang des Abschnitts 3.1 angeben. Nach Einfithrung des Pfad-
integral-Formalismus im Unterabschnitt 3.1.1 ldsst sich die N-Teilchen-Zustandssumme im Ab-
schnitt 3.1.2 als eine Kombination von periodischen Orbits darstellen, die sich um den so ge-
nannten Feynmanschen Imaginérzeit-Zylinder des Umfangs i herumwinden [43]. Aufgrund der
Ununterscheidbarkeit der einzelnen Teilchen ergeben sich jedoch periodische Bahnen mit nicht-
trivialen Periodizitéten, die als Mehrfach-Zyklen bezeichnet werden. Sie lassen sich als korrelierte
Verbénde interpretieren, die zur Bose-Einstein-Kondensation fithren. Da die im Unterabschnitt
3.1.2) direkt hergeleitete Formel fiir die N-Teilchen-Zustandssumme fiir konktrete Berechnungen
unpraktikabel ist, muss sie noch umgeschrieben werden. Die Losung dieses Problems wird im
Unterabschnitt 3.1.3 mit Hilfe des in Ref. [73] vorgestellten Verfahrens in Form einer Rekursions-
beziehung gefunden. Darauf aufbauend, wird im Unterabschnitt 3.1.4 die Bestimmungs-Gleichung
fiir die Grundzustand-Besetzung in einem kanonischen Ensemble angegeben. Weiterhin wird im
Unterabschnitt 3.1.5 die Greens-Funktion in einem N-Teilchen-Ensemble hergeleitet.

Nach diesen theoretischen Vorbereitungen gehen wir im Abschnitt 3.2) zu Berechnungen der
Waérmekapazitit und der Grundzustand-Besetzung in konkreten Systemen iiber. Dabei beginnen
wir im Unterabschnitt 3.2.1 mit dem Modell eines homogenen Gases, wie es in der Originalarbeit
von Feynman studiert wurde [43]. Die direkte Auswertung zeigt jedoch ein unphysikalisches Ver-
halten sowohl fiir die Warmekapazitit als auch fiir den Anteil der kondensierten Teilchen. Diese
Problematik wird hier durch eine leichte Modifikation des homogenen Modells behoben, die wir
in der Publikation [42] vorgeschlagen haben. In anschlieBenden Unterabschnitten 3.2.2 und 3.2.3
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behandeln wir das Problem des idealen Bose-Gases im Kastenpotential mit Dirichletschen Rand-
bedingungen sowie in einer harmonischen Falle. Darin finden wir, dass die Warmekapazitét, die
Grundzustand-Besetzung sowie die Teilchendichte sich im kanonischen Ensemble nur geringfiigig
von entsprechenden Ergebnissen im groflkanonischen Ensemble unterscheiden, und das umso we-
niger, je grofler die Teilchenzahl ist.

Im Anschluss daran untersuchen wir im Abschnitt 3.3 die Moglichkeit, kanonischen Resultate aus
den entsprechenden grolkanonischen durch die so genannte Sattelpunkts-Entwicklung zu gewin-
nen. Dabei stellen wir jedoch fest, dass sich dieses Vorhaben, mal abgesehen von der Berechnung
in der fithrenden Ordnung, als nicht praktikabel herausstellt. Das zeugt von einer nicht-trivialen
Verkniipfung zwischen der kanonischen und grolkanonischen Ensemble-Theorie. Um diesen Ein-
druck noch weiter zu untermauern, diskutieren wir zum Abschluss dieses Kapitels im Abschnitt
3.4) die Teilchenzahl-Fluktuationen und die Teilchenzahl-Statistik im Grundzustand fiir Bose-
Gase im kanonischen Ensemble. Wie am Ende des letzten Kapitels erwartet, stellen sich diese
Groflen im kanonischen Ensemble als physikalisch sinnvoll heraus. Damit bieten sie eine qualita-
tive Verbesserung gegeniiber den entsprechenden groflkanonischen Resultaten, die man direkt aus
der Bose-Einstein-Verteilung erhélt.

3.1 Kanonische Beschreibung

In diesem Abschnitt stellen wir das Konzept der kanonischen Beschreibung fiir Vielteilchensysteme
mit einer festen Teilchenzahl N vor. Unser Ziel ist es, fiir ein solches System die kanonische N-
Teilchen-Zustandssumme

ZN = TI‘N Q_B[:IN . (3].)

zu berechnen. Dabei ist Hy der N -Teilchen-Hamilton-Operator, der von den Orts- und Impuls-
operatoren «; und p, einzelner Teilchen abhéngt und speziell im wechselwirkungsfreien Fall wie

. o ) ) D; N
HN(mbplv"'?m]\HPN ZH m’upz Z |:2M +V(wl):| (32)

separiert, wobei M die Masse eines einzelnen Teilchens und V(ﬁ:l) den Operator der lokalen po-
tentiellen Energie fiir das i-te Teilchen darstellt. Weiterhin stellt der Ausdruck Try in (3.1) die
Operation der Spurbildung iiber die N-Teilchen-Zusténde dar.

Anders als bei der zweitquantisierten feldtheoretischen Beschreibung im Abschnitt 2.1 wahlen wir
diesmal fiir die Vielteilchenzusténde die erstquantisierte Version. Das heifit, wir verzichten auf die
Angabe der Teilchenzahlen an jedem Ort des Raumes wie fiir den Zustand in (2.5). Diese Angabe
wére ndmlich hier mit der Nebenbedingung der konstanten Gesamtteilchenzahl N zu vervollstandi-
gen, deren explizite Implementierung unpraktikabel fiir die nachfolgenden Berechnungen wére. In
der erstquantisierten Beschreibung greifen wir stattdessen z.B. auf einen N-Teilchenzustand im
Ortsraum |y, xs, ..., xy) zuriick, bei dem sich das erste Teilchen am Ort x; aufhilt, das zwei-
te am Ort &y usw. Diese Zustédnde bilden ein vollstéindiges Basissystem mit der entsprechenden
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Vollstéandigkeitsrelation im 3 N-dimensionalen Ortsraum

/d?’l'ldgxg...d?)fﬁ]v |331,.’,B27...,CIIN><CBN,...,332,£L'1| = ]lN s (33)

wobei 1 das Eins-Element auf dem N-Teilchen-Sektor des Fock-Raumes bedeutet. Diese Zustinde
kénnen als orthonormal entsprechend der Beziehung

(@ly, ... T, @ [®1, o, ) = 0@y — 1) O(Ty — T2) ... O(@y — ) (3.4)

gewahlt werden.

Mit dieser Basis ldsst sich die N-Teilchen-Zustandssumme (3.1) etwas konkreter als Integral
Iy = /d3x1d3x2 APy (xy,. .., T, T e~BHN |x1, T2, ..., ZN) (3.5)

ausschreiben. Das Matrixelement darin ist ein Spezialfall der so genannten Imaginérzeit-Amplitude
oo . . _ / 1o —HN(Tp—7a) /B
(), xhy, .. TN Ty, o, N T) = (X, xh, | eIV R e e xy), (3.6)

in der 7, und 7, die Imaginérzeiten des Ausgangs- bzw. Endzustandes bedeuten (das Konzept der
Imaginérzeit wurde im Abschnitt 2.1 erldutert). Die Zustandssumme (3.5) wird daraus bei 7, = 0
und 7, = hf ausgewertet und lautet

ZN(ﬁ) = /d3$1d3$2...d3l']\[ (:vl,:cg,...,:cN;hﬁ |$1,ZL‘2,...,CIIN;0) . (37)

An dieser Stelle sei noch bemerkt, dass bei der obigen Beschreibung jedes Teilchen durch den In-
dex ¢ durchnummeriert wurde. Deswegen sichert sie noch nicht die physikalisch gegebene Ununter-
scheidbarkeit der einzelnen Teilchen. Diese soll sich fiir Bosonen in einer Symmetrie der Zusténde
beziiglich der Vertauschung zweier beliebiger Teilchen duflern. Im Gegensatz dazu wiirde eine
solche Vertauschung fiir Fermionen ein Vorzeichenwechsel des gesamten Zustandes verursachen
(Antisymmetrie). Des weiteren beschrianken wir uns auf Beschreibungen bosonischer Ensembles
und schreiben dafiir die total symmetrisierten N-Teilchen-Ortszustinde

1
1, 2, .. 2n) " = ﬁz | p1), TP(2); - - - TP(N)) - (3.8)
P

Der Index B dient darin der Unterscheidung bosonischer Zusténde von denjenigen aus N klassisch
unterscheidbaren Teilchen. Die Summe in (3.8) lduft iiber alle N! Permutationen P der Zahlen
1,2, ... N und p(P) bezeichnet deren Paritét. Durch die Schreibweise (3.8) wird die Symmetrie
gegeniiber beliebigen Vertauschungen zweier Teilchenzustdnde automatisch erfiillt, weil eine Ver-
tauschung der Permutationen die Permutations-Menge selbst nicht dndert. Es sei an dieser Stelle
noch erwihnt, dass die symmetrisierten Zusténde (3.8) vollstédndig sind und der zu (3.3) analogen
Vollstandigkeitsrelation

/d3x1d3x2...d3xN |y, o, ..., xn)P Blay, ... @y, x| = 18 (3.9)
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geniigen, wobei 1% die Identitit im entsprechenden Zustands-Raum darstellt.

In Analogie zur Imaginérzeit-Amplitude (3.6) lésst sich auch ihre symmetrisierte Version fiir bo-
sonische Ensembles definieren. Dafiir muss man lediglich als Ortszusténde ihre Pendants aus (3.8)
verwenden:

By 1o —Hy (e
(€, ..., xh, x| e N

(w/17wl27"'7:B/]V;Tb|w17m27"'7wN;Ta)BE /R |.’B1,{E2,...,.’BN>B. (31O>

Mit (3.8) explizit ausgeschrieben liefert das nach einer Umsortierung der Anfangsorte

1
(wllv mIQ’ s 7m3\7; 7_b|3317 L2;...,TN; Ta>B - W Z Z <m;3”P/(N)’ T ’m;D”P/(Q)’ m;D”P’(l)|
: p pr
x e INm=T/h |2 gy ) (3.11)

Bemerken wir an dieser Stelle, dass das Produkt zweier Permutationen entsprechend P”P’ = P
wiederum eine Permutation ist. Dabei reduziert sich die Doppelsumme iiber P’ und P” auf eine
einfache P-Summe multipliziert mit der Zahl N! der Permutationen iiber einen Dummy-Index.
Damit erhalten wir mit (3.6)

/ / /. . B _ 1 / / / . .
(1131,.’132,...,.CEN,Tb’CCh.’BQ,...,wN,Ta) = ﬁ (ZDP(N),,wP(Q),wP(l),Tb|.’B1,CC2,,:DN,Ta) .
op

(3.12)

Weiterhin bemerken wir noch, dass beliebige Vertauschungen der Orte in den Ausgangs- und
End-Zusténden die bosonische Imaginirzeit-Amplitude nicht verdndert. Diese Eigenschaft ldsst
sich mit zweil fixierten Permutationen P, und P» als

(w/Pl(l)a wlPl(2)7 . .- >wlPl(N); To |"BP2(1)7 LPpy(2); -5 LPy(N); TG)B

= (x],xh, ..., ThiT |1, @o,y .., 2N TL)E (3.13)
hinschreiben und ist mit (3.8) unmittelbar aus der Definition (3.10) einsichtig.

Um diesen Unterabschnitt abzuschliefen, definieren wir noch die Zustandssumme fiir kanonische
Ensembles aus N Bosonen. Sie ergibt sich mit der Imaginérzeit-Amplitude (3.12) in Analogie zu
(3.7) als

Zﬁ(ﬂ) = /dsl'ldsafg .. .dgl'N ($1,£B2, Ce ,QZN;hﬁ ‘$1,£B2, e ,QZN;O)B . (314)

Die Imaginérzeit-Amplitude stellt im kanonischen Formalismus ein wichtiges theoretisches Kon-
zept dar. Daher beschéftigen wir uns mit ihr im néchsten Unterabschnitt etwas eingehender und
leiten ihre Pfadintegral-Darstellung her.

3.1.1 Pfadintegral-Darstellung der Imaginirzeit-Amplitude

Das Ziel dieses Unterabschnittes ist in erster Linie die Herleitung der Pfadintegral-Darstellung fiir
die Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude. Das dient nicht nur einer Einfiihrung in den Pfadintegral-
Formalismus, sondern liefert auch ein dynamisches Bild fiir Imaginérzeit-Amplituden. Das wird
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sich fiir spéatere Untersuchungen als hilfreich erweisen. In der Herleitung halten wir uns weitestge-
hend an die Darstellung im Lehrbuch von Kleinert [51, Kapitel 2].

Den Ausdruck fiir die Imaginérzeit-Amplitude eines einziges Teilchens erhalten wir aus der allge-
meinen Form (3.6) zu

(@' 7 |z, 70) = (| e~ H(m—ra)/h |z) . (3.15)

Als erstes bemerken wir, dass diese Grofie die Dynamische Evolution des Anfangszustandes |x)
zum Endzustand |z’) in der Imaginérzeit darstellt. Dies wird unmittelbar klar, wenn man das
Imaginérzeit-Interval (7,, 7,) mit L Gitterplidtzen in L+1 kleine Intervalle € = (7,—7,)/(L+1) aufteilt
und einen Gitterplatz nach dem anderen durchlauft. Die Zahl L der Imaginérzeit-Gitterpléitze wird
dabei so grofl gewéhlt, dass € als klein behandelt werden kann. Technisch wird die Gitterung des
Imaginérzeitintervalls durch die Faktorisierung der Exponenten in (3.15) realisiert, so dass wir die
Form

(@, |, 7) = (@/[e /P, e BN gy e AN ) (3.16)

L Faktoren

erhalten. Da die Hamilton-Operatoren miteinander kommutieren, ist eine solche Zerlegung eine
vorerst exakte Operation. Zwischen jeweils zwei Kurzzeit-Entwicklungen kann eine Vollstandig-
keitsrelation der Ortszusténde (3.3) eingeschoben werden, die sich fiir ein einziges Teilchen auf
[ &z |x) (x| = 1, reduziert. Damit erhilt man die Gitterversion der Imaginérzeit-Amplitude

L N s ~

(@, |, 70) = H [/ dejl ('] e /M | Wy | e M |z y) . (@ e ) . (3.17)

7j=1

Demnach entwickelt sich der Zustand von einem imaginérzeitlichen Gitterplatz an einem bestimm-
ten Ausgangsort zum néchsten Gitterplatz, wo es zwar einen beliebigen Ort erreichen kann, aller-
eH/h

dings mit einer Wahrscheinlichkeits-Amplitude, die durch die Exponential-Funktion e~ vorge-

geben wird. Genau diese Amplitude gilt es, im Folgenden zu berechnen.

Da die Ortszustinde den Hamilton-Operator H im allgemeinen nicht diagonalisieren, werden wir
die Standard-Zerlegung

H(z,p) = T(p)+ V(&) (3.18)

verwenden, wobei T'(p) den kinetischen Energieoperator und V(&) wie in (3.2) den Operator
der potentiellen Energie darstellt. Der erste hingt nur vom Impulsoperator p ab. Der zweite ist
eine Funktion des Ortsoperators & und wird daher von allen Ortszustdnden diagonalisiert. Da
die beiden Energieoperatoren nicht miteinander kommutieren, stellen wir fest, dass die Kurzzeit-
Entwicklungs-Amplituden nicht exakt faktorisieren. Entsprechend der Baker-Campbell-Hausdorft-
Beziehung (siehe z.B. [51, Kapitel2]) gilt aber ndherungsweise

efeI:I/h _ efeTA(ﬁ)/h 676\7(:%)/71 662[T(p),\‘/(.~z)1/zh2+... _ (3.19)

Da jedoch e als klein angenommen wurde, reicht die Niherung niedrigster Ordnung O(e?) fiir wei-
tere Untersuchungen bereits aus, solange die Potentiale sanft genug sind. Um nun bei Berechnung
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der Kurzzeit-Ubergangsamplitude weiter voranzukommen, verwenden wir noch die Vollsténdigkeit
der Impulszustéinde

d3p
| G el =1, (3.20)
und erhalten
—eH/h d3pj —eT'(p V(&)/h O(e?)
(Tl e z;) = () (T e ™ |p;)(p;l e ;) e : (3.21)

Hierfiir gelten noch folgende Eigenwertgleichungen: T'(p )Ip;) = T(p;)|p;) und V(@) |z;) =
V(x;) |z;), so dass sich die obige Identitét weiter zu

(@l M ) = [ 2 @alp)pyle) e (= (7)) + Vi) + 0]} (G2

vereinfacht. Die noch iibrig gebliebenen Skalarprodukte représentieren entsprechend der Beziehung
(p,lx;) = e %/ ebene Wellen. Damit ergibt sich fiir die Kurzzeit-Entwicklung

(@] €I |y} — / 535)3 exp{—% {—z’pj @ +T(pj)+V(a;j>+c9(e)H . (3.23)

An dieser Stelle konnen wir uns noch an die explizite Form der nichtrelativistischen kinetischen
Energie T'(p;) = p7/2M erinnern, wie wir sie in (3.2) in Operatorform ausgeschrieben haben.
Damit lésst sich die Impulsintegration in (3.23) explizit auswerten mit dem Resultat

ol o) = () e {—% Y (522 4 viey + 0] } - (21)

Das ist bereits der Ausdruck, der die Wahrscheinlichkeits-Amplitude angibt, das Teilchen am Orte
;1 zu finden, falls es sich auf dem vorherigen Imaginérzeit-Gitterpunkt am Orte x; aufhielt.

Diese gerade ausgerechnete Kurzzeit-Entwicklungsamplitude setzen wir nun in den Ausdruck
(3.17) ein. Aus Darstellungs-Griinden empfielt es sich noch, den Anfangsort @ explizit mit x
und den Endort @’ mit @y zu identifizieren. Dafiir schreiben wir (3.17) als Produkt von L+2

Integralen:
(', 7 |z, ﬁ Az dSwLH x) d(x x')
T |, 74) - -
’ e \/27Th€/ \/QWHE/M o o
e [ M (= x;\
1 — T
X exp {_ﬁ JZ:; {7 (%) + Vi(x;) + (’)(e)} } : (3.25)

Das ist die gesuchte gegitterte Form der Imaginarzeit-Entwicklungs-Amplitude (3.15). Der Kon-
tinuums-Limes ¢ — 0 bzw. L — oo lésst sich sofort durchfiithren, indem man die Ersetzung
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x; — x(7) vornimmt und die Randpunkte als &y — x(7,) und x4y — x(7,) bezeichnet. Der
Differenzen-Quotient im Exponenten von (3.25) muss dann durch die zeitliche Ableitung

Li — Ly - aiL’(T)
€ or

und die Summe iiber die Imaginérzeit-Gitterpldtze durch das Integral

L -
€ Z — / dr (3.27)
=0 a

ersetzt werden. Das Produkt iiber die Raumintegrationen fiir jeden Gitterplatz in (3.25) wird im

= (1) (3.26)

Kontinuumlimes aulerdem noch durch das so genannte Pfadintegral

x(7p)=

H [ \/27:)77/76/ ] % xg—x)0(xpy — ') — / D3x(7) (3.28)

dargestellt. Fassen wir nun (3.26)—(3.28) zusammen und vernachlissigen Terme der héheren Ord-

Jj=1 x(Tq)=2

nung €O(e) im Exponent von (3.25), so erhalten wir die kontinuierliche Pfadintegral-Darstellung
der Imaginérzeit-Amplitude

x(7p)=a'

(@7 7)) = / Dig(r) e~ A/ (3.20)

x(Tq)=2

wobei wir mit A die Euklidische Wirkung im Konfigurationsraum

Alz] = / dr {% #2(r) + V(a(7)) (3.30)

bezeichnet haben. Zu bemerken ist an dieser Stelle, dass die obige Argumentation nur fiir geniigend
sanfte Potentiale V'(x) moglich ist. Ein Coulomb-Potential ~ 1/|x| gehort beispielsweise nicht dazu
und muss anders behandelt werden [51, Kapitel 12]. Fiir unsere weitere Untersuchungen werden
derartige Probleme aber keine Rolle spielen.

Nun kommen wir zu den Eigenschaften der Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude, die auch fiir
spatere Berechnungen wichtig sind. Dazu zéhlt in erster Linie die so genannte Semigruppen-
Eigenschaft, die der so genannten Chapman-Kolmogorov-Eigenschaft der Statistik entspricht. Die-
se erhalten wir, indem wir z.B. Zerlegung (3.17) mit nur einem Gitterpunkt (L = 1) verwenden, den
wir allerdings an einem beliebigen Imaginirzeit-Punkt legen (die Aquidistanz der Imaginirzeit-
Gitterung war in der obigen Rechnung nicht entscheidend, sondern nur buchhalterisch bequemer).
Das ergibt also

(w/,Tb ‘:B,Ta) = /d3x// <wl‘ ef(n,frc)ﬂ/h ‘:l:"><.’1}”| e (re—Ta)H /R |33>

= /d%” (', |2, 7e) (2", 70 |2, 70) (3.31)
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Die weitere Eigenschaft hat mit der Unabhéngigkeit des Hamilton-Operators von der Imaginérzeit
zu tun und damit, dass in der Formel (3.15) nur die Differenz der Imaginérzeiten vorkommt. Daraus
resultiert die Translations-Invarianz der Imaginérzeit-Amplitude

(@ 1|2, 7) = (&', 7+ T|X, 70 + 7) (3.32)
mit einer beliebigen Imaginé&rzeit-Verschiebung 7.

Um das Problem der Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude abzuschlielen, geben wir noch an dieser
Stelle seine Spektral-Darstellung an. Dafiir verwenden wir die Energie-Eigenzustéinde |k), welche
die Ein-Teilchen-Schrodingergleichung

H(p, ) |k) = Ey |k) (3.33)

16sen. Diese Zustdnde erfiillen dann die Vollstédndigkeitsrelation ), |k)(k| = 1; und konnen als
zueinander orthonormal gewiihlt werden etsprechend der Beziehung (k'|k) = Ok’ - Damit ergibt
sich nach (3.15)

(@ 7 |@,70) = D (@|k) e KT (Klg) = 3 (@) e RO yp(@) o (3.34)

k k
wobei die Projektion des Energiezustandes auf den Ortszustand entsprechend der Gleichung
(x|k) = Yr(x) die Wellenfunktion liefert. Letztere haben wir bereits am Anfang des Abschnitts
2.1.2 eingefiihrt.

Der oben behandelte Spezialfall eines einzigen Teilchens kann noch auf N-Teilchen-Zusténde pro-
blemlos verallgemeinert werden. So ergibt sich fiir die N-Teilchen-Imaginirzeit-Amplitude (3.6)
mit dem Hamilton-Operator (3.2) in volliger Analogie zum oben behandelten Ein-Teilchen-Fall
die seine Pfadintegral-Darstellung

n(Tp)=),
N
<wa,w;,...,x;v;mwl,wz?...,wN;m=H[ / Dgxm] At (335)

=1
n T (Ta)=%n

Die darin vorkommenden N-Teilchen-Pfadkonfigurationen werden durch die Euklidische N-Teil-

chen-Wirkung gewichtet, die sich im wechselwirkungsfreien Fall rein additiv aus den Wirkungen
(3.30) fiir einzelne Teilchen zusammensetzt:

nfjl [ ar |[F e+ viem| (3.36)

Dies ist eine Folge der Separation des wechselwirkungsfreien Hamilton-Operators (3.2). Unmit-
telbar daraus folgt die Faktorisierungs-Eigenschaft der N-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude in N
einzelne Amplituden (3.29)

An[T1, ®s, ..., TN]

(), .. Ty Ty |21, o, .. 2N Ta) = (27 |15 70) (2578 |25 7a) -+ (X T |2 Ta) - (3.37)

Ausgehend von diesem Resultat sind wir in der Lage, die kanonische N-Teilchen-Zustandssumme
nach der Gleichung (3.14) herzuleiten. Genau dieser Aufgabe widmen wir uns im néchsten Unter-
abschnitt.
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Abbildung 3.1: Verlauf der drei Teilchenpfade a) in der normalen Darstellung innerhalb einer
Periode, b) in periodisch fortgesetzter Darstellung und c) aufgewickelt auf einem Imaginérzeit-
Zylinder mit Kreisumfang /.

3.1.2 Kanonische Zustandssumme

In diesem Abschnitt berechnen wir die Zustandssumme in einem Ensemble aus N Bosonen. Obwohl
fiir die Zustandssumme nur die geschloenen periodischen Pfade beriicksichtigt werden, verursacht
die Ununterscheidbarkeit der betreffenden Teilchen kompliziertere Pfadkonfigurationen, welche
sich dennoch zu einem geschloffenen Ausdruck fiir die N-Teilchen-Zustandssumme kombinieren
lassen. Das zeigen wir in der anschlieSenden Diskussion, in der wir uns an die grobe Struktur der
Darstellung im Feinmans Textbuch [43] orientieren (siehe auch [42,74]).

Als erstes berechnen wir die Zustandssumme eines Teilchens, die sich als Speziallfall der Gleichung
(3.7) zu

209) = [ & (@ihplaio) (3.38)

ergibt. Dieses Resultat hitten wir natiirlich auch aus der Gleichung (3.14) entnehmen konnen,
da es bei einem einzigen Teilchen egal ist, ob es ein Boson, Fermion oder gar ein klassisch un-
terscheidbares Teilchen ist, eriibrigt sich auch die Unterscheidung zwischen diesen verschiedenen
Moglichkeiten. Damit wird weiterhin der entsprechende Index B unterdriickt. Nun schreiten wir
fort, indem wir uns an die Spektral-Darstellung der Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude (3.34)
erinnern. Die Ortsintegration in (3.38) fiihrt dann aufgrund der Orthonormalitéits-Beziehung (2.37)
zum folgenden Resultat:

Zy(B) = Y e (3.39)

Eine Verallgemeinerung der Zustandssumme auf N klassische unterscheidbare Teilchen ist unmit-
telbar einsichtig und liefert nach (3.7) mit der Faktorisierungs-Eigenschaft (3.37) das klassische
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Resultat
Zn(0) :/d3x1d3x2...d3x]\; (x1; hf|x1;0)(20; BB |22; 0)...(2N; BB N; 0) = ZlN(ﬁ) . (3.40)

Ganz anders ist es, wenn die Teilchen identisch sind. Fiir sie ergibt sich aus (3.14) mit (3.12)
lediglich eine kompliziertere Integral-Darstellung, die wir nach Faktorisierung (3.37) zu

1
ZN(B) = ﬁZ/d3x1d3x2---d3xN (zpa); hBlx; 0)(xTp2); hB|22; 0)...(Tp(v); iBlEN; 0) (3.41)
TP

erhalten. Die Auswertung dieser Grofie ist keineswegs trivial und und bedarf noch weiterer Ausfithrun-
gen. Obwohl uns fiir die Zustandssumme lediglich periodische N-Teilchen-Pfade interessieren, sind
die einzelnen Perioden nur fiir die triviale identische Permutation so einfach wie in (3.40). Im all-
gemeinen sind die Zyklen verschieden lang und variieren je nach Permutation P. Dieser Umstand
kann mit Abb. 3.1 verdeutlicht werden. Dort ist der Pfad eines Teilchens abgebildet, der zur Zeit
7 = hf nicht an seinem Startpunkt landet, sondern an dem Startpunkt eines zweiten Teilchens.
Das zweite Teilchen landet am Startpunkt des dritten, und das dritte landet am Startpunkt des
ersten. Aufgrund der Ununterscheidbarkeit einzelner Teilchen ist die Drei-Teilchen-Konfiguration
zur Imaginédrzeit 7 = hf3 physikalisch gesehen dieselbe wie die zu 7 = 0 und muss fiir die Zu-
standssumme mitberiicksichtigt werden. Interessanterweise entspricht eine solche Konfiguration
einem einzelnen periodischen Pfad mit der dreifachen Periode, der in Abb. 3.1 b) angedeutet ist.
In Abb. c) ist derselbe Pfad auf dem Feynmanschen Imaginérzeit-Zylinder als ein dreifacher Zy-
klus abgebildet. Im allgemeinen lésst sich der Beitrag eines geschloflenen Zyklus der Lange n zur
N-Teilchen-Zustandssumme (3.41) in der Form

hn(B) = /d3x1d3x2...d3xn (x1;h06]x,;0) . .. (3; hF|2e; 0)(x2; AB|21;0) (3.42)

angeben. Das erste Teilchen startet dabei am Ort x; und geht zu @5, das zweite startet bei a,
und geht zu x3 und so weiter bis das letzte n-te Teilchen am Ort @, beginnt und am Ort ax;
endet, womit sich der Zyklus nach n Perioden schlieit. Sein Beitrag (3.42) kann noch mit Hilfe
der Zeittranslations-Invarianz (3.32) zu

ha(B) = /d3x1d3x2...d3xn (x1;nhf|x,; (n—1)R0) ... (x3; 2h0|xe; hG)(x2; hB|21;0)  (3.43)

umgeschrieben werden. Die anschlieBende (n—1)-fache Anwendung der Gruppen-Eigenschaft (3.31)
reduziert diesen Ausdruck weiterhin zu

hn(B) :/d3x1 (x1;nhflx1;0) = Z1(nfb) . (3.44)

Die letzte Identitédt folgt unmittelbar aus der Gleichung (3.38) fiir die Zustandssumme eines Teil-
chens mit der reziproken Temperatur nf3. Aus der Spektral-Darstellung (3.39) ergibt sich damit

Zy(nB) = Y e Ph (3.45)

k
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Abbildung 3.2: Darstellung aller Permutationen fiir zwei (obere Reihe) und drei (untere Reihe)
Teilchen. Die Indizierung oberhalb jeder Permutation beschreibt diese in der Blockschreibweise.
Die zweier- bzw. dreier-Tupeln darunter beschreiben die jeweiligen Permutationen in der Zy-
kluslédngen-Darstellung durch die Tupeln (C}, Cs) bzw. (Cy, Cy, C3).

und wir sehen noch eine weitere Interpretations-Moglichkeit eines n-fachen Zyklus. Die Grofle
(3.45) entspricht ndmlich der Zustandssumme eines einzigen Quasiteilchens, dessen Energie-Ei-
genwerte die n-fachen Energien der realen Teilchen sind. Dieses Quasiteilchen verhélt sich dann
wie ein korrelierter n-Teilchen-Verband. Eine Energiefluktuation kann entweder seine Energie um
eine n-fache Portion eines einzelnen Teilchens verdndern oder den Verband als solchen umstruktu-
rieren (einzelne Teilchen entreiflen oder hinzufiigen). Die Energie-inderung nur eines der n darin
befindlichen Teilchen ist aber nicht moglich.

An dieser Stelle kehren wir zuriick zum urspriinglichen Problem der N-Teilchen-Zustandssumme
(3.41). Nach dem oben Besagten sehen wir, dass ihre verschiedene Permutationen zu unterschied-
lichen Zyklen-Zerlegungen fiithren, was wir in der Form

S nCp=N)

( c,
ZO=u> I [0 (3.46)

zusammenfassen. Dabei bedeutet C), die Anzahl der n-Zyklen, so dass nC,, aller Teilchen in sol-
chen n-Zyklen eingebunden sind. Die Gesamtteilchenzahl N ist damit auf alle solche Zyklen zu
verteilen. Das ergibt die Nebenbedingung > nC, = N fiir die moglichen Zerlegungen, was mit
der runden Klammer tiber dem Produktzeichen in (3.46) angedeutet wurde. Eine weitere Berech-
nung scheint zuerst aussichtslos zu sein, insbesondere wenn man bedenkt, dass die Anzahl aller zu
beriicksichtigenden Permutationen in einem N-Teilchen-Ensemble N! betriagt und somit extrem
schnell mit der Teilchenzahl anwéchst. Die im Folgenden geschilderte Betrachtung schafft gerade
in dieser Situation Abhilfe.

Zuerst vergegenwértigen wir uns der Komplexitédt der durch die Ununterscheidbarkeit entstande-
nen Pfad-Strukturen anhand der Permutations-Gruppen fiir Ensembles aus zwei und drei Teil-
chen. Diese sind in Abb. 3.2 dargestellt. In einem Zwei-Teilchen-Ensemble werden sie durch 2!=2
verschiedene Kombinationen reprasentiert, in einem Drei-Teilchen-Ensemble schon durch 3! =6
solcher. Alle diese Kombinationen entsprechen den im mathematischen Sinne verschiedenen Per-
mutationen. Sie kénnen durch die Block-Schreibweise dargestellt werden, indem die darin vor-
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kommenden abgeschloflene Zyklen in voneinander getrennten Blocken zusammengefasst werden.
In jedem einzelnen Block werden die Teilchennummern der Reihenfolge nach aufgefiihrt. Diese
Schreibweise kann noch anhand der Beispiele aus Abb. 3.2 verdeutlicht werden, in denen sie iiber
der jeweiligen Permutation dargestellt ist. Bei einer solchen Beschreibung wurde allerdings jedem
Teilchen eine Nummer zugeordnet, und so wurde z.B. die zweite Kombination in der zweiten Reihe
aus Abb. 3.2 von der dritten und vierten unterschieden. Auch die vorletzte Kombination wurde von
einer anderen Permutation dargestellt als die letzte. Doch bei ununterscheidbaren Teilchen darf
es auf die Teilchen-Nummerierung nicht ankommen. Physikalisch voneinander zu unterscheiden
sind lediglich Permutationen, bei denen die Zyklusldngen verschieden sind. So sind beispielsweise
die ersten Zyklus-Strukturen in jeder Reihe aus Abb. 3.2 tatsichlich von den anderen zu unter-
scheiden. Eine Beschreibung, die genau dieser physikalischen Gegebenheit Rechnung trégt, ist mit
Hilfe eines N-Tupels (Cy, Cy, ..., Cv) moglich. Dabei soll C), wie schon in Gl. (3.46) die Anzahl der
Zyklen der Léange n bedeuten. Solche N-Tupeln sind in Abb. 3.2 unter den jeweiligen Permutatio-
nen angegeben. An diesem Beispiel sieht man schon, dass wir bei einem Drei-Teilchen-Ensemble
statt der 6 Permutationen nur 3 physikalisch verschiedene vorliegen haben. Diese Reduktion setzt
sich fiir groflere Ensembles in noch gréflerem Ausmafl fort.

Fiir die weitere Implementierung der gerade beschriebenen verbesserten Permutations-Zahlung
bemerken wir zuerst Folgendes. In der Gleichung (3.46) ist die Tupelstruktur (C, ..., Cx) noch von
der jeweiligen Permutation P abhéngig. Doch das liasst sich auch umkehren, und jede Permutation
als eine Kombination verschiedener (), darstellen. Die Summation {iber alle Permutationen geht
dann in die Summation iiber alle verschiedenen Tupeln (Cj, ..., Cly) iiber. Allerdings entsprechen
einem festen N-Tupel (C1,...,Cy) mehrere mathematisch verschiedene Permutationen, was wir
der Abb. 3.2 entnehmen koénnen. Diesen Umstand miissen wir durch den Multiplizitéitsfaktor
M (C4, ..., Cx) mitberiicksichtigen und erhalten statt (3.46) zunéchst

1 >-nCr=N) N C.
VB =5 Y MCren]] [ams)] (3.47)
" Ch,...,.CN n=1

Zur Berechnung des Multiplizitatsfaktors M (C1, ..., Cy) bemerken wir, dass es bei einem festen
Tupel (Cy, ...,Cy) insgesamt N! mogliche Kombinationen gibt. Dies sehen wir beispielsweise an
dem Dreier-Tupel (Cy = 1,05 = 1,C3 = 0) mit den moglichen Kombinationen (1)(23), (1)(32),
(2)(31), (2)(13), (3)(12), (3)(21) oder auch im Falle (C; =0,Cy =0,C3 =1) mit den Kombina-
tionen (123), (132), (231), (213), (312), (321). In beiden Féllen gibt es also insgesamt 3! = 6
Moglichkeiten. Dabei konnen wir jedoch bemerken, dass sie selbst aus kombinatorischer Sicht

nicht immer verschiedene Permutationen darstellen. So sind z.B. Kombinationen (213) und (132)
123
312

Permutationsgruppe nur einmal vor. Um eine andere Sorte identischer Kombinationen zu nennen,

betrachten wir die Kombinationen (1)(3)(2) und (1)(2)(3). Diese sind wiederum identisch, da sie
123
123

absolut identisch, denn beide sind Darstellungen der Permutation ( ) Daher kommen sie in der

beide Darstellungen der Permutation ( ) sind. Allgemein lésst sich sogar sagen:

(I). Durch Vertauschung der Zyklen derselben Lénge entstehen keine neue Permutationen, und
das sind bei C,, Zyklen der Léange n gerade C,! Vertauschungen.

(IT). Durch zyklische Vertauschungen der Elemente innerhalb eines Zyklus entstehen keine neue
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Permutationen, und das sind bei der Zykluslédnge n gerade n Stiick.

Also gilt fir den Multiplizitétsfaktor ganz allgemein [43,76,77]

N!

M(Cy,...,Cy) = T, Gl

(3.48)

Damit sind wir in der Lage, die Zustandssumme (3.47) in einer geschloflenen Form als

R = > 11 % {Zl(nm} ' (3.49)

zu schreiben. Diese Gleichung stellt eine leicht verallgemeinerte Version der von Feynman gefun-
denen Zustandssumme fiir Bosonen [43]. Ihr wichtigster Vorteil gegeniiber der Beziehung (3.46)
besteht in der Zahl der verschiedenen Summanden. Hier wichst sie nur noch algebraisch mit der
Teilchenzahl N an und das ist wesentlich langsamer als die urspriinglichen N! Terme in (3.46) [80].
Der einzige Wermutstropfen dabei ist die Tatsache, dass weitere Berechnungen nach (3.49) einer
expliziten Kenntnis der Zyklus-Zerlegungen bediirfen, die nach der Nebenbedingung > nC,=N
erlaubt sind. Das ist fiir gentigend grofle Teilchenzahlen auch mit einem leistungsstarken Com-
puter nur schwer zu realisieren. Dennoch wird es uns im néchsten Unterabschnitt gelingen, eine
effizientere Berechnungs-Vorschrift mit Hilfe einer Rekursions-Beziehung fiir die Zustandssummen
bosonischer Ensembles zu gewinnen.

3.1.3 Groflikanonische Zustandssumme und kanonische Rekursion

Ausgehend vom Resultat (3.49) fiir die kanonische Zustandssumme bosonischer Ensembles wer-
den wir in diesem Unterabschnitt in der Lage sein, wie bereits in [43] gezeigt, die groBkanonische
Zustandssumme zu berechnen. Diese dient uns des weiteren als die FErzeugende fiir alle kanoni-
schen N-Teilchen-Zustandssummen [73] und ihre Projektion auf ein N-Teilchen-Zustand liefert
schliefflich die gesuchte Rekursions-Beziehung.

Zuerst beschéftigen wir uns mit der grofkanonischen Zustandssumme, die wir bereits im Abschnitt
2.1.2 diskutiert haben. Diese kann als eine Mittelung iiber alle kanonischen Zustandssummen mit
Hilfe der so genannten Fugazitit z = e®* aufgefasst werden, wobei 1 das chemische Potential
darstellt. Die konkrete Beziehung zwischen den beiden statistischen Groéflen lautet

ZEx(B.2) = Y ZR(B) 2N . (3.50)

Zur weiteren Untersuchung dieses Ausdrucks setzen wir hierfiir die explizite Form der kanonischen
Zustandssummen (3.49) ein. Die im z-Exponenten von (3.50) verwendete Teilchenzahl muss dafiir
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entsprechend der Gleichung N =3 n C, umgeschrieben werden, so dass sich die Identitét

ZEx(B,2) = Z Z ﬁ c,! {%1

oo oo o0 Zl n Chn
- ST C%' {%1 (3.51)
C1=0C2=0 n=1

ergibt. Gleich im ersten Schritt haben wir statt des Produktes tiber n=1,2,...N wie in (3.49) das
Produkt iiber alle positiven ganzzahligen Werte n € IN geschrieben. Dies ist aber nur eine reine
Formalitét, denn aufgrund der Nebenbedingung > 5 nC, =N gilt C,, =0 fiir alle n > N, so dass die
zusatzlichen Faktoren triviale Einsen sind. Weiterhin bemerken wir noch, dass in der letzten Form
die Nebenbedingung N =" n C, nicht mehr explizit vorkommt. Aufgrund dieser Vereinfachung
kénnen wir die nun identischen Summen mit dem Produkt vertauschen und erhalten

Zgk (8, 2) H Z o {%} (3.52)

n=1 C,=0

Die C),-Summe ergibt die Exponentialfunktion, so dass wir damit

ZEk(B2) = exp { i W} (3.53)

n=1

erhalten. Weiterhin kénnen wir daraus die mittlere groflkanonische Teilchenzahl nach der Glei-
chung (NYPF = 201n 25,5 /92 finden:

o0

= > 2" Zi(nP) . (3.54)
n=1
Mit der Spektral-Darstellung (3.39) lidsst sich diese Gleichung noch weiter umformen, so dass sich
die mittlere Teilchenzahl zu

(NB,2)" =) Wzk—l (3.55)

ergibt. Mit der Fugazitit z= e entspricht das fiir Bosonen gerade der Bose-Einstein-Verteilung
(1.3) bzw. (2.85).

In der obigen Darstellung haben wir mit der kanonischen Zustandssumme fiir ununterscheidbare
Teilchen begonnen und sind durch die Mittelung iiber alle moglichen Teilchenzahlen bei der grof3-
kanonischen Zustandssumme angelangt. Diese Vorgehensweise léasst sich aber auch umkehren, denn
die groflkanonische Zustandssumme (3.50) hat noch gleichzeitig die Eigenschaft, die Erzeugende
fiir alle kanonischen Zustandssummen zu sein [73]. Das sehen wir z.B. daran, dass in der Reihen-
Darstellung (3.50) die kanonischen Zustandssummen Z% als Taylor-Entwicklungs-Koeffizienten
des grofikanonischen Ausdrucks fungieren. Als solche sind sie durch die Gleichung

1 aNng(ﬂ, Z)

ZNB) = 1 5o (3.56)
: 2=0
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gegeben. Die groflkanonische Zustandssumme darin entnehmen wir (3.53) und erhalten daraus
zuerst die Zustandssumme des Vakuums, in dem sich kein Teilchen befindet (N =0):

Zy(B) = Zgk(B.2)

~ 1. (3.57)

z=0

Des weiteren sei nun N > 1. Fiir diesen Fall kénnen wir mit einer unmittelbar aus (3.53) folgenden
Feststellung beginnen:

0ZE (8, - _
P = 280 Y Ak 3.59)

Dies stellt eine selbstkonsistente Differentialgleichung fiir die groflkanonische Zustandssumme dar,
die rekursiv gelost werden kann. Dazu berechnen wir ausgehend von der obigen Form die N-te
Ableitung der groflkanonischen Zustandssumme:

ON 78,5, 2) (N1 Y rzB(8 gLk
—na = Z1(kP) :
9N o ; (n—1D)!(N—=n)!  9zN-n Z 1(kB) =5 o (8:59)
Unter Beriicksichtigung der Identitét
an—lzk—l
a1 = (nr—l)!ahn 6160)
ozn1 |,
erhalten wir ferner
NZIE (3, 2) R AN (e
—aF 0: (N—-1)! (N —n)] GoN—n OZl(nﬁ) . (3.61)
= n=1 z=

Erinnern wir uns jetzt noch an die Relation (3.56), so erhalten wir die gesuchte Rekursionsgleichung
fiir die N-Teilchen-Zustandssumme

Z80) = = Zind) ZE_,(5) (3.62)

Diese Formel ist iibrigens bereits von Landsberg in seinem Lehrbuch zur Thermodynamik [78§]
benutzt worden, wurde dann aber vergessen und zuerst von Sato fiir Fermionen [79] und dann von
Borrman und Franke fiir Bosonen [80] wiederentdeckt worden. Die hier dargestellte Herleitung
basiert auf den Arbeiten [73,74]. Ausgehend vom Rekursionsanfang in (3.57) lassen sich damit die
Zustandssummen mit immer gréfferen Teilchenzahlen berechnen. Aus diesen kénnen dann die ther-
modynamischen Eigenschaften von Bose-Gasen berechnet werden. Die konkrete Implementierung
der Formel (3.62) wird im Abschnitt 3.2 anhand spezieller Systeme erldutert.

3.1.4 Kondensationseffekte in kanonischen Ensembles

Wie wir bereits im einleitenden Kapitel 1 gesehen haben, kann die Bose-Einstein-Kondensation
mit der Besetzung des Grundzustandes erkliart werden. Um diese Gréfle zu bestimmen, miissen



98 KAPITEL 3. IDEALE BOSE-GASE IM KANONISCHEN ENSEMBLE

wir die Wahrscheinlichkeit angeben, mit der ein Teilchen im Grundzustand zu finden ist. Im grof3-
kanonischen Ensemble wurde diese unmittelbar durch den aus der Bose-Einstein-Verteilung (2.85)
bestimmten Grundzustand-Anteil gegeben. Im kanonischen Ensemble spielt die Bose-Einstein-
Verteilung jedoch keine grofie Rolle. Die Herleitung der Besetzung eines beliebigen energetischen
Zustandes und so auch des Grundzustandes ist hier nicht direkt einsichtig. Genau diese Besetzung
leiten wir in diesem Unterabschnitt ab und halten uns dabei an die Darstellung in der kiirzlich
veroffentlichen Publikation [42].

Als Ausgangspunkt unserer Untersuchungen dient uns die kanonische Zustandssumme, die wir nun
als eine Gewichtungsfunktion fiir den Grundzustand benutzen wollen. Fiir ein kanonisches Ensem-
ble aus N Teilchen eignet sich dazu am besten die Form (3.49). Um den Beitrag des Grundzustan-
des daraus zu extrahieren, schreiben wir den darin vorkommenden Ausdruck fiir den geschloSenen
n-Zyklus ausgehend von (3.39) in der Form

Z1(nf) = w(B) + &(5) (3.63)

aus. Dabei soll v,, den Beitrag des Grunzustandes

T (B) = e "PEG (3.64)

und &, den Beitrag der restlichen angeregten Zustédnde
) =) e (3.65)
k

darstellen, wobei der Strich iiber dem Summenzeichen eine Summation {iber die Beitrédge aller
Zusténde auler dem Grundzustand bedeuten soll. Unter Beriicksichtigung der binomialen Zerle-

gungsformel
Cn o
2™ = Y o (e a1 (3.66)

lasst sich die N-Teilchen-Zustandssumme (3.49) umformen zu

SR S
Z3(B) = 2; ZO ZO 71(8 Xnm li[lnC"T:n! (Cp—m)! (3.67)

Dabei haben wir die Eigenschaft des Grundzustand-Beitrags (3.64) ausgenutzt, entsprechend der
Beziehung 7, (8) = 7{(5) zu faktorisieren.

Nun widmen wir uns dem Gewicht der Teilchen im Grundzustand. Um die Vorgehensweise zu
veranschaulichen, betrachten wir zuerst als Beispiel eine Ensemble aus drei Teilchen. Die Zu-
standssumme konnen wir fir diesen Fall nach einigem Aufwand aus (3.67) ablesen als

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z7 = A (aff:§§1€2+§§3)+%1 <§§%+§§2)+V% (54'5) &+ (§+§> . (3.68)
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Im ersten Term befinden sich alle Teilchen in allen drei Kombinationen in angeregten Zusténden,
im zweiten Term ist ein Teilchen im Grundzustand und zwei andere in angeregten Zustdnden, im
dritten Term befinden sich zwei und im vierten alle drei Teilchen im Grundzustand. Entsprechend
dieser Beobachtung kénnen wir das statistische Gewicht W.? der Grundzustand-Teilchen in einem
3-Teilchen-Ensemble als

1 1 1 1 1
sz 0><7? (E§f+§§1fz+§§3>+1><711 (55%*‘552)

+2xﬁ<%+%)§1+3xﬁ<%+%) (3.69)
angeben. Dabei wird jeder einzelne Beitrag mit der Zahl der darin enthaltenen Grundzustand-
Teilchen multipliziert. Diese Zahl entspricht immer der jeweiligen Potenz von ~;. In der Gleichung
(3.67) ist diese Potenz fiir eine feste Wahl von (my, my, ..., my) gleich 3> nm,,. Das gilt uns nun
auch als der Gewichtungsfaktor des Beitrages mit dieser (mj, mo,...,my)-Wahl, so dass sich das
statistische Gewicht der Grundzustand-Teilchen allgemein als

3" nCp=N) Cn N SN N é&Cn—mn
B __ n=1MMn n
wE= Y Y LY (§ :nZlnmn> e I P T (3.70)
01 ..... CN m1=0 my=0 n=1

schreiben lasst. Um die Bedeutung dieser Groéfle zu verdeutlichen, bemerken wir, dass sich die
mittlere Teilchenzahl im Grundzustand eines N-Teilchen-Ensembles damit nach

(Ne)w 230 (3.71)
ergibt.
Zur weiteren Berechnung dieser Grofie bemerken wir zuerst, dass sich (3.70) mit der trivialen
Umformungsregel

(Z;V:lnmn) R = 8%1 A (3.72)

als

W= o 28 (3.73)

oM

umschreiben lasst. Definieren wir jetzt die Erzeugende fiir Grundzustands-Gewichte nach einer zu
(3.50) analogen Formel

Whk(B,2) = >_WE(B) 2", (3.74)

=0
so erhalten wir dafiir mit Hilfe der Erzeugenden fiir die Zustandssummen (3.50)

0
Wh. =~ — 7B . 3.75
GK 4! 97, GK ( )
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Die Erzeugende der Zustandssummen entnehmen wir der Gleichung (3.53) und schreiben sie mit
Hilfe der Zerlegung (3.63) um:

0.9] . Zn
Zéx = exp{z (7 + &) Z} . (3.76)
n=1
Nach (3.75) ergibt sich daraus die Identitét
Wéic = Zéx D W #" (377)
n=1

aus der wir nun auch eine effiziente Bestimmungsgleichung fiir kanonische Grundzustands-Gewichte
gewinnen konnen.

Zuerst bemerken wir, dass sich die statistischen Gewichte W& aus deren Erzeugenden (3.74) als
die Taylor-Entwicklungs-Koeffiziente

1 aNWgK<B7 Z)

B _
Wy (6) N 5N L (3.78)
ergeben. Nach (3.77) erhalten wir aber mit der Produktregel der Ableitung
NWE YOONL 9Nz &
K=y CK Z AT (3.79)
ozN |, N(N=I)! 0N 8zl 0

Nun bemerken wir, dass der [ = 0-Summand auf der rechten Seite verschwindet und fiir die
Ableitung der Fugazitéit ansonsten die Identitét (3.60) gilt. Erinnern wir uns auflerdem noch an
die Gleichung (3.56) fiir die Zustandssumme, dann erhalten wir die endgiiltige Formel fiir die
kanonischen Grundzustands-Gewichte:

Z% ) ZE_(3) . (3.80)

Diese Gleichung ist nicht rekursiv und erfordert die Kenntnis der kanonischen Zustandssummen.
Die letzteren konnen aber nach (3.62) rekursiv gewonnen werden. Die anschlielende Auswertung
von (3.80) ist geradezu trivial.

Die mittlere Teilchenzahl im Grundzustand (3.71) berechnet sich daraus zu

- ZN .(8)
Z 7505 (3.81)

Im Abschnitt 3.2 wird diese Grofle fiir konkrete Potentiale ausgewertet und gilt somit als eine
wichtige Testgrofle fiir verwendete Néherungen.
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3.1.5 Propagator im kanonischen N-Teilchen-Ensemble

In diesem Abschnitt diskutieren wir den Propagator in einem kanonischen Ensemble aus N Bo-
sonen. Diese Grole beinhaltet unter anderem die Information iiber die lokale Teilchen-Dichte in
einem Bose-Gas sowie iiber die Langdistanz-Eigenschaften darin. Im Folgenden beginnen wir mit
der Ein-Teilchen-Dichtematrix, die wir anschlieSend fiir weitere Berechnungen der N-Teilchen-
Propagatoren verwenden.

Die Ein-Teilchen-Dichtematrix kann in einem bosonischen N-Teilchen-Ensemble in Analogie zur
Zustanssumme (3.14) als die unvollstandige Spur der Imaginérzeit-Amplitude tiber N —1 von
insgesamt N Teilchenorten entsprechend der Gleichung

pR(xy, x); B3) = /d3x2 o Bry (T, T, .. N BB X, Xy, ., 2N 0)P (3.82)

definiert werden. Mit der expliziten Form fiir die bosonische Imaginérzeit-Amplitude (3.12) und
der Faktorisierungs-Eigenschaft (3.37) erhalten wir dann

pB($17w17ﬁ == N' Z/d?’l’g d TN (mP hﬁ |$1a )

X (zp@); hB |22;0) ... (Tpvy; 1B |2N;0) (3.83)

Jetzt definieren wir in Analogie zum Beitrag eines geschlofienen Zyklus (3.42) denjenigen eines
offenen Zyklus der Lange k

gr(xy, x5 8) = /d3x2...d3a;k (x1; hB|xy; 0) . .. (235 hB|22; 0) (2; NG| 25 0) . (3.84)

Unter Verwendung der Zeittranslations-Invarianz (3.32) und der Gruppeneigenschaft (3.31) redu-
ziert sich dieser Ausdruck zu

gr(x1, @) B) = (215 kRO [2);0) (3.85)

Die Ein-Teilchen-Dichtematrix (3.83) zerfillt in Analogie zur Zustandssumme (3.41) fiir bosoni-
schen Ensembles in Zyklusbeitrdge verschiedener Lange. Allerdings gibt es in der Ein-Teilchen-
Dichtematrix neben den geschloBenen Zyklen h,(3) = Z;(n() einen offenen Zyklus gi(x1, x!; 3),
wéhrend in der Zustandssumme alle Zyklen geschloflen sind. Mit dieser Feststellung konnen wir
die unkomplette Analogie zu der Darstellung der Zustandssumme (3.47) ausnutzen und schreiben

1 N (O nCp=N-k)

pBxr, ) B) = WZ N M(kCh, e On) i@ 2l 8 [zl nﬁ} " (3.86)

||E2

Wohlgemerkt haben wir hierbei gegeniiber der Formel (3.47) lediglich einen Zyklus Z;(k() mit
einer nichtverschwindenden Lénge k absepariert und durch den Ausdruck gy (@1, «!; 3) ersetzt. Au-
Berdem muss hierbei ein etwas anderer Multiplizitatsfaktor verwendet werden als der urspriingliche
Faktor (3.48) fiir die Zustandssumme. So ist z. B. zu bemerken, dass der Ort @; bzw. & eine ge-
geniiber den restlichen N — 1 Orten ausgezeichnete Rolle spielt. Sie sind ndmlich mit Sicherheit
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in dem offenen Zyklus der Lénge k£ zu finden, und dafiir gibt es k verschiedenen Moglichkeiten,
wie nach der Regel (II) vor der Gleichung (3.48) zu sehen. Die restlichen N—1 Teilchenorte haben
insgesamt (N —1)! Moglichkeiten, innerhalb des offenen Zyklus oder der restlichen geschloffenen
Zyklen platziert zu werden. Somit betriagt die Gesamtzahl der verschiedenen Schreibweisen aller
moglichen Permutationen k(N —1)!. Doch nicht alle dieser Schreibweisen ergeben mathematisch
verschiedene Permutationen, es sind néimlich 1! k* HnN:_Ik C,!'n® davon bei einem gegebenen Tupel
(k,C1,...,Cy) gleich. Das kénnen wir in Analogie zu dem entsprechenden Faktor fiir die Zustands-
summe nach den Regeln (I) und (II) vor der Beziehung (3.48) feststellen. Es ergibt sich insgesamt
also fiir den Multiplizitatsfaktor

k(N-1)! B (N—-1)!
NI e ne 12O nte
Einsetzen dieser Identitét in die Gleichung (3.86) ergibt schlielich die Ein-Teilchen-Dichtematrix

M(k,Cy, ...,Cy) =

(3.87)

(3.88)

1 N (>-nCp=N—-k) N—k Z1 nﬁ)
n

B . —
pN(mlva}l’ﬂ)_ N P (mhmhﬁ) Z nH C |
Durch Vergleich mit dem Resultat (3.49) fiir die Zustandssumme der Bosonen ergibt sich zusam-
men mit der Beziehung (3.85) die endgiiltige Formel fiir die Dichtematrix

N
1
pR(@L@ ) = = ) (@ khB |2450) 234 (8) - (3.89)
k=1

Das ist das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts und kann beispielsweise auch dazu verwendet
werden, die N-Teilchen-Zustandssumme herzuleiten [81]. Dazu bemerken wir nur, dass die Spur
der Dichtematrix nach (3.82) die bosonische N-Teilchen-Zustandssumme (3.14) entsprechend der
Gleichung

250) = [ 2 pfi@ialin) = 5 Y 200) 28,9 (3.90)
k=1

wiedergibt. Fiir die rechte Seite verwendeten wir dabei noch die Bezichung (3.44). Interessanter-
weise ist das genau die Gleichung (3.62) aus dem Abschnitt 3.1.3 fiir den bosonischen Fall. Des
Weiteren kann die Beziehung (3.89) dazu verwendet werden, den Propagator in einem bosonischen
N-Teilchen-Ensemble herzuleiten.

Zuerst bemerken wir an dieser Stelle, dass der symmetrisierte N-Teilchen-Zustand (3.8) eine ge-
wisse Ahnlichkeit zum Vielteilchenzustand (2.5) aus dem Abschnitt 2.1 zeigt. Er ldsst sich némlich
mit Hilfe der Erzeugungsoperatoren a'(x;) der Teilchen an den jeweiligen Orten x; als

1
|y, xo, ..., xn)P = a' (1) a'(x) ... a' (xn) [vak) (3.91)

VN

schreiben, wobei der Ausdruck |vak) dem Vakuumzustand entspricht. Die Erzeugungsoperatoren

miissen selbst der Kommutatorbeziehung

[a'(z:),a"(z;)]_= 0 (3.92)
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geniigen, um die Symmetrie (3.8) der Zustinde zu garantieren. Weiterhin lassen sich Vernich-
tungsoperatoren einfithren, die den Vakuumzustand entsprechend der Beziehung a(x;)|vak) = 0
vernichten und die Kommutatorrrelationen

(), a(x;)] =0, [a(w),a(x;)] = 0z — ) (3.93)

erfiillen. An dieser Stelle konnen wir noch die Wirkung der Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren auf den N-Teilchen-Zustand (3.8) angeben. Die erstere lautet

a'(x) |z, 2, ..., xN)P = VN+1 |2, 21,20, . .., 2N) 7 (3.94)

und ist aufgrund der Darstellung (3.91) unmittelbar einsichtig. Der Erzeugungsoperator erhéht
auferdem noch die Teilchenzahl in einem Zustand und macht aus einer N-Form eine N +1-Form.
Die Wirkung des Vernichtungsoperators kann mit Hilfe der zweiten Relation aus (3.93) hergeleitet
werden mit dem Ergebnis

N
1
a(x) |z, o, o) = —= ) d(@ ) |y, & 2N (3.95)
N =1

wobei @; das Fehlen des i-ten Teilchens bezeichnet. Daraus sehen wir, dass der Vernichtungsopera-
tor in der Tat ein Teilchen vernichtet, und zwar an allen méglichen Orten, wodurch eine N—1-Form
entsteht.

Des Weiteren brauchen wir noch die Imaginérzeit-abhéngigen Heisenbergschen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren in einem N-Teilchen-Zustand. Diese definieren wir als

an(z,7) = e Iv/h g(g) e HN/M (3.96)

il (z,7) = eyt gl(g) e TN/ (3.97)

so dass eine gewisse Analogie zu den zeitabhéngigen Operatoren (2.50) und (2.51) im grokanoni-
schen Formalismus besteht. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass die Exponentialfunktionen vor
und nach éy(z) und al () diesmal keine zueinander adjungierten Operatoren darstellen, weil die
entsprechenden Hamilton-Operatoren in jeweils verschiedenen Hilbert-Raumen wirken.

Der Ein-Teilchen-Propagator in einem Ensemble aus N Bosonen kann in einer zu (2.49) dhnlichen
Form definiert werden. Aufgrund der Nichtunitaritéit der Entwicklungsoperatoren empfielt sich
jedoch hierfiir, die Zeitordnung (2.52) explizit auszuschreiben:

1 N
Gn(x), 21, 7,) = m 11\1}3 Try {e_BHN [@(Tb—Ta—E) any1(xy, ) d;rv(:vl,fa)
4 O(ry—mytre) iy (a1, 7a) aN(a;;,Tb)}} . (3.98)

So wie im Abschnitt 2.1.3, musste die Heavisidesche Stufenfunktion auch diesmal fiir die gleichen
Imaginérzeiten 7, =7, mit Hilfe des infinitesimalen Parameters e vervollstandigt werden. Das wurde
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fiir die obige Gleichung in Analogie zur Vorschrift (2.63) gemacht. Nun l&sst sich der Propagator
(3.98) noch gemés

Gn(Z), To; 21, 74) = lii% {@(Tb—Ta—E)G]}\%[(CC/l,Tb; T, Ta) + O(Ty—To+€) G (), Ty; 1, Ta)} (3.99)

zerlegen, wobei im ersten Summanden der retardierte Propagator und im zweiten der avancierte
Propagator vorkommt.

Der retardierte Anteil des Propagators lésst sich mit N-Teilchen-Zusténden (3.8) explizit als

1 N N
Gﬁ(az’l,n; T1,Td) = S5 /dez...d?’xNH B(a:NH, s wgle’(hﬂ’Tb)HN/h a(x)) e~ (Te)Hnia /N
Zy(B)
x @l (zy) e TN gy, L )P (3.100)

1 X

3 3 3 3 B —(hB+7a—1p) FN /1

= 5 /d Ty...d Ty /d Ty...d°xh g Ty, -, x| € (hB+ra—y) HN /
N (B)

X |£L'/2, ) m§V+1>B ’ B<wlN—|—17 (S wl2| &(mll) 6_(Tb_’ra)ﬁN+l/h &T(ml) |£l:/2,7 ) m/]</+1>B

ausschreiben, wobei wir im letzten Schritt die Vollstédndigkeitsrelation der bosonischen Zusténde
(3.9) angewendet haben. Der letzte Matrixelement in (3.100) kann jetzt noch mit Hilfe (3.94) und
deren adjungierten Relation ausgerechnet werden zu

B (@l @] ) eI G () |2 )P
— (NH1) (@}, @ @i 5 |1, @Y @i ) (3.101)
N+1
(N+1) N' / -~/ / " " B /
= T Z (s s @iy o, T T |2, o a3 Ta) T (25570 215 70)
N+ =

Im ersten Schritt haben wir die Imaginérzeit-Amplitude (3.10) fiir N+1 Bosonen verwendet. Im
zweiten kamm noch die Permutations-Darstellung (3.12) dazu, um daraus die ; enthaltende Ein-
Teilchen-Amplitude nach (3.37) abzuseparieren. Die Wiedereinsetzung dieses Martixelements in
(3.100) und Verwendung der Vollsténdigkeitsrelation (3.9) vereinfacht den retardierten Propagator
zu

Gﬁ(m,h Ty, L1, Ta)

1
= ZB—(@ ()1 |15 70) /dgxg...dgx’NH (X, .oy Ty RO |25, ., Ty 0)? (3.102)
N

N+1
1 ~
+ ZB(/@) Z /dgxé"'dgx%f-i-l (13/1, "‘7331'/) "'733/]V+1;hﬁ |CB/2, "-733/]V+1;0)B (m;;Tb |m1;7_a) .
N i=2

Das Integral im ersten Summanden stellt nach der Identitat (3.14) die N-Teilchen-Zustandssumme
dar. Der zweite Summand lésst sich ebenfalls noch stark vereinfachen, indem man eine einfache
Umbenennung der Variablen vornimmt, z.B.: ] — 'y, &y, — *ly, Ty — xy_; usw. bis
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schliefllich @}, — ;, und fiir j < i soll gelten = — ' (keine Anderung). Wenn man noch die
Tatsache ausnutzt, dass die Reihenfolge der Orte in jeweiligen bosonischen Zustdnden nach der
Eigenschaft (3.13) frei wahlbar ist, dann erhalten wir aus (3.102)

G (2, i, Ta) = (457|215 70) (3.103)
N+1
zj/d3 Bl (@), Ty, o Tl BB Ty, Ty oo, Ty 0) (& s T |05 70)

Interessanterweise hiangt das Integral jetzt iiberhaupt nicht mehr von dem Index ¢ ab, so dass die
t-Summe lediglich einen Faktor N liefert. Zur weiteren Umformung dieser Gleichung kommt uns
die Ein-Teilchen-Dichtematrix (3.82) zugute, mit deren Hilfe sich

GN (@), i @1, 7a) = (237 |1 70) + /d3xN+1 PN (@, s B) (T 7 |15 7a) (3.104)

N
Z5(B)
ergibt. Im néchsten Schritt erinnern wir uns noch an die Beziehung (3.89) und fiihren die letzte

Integration mit Hilfe der Gruppeneigenschaft (3.31) aus. Damit ergibt sich schliefllich

N
(xh; khB+m |15 7a) Z34,(6) (3.105)

Gﬁ(mlla Tp; L1, Ta) =
k=0

und das ist die endgiiltige Formel fiir den retardierten Propagator.

Jetzt berechnen wir noch den avancierten Propagator, der den zweiten Summanden in (3.98)
darstellt. Mit den N-Teilchen-Zustanden (3.8) und den zeitabhéngigen Operatoren (3.96) und
(3.97) ergibt sich dessen explizite Form:

1 . N
Ga (@, Ty @1, 7o) = 7509) /d3x2...d3xN+1 Bla i, ..., wo|e” MA—THN/R 5t (0 ) = (Ta=mo) Hn—1 /R
N

X fL(CII’l) e_TbHN/FL|w27 . 33N+1>B (3106)
1 7_ —T
- Z2(5) /d3x’2...d3$§V /d%g...d%?’v Bgh .. x| e (e v)Hn_1/h

X (@Y, oo, @) P @y, oy @ ) e MHTTIINR QY (@) [y 2) P

wobei wir noch fiir die letzte Gleichung die Vollsténdigkeitsrelation (3.9) angewendet haben. Ver-
gleicht man den letzten Integral mit dem entsprechenden Ausdruck fiir den retardierten Propagator
aus (3.100), so bemerkt man eine groBe Ahnlichkeit. Der einzige Unterschied besteht darin, dass
die Zahl N +1 in allen Ausdriicken zu N wurde (die Zustandssumme Z% blieb dabei dennoch
ungedndert) und eine Verschiebung der Imaginérzeit von 7, zu A3+ 7, vollzogen wurde. Diese
formelle Ahnlichkeit zieht sich selbstverstindlich durch alle Rechnungen durch, so dass sich am
Ende das zu (3.105) dhnliche Resultat

N
, 1
Gﬁ(wl,ﬂ,;wl,ﬂl) = = 3 E () khB+Tp |21 70) Zﬁfk(ﬂ) (3.107)
k=1
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ergibt. Neben den oben erwihnten Verschiebungen der Variablen wurde fiir diese Gleichung noch
der Summationsindex k& in (3.105) durch k+1 ersetzt.

Der gesamte zeitgeordnete Propagator ergibt sich nach (3.99) mit dem retardierten Anteil (3.105)
und dem avancierten Propagator (3.107) zu

N N
Gy (@), T 1,70) = 1 lim{@(Tb—Ta—G) Z—i—@(ra—n—i-e) Z}

ZR(B) o p P
x () KRB+ |21 70) Z8.(B) . (3.108)

Der Speziallfall des imaginérzeitlich lokalen Propagators lautet

=

Gn(x), 7521, 7) = (x); khB |21;0) Z5 ,.(B) (3.109)

Z5(B)
und gleicht damit bis auf den Vorfaktor N/ZE(3) der Ein-Teilchen-Dichtematrix (3.89). Setzt
man weiterhin die Anfangs- und Endorte gleich und integriert dariiber, so ergibt sich mit (3.44)
aufgrund der Rekursionsbeziehung (3.62) bzw. (3.90) die Teilchenzahl:

k=

—_

N
1
/d% Gy, mi2,7) = —g—= Y Z1(kB) ZR4(B) = N . (3.110)
ZE(3) £
Daraus ist weiterhin ersichtlich, dass der zeitlich und ortlich lokale Propagator der Teilchenzahl-
dichte

ny(x) = Gy(x, 752, 7) (3.111)

in einem N-Teilchen-Ensemble entspricht.

3.2 Kanonische Untersuchungen fiir spezielle Potentiale

Die kanonische Zustandssumme und die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Grundzustand-Kon-
densat zu finden, wurden im letzten Abschnitt fiir wechselwirkungsfreie Bose-Gase allgemein herge-
leitet. In diesem Abschnitt werden diese kanonischen Ergebnisse durch die Wahl der Ein-Teilchen-
Potentiale spezifiziert. Im ersten Unterabschnitt diskutieren wir den Speziallfall des homogenen
Bose-Gases, das heifit den Fall ohne Hintergrundpotential. Die naive Vorgehensweise wird sich
dabei jedoch als génzlich ungeeignet und unphysikalisch herausstellen. Es liegt jedoch nicht an
prinzipiellen Problemen des kanonischen Ensembles bei Beschreibungen der endlichen Systeme,
sondern nur an den N&herungen, die man dabei macht. Denn, wie bereits in der Publikation
[42] geschildert, kann die Situation durch den gesondert beriicksichtigten Grundzustand korrigiert
werden. Weiterhin kann das homogene Problem als eine Approximation des Kastenpotentials be-
trachtet werden, welches im anschlieBenden Unterabschnitt quantenmechanisch exakt behandelt
wird. Auflerdem wird noch der fiir Experimente relevante Fall des harmonischen Potentials be-
handelt.
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3.2.1 Spezialfall des homogenen Bose-Gases

In diesem Unterabschnitt beschreiben wir zuerst das von Feynmann in seinem Textbuch [43] un-
tersuchte Modell des homogenen Bose-Gases. Hierbei stoflen wir jedoch auf Hinweise, dass das so
behandelte Problem prinzipiell unphysikalisch und missversténdlich ist, was sich in Komplikatio-
nen bei Berechnungen der Warmekapazitit und der Grundzustand-Besetzung duflert. Anschlie-
Bend diskutieren wir die konstruktiv verbesserte Version des homogenen Problems, mit der sich
auch die gerade erwihnten Gréfen sinnvoll auswerten lassen.

Der hier behandelte Fall zeichnet sich durch das fehlende Hintergrundpotential aus, und zwar in
einem endlichen aber dennoch derart groflen Volumen V', dass wir die Randeffekte vernachléssi-
gen konnen. Dieses Problem wurde von uns in der groflkanonischen Ensemble-Theorie bereits im
Abschnitt 2.2 behandelt. Die Wellenfunktionen sind fiir diesen Fall durch (2.88) und die Energieei-
genwerte durch (2.90) gegeben. Das Energiespektrum ist dabei kontinuierlich, so dass die Summe
iiber alle Zusténde ebenfalls nach (2.90) als ein Impulsintegral darstellbar ist. Damit ergibt sich
die Ein-Teilchen-Imagimérzeitamplitude (3.34) zu

M )]3/2exp{—M M} . (3.112)

/ — -
(@7 |2, 7a) = |:27Th(7’b—7'a 2h T, — Ty

Weiterhin ergibt sich daraus nach der Spurbildung in (3.44) in einem endlichen Volumen V' der
Beitrag eines geschlofenen n-Zyklus zur kanonischen Zustandssumme

Vo1

wobei A die thermische de Broglie-Wellenlénge aus (2.93) darstellt. Mit diesem Beitrag der ge-
schloBenen n-Zyklen erhalten wir aus der allgemeinen Formel (3.62) die fiir den homogenen Fall
spezifizierte Rekursionsbeziehung

B V A 1 B
Zn(B) = N—)\?’Z 52 Zn-n(0) - (3.114)
n=1

Fiir viele Probleme ist es sinnvoll, die dimensionslose Einheit der reduzierten Temperatur t =
T/TC(O) zu verwenden. Dabei stellt 7. die kritische Temperatur im thermodynamischen Limes
(2.104) aus der groflkanonischen Rechnung dar, so dass

Vo \2/3
V) ey (3115
gilt mit der Riemannschen Zeta-Funktion ((v) aus (2.100). Damit lésst sich die Rekursion (3.114)
umschreiben zu

32 N
28 = " > s 2R () (3.116)

Zur Berechnung der N-Teilchen-Zustandssumme miissen wir demnach alle Zustandssummen fiir
kleinere Teilchenzahlen als N kennen. Das kann nun zu gewissen Verwirrungen bei der Auswertung
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der obigen Gleichung fiihren. Die in (3.115) stehende Grofle V/N kann namlich nicht durchgehend
als die reziproke Teilchenzahldichte interpretiert werden. In der Tat ist N/V die Teilchendich-
te nur fiir den N-Teilchen-Zustand. Wollen wir diese Dichte als eine feste Gréfle annehmen, so
miissen wir wihrend des gesamten Rekursionsprozesses fiir die Konstanz des Volumens V' sorgen,
obwohl sich die Teilchenzahlen permanent &ndern. Dies fithrt dann dazu, dass die Variable ¢ in
den Zustandssummen Z&  (t) bei jeder Rekursionsstufe von ¢(N —n) zu t(N) reskaliert werden
muss. Das ist natiirlich unpraktikabel und zwingt uns, eine andere dimensionslose Variable zu
verwenden. Dafiir eignet sich z.B. die nicht explizit teilchenzahlabhéingige Grofie

B V2/3 N 2/3
T = 2 = (W) t, (3.117)

die wir im Prinzip bereits in der Gleichung (2.178) definiert haben. Unter Verwendung dieser
Variablen bekommt die Rekursion (3.114) die folgende Form:

32 N 1
ZB(r) = - > =7 zZ5 (1) . (3.118)

n=1
Diese Rekursion kann ohne Probleme ausgewertet werden, wie im Folgenden noch skizziert wird.
Als Rekursionsanfang dient uns die Identitét (3.57) mit Zp(7) = 1. Ausgehend von dieser geben
wir hier die Zustandssummen fiir ein und zwei Teilchen an:
3/2 3

4 T
) )

T

ZP(r) = 7 ZJ (1) = 5572

(3.119)

Diese Ausdriicke kann man anschlielend zur Rekursion der Zustandssumme fiir drei und mehr
Teilchen verwenden. Weiterhin interessieren wir uns fiir die thermodynamischen Eigenschaften in
endlichen bosonischen Ensembles. Ein wichtiger Vertreter dieser ist die Warmekapazitét (2.96),
die uns schon vom Abschnitt 2.2.1 bekannt ist. Im kanonischen Ensemble ergibt sie sich nach der
einfachen Identitat

2

0
B _ B
Speziell fiir ein bzw. zwei Teilchen ergeben sich mit (3.119) die folgenden Wiarmekapazitéten:

1+9v27%2 41673
P04 8V2r2 4167

CE(r) = ng , CB(r) =3k (3.121)

wenn wir die dimensionslose Variable (3.117) verwenden.

Die Resultate (3.121) sind in Abb. 3.3 a) graphisch dargestellt. Interessanterweise besitzt der
Ein-Teilchen-Zustand eine konstante Wérmekapazitit, was man auch schon aus (3.121) erkennt.
Fiir groBere Teilchenzahlen nihern sich jedoch die Kurven dem Verhalten im thermodynamischen
Limes aus Abb. 2.1, die wir aus den grolkanonischen Rechnungen im Abschnitt 2.2.2 kennen.
Aus der analytischen Untersuchung von (3.121) erhdlt man im Hochtemperaturlimes 7 > 1 ne-
ben CP — 3kp/2 fiir ein Teilchen noch CP — 3kp fiir zwei Teilchen, was nun das allgemeine
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Abbildung 3.3: a) Wirmekapazitit pro Teilchen fiir kanonische Ensembles aus N = 1, 2, 10,
100, 1000 Bosonen im homogenen Gas-Modell nach (3.114) und (3.120). b) Wie in a), jedoch fiir
die Grundzustand-Besetzung (3.81). Die jeweiligen schwarzen Kurven stehen fiir grofkanonische
Resultate im thermodynamischen Limes aus Abb. 2.1 und 1.2.

Dulong-Petit-Gesetz CE — 3Nkp/2 widerspiegelt. Fiir tiefe Temperaturen mit 7 < 1 finden
wir dagegen aus (3.121) und bei weiterfithrenden Untersuchungen auch ganz allgemein das von
Teilchenzahl N unabhiingige Resultat C§¥ — 3kp/2. Somit fillt die Warmekapazitit pro Teilchen
bei verschwindenden Temperaturen mit steigendem N ab, allerdings ohne dabei zu verschwinden.
Dieser Umstand widerspricht dem dritten Haupsatz der Thermodynamik.

Ein noch gravierenderes Problem des homogenen Bose-Gases wird deutlich, wenn man versucht,
den Anteil der Teilchen im Grundzustand zu quantifizieren. Mit der Grundzustands-Energie Fg =
0 ergibt sich fiir den Grundzustands-Beitrag zum n-Zyklus Z;(n) nach (3.64)

(T) = 1. (3.122)

Damit konnen wir beispielsweise die mittleren Teilchenzahlen im Grundzustand fiir das Ein- und
Zwei-Teilchen-Ensemble im homogenen Fall bestimmen. Diese entnehmen wir der Bestimmungs-
gleichung (3.81) mit den Zustandssummen (3.119) und erhalten

42 1732
Ne)f = — , (Ng)¥ = :
(Na)i » (Nals 732 1 4 2¢/273/2

(3.123)

Wie man daraus unschwer erkennt, verschwinden diese Mittelwerte bei héheren Temperaturen,
aber divergieren bei tieferen. Diese Divergenz ist unphysikalisch, zumal (Ng)% /N die Wahrschein-
lichkeit angibt, ein Teilchen im Grundzustand zu finden, und somit sinnvollerweise nie grofler als
eins sein kann.

Um die Wéarmekapazitéit und die Grundzustand-Besetzung fiir Ensembles mit grofleren Teilchen-
zahlen N zu berechnen, empfiehlt es sich, die N-Teilchen-Zustandssummen aus der Rekursions-
beziehung (3.118) explizit numerisch zu bestimmen. Diese numerische Auswertung ist technisch
in der Tat etwas umstiandlich und ist aus diesem Grund im Anhang C genauer dargestellt. Die
Resultate solcher Rechnungen sind jedenfalls in Abb. 3.3 graphisch dargestellt. Wie man daraus
erkennt, werden die oben erwédhnten Probleme auch fiir steigende Teilchenzahlen nicht behoben.
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Fiir die Warmekapazitét scheinen die Werte fiir niedrige Temperaturen mit steigender Teilchenzahl
immer stérker unterdriickt zu sein, um im thermodynamischen Limes komplett zu verschwinden.
Dennoch entsteht dieser Eindruck nur aufgrund der Normierung der Warmekapazitéat auf ein Teil-
chen. Wie bereits oben erwihnt, ergibt sich am Temperaturnullpunkt fiir alle Teilchenzahlen ein
von Null verschiedener Wert CE(T = 0) = 3kp/2. Die Grundzustand-Besetzung aus Abb. 3.3
b) scheint dagegen mit dem durch die schwarze Kurve dargestellten Resultat im thermodynami-
schen Limes nichts gemein zu haben. Vielmehr scheint die fiir ein und zwei Teilchen gefundene
Divergenz bei tiefen Temperaturen fiir groflere Teilchenzahlen noch stiarker ausgeprégt zu sein. Ob
diese Unphysikalitéit der Ergebnisse spezifisch fiir das kanonische Ensemble ist oder an dem Modell
des homogenen Bose-Gases liegt, bedarf noch einer tieferen Untersuchung, die wir im Folgenden
schildern werden.

Hierbei erinnern wir uns zuerst an die Probleme mit dem homogenen Bose-Gas innerhalb der
groffkanonischen Ensemble-Theorie aus Abschnitt 2.2. Dort haben wir namlich festgestellt, dass
die Teilchenzahl unterhalb einer bestimmten kritischen Temperatur nicht festgehalten werden
konnte. Im Abschnitt 2.2.2 haben wir jedoch weiterhin gezeigt, dass das nur der Fall war, solange
der Grundzustand nicht extra beriicksichtigt wurde. Was das im kanonischen Ensemble bedeutet,
kann man eigentlich bereits am Ausdruck fiir den Anteil der angeregten Zustédnde zum n-Zyklus
(3.65) erkennen. Dieser ergibt sich ndmlich in einem homogenen System zu

-3/2
&n(T) = a1 (3.124)

und ist fiir geniigend niedrige Temperaturen negativ. Diese Aussage entzieht sich jeder verniinf-
tigen Interpretation, insbesondere wenn man bedenkt, dass nach Definition (3.65) eine positiv
definite Grofe vorliegt. In der Tat gibt dies uns einen Hinweis darauf, dass die Ndherung (2.90)
der kontinuierlichen Integration anstelle der Summation iiber alle Energiewerte in diesem Fall et-
was iiberstrapaziert wurde. Das haben wir auch schon am Anfang des Abschnitts 2.2.2 diskutiert
mit der Feststellung, dass die kontinuierliche Impulsintegration den wichtigen Beitrag des Grund-
zustandes iibersieht. Die Losung dieses Problems bestand darin, den Grundzustand separat zu
behandeln, was in der verbesserten Ersetzungsvorschrift (2.106) resultierte.

Um zu sehen, wie die gerade geschilderte Verbesserung die physikalischen Grofien beeinflusst,
wenden wir zuerst die Nédherung (2.106) an, um die Imaginérzeit-Amplitude (3.34) zu bestimmen.
Hier ergibt sich im Unterschied zu (3.112)

M 3/2 M (2’ — x)?
/ — ! I _ 12
(' 7|2, 70) = (&, 7|2, 70)g + |:27T7;L(Tb—7'a):| exp { T } (3.125)

mit der Grundzustandsamplitude

1

(@' 7|2, e = do(@) & Y5(@) = 5 (3.126)

die wir mit dem verschwindenden Energieeigenwert aus (2.90) und der konstanten Wellenfunktion
Yo(x) = 1/V/V aus (2.88) erhalten. Der Beitrag eines n-fachen Zyklus berechnet sich nach (3.44)
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aus der Amplitude (3.125) zu

Zinf) = 14 ~ - (3.127)

die entsprechend der Zerlegung (3.63) den Grundzustands-Beitrag und den Anteil der angeregten
Teilchen darstellen. Der erste der beiden ist gegeniiber (3.122) unveréndert geblieben. Der zweite
ist jedoch im Gegensatz zum Resultat (3.124) in der Tat fiir alle Temperaturen positiv.

Vergleicht man die Ein-Teilchen-Zustandssumme aus (3.127) mit der aus (3.113), so sieht man, dass
der einzige Unterschied zwischen den beiden nur in einer eins besteht, die vom extra behandelten
Grundzustand herriihrt. Dies macht sich im Hochtemperatur-Bereich nicht bemerkbar, ist aber
im Tieftemperatur-Bereich von entscheidender Bedeutung. So ergibt sich fiir die Warmekapazitét
eines einzigen Teilchens nach (3.120) mit Hilfe der dimensionslosen Temperatur (3.117)

3kp 5724278
2 2447324273

CB(r) = (3.129)
im Gegensatz zum fritheren Ergebnis (3.121). Im Hochtemperaturbereich ergibt sich daraus nihe-
rungsweise CP(7) & 3kp/2, womit nach wie vor das Dulong-Petit-Gesetz gilt. Fiir tiefe Tempe-
raturen verschwindet jedoch der Ausdruck (3.129) und erfiillt somit den dritten Hauptsatz der
Thermodynamik. In Abb. 3.4 a) ist das unterschiedliche Verhalten der Warmekapazitéten fiir ein
Teilchen aus (3.121) und (3.129) graphisch verdeutlicht. Die mittlere Teilchenzahl im Grundzu-
stand eines Ein-Teilchen-Systems ldsst sich nach (3.81) berechnen mit dem Resultat

1

B __
(New' = 1+ 732"

(3.130)

Diese Grofle verschwindet fiir hohe Temperaturen, konvergiert aber gegen den Wert eins von unten
im Tieftemperaturlimes und gibt somit das korrekte Temperatur-Verhalten wieder. Der Vergleich
zum fritheren Ergebnis aus (3.123) ist in Abb. 3.4 b) graphisch illustriert.

Nach diesen ersten Erfolgen der korrigierten Version des homogenen Bose-Gases kénnen wir vor-
anschreiten und die Warmekapazitidt und die Grundzustand-Besetzung in grofleren Ensembles
ausrechnen. Die dazu bendtigten Zustandssummen kénnen nach der Rekursion

B 1 & 73/2 B
Zy(r) = N > {1+ W] ZN_n(T) (3.131)
n=1

bestimmt werden, die wir aus (3.62) mit der Spezifizierung (3.127) erhalten. Die jeweiligen mitt-
leren Teilchenzahlen im Grundzustand ergeben sich nach (3.81) mit (3.128) zu

(NaYy = ) Zalr) (3.132)

—~ Zy(7)
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Abbildung 3.4: a) Warmekapazitét fiir ein einziges Teilchen im homogenen Fall ohne und mit dem
extra Grundzustand. b) Dasselbe fiir die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Grundzustand zu
finden.

Die Details zur numerischen Auswertung der Zustandssumme nach (3.131) sind im Anhang C
dargestellt. Die Ergebnisse fiir die Warmekapazitdat sind aus den jeweiligen Zustandssummen
nach der Gleichung (3.120) als die zweifache Ableitung nach der Temperatur herzuleiten. Fiir die
Grundzustand-Besetzung sind sie dagegen unmittelbar aus der Gleichung (3.132) zu entnehmen.
In Abb. 3.5 sind einige dieser Resultate graphisch zusammengefasst.

Aus den Graphiken erkennt man ganz deutlich, dass die Wérmekapazititen im Tieftemperatur-
bereich fiir alle Teilchenzahlen verschwinden und somit nun auch dem dritten Hauptsatz der
Thermodynamik geniigen, ohne fiir hohe Temperaturen das Dulong-Petit-Gesetz zu verletzen.
Fiir steigende Teilchenzahlen kann man auflerdem noch die Konvergenz gegen das Resultat im
thermodynamischen Limes beobachten. Noch deutlicher fillt jedoch die positive Tendenz bei der
Grundzustand-Besetzung auf. Alle Kurven sind von oben durch eins beschrénkt, wie es von einer
Wabhrscheinlichkeit zu erwarten ist. Zu hoheren Temperaturen hin verschwinden die Wahrschein-
lichkeiten und erreichen ihren Maximalwert beim Temperaturnullpunkt. Auch hier ist die Ten-
denz der Kurven zu erkennen, bei grofleren Teilchenzahlen dem thermodynamischen Limes immer
dghnlicher zu werden. Dass alle Resultate fiir endliche Ensembles die Werte im thermodynami-
schen Limes iibersteigen, deutet auf einen positiven Finite-Size-Effekt. Genaure Untersuchungen
zu diesem Verhalten werden jedoch im néchsten Unterabschnitt durchgefiihrt, wo wir uns mit der
quantenmechanisch exakten Rechnung im Kastenpotential beschéftigen.

An dieser Stelle sei noch betont, dass die Untersuchungen dieses Unterabschnitts in der Tat die
Moéglichkeit zeigen, das homogene Bose-Gas innerhalb der kanonischen Ensemble-Theorie zu be-
schreiben. Dass das keine triviale Feststellung ist, zeigen einige Verwirrungen in der Literatur. Da
die naiven Rechnungen zum homogenen Bose-Gas keine sinnvollen Resultate zur Grundzustand-
Besetzung lieferten, wie wir am Anfang dieses Abschnittes zeigten, sahen sich die Autoren der
Arbeit [75] gezwungen, den Kondensatanteil anders zu definitieren, als wir es hier taten. Ihre
Definition basierte auf der Feststellung von Ceperley (z.B. in Ref. [82]), dass sich die Zyklen mit
Windungszahlen n > 1 nur bei tieferen Temperaturen ausbilden. Speziell um den kritischen Tem-
peraturwert herum treten vermehrt solch groBere Windungszahlen auf, und man kann von einer
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Abbildung 3.5: a) Warmekapazitéit und b) die Grundzustand-Besetzung fiir das System wie in Abb.
3.3, jedoch nach der expliziten Beriicksichtigung des Grundzustandes in der Rekursion (3.131).

Proliferation der Zyklen sprechen. In [75] wurde nun dieses Konzept dahingehend ausgenutzt, die
Proliferation mit der Bose-Einstein-Kondensation gleich zu setzen. Das scheint auch keine schlech-
te Idee zu sein, insbesondere angesichts der Tatsache, dass bei der Naherung des homogenen Gases
ohne extra Grundzustand am Temperaturnullpunkt nur ein einziger N-Zyklus auftritt, in dem al-
le Teilchen eingebunden sind. Das erkennt man iibrigens bereits aus der Struktur der Rekursion
(3.118), wo der Summand mit n= N einen Term der Ordnung 7%/? liefert, wiihrend alle anderen
mindestens von der Ordnung 73 und somit unterdriickt sind. Nach der allgenemeinen Beziehung
(3.62) weifl man aber noch, dass der n= N-Term gerade dem N-Zyklus entspricht. Die Untersu-
chungen des homogenen Bose-Gases mit dem extra Grundzustand liefern jedoch ein etwas anderes
Bild. Dort nutzt man die Rekursionsrelation (3.131), in der es zu jedem Summationsindex n einen
Term der Ordnung 7° gibt. Speziell am absoluten Temperaturnullpunkt ergeben daher genauere
Rechnungen, dass alle Windungszahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/N auftreten kénnen.
Selbstversténdlich kénnen sich die Teilchen im energetisch niedrigsten Grundzustand auch in al-
len moglichen Zyklen aufhalten, im ldngsten genauso gut wie in den kiirzesten Trivialzyklen. Man
kann zwar mit Recht behaupten, dass die Teilchen in den lédngeren Zyklen miteinander energetisch
korreliert sind und daher die Zyklusldngen eine nicht unwesentliche Rolle bei der Quantifizie-
rung der suprafluiden Dichte spielen, wie z.B. in den Arbeiten [82,83] gezeigt wurde. Mit der
Grundzustand-Besetzung hat die Windungszahlstatistik aber nicht direkt etwas zu tun.

Im letzten Teil dieses Abschnitts beschéftigen wir uns noch mit dem Propagator in einem N-
Teilchen-Ensemble und insbesondere mit seinem imaginérzeitlich lokalen Spezialfall. Dieser ergibt
sich mit der Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude (3.125) nach der Gleichung (3.109) zu

3/2 {_M (@' — 2)?

N
1 T
Gy(Z',7;2,7) = Gye(x, 72, 7) ; 3 OXP VT

+ T2 }Zﬁ%(r) (3.133)

Dabei repréasentiert der erste Summand den explizit ortsunabhéngigen Grundzustand-Anteil zum
Propagator

N
, 1
GN,G(QZ,T;%,T) = VZ—B(T) Zzﬁ—‘n(T) . (3134)
N n=1
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Betrachten wir noch den ortlich lokalen Spezialfall des Propagators (3.133), so erhalten wir nach
der Beziehung (3.111) die Teilchendichte in einem homogenen System, die sich mit Hilfe der N-
Teilchen-Zustandssumme (3.131) unmittelbar als

ny(x) = — (3.135)

schreiben lasst. Ubrigens lisst sich der Grundzustand-Propagator (3.134) analog dazu unmittelbar
mit (3.132) als

(Na)w
vV

Gre(x',m2,7) = (3.136)
umschreiben. Interessanterweise hangt der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung nicht
vom Ort ab. Somit entspricht es einerseits der Teilchendichte im Grundzustand. Andererseits
wiirde dieser Term auch im Limes |&’' —x| — oo bestehen bleiben, wéihrend der zweite Term in
(3.133) verschwinden wiirde. Darin duflert sich die Langdistanzordnung ODLRO, die wir bereits im
Abschnitt 2.5 mit (2.213) im groBkanonischen Ensemble festgestelt haben. Offensichtlich besteht
diesbeziiglich kein Unterschied zwischen den beiden Ensemble-Theorien.

3.2.2 Bose-Gas im Kastenpotential

Im letzten Unterabschnitt behandelten wir den Speziallfall eines homogenen Bose-Gases. Dafiir
musste kiinstlich das Volumen V' eingefiihrt werden, um der Forderung nach einer endlichen Teil-
chenzahldichte zu geniigen. Dieses Volumen wurde zwar als endlich angenommen, aber in einer
Weise, dass das System explizit keine weitere Informationen dariiber enthielt. In diesem Unterab-
schnitt diskutieren wir nun das Problem eines idealen Bose-Gases, das in einem kubischen Kasten
der Kantenlinge L mit dem Potential (2.171) eingesperrt ist. Das Volumen V = L3 hat hierbei
eine reale Bedeutung, denn obwohl im Innern des Kastens das Potential verschwindet, wirken sich
die Potentialwéinde mittels Dirichletscher Randbedingungen auf die moglichen Zustédnde (2.172)
aus. Wie stark die Auswirkungen der Randeffekte gerade auf kleinere Ensembles sind, werden wir
im Folgenden noch zeigen. Ein analoges Problem haben wir schon im Abschnitt 2.4 aus der Sicht
der grofkanonischen Ensemble-Theorie studiert. Obwohl die hier présentierte kanonische Vorge-
hensweise prinzipiell anders ist als die grolkanonische, werden wir hier noch sehen, dass sich die
Resultate nur fiir kleinere Ensembles sichtbar unterscheiden.

Als Ausgangspunkt der Untersuchungen dieses Unterabschnitts dienen uns die diskreten Energie-
eigenwerte im Kastenpotential (2.173) mit (2.174) und die Wellenfunktionen (2.172). Mit diesen
erhalten wir fiir die Imaginérzeit-Amplitude (3.34)

3 [e§] ! /
1 hr?(ry—ra) m3 () —x;) o mmy(a ;)
(&', 7y, 7,) = T3 U[ Zle 2ML2 {COS% —(-1) Jcos%

(3.137)
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und fiir den Grundzustand-Anteil davon

3 / /
1 2 (14-7a) m(x,—x; m(x,+x;
(mla Tb7 w; TCL)G = ﬁ 6_3 2MbL2 H |:COS ( J j) + COS ( ]L J)

(3.138)

Jj=1

Entsprechend der Beziehung (3.44) ergibt sich daraus fiir den Beitrag eines geschlofenen Zyklus
der Lange n

©° 252 o 3
Zi(nB) = {Ze"ﬁw’bm } : (3.139)
m=1

den wir alternativ dazu auch aus der Spektral-Darstellung (3.45) erhalten kénnen. Fiir seinen
Grundzustand-Anteil (3.64) erhalten wir mit dem nichtverschwindenden Wert der Grundzustands-
energie (2.175)

a2h2

W(B) = e*mnr (3.140)

Unter Verwendung des dimensionslosen Temperaturparameters (2.178) bzw. (3.117) erhalten wir
damit weiterhin die spezifizierte Rekursionsrelation (3.62) zu

N 00 3
]' —nmwm?2 T
ZR(r) = v > {§ e /(4 >} Z8 (1) . (3.141)
n=1 m=1

Die Grundzustand-Besetzung erhalten wir aus (3.81), so dass sich mit (3.140) daraus

N
ZN(7)
N, B _ —3nw/(47) “N—n 149
(Na)n ;e 75(7) (3.142)

ergibt.

Bei Berechnungen der Zustandssumme nach der Rekursion (3.141) ist zu beachten, dass die m-
Reihe nur fiir kleine Parameter 7/n schnell konvergiert und durch einige wenigen Summanden
wiedergegeben wird. Fiir groflere Werte dieser Parameter kann die Reihe jedoch nur unzureichend
durch eine Summe approximiert werden. Einen analogen Sachverhalt haben wir bereits im Ab-
schnitt 2.4.2 diskutiert. Das Problem wurde dort durch Verwendung der dualen Form (2.184)
gelost, wonach die urspriingliche Reihe durch

) 1 0
m=1 q=1

zu ersetzen ist. Die hierbei auftretende Reihe konvergiert nun gerade fiir grofie 7/n-Werte schnell
und setzt somit die urspriingliche Reihe in diesem Bereich fort. Fiir detailliertere Untersuchungen
zu dieser Frage sei auf den Abschnitt 2.4.2 verwiesen. Nun sind wir in der Lage, die Rekursionsrela-
tion (3.141) auszuwerten, und zwar nach einem numerischen Verfahren, das im Anhang C erortert
ist. Die dadurch gewonnene N-Teilchen-Zustandssumme kann anschlieBend dazu verwendet wer-
den, die Warmekapazitét nach der Identitdt (3.120) zu berechnen. Die entsprechenden Resultate
sind in Abb. 3.6 a) und b) graphisch dargestellt.
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Abbildung 3.6: a) Vergleich der Warmekapazitiat pro Teilchen zwischen den exakt quantenmecha-
nischen Resultaten im Kastenpotential fiir kanonische Ensembles aus N =1, 10 und 1000 Bosonen
(durchgezogene Kurven) und den semiklassischen Ergebnissen aus Abb. 3.5 a) (gestrichpunktete
Kurven). b) Vergleich zwischen den exakten Resultaten fiir kanonische Ensembles (durchgezogen)
und den groBkanonischen Ergebnissen aus Abb. 2.9 b) (gestrichelt).

Aus Abb. 3.6 a) erkennen wir den deutlichen Unterschied zwischen den exakten quantenmecha-
nischen Ergebnissen dieses Abschnitts und den semiklassischen Resultaten aus Abb. 3.5 im letz-
ten Abschnitt. Obwohl sich die entsprechenden Kurven mit steigenden Teilchenzahlen tendenziell
annahern, gibt es selbst fiir N = 1000 noch gravierende Unterschiede, welche insbesondere in
Temperaturregionen um die Maximallagen der Warmekapazitét sichtbar sind. Weiterhin weist de-
ren Verhalten bei niedrigen Temperaturen fiir kleinere Ensembles starke Differenzen auf. Auffallig
ist dabei die starke exponentielle Unterdriickung der Warmekapazitéit nach exakter Rechnung in
einem weiten Tieftemperaturbereich. Dieser schrumpft zwar mit steigender Teilchenzahl zusam-
men, ist aber fiir N = 10 Teilchen noch erkennbar und reicht fiir ein einziges Teilchen bis zum
halben Wert der kritischen Temperatur. Dieser Sachverhalt fehlt der semiklassischen Nédherung
komplett, was auf den quantenmechanischen Ursprung dieses Effektes schlieffen lédsst. In der Tat
ist dafiir die nichtverschwindende Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten ange-
regten Zustand verantwortlich, welche von der semiklassischen Naherung mit dem kontinuierlichen
Energiespektrum iibersehen wird.

Weiterhin haben wir in Abb. 3.6 b) die Resultate der exakten quantenmechanischen Rechnung
dieses Abschnitts mit den entsprechenden Ergebnissen in der groflkanonischen Ensemble-Theorie
aus Abb. 2.9 b) verglichen. Hier sieht man deutlich, wie der Unterschied zwischen den kanonischen
und den groffkanonischen Warmekapazitdten mit steigenden Teilchenzahlen verschwindet. In bei-
den Féllen sieht man auch den Bereich, wo diese Grofle exponentiell unterdriickt ist. Allerdings
entwickeln sich die Warmekapazitédten bei einer Temperaturerh6hung iiber diesen Exponentialbe-
reich hinaus etwas verschieden. So verlduft die groBkanonische Kurve fiir das Ein-Teilchen-System
im Tieftemperatur-Bereich noch deutlich flacher als deren kanonisches Gegenstiick. Fiir N = 1000
Teilchen ist dagegen der Unterschied speziell im Tieftemperaturbereich kaum erkennbar. Wie be-
reits in Abschnitt 1.3 des einleitenden Kapittels beschrieben, sind solche Unterschiede zwischen
den kanonischen und groflkanonischen Resultaten fiir kleinere Teilchenzahlen nicht sehr verwun-
derlich, weil der grofSkanonischen Vorgehensweise ein Mittelungsprozess iiber Ensembles verschie-
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Abbildung 3.7: Wie in Abb. 3.6, jedoch fiir den Anteil der Teilchen im Grundzustand.

dener Groflen inhérent ist, welcher in der kanonischen Ensemble-Theorie der Konstruktion nach
wegfallt.

An dieser Stelle diskutieren wir noch die Grundzustand-Besetzung, die uns unmittelbar durch die
Gleichung (3.142) gegeben ist. Auf die technischen Details der Rechnung sei auch diesmal auf
den Anhang C verwiesen. Die entsprechenden Resultate sind in Abb. 3.7 a) und b) durch die
durchgezogenen Kurven fiir die Teilchenzahlen N = 10, 100 und 1000 graphisch dargestellt. In
Abb. 3.7 a) sind sie zusammen mit den Resultaten aus der Rechnung zum homogenen System mit
dem extra beriicksichtigten Grundzustand aus Abb. 3.5 b) aufgetragen. Obwohl letzteres Resul-
tat die fithrende semiklassische Ndherung zum Bose-Gas im Kastenpotential représentiert, stellen
wir auch bei der Grundzustand-Besetzung nur eine verhéltnissméassig langsame Anndherung der
jeweiligen Resultate mit der steigenden Teilchenzahl fest. Die Abweichung vom thermodynami-
schen Limes, die den Finite-Size-Effekt darstellt, fillt im exakt behandelten Kastenpotential selbst
fiir N = 1000 Teilchen noch viel deutlicher aus als fiir das homogene Problem (gestrichpunktete
Kurven). Wie man jedoch aus Abb. 3.7 b) sieht, sind derartige Finite-Size-Abweichungen in den
kanonischen Resultaten dieses Abschnitts etwas schwéicher ausgepriigt als nach den entsprechenden
groBkanonischen Rechnungen (gestrichelte Kurven).

Der Finite-Size-Effekt ldsst sich am deutlichsten an den Lagen der quasikritischen Temperatu-
ren studieren. In Analogie zu groflkanonischen Rechnungen im Abschnitt 2.3.3 kénnen wir diese
Temperaturen mit den Punkten identifizierten, an denen die Kurvenverlaufe fiir die Grundzustand-
Besetzungen ihre maximalen Kriimmungen aufweisen. Die so abgelesenen Punkte fiir Ensembles
aus N = 100, 300, ..., 100.000 und 300.000 Teilchen sind in der Abb. 3.8 durch die runden Punkte
dargestellt. Die analogen Temperaturwerte aus der grofkanonischen Rechnung im Abschnitt 2.4.2
sind wie schon in Abb. 2.7 durch die Dreiecke dargestellt. Wie man daraus erkennt, unterscheiden
sich kanonische Resultate von den analogen groflkanonischen insbesondere fiir kleinere Systeme
nicht unerheblich. So betréigt die Abweichung fiir N = 100 Teilchen etwa 10%, aber selbst fiir eine
moderate Teilchenzahl von N = 100.000 liegt der Unterschied noch im 1%-Bereich.

Die in Abb. 3.8 aufgetragene gestrichelte Kurve stellt das Resultat der numerischen Auswer-
tung der in Abschnitt 2.4.1 gewonnenen Gleichung (2.201) fiir die groflkanonischen quasikritischen
Punkte dar. An dieser Stelle méchte man eine dhnliche analytische Kurve auch fiir die kanonischen
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Abbildung 3.8: Verschiebung der kritischen Temperatur gegeniiber dem Wert im thermodyna-
mischen Limes AT,/T.” = t, — 1 fiir kanonische Ensembles aus N = 100, 300, ..., 100.000 und
300.000 Bosonen im Kastenpotential (runde Punkte von rechts nach links). Zum Vergleich sind die
entsprechenden groBkanonischen Resultaten aus Abb. 2.7 (Dreiecke) dargestellt. Die gestrichelte
Linie ist das Resultat der numerischen Auswertung der Gleichung (2.201) im grofkanonischen
Ensemble.

Ergebnissen finden. Insbesondere interessiert uns hierbei die Frage, ob die Abweichung bereits mit
der fithrenden Ordnung N~%/3 oder erst mit N =%/ skaliert. Unmittelbar aus Abb. 3.8 scheint die
erste Alternative wohl eher zutreffend zu sein, aufgrund des logarithmischen Anstiegs fiir sehr
grofle Teilchenzahlen ist das Ablesen jedoch etwas erschwert. Mit den uns bekannten Methoden
lasst sich eine analytische Kurve fiir kanonische Resultate leider nicht finden, so dass wir einer
quantitativen Aussage iiber die Abweichungen zwischen kanonischen und groflkanonischen Werten
noch schuldig bleiben. Die Griinde dafiir werden noch im Folgenden genauer erortert.

Die Bestimmung der quasikritischen Temperatur direkt aus den kanonischen N-Teilchen-Zustands-
summen ist in jedem Fall eine nichtanalytische Prozedur. Das heifit, dass fiir jede Teilchenzahl N
die Rechnung von Neuem gemacht werden muss, so wie es geschah, als wir die Werte der quasi-
kritischen Temperatur aus den maximalen Kriimmungen der Grundzustand-Besetzung abgelesen
haben. Stattdessen suchen wir nun nach einer einzigen Gleichung, die die Lagen der quasikritischen
Temperaturen fiir alle Teilchenzahlen N angibt. Wie dies moglich ist, haben wir bereits in der
semiklassischen Ndherung im Rahmen der groflkanonischen Ensemble-Theorie im Abschnitt 2.4.1
gesehen. Dass der Erfolg dieser Vorgehensweise nicht allein an der semiklassischen Néaherung liegt,
ist anhand der kanonischen Rechnungen im letzten Abschnitt 3.2.1 klar. Der Gegenstand der dor-
tigen Untersuchungen war das homogene Bose-Gas, welches als die semiklassische Naherung zum
Problem des Bose-Gases im Kastenpotential gesehen werden kann. Diese semiklassische Naherung
lieferte zwar die Rekursionsbeziehung (3.131), die etwas einfacher als diejenige im vorliegenden
Abschnitt (3.141) ist, von einer analytischen Form kann man dennoch auch dabei nicht sprechen.
Dieser Umstand ist vielmehr allen kanonischen Rechnungen gemein und kann nur umgangen wer-
den, wenn wir von der exakt kanonischen Vorgehensweise abriicken. Eine solche semi-kanonische
Form der Zustandssumme kann z.B. aus dem groflkanonischen Resultat durch die so genannte
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Sattelpunkt-Approximation gewonnen werden. Diese Prozedur wird im Abschnitt 3.3 noch genau-
er diskutiert. An dieser Stelle greifen wir jedoch mit der Feststellung vor, dass diese analytische
Vorgehensweise insbesondere in dem uns interessierenden Bereich um die kritische Temperatur
nicht zum Erfolg fithrt. Aus diesem Grund sind wir bei Untersuchungen der quasikritischen Tem-
peratur im kanonischen Ensemble auf die numerischen Ergebnisse aus Abb. 3.8 angewiesen [42].

Nun diskutieren wir noch die Dichte fiir Bose-Gase in dem Kastenpotential. Auch diesmal gilt
unsere Aufmerksamkeit dem Vergleich zwischen dem kanonischen und dem groflkanonischen En-
semble, wobei wir den lezteren bereits im Abschnitt 2.5 besprochen haben. Fiir die kanonischen
Untersuchungen gehen wir von der Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude (3.137) aus, dessen ort-
lich lokale Spezialfall mit den Imaginérzeiten 7, = 0 und 7, = khj3

3 o)
1 2z; + L)m;
(x,khfB;2,0) = I3 ” [ E ek”m?/‘“{l —COSM}} (3.144)
i=1

mjzl

lautet, wobei wir hier noch die reduzierte Temperatur 7 aus (3.117) verwendeten (nicht zu ver-
wechseln mit den Imaginérzeiten 7,;). Die darin vorkommende Reihe konvergiert sehr schnell im
Tieftemperaturbereich, ist aber vollig unbrauchbar fiir hohere Temperaturen. Das ist wiederum
ein Umstand, der uns bereits im Abschnitt 2.4.2 begegnete und den wir mittels der Poissonschen

Dualitatstransformation (A.7) umgehen kénnen. Nach einigem Rechenaufwand ergibt sich damit
der Ausdruck

3 2z ;+L\ 2
(x,khG;x,0) = % (%)3/2 H[ Z {6_47’;7‘712' - e_MTT@ﬁ i ) }] . (3.145)

Dieser konvergiert gerade im Hochtemperaturbereich (kleine 3) schnell, d.h. nur wenige Summa-
tionen mit kleinen Werten von |g;| sind erforderlich.

Weiterhin verwenden wir nun die Imaginérzeit-Amplitude (3.144) bzw. (3.145), um die Dichte
in einem N-Teilchen-Ensemble nach der Beziehung (3.111) auszurechnen. Die Ergebnisse auf der
Hauptdiagonale des Kastens @ = (x, z, z) sind fiir den Temperaturwert, der der kritischen Tem-
peratur im thermodynamischen Limes 7' = T, {0) gleicht, in Abb. 3.9 durch die durchgezogenen
Kurven dargestellt. Die gestrichelten Linien représentieren die entsprechenden groflkanonischen
Resultate aus Abschnitt 2.5. Vergleicht man die Kurven miteinander, so stellt man fiir gréfere
Ensembles ab N = 1000 Teilchen keine nennenswerten Unterschiede fest. Fiir kleinere Ensembles
unterscheiden sich die Resultate am stérksten am Ursprung, wo die kanonischen Kurven etwas

geringere Dichten aufweisen und dafiir das Kastenvolumen geringfiigig homogener ausfiillen.

Zusammenfassend stellten wir in diesem Abschnitt fest, dass die Dichteverteilung im Kastenpoten-
tial genauso wie die thermodynamischen Eigenschaften in den groflkanonischen und kanonischen
Ensembles identisch sind in dem Sinne, dass sie sich im Limes unendlich grofler Teilchenzahlen
und Volumina nicht unterscheiden.
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Abbildung 3.9: Dichteverteilung im Kastenpotential der Lénge L in Abhéngigkeit vom Ort auf
der Hauptdiagonalen & = (x,z,x). Alle Kurven wurden bei einer Temperatur T = T, {0) ausge-
wertet, wobei T." die kritische Temperatur im thermodynamischen Limes (2.104) darstellt. Die
durchgezogenen Kurven gelten fiir kanonische Ensembles aus N = 10, 100 und 1000 Teilchen, die

gestrichelten fiir die entsprechenden groflkanonischen Gesamtheiten.

3.2.3 Bose-Gase in harmonischen Fallen

In diesem Abschnitt behandeln wir das zum Abschnitt 2.3.3 analoge Problem des idealen Bose-
Gases innerhalb der harmonischen Falle (1.7). Diesmal geht es jedoch um seine Beschreibung
innerhalb der kanonischen Ensemble-Theorie. Hierbei verzichten wir auf die Diskussion der semi-
klassischen Néherungen, da die wichtigsten Aspekte der Rechnung véllig analog zum homogenen
Bose-Gas-Modell im Abschnitt 3.2.1 sind. Stattdessen kommen wir direkt zur quantenmechanisch
exakten Behandlung des harmonischen Problems und bestimmen die Warmekapazitidt und die
Grundzustand-Besetzung. Aus Darstellungsgriinden beschrianken wir uns hier weiterhin auf die
Behandlung der isotropen Falle und weisen darauf hin, dass die verallgemeinerte Rechnung im
anisotropen Fall in volliger Analogie dazu und ohne Probleme verlaufen wiirde.

Das Problem eines idealen Bose-Gases wird in der harmonischen Falle allgemein durch die Wel-
lenfunktionen (2.117) mit den dazugehorigen Energiecigenwerten (2.120) gelost. Mit Hilfe der
Mehler-Formel [63] ergibt sich damit fiir die Ein-Teilchen-Imaginérzeit-Amplitude (3.34)

Mw —3/2
mh

(', 72, 7,) = ( )3/2 [QSinhw(Tb_T“)}

M /2+ 2 h —7,) — 2 /
xexp{— w (2" + x?) coshw(n,—7,) :1::1:}7 (3.146)

2h sinh w(7,—17,)

die eine gewisse Ahnlichkeit zum groSkanonischen Ausdruck (2.215) hat. Ferner lautet der Grundzustand-
Anteil zur Imaginérzeit-Amplitude

Mw\*"? M
(@', 2, 7o) = (—;) e 3w(ma)/2 exp {— 2—; (:c’2+ :1:2>} : (3.147)
m
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Der Beitrag eines geschlofenen n-Zyklus (3.44) zur kanonischen Zustandssumme ergibt sich damit
aus (3.44) zu

o—3nBhw/2
A = 3.148
1(”5) (1 _ efnﬁhw>3 ( )
und dessen Grundzustand-Anteil zu
W(B) = A1(B) = e (3.149)

Die beiden letzten Ausdriicke konnen natiirlich alternativ dazu aus den Spektral-Darstellungen
(3.45) bzw. (3.64) gefunden werden. Weiterhin verwenden wir in unseren Rechnungen die dimen-
sionslose Temperatureinheit

Lo {Nﬂl/g r (3.150)

" B T 3] 1O
wobei wir fiir die letzte Gleichung noch die kritische Temperatur im thermodynamischen Limes

(2.134) verwendeten. Damit erhalten wir die Rekursionsgleichung fiir die N-Teilchen-Zustands-
summe (3.62) zu

Z5(r) = % > Giem Zg (1) . (3.151)

Die mittlere Zahl der Teilchen im Grundzustand, welche der Grundzustand-Besetzung entspricht,
ergibt sich nach der Gleichung (3.81) zu

N
ZB
<NG>g — 26—311/27— N];n(T) ‘ (3152)
n=1 ZN 7_)

Aus der N-Teilchen-Zustandssumme erhalten wir nach der allgemeingiiltigen Beziehung (3.120)
die Warmekapazitéit des idealen Bose-Gases in der harmonischen Falle. Einige dieser Resultate
sind in Abb. 3.10 a) zusammen mit den entsprechenden groflkanonischen Ergebnissen dargestellt.
Daraus sehen wir, dass die jeweiligen Kurvenverlaufe qualitativ dhnlich aussehen, aber quantita-
tive Unterschiede aufweisen, die insbesondere fiir kleinere Ensembles deutlich sichtbar sind. So
sind die kanonischen Resultate tendenziell eher zu niedrigeren Temperaturen hin verschoben, so
dass auch das Maximum der Warmekapazitat in einem kanonischen N-Teilchen-Ensemble bei
einer niedrigeren Temperatur vorliegt als im groflkanonischen Ensemble mit der mittleren Teil-
chenzahl N. Ein analoger Sachverhalt ldsst sich anhand der aus (3.152) gewonnenen Daten fiir die
Grundzustand-Besetzung feststellen. Die entsprechenden Resultate sind in Abb. 3.10 b) zu sehen.

Aus den Verldufen der kanonischen Kurven fiir die Grundzustand-Besetzung lassen sich weiterhin
die quasikritischen Punkte ablesen, an denen die gréffiten Kriimmungen vorliegen. Diese sind durch
grofie Punkte in Abb. 3.11 a) dargestellt. Fiir die grokanonischen Resultate wurde diese Prozedur
bereits im Abschnitt 2.3.3 angewandt und lieferte Werte, die in Abb. 2.5 durch die Dreiecke
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Abbildung 3.10: a) Warmekapazitit pro Teilchen im harmonischen isotropen Fallenpotential fiir
kanonische Ensembles mit N =10, 100 und 1000 Bosonen (durchgezogene Kurve) verglichen mit
den groBkanonischen Resultaten aus 2.6 (gestrichelte Kurven). b) Wie in a) fiir die Grundzustand-
Besetzung mit den groflkanonischen Resultaten aus Abb. 2.4.

dargestelt sind. In Abb. 3.11 a) werden sie nochmals gegeniiber den kanonischen Werten gestellt,
um den Unterschied im Finite-Size-Verhalten der beiden Ensemble-Theorien zu verdeutlichen. Die
quasikritische Temperatur ist niedriger im kanonischen Ensemble, wie es iibrigens auch schon im
Fall des Kastenpotentials aus Abb. 3.8 war. Der Effekt in der harmonischen Falle ist aber weniger
stark ausgeprigt als im Kastenpotential, so ist er fiir N = 100 Teilchen noch etwa Faktor 3 geringer
und etwa Faktor 8 fiir N = 10.000 Teilchen.

Die gestrichelte Kurve Abb. 3.11 a) reprisentiert die analytische Naherung aus der grofkano-
nischen Theorie (2.161). Eine analoge kanonische analytische Kurve lésst sich leider in unseren
Untersuchungen nicht finden. Die Griinde dafiir sind schon am Ende des letzten Abschnitts an-
gefithrt wurden. Eine rein kanonische Rechnung lasst sich ndmlich prinzipiell nicht in analytischer
Form schreiben und eine semi-kanonische Approximation ausgehend vom groflkanonischen Resul-
tat ist nicht moglich, wie es im Abschnitt 3.3 erortert ist.

Nun diskutieren wir hier noch die Dichteverteilung eines idealen Bose-Gases in der harmonischen
Falle. Ausgehend von der Imaginérzeit-Amplitude (3.146) erhalten wir mit dem reduzierten Tem-
peraturparameter (3.150) den lokalen Spezialfall zu

2

1 i —3/2 T k
(x,kh(;x,0) = W [2 sinh ;] exp {— Iz tanh Z} , (3.153)

w

so dass sich die Dichte in einem N-Teilchen-Ensemble nach (3.109) und (3.111) aus der Gleichung

N

1 ARG 2 kO 28
ny(x) = ——== Z [2 sinh;] exp{— T tanh } N (7) (3.154)

L3 m3/2 — L? 2r | ZB(7)

berechnen léasst. Unmittelbar daraus lassen sich Resultate fiir eine feste Temperatur und Teilchen-
zahl gewinnen, die in Abb. 3.11 b) dargestellt sind. Gegeniiber diesen kanonischen Resultaten
wurden dort noch die entsprechenden groflkanonischen Ergebnisse abgebildet (gestrichelte Kur-
ven), die wir aus der Diskussion im Abschnitt 2.5 entnehmen kénnen. Wie man hieraus erkennen
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Abbildung 3.11: a) Verschiebung der quasikritischen Temperatur AT, /T, 0 = t. — 1 in Abhéngig-
keit der Teilchenzahl N. Die gestrichelte Linie zeigt den Verlauf nach der groflkanonischen semi-
klassischen Néherung aus (2.161) und die Dreiecke nach der exakten Berechnung innerhalb der
grokanonischen Ensemble-Theorie wie in Abb. 2.5 b). Demgegeniiber stehen analoge Resultate
der Rechnung im kanonischen Ensemble fiir N =100, 300, ..., 100.000 und 300.000 Bosonen (run-
de Punkte von rechts nach links). b) Dichteverteilung in harmonischen Fallen bei T = T, O fiir
Ensembles aus N = 10, 100 und 1000 Teilchen. Die durchgezogenen Kurven sind Resultate in
kanonischen und die gestrichelten diejenigen in groflkanonischen Ensembles.

kann, sind die Unterschiede nur fiir kleine Ensembles mit etwa N = 10 Teilchen deutlich sicht-
bar, und zwar in der Ndhe des Ursprungs, wo die kanonische Dichte etwas geringer ausfallt als
das grofkanonische Gegenstiick. Natiirlich muss dafiir die kanonische Dichte in den Randgebieten
etwas grofler sein, was aber aufgrund der Kleinheit der eigentlichen Werte nicht optisch aufgelost
werden kann.

In diesem Abschnitt haben wir gezeigt, dass auch in einer harmonischen Falle sowohl die ther-
modynamischen Eigenschaften als auch die Dichteverteilung eines idealen Bose-Gases dquivalent
zueinander im kanonischen und grofkanonischen Ensemble sind. Im anschlieSenden Unterabschnitt
werden wir versuchen, den Unterschied zwischen den beiden Ensemble-Theorien zu quantifizieren.

3.3 Sattelpunkts-Niherung kanonischer Zustandssummen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die kanonische N-Teilchen-Zustandssumme néherungsweise aus
der groffkanonischen Zustandssumme zu bestimmen. Bei dem Néherungsverfahren handelt es sich
um die so genannte Approximation der stationidren Phase von Darwin und Fowler [84], die auch
einfach als Sattelpunkt-Approximation bezeichnet wird. Diese ist z.B. aus den Textbiichern [85,
Kapitel 10] bzw. [86, Kapitel 11] wohl bekannt, wo es fiir Untersuchungen der statistischen Ei-
genschaften des groflkanonischen Ensembles verwendet wurde. Auch fiir Berechnungen der ther-
modynamischen FEigenschaften im mikrokanonischen Ensemble aus den kanonischen Resultaten
leistet diese Methode gute Dienste, wie z.B. in [87] gezeigt wurde. Dennoch ist aus [86, Kapitel
11] bekannt, dass sich die kanonische Zustandssumme nur in der fithrenden Ordnung mit dem
groflkanonischen Resultat ndhern ldsst. Unterhalb und nahe der kritischen Temperatur lassen sich
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nicht einmal die ersten Korrekturen zu diesem Resultat der niedrigsten Ordnung finden. Genau
diesen Umstand werden wir im Folgenden erortern.

Als Ausgangspunkt der Diskussion dient uns die Integral-Darstellung der kanonischen Zustands-
summe Z§ mit Hilfe des groBkanonischen Resultats ZE,.:

1 dz

Zy(B) = 2_m7£ o Z&r(B,2) - (3.155)
Die Integrationskontur C hierin soll die (N+1)-fache Polstelle z = 0 einschlieen. Diese Darstellung
ist nach der Beziehung (3.50) unmittelbar mit dem Residuumsatz verifizierbar und stellt eine
Alternative zur Projektions-Vorschrift (3.56) dar. Nach der Umformung z = ¢®# kénnen wir noch
eine weitere Darstellungsform

c+i00 c+ico
Biay_ D —BuN 7B _ B _ B
2RO = 5 | e 2E ) = o | dw e { BN [nt fc(B.0)]  (3.156)
erhalten, wobei 5, = —InZE, /(BN) = FEi /N das auf ein einzelnes Teilchen bezogene grofika-

nonische Potential ist. Der Realteil von dem in (3.156) verwendeten Parameter p stellt das iibliche
chemische Potential dar, und die Integration iiber dessen Imaginérteil représentiert die Diracsche
Delta-Funktion, die fiir die Einschrénkung der Teilchenzahl auf den Wert N sorgt. Die beiden
Darstellungen (3.155) und (3.156) sind noch exakt, lassen sich aber auch in der Stationdrphasen-
Néherung behandeln.

Der Grundgedanke der besagten Néherung basiert auf der Tatsache, dass fiir grole N-Werte der
Ausdruck in der eckigen Klammer in (3.156) nicht sehr weit von seinem Minimum abweichen darf,
denn sonst ware der Integrand stark unterdriickt. Die Minimalstelle fiir den Integralparameter p
(Sattelpunkt) wird weiterhin mit g bezeichnet und ergibt sich aus der Bedingung

ang(ﬁa #)

0=1
L

1 1

p=fi

Die letzte Gleichung lesen wir unmittelbar aus der Spektral-Darstellung fiir das groflkanonische
Potential (2.82) ab. Daraus erkennen wir die Gleichung (2.84) fiir die mittlere Teilchenzahl im
groflkanonischen Ensemble wieder, womit zi eindeutig als das reelwertige chemische Potential iden-
tifiziert ist. Die Gleichung (3.156) ldsst sich dann nach der Sattelpunkt-Approximation als

(u—#)z}

(n—p)* +. .. } (3.158)

c+ioco N 82 B
Zn(8) = 2% exp { ~ AN [+ fgx(ﬁ,u)}}/‘ d eXp{_ 52 fc(iff’u)

—\3 ﬁN a4f(]§K(ﬁaM)
_(u—,u) Y ou*

p=p

p=p

conf 2 2800

schreiben. Der erste Exponentialterm entspricht gerade der groBkanonischen Zustandssumme divi-
diert durch die N-te Potenz der Fugazitit e®#. Die restlichen Integralterme sorgen fiir die gesuchte
Abweichung der kanonischen Zustandssumme von diesem Resultat. Des Weiteren behandeln wir
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das Integral in der Gaussschen Néherung, wonach alle Terme ab der dritten Ordnung in den Fluk-
tuationen p — i storungstheoretisch zu behandeln sind. Mit der Parametrisierung p = ¢ + A,
wobei nun ¢ = [ ist, erhalten wir ferner

—Bh 5 { BN 0[5 (B, i+ 1)) 2}
Zy(B) = e PPN ZEk( dX e A
88) = e my | |
BN 0" f&w (B, +iN)
: {1 2 N A:OXL o (Xa)} ’ (3159

wobei hier noch der Term der Ordnung A\* aus Symmetriegriinden weggelassen wurde. Nun be-
rechnen wir die ersten zwei darin vorkommenden A-Integrale explizit. Fiir den ersten ergibt sich
unter Beriicksichtigung des groflkanonischen Potentials (2.82)

Vor |1 0 1 e
)\2}: = {Ba_ﬂ;m—ﬁ)—l} . (3.160)

A=0
v}
A=0

_@ i@iiz 1 1 az; o (3.161)
88 | B o — ePBk=i) — ] B op 4 P Fei) — 1 o

Nun wollen wir die Groflen-Verhéltnisse in den beiden Entwicklungstermen fiir gentigend grofie

> N 0?f5. (3, + i)
/ d\ exp {— 52 fGK%B); )

o0

Analog dazu erhalten wir fiir den zweiten Term

4 rB - : e8] 2 rB hr ;
N OGATTE N  [™ gy yo oy { - N P IO
24 AN N - 2 ON2

Teilchenzahlen N angeben. Dabei wollen wir nicht auf die Details der Rechnung eingehen und
bemerken nur, dass sie in Analogie zu den semiklassischen Untersuchungen in den Abschnitten
2.3.2 fiir die harmonische Falle und 2.4.1 fiir den Kastenpotential durchgefiihrt werden kann. Die
daraus resultierenden Gréfien-Verhéltnisse in verschiedenen Temperaturbereichen lauten

3 (N , T>T. (N , T>T,
B ;Z ~<{ N¥  Tx~T. imKastenund ~{ N , T ~T, fiir Falle,
i
k | N2 T <T, | N2, T<T,
(3.162)
(N |, T>T. (N , T>T,
1 83 1 8/3 : 2 1
E o B 1 " ¢ N°°  TaxT, imKastenund ~ ¢ N* 6 T T, firFalle.
k | NY T <T, N* T <T.

Aus diesen Abschétzungen erkennen wir, dass die storungstheoretische Reihenentwicklung in
(3.159) nur dann sinnvoll ist, wenn die Temperatur 7" hoher als der kritische Wert T ist. Denn
nur dann dominiert der A\’ Term (3.160) gegeniiber dem A*-Term (3.161) und allen weiteren Sum-
manden. Bei Temperaturen um den kritischen Punkt ist dagegen der A\’-Term von derselben
GroBenordnung O(N~2/3) fiir den Kastenpotential und O(N~'/?) fiir die harmonische Falle wie
der nachfolgende A*-Term. Weiterhin kann man noch zeigen, dass auch der A\°>~Term von derselben
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Groflenordnung ist. Analog ist die Situation unterhalb der kritischen Temperatur, wo alle Terme
zu der Ordnung O(N~!) beitragen, unabhiingig davon, ob es sich um Falle oder Kastenpotential
handelt. Daher ist die Sattelpunkt-Approximation im Temperaturbereich um den kritischen Punkt
und unterhalb in ihrer stérungstheoretischen Form (3.159) nicht gerechtfertigt. Wie wir bereits
oben erwéhnten, ist dieser Umstand in der Literatur wohl bekannt und wurde z.B. in dem Text-
buch [86, Kapitel 11] diskutiert (siehe auch [64,88]). Die Ursache fiir diesen Sachverhalt bei der
Entwicklung der groflkanonischen Zustandssumme ist mit dem Problem der anomalen makrosko-
pischen Teilchenzahl-Fluktuationen innerhalb der groflkanonischen Ensemble-Theorie verwandt,
welches wir schon im Abschnitt 2.6 diskutierten.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die in (3.159) auftretende Reihe bereits in der fithrenden
nichttrivialen Ordnung der Sattelpunktsentwicklung resummiert werden muss. Dieses Problem ist
allerdings ungleich viel schwieriger als z.B. die Resummation im Abschnitt 2.4.1, die wir zur Be-
rechnung der Verschiebung der kritischen Temperatur im Kastenpotential angewandt haben. Diese
letzte Resummation betraf ndmlich nur die fithrende Ordnung in der Sattelpunkt-Approximation.
Nun miissten wir auch die Korrekturen dazu in allen Ordnungen durch eine &hnliche Resumma-
tion bestimmen. Dieses Vorhaben ist somit schon aus prinzipiellen Griinden nicht zu bewéltigen.
Eine wichtige Lehre kénnen wir dennoch aus den Uberlegungen dieses Abschnitts ziehen. Diese
lautet ndmlich, dass die kanonische Zustandssumme insbesondere im Bose-Einstein-kondensierten
Bereich nicht als eine triviale Abwandlung des groflkanonischen Resultats angesehen werden kann.
Weitere Indizien, die ebenfalls dafiir sprechen, werden im anschlieBenden Abschnitt angefiihrt.

3.4 Fluktuationen und Teilchenzahl-Statistik

Zum Abschluss des letzten Kapitels haben wir im Abschnitt 2.6 auf die Probleme der grofika-
nonischen Ensemble-Theorie mit den mittleren quadratischen Fluktuationen der Teilchenzahl im
Grundzustand hingewiesen. Untersuchungen der Grofle dieser Fluktuation haben zum unsinnigen
Resultat gefiihrt, dass sie proportional mit der Teilchenzahl anwachsen und somit makroskopisch
grof sind, sobald man sich unterhalb der kritischen Temperatur befindet. Dieser Umstand ist
insbesondere bei verschwindenden Temperaturen unhaltbar, da doch gerade dort keine thermi-
schen Fluktuationen zu erwarten sind. Ebenfalls im Abschnitt 2.6 haben wir auf die Arbeiten
[64,69] verwiesen, in denen ein Weg vorgezeichnet war, das Problem der unphysikalischen Fluk-
tuationen zu umgehen. In diesen Vorschlag musste die Gesamtteilchenzahl festgehalten werden,
so dass kein freier Austausch mit dem Teilchenreservoir stattfinden konnte. Die einzige Quel-
le fiir die Fluktuationen der Teilchenzahl im Grundzustand wire demnach der Austausch der
Grundzustand-Teilchen mit denjenigen in angeregten Zustédnden. Solche Fluktuationen stellten
sich aber als normal (mikroskopisch) heraus und waren fiir tiefere Temperaturen unterdriickt. Die
Forderung nach einem System mit fixierter Teilchenzahl ist in einem kanonischen Ensemble per
Konstruktion erfiillt, so dass wir hier keine anomal groflen Fluktuationen erwarten. Das Ziel die-
ses Abschnitts ist es nun, diese Erwartungen zu bestétigen. Damit soll die Diskrepanz zwischen
den kanonischen und groflkanonischen Ensemble-Theorien anhand der Fluktuationsstéarke explizit
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aufgezeigt werden. Bei Untersuchungen der vollen Teilchenzahl-Statistik im Grundzustand stellen
wir ebenfalls einen grundsétzlichen Unterschied zwischen den beiden Ensemble-Theorien fest.

Zur Berechnung quadratischer Teilchenzahl-Fluktuationen im Grundzustand benétigen wir zu-
nichst die Mittelwerte fiir die Teilchenzahl und deren Quadrat in der kanonischen Ensemble-
Theorie. Den Mittelwert der ersten Grofle kennen wir bereits aus der Gleichung (3.81), die wir
im Abschnitt 3.1.4 hergeleitet haben. Eine analoge Rechnung liasst sich auch fiir den Quadrat-
Mittelwert durchfiihren, den wir nach

Fy(B)
Zy(8)

definieren. Die Grofie FF steht dabei fiir das statistische Gewicht des Teilchenzahl-Quadrats im
Grundzustand, der in der Zyklus-Darstellung in Analogie zu (3.70) als

(N&)n = (3.163)

Z nCn Cl gC’n —Mn

Z Z (Z nm”)%? 1”m”ﬂn0nmn C (3.164)

..Cny m1=0 mpy=0

geschrieben werden kann. Fiir die weiteren Berechnungen dieser Grofle erweist sich die folgende
direkt verifizierbare Umformungsregel

N Zg 1 MMn 9 9 Zn 1 MM
(anlnmn) o R L (3.165)

als hilfreich. Damit ergibt sich fiir die Gewichtungsfunktion (3.164) die zu (3.73) dhnliche Bezie-
hung

0 0
Fy = Zy . 3.166
F = g 2] (3.166)
Alle weiteren Berechnungen konnen in Analogie zur Vorgehensweise im Abschnitt 3.1.4 gestaltet
werden und fithren zum Endergebnis fiir das Gewicht der quadratischen Teilchenzahl im Grund-
zustand

N

FJ(B) = ) (2n=1) 77 (8) Zx.(5) - (3.167)

n=1

Damit lésst sich nach (3.163) der Quadrat-Mittelwert der Grundzustand-Teilchenzahl bestimmen.

Zusammen mit dem Mittelwert aus (3.81) ergibt sich daraus die mittlere quadratische Fluktuation
im Grundzustand ((ANg)*)¥ = (NZ)¥ [<NG>J€7}2 zu

(ANe)R = > (2n-1) Z [Z Zﬁ%g)] : (3.168)

Dieser Ausdruck wird nun fiir den Speziallfall des harmonischen Potentials ausgewertet und er-
gibt die in Abb. 3.12 dargestellten durchgezogenen Kurven. In Abb. 3.12 a) werden sie zusam-
men mit den entsprechenden grofkanonischen Resultaten verglichen (gestrichelte Kurven), die wir
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Abbildung 3.12: a) Mittlere Fluktuation der Teilchenzahl im Grundzustand bezogen auf ein ein-
ziges Teilchen im harmonischen Fallenpotential. Durchgezogene Kurven sind Resultate in kanoni-
schen Ensembles aus N = 1, 2, 10 und 1000 Teilchen nach (3.168). Ergebnisse der entsprechenden
groflkanonischen Ensembles aus Abb. 2.13 a) sind durch gestrichelte Kurven dargestellt. b) Wie
in a), jedoch fiir Fluktuationen aller angeregten Teilchen.

aus Abb. 2.13 a) entnehmen kénnen. Der Unterschied ist insbesondere im Tieftemperaturbereich
auffillig. Die Resultate im kanonischen Ensemble konvergieren auch mit steigenden Teilchenzah-
len nicht gegen diejenige der groflkanonischen Ensemble-Theorie. Wahrend die groflkanonischen
Teilchenzahl-Fluktuationen, bezogen auf ein einzelnes Teilchen, unterhalb der kritischen Tempe-
ratur immer einen endlichen Wert aufweisen, werden sie im kanonischen Ensemble mit wachsender
Teilchenzahl immer stérker unterdriickt. Aber genau dieser Sachverhalt wurde von uns erwartet
oder sogar geradezu erwiinscht, wie am Ende des Abschnitts 2.6 und am Anfang dieses Abschnitts
erortert wurde. Wahrend das Verhalten im groflkanonischen Ensemble derart anomal ausgefallen
ist, schien die kanonische Ensemble-Theorie schon im Vorfeld dazu berufen zu sein, das geeignetere
Bild zu liefern. Durch Abb. 3.12 a) werden diese Erwartungen lediglich bestétigt.

Und wie sieht die Situation mit den Fluktuationen A Ng, der Teilchenzahl in angeregten Zusténden
Ngy aus? In der groflkanonischen Ensemle-Theorie hatte sich bereits herausgestellt, dass solche
Fluktuationen am Temperaturnullpunkt verschwinden und fiir alle anderen Temperaturen mit an-
steigenden Teilchenzahlen N unterdriickt sind. So ergaben sich aus der Bose-Einstein-Verteilung
z.B. im Hochtemperaturbereich konstante Werte, die mit der Teilchenzahl wie ANg, ~ N~1/2
skalierten. Um Verhéltnisse im gesamten Temperaturbereich zu verdeutlichen, sind einige der
groflkanonischen Resultate in Abb. 3.12 b) durch die gestrichelten Kurven dargestellt. Fiir ka-
nonische Ensembles ergeben sich die Fluktuationen der angeregten Teilchen hingegen aufgrund
der Beziechung N = Ng + Ng, unmittelbar nach der exakten Gleichung (ANg )% = (ANg)%.
Demnach kennen wir die Beitréige solcher Fluktuationen bereits aus (3.168) und kénnen somit die
Kurvenverldufe aus Abb. 3.12 a) direkt iibernehmen. Ein Vergleich zwischen den beiden Ensemble-
Theorien in Abb. 3.12 b) zeigt nun folgendes. Die Resultate in beiden Ensembles verschwinden im
thermodynamischen Limes gleichermaflen, wodurch man nicht von einer gravierenden Diskrepanz
sprechen kann. Dennoch fallen die Unterschiede iiberraschend deutlich aus. Wahrend die Ergebnis-
se nach der groflkanonischen Bose-Einstein-Verteilung fiir hohe Temperaturen wie bereits erwahnt
gegen die konstanten Werte tendieren, verschwinden sie nach exakten kanonischen Rechnungen in
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diesem Temperaturbereich schon fiir feste Teilchenzahlen. Weiterhin gibt es fiir kanonische Resul-
tate einen Temperaturbereich, in dem solche Fluktuationen maximal werden. In entsprechenden
groffkanonischen Bildern sind derartige Strukturen hingegen nicht auszumachen.

An dieser Stelle fassen wir nochmals die bereits gefundenen statistischen Eigenschaften des Grund-
zustandes zusammen und beschrianken uns dabei auf den Spezialfall des harmonischen Potentials.
Im Abschnitt 3.2.3 haben wir festgestellt, dass die mittlere Teilchenzahl im Grundzustand in
den beiden Ensembles, dem kanonischen und dem groflkanonischen, identisch sind. Das heifit im
thermodynamischen Limes ergaben beide Ensemble-Theorien dasselbe Bild fiir den besagten Mit-
telwert. Die zweite Kummulante der Teilchenzahl-Verteilung im Grundzustand wird durch die
mittlere Fluktuation reprisentiert, welche den Gegenstand der obigen Diskussion in diesem Ab-
schnitt war. Wie wir deutlich sehen konnten, ergaben sich diese Fluktuationen in den beiden
Ensembles als vollig verschieden. Selbst im thermodynamischen Limes bleibt die Diskrepanz be-
stehen, sobald die Temperatur ihren kritischen Wert unterschreitet und die Kondensat-Fraktion
makroskopisch wird. Und wie sieht es mit héheren Kummulanten der Teilchenzahl-Verteilung aus,
bleibt die zweite Kummulante eine Ausnahme oder zeigen alle hdheren Kummulanten eine &hnliche
Diskrepanz? Die Untersuchungen von Ziff et al. ergeben weitere Diskrepanzen im Bose-Einstein-
kondensierten Bereich [64]. An dieser Stelle wollen wir diese Uberlegungen nicht weiter ausfiihren
und widmen uns stattdessen noch kurz dem Problem der vollen Teilchenzahl-Statistik im Grund-
zustand, um zu sehen, worin sich die Unterschiede zwischen den kanonischen und groflkanonischen
Ensembles duflern.

Fiir dieses Vorhaben berechnet man die Wahrscheinlichkeiten p(K|N;3), bei einer festen Tem-
peratur (festes ) K von insgesamt N Teilchen im Grundzustand zu finden. Diese Grofle wurde
in den Arbeiten von Weiss und Wilkens [89-91] im groBkanonischen, kanonischen und mikroka-
nonischen Ensembles berechnet. Wir konzentrieren uns hier auf die kanonischen und groflkano-
nischen Berechnungen und skizzieren kurz die wichtigsten Ideen. Als Ausgangspunkt dient uns
die N-Teilchen-Zustandssumme nach der Zyklus-Darstellung in (3.67). Unsere Aufgabe besteht
nun darin, diejenigen Zyklus-Kombinationen herauszuprojezieren, in denen sich genau K Teilchen
im Grundzustand befinden. Da diese Zahl gerade der Potenz des Grundzustands-Beitrags v, ent-
spricht, ndmlich Zgzlnmn, ergibt sich fiir den Anteil der Zustandssumme, bei dem K Teilchen
im Grundzustand zu finden sind, oder kurz das K-Teilchen-Gewicht, der Ausdruck

(X nCr=N) ¢, Cn N £Cn—mn

P(K|N; ) = Z S0 Gksam, [71(6)]2””"‘"]_[nonmn’;(on_mn)! . (3.169)

CN m1=0 mN:() n=1

Das entsprechende groflkanonische Gewicht der Konfigurationen mit K Teilchen im Grundzustand
ergibt sich mit der Fugazitit z = e®* nach

Pex(K;B,2) = Y P(K|N;p) 2 (3.170)
N=0

und ist gleichzeitig die Erzeugende fiir die kanonischen Gewichte (3.169). Fiir die weiteren Berech-
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nungen verwenden wir noch die zu (3.60) analoge Umformungsregel

5 A2 K [ 1 o ”yznm"] (3.171)
K>S nmy = yery .
x ! LK ok ! =0

und erhalten fiir das Gewicht (3.170) mit Hilfe der Erzeugenden Zgk (03, z) aus (3.50)

K
Pox(K; B,2) = v (B) { L0 zZg

Kl 99F ax (B, z)} . (3.172)

v1=0

Fiir die grofkanonische Zustandssumme verwenden wir weiterhin die Form (3.76) fiir den bosoni-
schen Fall und fithren die Summation iiber den Grundzustand-Anteil explizit aus, so dass

z

28k (B,2) = % exp { > &) gn} (3.173)

gilt. Mit dieser Form ergibt sich nach (3.172)
Parc(K:6,2) = 0) # exp { 30600 b = o9 K 1= () ) 2852 - (317
n=1

Fiir die groBkanonische Wahrscheinlichkeit pox (K;8,2) = Par(K; 3, 2)/Z255 (8, 2), K Teilchen
im Grundzustand zu finden, verwenden wir nun die Beziehung v;(3) z = e°#, wobei i = u— Eq
das um die Grundzustands-Energie reduzierte chemische Potential darstellt. Damit erhalten wir
weiterhin

pax(K;B8,2) = " [1—e ] . (3.175)

Diese Wahrscheinlichkeit lédsst sich nun z.B. fiir das harmonische Potential innnerhalb eines grof3-
kanonischen Ensembles mit der mittleren Teilchenzahl N auswerten, wobei fiir diesen Fall das
chemische Potential /i aus der Teilchenzahlgleichung (2.168) zu bestimmen ist. Einige Resultate
dieser Rechnung sind in Abb. 3.13 durch gestrichelte Kurven dargestellt.

Nun benutzen wir noch die Gleichung (3.174), um damit aus (3.170) die N-Teilchen-Komponenten
herauszuprojezieren. Die Berechnungen dazu gehen in vélliger Analogie zu denjenigen im Abschnitt
3.1.3 und werden daher weggelassen. Zu bemerken ist hierfiir nur, das sich die Gewichte nach einer
weiteren Rekursionsbeziehung ergeben, welche lautet [90]

0 , K >N
P(K|N;B) = 7 (B) , K=N (3.176)
Y (B) ZR -k (B) _71K+1(5) Z8xa(B) , K<N .

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, K von insgesamt N Teilchen im Grundzustand zu finden, ergibt
sich nun daraus nach der Gleichung

P(K|N; B)

p(K‘N,ﬁ) = Zﬁ(ﬁ)

(3.177)
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Abbildung 3.13: Wahrscheinlichkeiten, K von N Teilchen im Grundzustand der harmonischen Falle
zu finden fiir kanonischen (durchgezogene Kurven) sowie grofilkanonischen (gestrichelte Kurven)
Ensembles aus N = 1000 Teilchen. a) Fiir Temperaturen ¢t = T/Téo) = 1.25 und ¢ = 1.0 oberhalb
der kritischen Temperatur. b) Fiir Temperaturen ¢ = 0.75 und ¢ = 0.5 unterhalb der kritischen
Temperatur.

Diese Grofe lédsst sich z.B. fiir das harmonische Potential mit dem Beitrag des Grundzustandes
71(B) aus (3.149) und den kanonischen Zustandssummen aus der Rekursion (3.151) auswerten.
Einige Resultate sind in Abb. 3.13) graphisch mit Hilfe der durchgezogener Kurven dargestellt.

Aus Abb. 3.13 a) sicht man schon fiir N = 1000 Teilchen eine komplette Ubereinstimmung der ka-
nonischen und grofkanonischen Teilchenzahl-Statistiken im Grundzustand oberhalb der kritischen
Temperatur. Dabei erinnern wir uns daran, dass sowohl t = T'/T, C(O) = 1.25 als auch ¢t = 1.0 fiir
N = 1000 Teilchen noch iiber dem quasikritischen Temperaturwert von etwa ¢, ~ 0.92 liegen. Hier
sehen wir noch, dass in diesem Bereich die Kurvenverldufe bei tieferen Temperaturen immer flacher
werden, d.h. immer mehr Teilchen wird es moglich, den Grundzustand zu besetzen. Daraus resul-
tiert aber auch, dass die Fluktuationen um die mittlere Grundzustand-Besetzung immer stérker
werden. Der wohl wichtigste Unterschied der beiden Statistiken besteht in diesem Temperaturbe-
reich darin, dass in groflkanonischen Ensembles im Gegensatz zu kanonischen Gesamtheiten auch
Grundzustand-Besetzungen mit Teilchenzahlen K grofler als die mittlere Gesamtteilchenzahl N
moglich sind. Das sieht man schon aus dem Vergleich der Wahrscheinlichkeit (3.175) ohne explizite
Einschrinkung der Zahl K und dem kanonischen Resultat (3.176), wonach die Wahrscheinlichkaei-
ten fiir K > N explizit verschwinden. Das ist noch kein Problem des grolkanonischen Ensembles
an sich, sondern hat lediglich zur Folge, dass die Fluktuationen in diesem Ensemble etwas grofler
ausfallen als im kanonischen. Doch diese Unterschiede schlagen selbst bei einer so kleinen Teil-
chenzahl wie N = 1000 noch kaum zu Buche und tun das bei gréfleren Teilchenzahlen umso
weniger.

Unterhalb der kritischen Temperatur dndert sich die Situation jedoch dramatisch, wie aus Abb.
3.13 b) ersichtlich. Hier setzt sich in der groSkanonischen Ensemble-Theorie der Trend fort, dass
mit sinkenden Temperaturen die Kurvenverldufe fiir Besetzungszahl-Statistiken immer flacher
und konstanter werden. Doch im kanonischen Ensemble sieht man etwas anderes. Hier bilden
sich scharf abgegrenzte Strukturen @hnlich den Gauss-Verteilungen. Diese verschieben sich mit
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fallenden Temperaturen in Richtung gréferer Besetzungszahlen K und werden immer enger und
hoher. Die Verschiebung zu groBleren K-Werten ist der Ausdruck hoherer mittleren Grundzustand-
Besetzung, die schérfer abgegrenzten Strukturen bedeuten gleichzeitig geringere Fluktuationen
(siche dazu Abb. 3.12). Am absoluten Temperaturnullpunkt ist dann weiterhin zu erwarten, dass
die Besetzungszahl-Statistik einen einzigen Peak bei K = N aufweist. Eine solche Vorstellung ist
mit der groflkanonischen Ensemble-Theorie und der Verteilung (3.175) darin offensichtlich nicht
vereinbar. Dieser Umstand stellt eine Verallgemeinerung der Beobachtung dar, dass die Fluktua-
tionen im groflkanonischen Ensemble unterhalb einer bestimmten Temperatur ebenfalls stark von
den kanonischen Werten abweichen, wie in Abb. 3.12 a) auch deutlich zu sehen ist.

Mit dieser Feststellung wollen wir noch den Anwendungsbereich der kanonischen und groflkano-
nischen Ensemble-Theorie diskutieren. Die letztere der beiden zeigt Fluktuationen der Teilchen-
zahl im Grundzustand, die gerade im interessanten Bose-Einstein-kondensierten Bereich unphy-
sikalisch anomal sind. Das hat zwar keinen Einfluss auf die mittleren Besetzungszahlen, womit
die groflkanonische Bose-Einstein-Verteilung unter Umsténden auch ihre Berechtigung hat, zu-
mal sich die Rechnungen damit recht einfach gestalten lassen. Aber die volle Besetzungszahl-
Statistik wird in der grofSkanonischen Ensemble-Theorie komplett falsch wiedergegeben. Das sieht
in der kanonischen Ensemble-Theorie schon ganz anders aus. Hier stimmen die Mittelwerte der
Grundzustand-Besetzung mit den groflkanonischen gut iiberein, aber auch die Fluktuationen sind
darin auf das physikalisch sinnvolle Mafl beschrankt. Dadurch scheint auch die scharf strukturierte
Besetzungszahl-Statistik im kondensierten Bereich glaubwiirdig zu sein. Doch wie weit gilt die-
se Feststellung fiir ein komplett abgeschloflenes System, welches in Experimenten mit in Fallen
eingeschloBenen Bose-Gasen weitestgehend vorliegt?

Ein ideal gegeniiber dem Energie- und Teilchen-Austausch abgeschloflenes System wird unmit-
telbar in der mikrokanonischen Ensemble-Theorie behandelt. In der Arbeit [90] wurde die Be-
setzungszahl-Statistik in einem mikrokanonischen Ensemble aus N = 200 Teilchen studiert und
mit dem entsprechenden Ergebnis der kanonischen Ensemble-Theorie verglichen. Dabei hatte sich
gezeigt, dass die mikrokanonischen Ergebnisse noch etwas schéirfere Strukturen aufweisen als die
kanonischen, jedoch ohne sich qualitativ stark zu unterscheiden. Der Vergleich der Teilchenzahl-
Fluktuationen im Grundzustand zeigt ebenfalls ein analoges Verhalten in beiden Ensembles, wie in
den Arbeiten [87,89,92] auch bestétigt wurde. Die quantitativen Unterschiede werden mit steigen-
der Teilchenzahl unterdriickt und verschwinden im thermodynamischen Limes, so wie die Fluktua-
tionen auch schon an sich verschwinden. Allerdings wurde in den Arbeiten [93,94] im dreidimensio-
nalen harmonischen Oszillator festgestellt, dass das Verschwinden des Unterschieds zwischen den
beiden Ensemble-Theorien und das Verschwinden der Teilchenzahl-Fluktuation gleich schnell sind.
Das bedeutet, dass letztere sich um einen nahezu konstanten Faktor unterscheiden, wie grof3 die
Teilchenzahl auch immer ist. An dieser Stelle sei dennoch angemerkt, dass dieser Umstand noch
keinen Grund darstellt, von einer Nichtdquivalenz der kanonischen und mikrokanonischen Ensem-
bles zu sprechen. Lediglich das Erreichen des thermodynamischen Limes geschieht unterschiedlich
schnell.

Erinnern wir uns an dieser Stelle noch an das grundsétzliche Problem in der groflkanonischen
Ensemble-Theorie beziiglich der Fluktuationen der Gesamtteilchenzahl. Der Grund dafiir war ein
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Abbildung 3.14: Mittlere Energiefluktuationen bezogen auf den Energiemittelwert in einer harmo-
nischen isotropen Falle fiir kanonische Ensembles aus N = 10, 100, 1000 und 10000 Teilchen.

offener Teilchenaustausch des Systems mit seiner Umgebung. Ein kanonisches System ist hinge-
gen gegeniiber solchen Austauschprozessen abgeschlofien und weist daher keine Anomalien in der
Teilchenzahl-Fluktuation auf. Wie wir aus dem oben Besprochenen sehen konnten, ist das auch
ein mit den mikrokanonischen Ergebnissen vertraglicher Befund. Und wie sieht es mit den Ener-
giefluktuationen in den kanonischen Ensembles aus? Da letzteres sich in einem offenen Energieaus-
tausch mit seiner Umgebung befindet, besteht da nicht die Moglichkeit anomaler Fluktuationen
der Gesamtenergie? Die Antwort auf diese Frage ist zum Gliick negativ, und zwar aus folgenden
Griinden. Die mittlere quadratische Energiefluktuation (AE)3%, = (E?)y — (E)% lésst sich in einem
kanonischen Ensemble aus N Bosonen mit Hilfe der Wirmekapazitit C% nach der Beziehung

(AE)% = kgT?C¥ (3.178)

darstellen. Fiir die weiteren Untersuchungen miissen wir den Bezug dieser Grofle zur mittleren
Energie finden, die wir nach der Gleichung

(E\y = kgT? a% InZ% (3.179)
mit der kanonischen Zustandssumme Z% erhalten. Des Weiteren bleibt nur noch festzustellen,
ob die spezifische relative Fluktuationsstirke AEy/(F)y anomal makroskopisch oder doch mit
der Teilchenzahl N unterdriickt ist. Letzteres ist aus allgemein verstindlichen Griinden der Fall,
denn wie wir wissen, sind sowohl Wirmekapazitiit C¥ als auch die mittlere Energie (E)y exten-
sive Gréfen, d.h. proportional zur Teilchenzahl N. Aus dieser Uberlegung folgt die Abschiitzung

AEN/{E)y ~ N~Y2 und somit das Verschwinden im thermodynamischen Limes.

Die detailierteren Angaben der relativen Stdrke der Energiefluktuationen hdngen vom Fallenpo-
tential ab. So ergeben sich z.B. im isotropen harmonischen Potential mit der kanonischen Zu-
standssumme aus (3.151) Kurvenverldufe, die in Abb. 3.14 dargestellt sind. Wie man daraus sieht,
verschwinden in der Tat die relativen Energiefluktuationen innerhalb der kanonischen Ensemble-
Theorie im thermodynamischen Limes, so wie die schon zuvor beschriebenen Teilchenzahl-Fluk-
tuationen. Das sorgt nun dafiir, dass beide Ensembles, das kanonische und das mikrokanonische,
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zueinander dquivalent sind. Aus diesem Grund konnen wir getrost auf die Untersuchungen abge-
schloflener Systeme innerhalb der mikrokanonischen Ensemble-Theorie verzichten. Damit stellen
wir abschliefend fest, dass die Beschreibungen der idealen Bose-Gase innerhalb der kanonischen
Ensembles auch fiir vollig abgeschlofene Systemen ausreichend sind und keine inneren Wider-

spiiche aufweisen.



Kapitel 4
Schwach wechselwirkende Bose-Gase

In diesem Kapitel werden wir den Einfluss einer schwachen Wechselwirkung auf die Bose-Gase
untersuchen. Unser Hauptaugenmerk richtet sich dabei auf die dabei verursachte Anderung der
kritischen Temperatur, bei der die Bose-Einstein-Kondensation einsetzt. Um die dazu notwendi-
gen theoretischen Konzepte in einem iiberschaubaren Rahmen einzufiihren, beschranken wir uns in
diesem Kapitel auf Beschreibungen der Bose-Gase in einem groflkanonischen Ensemble. Weiterhin
konzentrieren wir uns auf die Situation, in der Gasteilchen in einem geniigend flachen harmoni-
schen Fallen-Potential eingesperrt sind und sich somit innerhalb der semiklassischen Néaherung
beschreiben lassen.

Zunéchst erinnern wir nochmals daran, dass die Bose-Einstein-Kondensation ein rein quanten-
statistischer Effekt ist. Das heiffit unter anderem, dass eine Wechselwirkung dafiir nicht existen-
tiell notig ist. Es stellte vielmehr eine grofle Herausforderung an die Experimentatoren dar, die
Fiahigkeit bosonischer Systeme zur Bose-Einstein-Kondensation auszunutzen, noch bevor Wech-
selwirkungs-Effekte die Statistik zu stark verzerren oder gar dominieren. Genau deshalb wurde
ein stark verdiinntes Gas benutzt, bei dem die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Gasteil-
chen weitestgehend vernachlassigbar ist. Dennoch lassen sich Wechselwirkungen auch bei starken
Verdiinnungen nicht ganz vermeiden, zuweilen aber auch ganz gezielt als Kontrollparameter ein-
setzen. Oft kann man die dabei zu untersuchenden Systeme als ndherungsweise ideal betrachten,
und die Wechselwirkungs-Effekte als schwache Stérungen behandeln. Deshalb beschranken wir uns
hier auf Untersuchungen der fithrenden Stérungsordnung.

Das Ziel der Diskussion im Abschnitt 4.1 wird es sein, die Stérungstheorie ausgehend von der in Ka-
pitel 2 eingefiihrten Feldtheorie zu entwickeln. Solche statistischen Begriffe wie die Zustandssum-
me bzw. das groflkanonische Potential werden hierbei auf wechselwirkende Systeme ausgeweitet.
AuBlerdem kommt hier der Begriff der Selbstenergie hinzu, welcher im Rahmen der Renormie-
rungstheorie eine wichtige Rolle spielt. Die stérungstheoretische Vorgehensweise fiithrt uns zu den
so genannten Feynman-Diagrammen, welche anhand einiger weniger Feynman-Regeln aufgebaut
werden. Damit lassen sich im ersten Abschnitt dieses Kapitels Diagramme des groflkanonischen
Potentials und der Greens-Funktion, sowie der Selbstenergie erzeugen. Diese Darstellungen basie-
ren auf einem graphisch-rekursiven Verfahren und sind stark an diejenigen in den Publikationen
[44,45] angelehnt.

135
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Im Abschnitt 4.2 diskutieren wir die gingigen Wechselwirkungsmodelle. Dazu z&hlt in erster Linie
das Modell der so genannten s-Wellen-Streuung, welche die niederenergetische Pseudopotential-
Néaherung zur Kontakt-Wechselwirkung darstellt. Aulerdem wird das Modell durch eine Dipol-
Dipol-Wechselwirkung erweitert, die fiir Systeme von Teilchen mit relativ starken magnetischen
oder elektrischen Dipolmomenten relevant ist.

Im Abschnitt 4.3 wenden wir nun die vorher eingefiihrten feldtheoretischen Verfahren auf ein
kontakt- und dipolar-wechselwirkendes bosonisches System an. Das Hauptaugenmerk gilt dabei
der wechselwirkungsbedingten Verschiebung der kritischen Temperatur, welche wir in der semi-
klassischen Néherung ausrechnen. Die Untersuchungen dieses Abschnitts wurden in den kiirzlich
erschienenen Publikationen [46,47] niederlegt und werden hier in einem etwas grofieren Zusam-
menhang eingebunden.

4.1 Vielteilchentheorie mit schwacher Wechselwirkung

Die Darstellung schwach wechselwirkender Bose-Systeme im groflkanonischen Ensemble beginnen
wir in diesem Abschnitt mit einer feldtheoretischen Einfiihrung. Dabei bauen wir auf die Unter-
suchungen wechselwirkungsfreier Systeme im Abschnitt 2.1 auf. Insbesondere beziehen wir uns
dabei mehrfach auf das darin eingefiihrte Konzept der Funktionalintegration.

Unsere Untersuchungen beginnen wir im Unterabschnitt 4.1.1 mit den statistisch relevanten Be-
griffen der Zustandssumme und des groflkanonischen Potentials sowie der Greens-Funktion, die
auch als Propagator bezeichnet wird. Diese kennen wir bereits aus den Rechnungen fiir ideale
Bose-Gase. Hier werden sie auf den Fall wechselwirkender Gase im Rahmen der Stérungstheorie
verallgemeinert. Zur selbstkonsistenten Verbesserung der rein stérungstheoretischen Resultate ver-
wendet man das Konzept der Renormierung, mit deren Hilfe lediglich einige wenige physikalische
Systemparameter abgedndert werden miissen. Die zur Renormierung benotigte feldtheoretische
Grofle wird unter anderem durch die so genannte Selbstenergie geliefert, welche im Abschnitt
4.1.2 eingefiihrt wird.

Alle storungstheoretischen Beitrige zur Selbstenergie, zum Propagator oder zum groflkanonischen
Potential lassen sich in Form von Feynman-Diagrammen ausdriicken. Diese konnen mit Hilfe der
im Unterabschnitt 4.1.3 eingefiihrten Feynman-Regeln aufgebaut werden. Im anschlieSenden Un-
terabschnitt 4.1.4 werden die Diagramme der besagten Groflen inklusive ihrer relativen Gewichte
nach einem graphisch rekursiven Verfahren erzeugt.

4.1.1 Feldtheoretische Begriffe

Das Ziel dieses Unterabschnittes ist es, die im Abschnitt 2.1 eingefiihrten feldtheoretische Begriffe
fiir den Fall der Bose-Gase mit wechselwirkenden Teilchen zu verallgemeinern. Dabei beginnen wir
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mit dem gegeniiber (2.2) erweiterten Hamiltonian

2
H = /d% al(x) [—;—M A+ V(a:)} a(x) + % /d% By al (@)l (y) VI (x,y) a(y) a(x) | (4.1)
wobei V) (z, y) fiir die Wechselwirkung zwischen zwei verschiedenen Teilchen an den Orten x
und y steht. An dieser Stelle sei noch erwahnt, dass das Hamiltonian (4.1) bereits jetzt eine Nahe-
rung darstellt, in der Drei- , Vier- und alle hheren Viel-Teilchen-Wechselwirkungen weggelassen
sind. Diese Nédherung ist in den meisten géngigen Experimenten zur Bose-Einstein-Kondensation
fern der Resonanzstreuungen berechtigt, da die dabei beteiligten Gase als stark verdiinnt an-
zusehen sind. In diesen Féllen sind die simultanen Viel-Teilchen-Streuungen eher selten. Genau
genommen fithren solche Effekte haufig zu unerwiinschten Rekombinationsprozessen in Kondensa-
ten und sind schon daher so gering wie mdoglich zu halten. Zur eingehenden Diskussion dieser Frage
sei auf das Lehrbuch von Huang [85] verwiesen. Hier soll nur kurz erwdhnt werden, dass die darin
geschilderten Abschéitzungen keinen Einfluss der schwachen Viel-Teilchen-Wechselwirkungen auf
die Terme der ersten storungstheoretischen Ordnung ergeben. Da wir uns in den weiteren Darstel-
lungen tatsédchlich nur mit dieser niedrigsten Stérungsordnung beschéftigen werden, reichen die
Zwei-Korper-Prozesse somit aus.

Nun schreiten wir zur Funktionalintegral-Formulierung der Zustandssumme (2.1). Diese ergibt
sich in volliger Analogie zu der im Abschnitt 2.1 durchgefiihrten Rechnung als

Zok = ]{Dw*(wﬁ) Dijp(x, 7) e (AW WA 0) /- (4.2)

Das hierbei verwendete Funktionalintegral stellt dabei nach wie vor den Kontinuumlimes der un-
endlichdimensionalen Integration (2.31) iiber die periodischen Feldkonfigurationen dar. Die letz-
teren werden mit Hilfe der euklidischen Wirkung gewichtet, die allerdings in Anwesenheit der
Wechselwirkung eine zusammengesetzte Grofie darstellt bestehend aus dem wechselwirkungsfrei-
en Anteil

52

AO* ] = / /d3x¢ x,T) {h—T—mAJrV( ) — }¢(m,7), (4.3)

den wir bereits aus (2.33) kennen, und dem neuen Zwei-Teilchen-Wechselwirkungsterm

A6 e ) = / /d%d% [y, 72 VD (g, @) [, T (4.4)

Fiir spatere Untersuchungen empfiehlt es sich, den freien Anteil (4.3) in einer etwas verdnderten
Form als

AO* ] = / drdr’ /d?’x By *(y, ) GOy, ' 2, 7) (7 (4.5)

zu schreiben, wobei die bilokale GroBe G(®~1 den so genannten Integralkern

1

—d(y—=x) 5(7"—7){h£—h—A V(x) — } (4.6)

(O)_l ’. —=
G (y77—ﬂm’7—) - h 87_ 2M
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darstellt. Der wechselwirkende Term lasst sich ebenfalls als

. 1 [he .
A(‘“t)[wi w] = 5/ dry dry d7s d7'4/d3$1 d3132 d3$3 d3$4 V(mt)(w1>7—1§ L2, To|L3,T3; Ty, 7'4)
0

X (@1, 1) Y(@2, T2) (@3, T3) (X4, Ta) (4.7)
umschreiben mit dem Folgenden Vierertensor der Wechselwirkung;:
VO () 7 @y, To|@s, Ty, ) = O(@y—0) Sz —ay) VI (22, 225)
X 0(11—12) 0(T1—73) (11 —T4) - (4.8)

Neben der Zustandssumme (2.1) kénnen wir hier noch die Greensche Funktion (2.49) untersuchen.
Diese auch als voller Propagator bezeichnete Zwei-Punkt-Funktion ergibt sich unter Beriicksichti-
gung der Wechselwirkung in einer zu (2.59) analogen Form als

1

G(xy,T1;%2,T2) = 70
K

§ D0 (@) Dl ) (i, 1) o (s, m) AV 1)
Um die storungstheoretischen Entwicklungen der Zustandssumme (4.2) und des vollen Propagators
(4.9) zu erhalten, nehmen wir ferner an, dass der Wirkungsanteil (4.4) klein ist, d.h. A /h < 1.
Damit erhalten wir fiir die Zustandssumme

1 1 . 0) 1,y
%Kzzg{l_%m%DW@JHM®JWﬁAWWﬁM+~J€NWMM},@m)
GK

wobei der erste Term Zg) }( den wechselwirkungsfreien Beitrag (2.32) représentiert, den wir hier zur
besseren Unterscheidung von der vollen Zustandssumme (4.2) mit dem oberen Index “(0)“ verse-
hen haben. Die weiteren Terme repréasentieren stérungstheoretische Beitrége erster und hoherer
Ordnungen. Unmittelbar aus der Zustandssumme (4.2) lisst sich das groSkanonische Potential

1 1
FGK = — Bh’l ZGK = FC(JOI){_BW(mt) (411)
bestimmen. Der erste Term auf der rechten Seite -7'—((;01)< = —ang% /3 entspricht genau dem wech-

selwirkungsfreien groBkanonischen Potential aus Abschnitt 2.1.4. Die dimensionslose Grofie W ()
stellt dabei den wechselwirkenden Anteil dar, welcher im Unterabschnitt 4.1.4 noch genauer be-
stimmt wird. Es ist interessant an dieser Stelle zu bemerken, dass die storungstheoretische Ent-
wicklung des grolkanonischen Potentials einer Kumulantenentwicklung entspricht, im Gegensatz
zu der Momentenentwicklung der Zustandssumme. Nur die erste der beiden hat die angenehme
Eigenschaft, in jeder Entwicklungsordnung extensive Ausdriicke zu liefern, d.h. proportional zur
Teilchenzahl N zu sein. Damit ergeben sie auch im thermodynamischen Limes noch sinnvolle

Resultate [51, Kapitel 3].

Zur storungstheoretischen Entwicklung des vollen Propagators (4.9) brauchen wir neben der Ent-
wicklung des Funktionalintegrals noch die Entwicklung der Zustandssumme im Nenner. Bis zur
fithrenden Entwicklungsordnung lasst sich dieser als

G(ivl,Tl;iBQ,TQ) = G(O)(.’Bl,Tl;IB277'2>+... (412)
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ausschreiben. Der erste Summand stellt dabei den wechselwirkungsfreien Propagator (2.59) aus
Abschnitt 2.1.3 dar, den wir hier mit dem {iberstehenden Index “(0)“ versehen haben, um den
Unterschied zum vollen Propagator hervorzuheben. Der explizite Ausdruck fiir den Term néchster
Ordnung liesse sich zwar direkt angeben, wére aber in dieser Form noch wenig aufschlussreich.
Aus diesem Grund verweisen wir auf die storungstheoretische Entwicklung dieser Grofle im Un-
terabschnitt 4.1.4.

4.1.2 Selbstenergie

Bei einer storungstheoretischen Entwicklung, wie sie z.B. fiir die Zustandssumme (4.10) durch-
gefithrt wurde, war es von entscheidender Bedeutung, dass der Storungsterm klein ist. Dennoch
ist dies auch in unseren Rechnungen zum verdiinnten Bose-Gas nicht immer gewéhrleistet, und so
miissen die Reihen auf eine angemessene Art resummiert werden. Eine relativ einfache Methode,
mit der sich eine bestimmte Klasse von storungstheoretischen Termen zusammenfassen lasst, wird
durch die so genannte Renormierung gegeben. Deren wichtigster Bestandteil ist die Selbstener-
gie, welche den mittleren Einfluss der Wechselwirkung auf die Parameter beschreibt, die in der
wechselwirkungsfreien Theorie vorkommen, wie z.B. Masse, Frequenz und chemisches Potential.

Zur konkreten Diskussion dieser Grofle bemerken wir zunéchst die folgende wichtige Differential-
gleichung fiir den freien Propagator (2.68):

o n 1 o0 ,
- _ _ (0) . N — — * 2rm(r—r")/hB3
{157~ stV -} 6Oy ) = 5 Tl vil) Y «

m=—00

= hio(@—y) Y O(r—7'+nhB) . (413

n=—oo

Die erste Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Eigenwertgleichung (2.35). Fiir die zweite wird
die Entkopplung der Indizees k und m ausgenutzt, und es werden Vollstdndigkeits-Relationen
(2.36) und (2.39) angewendet. Weiterhin ergibt sich damit fir die Imaginérzeiten 7/, 7" € (0; hf]
die folgende Beziehung zwischen dem Integralkern (4.6) und dem freien Propagator:

L3
/ dT/dS.T GO Yz "2, 7) GOz, 13y, 7) = 6(z—y) d(7"—7') . (4.14)
0

Daraus sehen wir, dass der Integralkern zum freien Propagator reziprok im funktionalen Sinne ist,
wodurch auch seine Bezeichnung als G(O~! gerechtfertigt ist. Nun gehen wir einen Schritt weiter
und definieren den vollen Integralkern der wechselwirkenden Theorie G™! als die funktionale
Umkehrung des vollen Propagators geméfl der Gleichung

hB
/ dT/d3x G Yz, 7" x,7) Gz, T;y,7) = 6(z—y) d(7"—7') . (4.15)
0

Dieser volle Integralkern G~" spielt nun fiir Theorien mit Wechselwirkung eine &hnliche Rolle wie
der freie Integralkern G(®~! in wechselwirkungsfreien Theorien. Die Differenz zwischen den beiden

Sy, 72, 7) =GOy, 72, 7) - Gy, T2, T) (4.16)
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beschreibt den reinen Effekt der Wechselwirkung und wird nun im Folgenden als die Selbstenergie
bezeichnet.

Um die Bedeutung dieser Grofie besser zu verstehen, formen wir die Identitit (4.16) noch etwas
um. Dafiir erweitern wir sie mit dem vollen Propagator G(z1,7;y,7’) von links und dem freien
Propagator GO (x, 7; 25, 75) von rechts und integrieren die Zwischenpunkte (z,7) und (y,7’) aus.
Damit ergibt sich nach (4.14) und (4.15) fiir den vollen Propagator

G(Z177'1; Z2772) = G(O)(zl,ﬁ; 22,7'2)

k3
—|—/ deT’/dedSy Gz, m:y,7) 2y, 72, 7) GOz, 7; 25, 7). (4.17)
0

Das ist die beriihmte Dyson-Gleichung fiir die Greens-Funktionen [95]. Demnach kann die Propa-
gation (in Imagindrzeit wie in Realzeit) eines wechselwirkenden Teilchens auf zwei verschiedene
Weisen verlaufen. Bei der ersten ist es die freie Propagation ohne jegliche Wechselwirkungsprozes-
se, welche durch den ersten Summanden beschrieben ist. Bei der zweiten lauft ein Teilchen zuerst
frei, bis es an einem Zwischenpunkt in einem Wechselwirkungsprozess teilnimmt. Danach setzt es
seine Bewegung weiter fort, vielleicht vollig frei, vielleicht aber auch nur bis zum néchsten Wech-
selwirkungsvorgang. Nun wird jeder dieser einzelnen nicht trivialen Vorgidnge durch die Selbst-
energie (4.16) beschrieben. Dabei handelt es sich jedoch nicht um die Wechselwirkungsprozesse
zwischen zwei verschiedenen Teilchen, sondern lediglich um die Wechselwirkung eines einzelnen
Teilchens mit seiner Umgebung, welche durch die Prisenz des Teilchens selbst polarisiert wird.
Effektiv gesehen, wirkt das Teichen dabei mittels umgebender Felder auf sich selbst, woher auch
die Bezeichnung “Selbstenergie” abstammt. Bei einer ndheren Betrachtung der Dyson-Gleichung
(4.17) fallt ihr selbstkonsistenter Charakter auf, denn der volle Propagator tritt darin auf beiden
Seiten auf. Wiirde man also die Selbstenergie exakt kennen, so liesse sich der Propagator damit
selbstkonsistent berechnen. Das ist ein wirklich grofler Vorteil gegeniiber dem rein stérungstheo-
retischen Ausdruck, den wir direkt aus der Definitionsgleichung (4.9) gewinnen kénnen. Und auch
wenn man nur einige wenige Selbstenergie-Terme explizit angeben kann, so wird dadurch eine gan-
ze Klasse von storungstheoretischen Termen des Propagators beschrieben. Genau das geschieht
beispielsweise in der Hartree-Fock-Naherung, die wir im Abschnitt 4.1.5 noch behandeln werden.

Es lasst sich ferner noch eine weitere Interpretation der Renormierung angeben. Da die Propaga-
tion eines Teilchens unter Einfluss seiner Wechselwirkungen mit der Umgebung geschieht, &ndern
sich effektiv seine Eigenschaften. Man spricht in diesem Zusammenhang von einem “angezoge-
nen” Teilchen im Gegensatz zu einem “nackten” Teilchen, das uns in der freien Theorie begegnet.
Urspriinglich kommt die Renormierung aus der Quantenelektrodynamik (QED), wo man z.B. ein
Elektron zunéchst als ein Punktteilchen betrachtet und feststellt, dass seine Gesamtenergie damit
unendlich wire. Da jedoch ein Elektron im physikalischen Vakuum vom elektromagnetischen Feld
umgeben ist, wird eine ebenfalls unendliche Energie fiir die Polarisation des Vakuum verbraucht.
Die beiden durch Lokalitdt der QED entstandenen Unendlichkeiten kompensieren sich gegenseitig
und ergeben ein renormiertes “angezogenes” Teilchen, dessen Energie und sonstige Eigenschaften
vom real messbaren Elektron bekannt sind. Die Physik bei ultrakurzen Absténden ist uns dabei
im Detail zwar nicht bekannt, in allen renormierbaren Theorien (un nur mit solchen haben wir
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hier zu tun) spielt diese Ignoranz jedoch keine Rolle. Ubertragen auf ein Gas-Atom oder Molekiil
heifit das natiirlich nicht, dass es in einem véllig wechselwirkungsfreien Gas singulire Eigenschaf-
ten eines Punktteilchens besitzt. Diese sind bereits durch die Présenz des physikalischen Vakuums
beseitigt. In einem wechselwirkenden Gas stellt dennoch ein durch Selbstenergie-Effekte angezo-
genes Gasteilchen einen besseren Ausgangspunkt fiir weitere theoretische Untersuchungen dar als
das nackte Teilchen der freien Theorie. Interessant ist in diesem Zusammenhang auch noch zu wis-
sen, wie die einzelnen Selbstenergie-Beitrdge aussehen. Dazu werden sie im Unterabschnitt 4.1.5
in den beiden niedrigsten stérungstheoretischen Ordnungen mit Hilfe von Feynman-Diagrammen
graphisch dargestellt.

4.1.3 Einfiihrung in die Diagrammtechnik

In diesem Unterabschnitt fithren wir einige Abkiirzungen ein, die das weitere Vorgehen bei der
storungstheoretischen Entwicklung der Selbstenergie (4.16), des Propagators (4.9) sowie des grof3-
kanonischen Potentials (4.11) etwas erleichtern. Weiterhin lassen sich die storungstheoretischen
Ausdriicke vereinfachen, indem man sie in Form von Diagrammen darstellt. Die dazu notwendigen
graphischen Elemente sowie Anwendungsregeln werden ebenfalls erklart.

Wir beginnen hier mit kleinen Abédnderungen der Notation, welche die weitere Buchhaltung er-
leichtern sollen. Da wir es weiterhin nur mit einer endlichen Anzahl von kontinuierlichen Raum-
Imaginarzeit-Punkten zu tun haben werden, bietet es sich an, sie mit einem einzigen Index zu
bezeichnen. Damit ergeben sich z.B. die folgenden Abkiirzungen:

Vi =Y(xi i) /iz/ohﬁdn/d?’xi : (4.18)

Fiir den Integralkern (4.6) sowie den Vierertensor (4.8) ergibt sich damit

Gz(?)il = G(O)fl(wz‘a Tis L, Tj) ) V;%E) = V(im)(mi, Tis Lj, Tj|wka Th; 1, T1) - (4.19)
Die weiteren Groflen wie Propagatoren oder die Selbstenergie werden in volliger Analogie dazu als
G Gi; bzw. X;; bezeichnet.

1]
Die storungstheoretischen Ausdriicke aller fiir uns interessanten Gréflen werden nun mit Hilfe der
freien Propagatoren GE?) und der Wechselwirkungen VZEH,:;) dargestellt. Da es jedoch sehr schwer
ist, zwischen den verschiedenen Indexkombinationen zu unterscheiden, die auftreten konnen, zie-
hen wir die diagrammatische Darstellungstechnik zu Rate. Diese wurde in der relativistischen
Quantenfeldtheorie von Feynman etabliert, und daher werden solche graphischen Darstellungen
als Feynman-Diagramme bezeichnet. Die Vorschriften, nach denen sich solche Diagramme bilden
lassen, heiflen weiterhin Feynman-Regeln. Sie variieren stark je nach Theorie und sind auch sonst
an keine fest vorgeschriebenen Strukturen gebunden. So werden auch in unseren weiteren Darstel-
lungen der Viel-Teilchen-Theorie Regeln verwendet, die z.B. von den in [48,50] benutzten etwas
abweichen. Diese Regeln ermoglichen neben den Darstellungen der Vakuumdiagramme des gro3ka-
nonischen Potentials auch eine konsistente Konstruktion der Selbstenergie-Diagramme. Sie wurden
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zuerst in der skalaren ¢*-Theorie in [45,96] verwendet und in [44] auf die Viel-Teilchen-Theorie
verallgemeinert. Das Kernstiick bildet dabei das graphische Element der Vierer-Wechselwirkung
in Form zweier Vertizes, die miteinander durch eine geschldngelte Wechselwirkungslinie verbunden
sind:
LGty _ 2 3
_ﬁV12,34 = >M< . (4.20)
1 4
Ein weiteres Element ist der freie Propagator, der durch eine einfache gerichtete Linie dargestellt

wird:
Ggg) =1-—=2. (4.21)

Der freie Integralkern G(®)~1 aus (4.6) sowie sein wechselwirkendes Gegenstiick G™' erhalten keine
eigenen graphischen Bezeichnungen, aber dafiir die Selbstenergie 315 = G@‘l— G, in Form eines
Doppelkreises mit zwei offenen Stummeln

212 = 1<©¢2 . (422)

Auch der volle Propagator bekommt seine Bezeichnung, die in Analogie zum freien Propagator
(4.21) eine gerichtete Linie darstellt, diesmal jedoch eine doppelte:

G12 = l=—=—=2 . (423)

Die graphischen Elemente (4.20)—(4.23) lassen sich auf verschiedene Weise kombinieren, wichtig
ist dabei nur, dass die Linien an die Stummeln zu verbinden sind, nicht aber an die anderen
Linien. So werden z.B. die Vierer-Wechselwirkung und der freie Propagator durch die folgende
Anklebevorschrift aneinander geheftet:

2 3 2 3

1 in 0 _
-5 [vimeR = P (4.24)

Auch mit der Selbstenergie lisst sich eine einfache Linie (4.21) verbinden, wie im iibrigen auch
die Doppellinie (4.23):

1 4 4——5 1

/G12 223 = 1='=©¢3 R /212 Gg;’) = 1‘©_<73 . (425)
2 2

Eine weitere wichtige graphische Operation ist die Linienamputation, die zur Illustration der
Funktionalableitung 6 /6G(®) dienen soll. Dazu stellen wir zuniichst die folgende Identitt fest:

LT pa—

o = s = nde (420

welche die Funktionalableitungs-Vorschrift widerspiegelt. Die Deltas 6;; = 0(x; — ;) (7, —75)
stellen dabei lediglich die Indexvertauschungs-Operatoren dar, denn es gilt [, 013 Ggg) = Gg%) bzw.
f 5 015 V234 = Vig34. Wendet man also die Operation ¢ / (5G§3) auf eine Linie Gg%) an, so wird sie nach

(4.26) geloscht (amputiert) und anschlieend werden die Indizes (1,2) gegen (3,4) ausgetauscht.
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Bei einigen Rechnungen kann auch die Funktionalableitung nach dem Integralkern §/6G(©~! vor-
kommen. Diese lisst sich jedoch auf die bereits bekannte Funktionalableitung 6 /§G®) zuriickfiihren.
Dazu bendtigen wir erstens die Kettenregel der Funktionalableitungen

5 5(;3‘1 S
5GO-1 / 5GO-1 560 - (4.27)
12 34 12 34

Zweitens stehen uns die Funktionalumkehrungen (4.14) und (4.15) zur Verfiigung, die wir mit
(4.18), (4.19) und den dazu analogen Abkiirzungen als

/ OGO — 5, / G Gy = o1 (4.28)

schreiben. Mit der Funktionalableitungs-Vorschrift 6(d2) /5G§91)_1 = 0 ergibt sich nun aus der
ersten Gleichung (4.28) 5G§3’/5G§?‘1 = —Gg)Ggy und nach (4.27) somit auch

J / 00 9
S e e . 4.29
56! a6 (4-25)

Manchmal kommt die Linienamputation zusammen mit anschlieBendem Anheften einer Linie an
beide hinterbliebenen Stummel vor, also als

. 5
L = / Gl _~_ 4.30
1 12 5G§g) ( )

Diese Operation entspricht dem Linienzéhl-Operator. Eine einzelne Linie lédsst er ndmlich un-
beriihrt, denn wegen (4.26) gilt

PeW = [ 0% _ o 4.31
34 = 1 12 m - 34 ( : )

12

Bei einem Graphen mit N Linien wirkt der Operator L auf jede Linie genau einmal und belésst
diese entsprechend der Gleichung (4.31) in ihrem urspriinglichen Zustand. Da dies aber N mal
angewandt wird, wird der urspriingliche Graph N-fach kopiert und es gilt

L (Graph mit N Linien) = N x (Graph mit N Linien) . (4.32)

Mit anderen Worten zéhlt der Operator L in der Tat die Linien eines Graphen.

4.1.4 Rekursion fiir Selbstenergie

In diesem Abschnitt werden wir die Feynman-Diagramme der Selbstenergie, des Propagators sowie
des groflkanonischen Potentials bestimmen. Dafiir benutzen wir die Schwinger-Dyson-Gleichung
[97] der Vielteilchen-Theorie, die wir aus allgemeingiiltigen Uberlegungen herleiten werden. Diese
Gleichung hat die Form einer Selbstkonsistenz-Gleichung und ergibt zusammen mit der Dyson-
Gleichung fiir die Greens-Funktion (4.17) ein geschloBenes Gleichungs-System, aus dem sich alle
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Feynman-Diagramme der Selbstenergie mit den dazugehorigen Gewichten rekursiv bestimmen
lassen. Die Feynman-Graphen der Greens-Funktion (des Propagators) ergeben sich dabei als Ne-
benprodukt. Dieser Abschnitt wird anschlieBend durch Erzeugung der so genannten Vakuum-
Diagramme des groflkanonischen Potentials komplettiert. Sie lassen sich aus den Graphen der
Selbstenergie und des Propagators zusammensetzen und erfordern auf diese Weise keine eigenstéandi-
ge Rekursionsgleichung.

Zur Vorbereitung weiterer Rechnungen dieses Abschnitts beginnen wir mit der Wirkung der Viel-
teilchen-Theorie. Sie setzt sich additiv aus dem wechselwirkungsfreien Anteil (4.5) und dem Anteil
der Wechselwirkung (4.7) zusammen und ist mit den Abkiirzungen (4.18) und (4.19) als

— 1 (int
A", 9] =h / G Wi + 3 / Vi vieauivs (4.33)

zu schreiben. Als Ausgangspunkt aller weiteren Uberlegungen dient uns die folgende Integro-
Differentialgleichung:

« Al l/n | _
7{2% S {w } =0, (4.34)

die wir aus dem schnellen Verschwinden der Exponentialfunktion im Unendlichen folgern kénnen.
Nach der expliziten Ausfithrung der darin vorkommenden Funktionalableitung erhalten wir mit
der Wirkung (4.33) die so genannte Schwinger-Dyson-Gleichung

%DZ/J*'DZ/J {512 - /G(O) lwsdfé“ - %/345 1(21,n4t5 %%%%} vryl/m =0 . (4-35>

Der erste Summand stellt dabei die Zustandssumme (4.2) multipliziert mit der Delta-Funktion
dar, also Zggdq2. Der zweite Summand steht fiir die Verbindung des freien Integralkerns mit dem
vollen Propagator (4.9) entsprechend der Gleichung Zgx [, Gg%)_ngg. Es bleibt also nur zu kldren,
was der letzte Summand in (4.35) bedeutet.

Zur Kldarung dieser Frage berechnen wir zuerst die Funktionalableitung der Zustandssumme (4.2)
nach dem freien Integralkern und erhalten

0ZaK

o =~ DU DY A — 2 G (4.36)
0Gy,

wobei wir uns bei der letzten Gleichung noch an die Definition des vollen Propagators in (4.9)
erinnerten. Weiterhin wenden wir die Funktionalableitung nach dem freien Integralkern auf diesen
Propagator und erhalten

0G 34
sGO!

G Gy — 75 Dy D by e AW A (4.37)

Der letzte Term hier hat schon die Form, die im letzten Summanden von der Schwinger-Dyson-
Gleichung (4.35) erforderlich ist. Doch dazu formen wir die Funktionalableitung auf der linken
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Seite in (4.37) noch etwas um. Durch die zweite Beziehung (4.28) lésst sich der volle Propagator
identisch erweitern mit dem Ergebnis

0G G} o
(Oi)))il = —/ G35 % G = — G32 G14 +/ G35 (0?6 G64 . (438)
6G21 6G21 G21

Im letzten Schritt haben wir noch die Definition der Selbstenergie (4.16) verwendet. Zusammen
mit (4.37) ergibt sich damit fiir den Mittelwert des Viererprodukts der Felder

)
%Diﬁ Dy hyiipay e AV = Gy Gy + G Gy —/ Gss G(0§61 Ges - (4.39)

Ubrigens entspricht diese Beziehung der verallgemeinerten Wick-Regel der Viererfeld-Mittelwerte
[98]. Diese wurde fiir wechselwirkungsfreie Mittelwerte aufgestellt und ergab lediglich die Summe
der beiden verschiedenen Produkte von freien Propagatoren. Fiir den Mittelwert der wechsel-
wirkenden Theorie musste diese Regel offensichtlich um den Ableitungsterm der Selbstenergie
erweitert werden.

Nach diesen Vorbemerkungen sind wir nun in der Lage, die Schwinger-Dyson-Gleichung (4.35) auf

die Form
5 0)-1 1 (int) 1 (int)
12— [ Giz Gaa— = | Vizys GoGsy — = | Vizy5 G3uGso
3 h Jsas h Jsas
1 / (int) 5267
F— [ VI Gy = Gy =0 (4.40)
R Jaaser P 5G5105) !

zu bringen. Erinnern wir uns noch an die Definition der Selbstenergie (4.16) und die Darstellung
der Delta-Funktion in (4.28), so erhalten wir nach Erweiterung mit [, Gy

441
e (4.41)

1 - | . 1 in
Yy = — _/ ‘/1(2732 G — _/ 1/1(432 Gy — —/ V16 7t8 G G37Ggy ——
h Js4 h Jay h Jaase7s

Fiir den letzten Summanden verwendeten wir noch die Umformung (4.29). Die Gleichung (4.41)

reprasentiert nun die Bestimmungsgleichung fiir die Selbstenergie und kann auch graphisch mit
Hilfe der Elemente (4.21)—(4.23) und der Anklebevorschrift (4.24) als

B 5 55«@«2
1 ~O-2 _19 + N, \g e (4.42)

dargestellt werden.

Zur Auswertung der Gleichung (4.41) bzw. (4.42) fehlt uns noch die explizite Kenntnis des darin
vorkommenden vollen Propagators G. Dieser kann aber wiederum aus der Selbstenergie nach der
Dyson-Gleichung (4.17) bestimmt werden. Letztere ldsst sich in der abgekiirzten Schreibweise als

G12 - Ggg) + G13 234 Gflg) (443)

34
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hinschreiben. Mit den graphischen Elementen (4.21)-(4.23) und Anklebevorschriften (4.25) lautet
die dazugehorige diagrammatische Darstellung

l=——2 = 12 + 1==0OQ—=2 . (4.44)

Diese Identitét stellt nun zusammen mit der Bestimmungsgleichung fiir die Selbstenergie (4.42) ein
selbstkonsistentes Gleichungs-System zur Erzeugung von Feynman-Diagrammen der Selbstenergie
und des wechselwirkenden Propagators dar.

Dieses Gleichungs-System werten wir nun rekursiv Ordnung fiir Ordnung aus. Dazu bemerken wir
zuerst, dass die Diagramme der Selbstenergie nach (4.42) mindestens eine Wechselwirkungslinie
besitzen. Daher hat der volle Propagator nach (4.44) einen einzigen wechselwirkungsfreien Beitrag,
nédmlich den freien Propagator. Das schreiben wir in der Form

l=——2 = 1——2 4+ ...

, (4.45)

was der Gleichung (4.12) entspricht. Hier nutzen wir diesen Umstand weiterhin aus, um die Dia-
gramme der Selbstenergie in der niedrigsten storungstheoretischen Ordnung zu erzeugen. Dazu
bemerken wir noch, dass der letzte Term in (4.41) mindestens ab der zweiten Ordnung beitrigt
und fiir das Resultat

1-O-2 = 192—0— L, T (4.46)

noch keine Rolle spielt. Die beiden Beitréige der niedrigsten Ordnung in (4.46) werden als das di-
rekte und das Austausch-Diagramm bezeichnet. Nach Einsetzen dieses Resultats in (4.44) erhalten
wir zusammen mit (4.45) fiir den Propagator

l——2 = 1——2 —1—122—1—1 N, T (4.47)

Zur weiteren Auswertung der Selbstenergie nach (4.42) bemerken wir noch, dass die Ableitung
nach einer einfachen Linie im letzten Term entsprechend der Amputationsregel (4.26) erfolgt mit
dem Resultat

55;922 I >w< o (4.48)

An dieser Stelle ist noch zu bemerken, dass dle beiden dufleren Enden der Selbstenergie-Diagramme
durch die Linienamputation unberiihrt bleiben, weil es keine Linien, sondern nur Stummel sind.
Die weitere Berechnung nach (4.42) ist unmittelbar ersichtlich und ergibt die Selbsteneregie bis
einschlieBlich der zweiter Ordnung zu

1*@*2192+1<®¢2+§+@+‘2‘
1 2 1 2 1 2
NN R 1
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Fiir den vollen Propagator ergibt sich damit aus der Dyson-Gleichung (4.44) bis einschliellich der
zweiten storungstheoretischen Ordnung

e S e 0 R
U = TR o IR
+% o D A e e (450)
1 2 1 2 1 2 1 2

Interessant ist an dieser Stelle noch zu bemerken, dass die Selbstenergie (4.49) offensichtlich ge-
nau diejenigen Beitridge des Propagators (4.50) enthélt, die Ein-Teilchen-irreduzibel sind. Das
sind namlich in der Tat nur diejenigen Diagramme, die nach einer beliebigen Amputation einer
inneren gerichteten Linie immer noch zusammenhéngend bleiben, und das sind in (4.50) alle bis
auf die vier Diagramme der untersten Zeile. Aus diesem Grund wird die Selbstenergie in der
Literatur manchmal auch als die Ein-Teilchen-irreduzible Zwei-Punkt-Funktion bezeichnet (z.B.
in Ref. [50,99]). Dennoch kann man nicht sagen, dass die Selbstenergie aus einer Teilmenge der
Propagator-Diagrammen besteht, weil sich ihre diagrammatische Strukturen in einem Punkt stark
unterscheiden. Die &ufleren Enden der Selbstenergie-Diagrammen werden durch Stummel représen-
tiert, wahrend es bei den Diagrammen des vollen Propagators ganze gerichtete Linien sind, die
an den Stummel dranhéingen. In unseren Diagrammen wurde dieser Umstand graphisch durch die
etwas ldngeren dufleren Enden hervorgehoben.

Nach erfolgreicher Erzeugung der Diagramme der Selbstenergie und des Propagators sind wir nun
auch in der Lage, die Graphen des wechselwirkenden Anteils des groBkanonischen Potentials, die so
genannten Vakuum-Diagramme, zu konstruieren. Wie sich in Kiirze herausstellen wird, brauchen
dafiir die Diagramme aus (4.49) und (4.50) nur in einer geeigneter Weise verbunden zu werden.
Diese Vorgehensweise stellt im gewissen Sinne eine Umkehrung der Darstellung in Ref. [100] dar.
Darin wurden die Vakuum-Diagramme rekursiv aus einer selbstkonsistenten Gleichung erzeugt
(sieche dazu auch Ref. [44]), und die Graphen der Selbstenergie entstanden daraus mit Hilfe der
Linienamputation.

Als Ausgangspunkt der weiteren Ausfithrungen gilt uns hier die Feststellung

0FcaK 1
PR R 4o

die nach Definition (4.11) direkt aus (4.36) folgt. Eine entsprechende Beziehung besteht auch
zwischen den wechselwirkungsfreien Groflen: 5]—"&){ / 5G§%)71 = G;?) /3. Somit erhalten wir fiir den
wechselwirkenden Anteil des grofkanonischen Potentials W) aus (4.11) die folgende Identitiit:

6W(int)

12
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Sie lasst sich noch umformen, indem wir die Ableitungsvorschrift (4.29) fiir die linke Seite und die
Dyson-Gleichung (4.43) fiir die rechte Seite verwenden. Damit erhalten wir

5W
G24 (5G = /G24 Y3 G 31 . (4.53)

34

Erweitern wir diese Gleichung noch mit [, GO

(4.28) das folgende Ergebnis:

, so ergibt sich nach der ersten Gleichung aus

Lt — / G2 3o (4.54)
12

wobei wir uns noch an den Linienzéhloperator (4.30) erinnerten. Diese Gleichung lédsst sich mit
den Elementen (4.22) und (4.23) weiterhin graphisch als

pw = (O (4.55)

darstellen.

Mit der Gleichung (4.55) steht uns nun die Bestimmungsgleichung fiir den wechselwirkenden Anteil
des groflkanonische Potentials zur Verfiigung, mit deren Hilfe wir die dazugehorigen Vakuum-
Diagramme erhalten. Dazu verwenden wir die Ergebnisse fiir die Selbstenergie und die Paar-
Korrelationsfunktion (4.49), (4.50) und beachten die Vorschriften (4.24) und (4.32). So ergibt sich
bis zur zweiten Ordnung in der Wechselwirkung

W = 2 e b g 3y OO+ O D
+%®+ ®+i®+.... (4.56)

Wie man aus den Resultaten (4.49), (4.50) erkennt, haben alle Diagramme der Selbstenergie und

[\
N | —

A~ =

der Greens-Funktion Multiplizitit eins. Bei den Vakuum-Diagrammen aus (4.56) ist dies allerdings
nicht mehr der Fall. Die Multiplizitdten hier lassen sich jedoch mit Symmetrie-Eigenschaften der
Diagramme erkldren, wie in Ref. [44] erlautert wird.

Interessanterweise besitzen die hier présentierten Diagramme eine verbliiffende Ahnlichkeit mit
denjenigen aus der Quantenelektrodynamik (QED) [100]. Jedoch wechseln die Vorzeichen der
Diagramme dort je nach Anzahl der geschlofienen Teilchenschleifen, was auf das fermionische
Charakter der beteiligten Elektronen zuriickzufiihren ist (siehe entsprechende Diagramme fir die
fermionische Vielteilchentheorie in [44]). Das ist auch kein Zufall, denn die zugrunde liegenden
Theorien haben formal auch groBe Ahnlichkeiten. Lediglich die Interpritation einzelner Terme ist
etwas verschieden. So werden in der QED alle Wechselwirkungen durch Photonen vermittelt, die
man z.B. durch gewellte Linien darstellt. Auch in der hier diskutierten Vielteilchentheorie stehen
die gewellten Linien fiir die Wechselwirkungen. Der prinzipielle Unterschied besteht nun darin,
dass die Wechselwirkungen hier instantan per Fernwirkung ablaufen, was den nichtrelativistischen
Charakter der Vielteilchen-Theorie verdeutlicht.
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4.1.5 Molekularfeld-Niherung

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Folgen der Selbstenergie-Renormierung, die wir bereits
im Unterabschnitt 4.1.2 angekiindigt haben. Dabei verwenden wir zuerst die Hartree-Fock-Nihe-
rung fiir die Selbstenergie und beriicksichtigen den Einfluss der Wechselwirkung im Mittel. Diese
Vorgehensweise entspricht der Hartree-Fock-Molekularfeld-Ndaherung, deren iibliche Darstellung
mit Hilfe von Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren z. B. in Ref. [65,101] zu finden ist. Die
volle Wirkung im wechselwirkenden Problem (4.33) reduziert sich dadurch auf die so genannte
effektive Wirkung, die nur quadratische Feldvariablen enthélt. Die gesamte Theorie wird in dieser
Néherung effektiv Gauss-artig.

Wir beginnen hier mit der Hartree-Fock-Naherung fiir die Selbstenergie. Sie basiert auf der selbst-
konsistenten Gleichung (4.41) bzw. (4.42), die wir bei den ersten zwei Termen abbrechen, d.h. wir
vernachldssigen den letzten Ableitungsterm, der von der hoheren Wechselwirkungsordnung ist,
und betrachten die Grofie
1 in 1 in
211{2F = Q T LN, T T _/ Vl(z,;zi Gy — _/ ‘/1(4,32 Gus . (4-57)
1 2 1 2 h 34 h 34

Der erste direkte Term ist dabei der Hartree-Beitrag zur Selbstenergie und der zweite Austausch-
Term ist der entsprechende Fock-Beitrag. Der Fehler, den wir durch die Beschrinkung auf diese
beide Terme in Kauf nehmen, ist mindestens von der zweiten Ordnung der Storungstheorie, wie

S — SHF — 1@2 n 1@.2 v (4.58)

sieht. Die Diagramme der vollen Selbstenergie entnahmen wir dabei aus (4.49) und gewannen

man aus

diejenigen der Hartree-Fock-Naherung (4.57) durch Einsetzen der beiden niedrigsten Ordnungen
von (4.50) anstelle des vollen Propagators. Vergleicht man (4.58) mit (4.49), so erkennt man
weiterhin, dass bis zu dieser Ordnung nur die letzten beiden Diagramme der vollen Selbstenergie
im Hartree-Fock genédherten Ausdruck fehlen. Dabei ist eine ganze Klasse von Diagrammen darin
bereits absorbiert, wie am Beispiel der ersten sechs Diagramme aus (4.49) zu sehen ist.

Ahnlich wird auch das groBkanonische Potential in dieser Niherung motiviert. Dazu setzt man die
Selbstenergie (4.57) in (4.55) ein, verwendet den Operator L aus (4.30) niherungsweise als den
Zahloperator der vollen Linien und vernachléssigt alle hoheren Korrekturterme. Diese genédherte
Grofe ist

WHE = %Q@ + % @ = - % 1234(5r'21 Vl(;gfi G — % 1234G23 ‘G(zlnsti Gu . (4.59)
Auch hier heifit der erste Term das direkte oder Hartree-Vakuum-Diagramm und der zweite das
Austausch- oder Fock-Vakuum-Diagramm. Der Fehler dieser Nédherung ist ebenfalls von minde-
stens zweiter storungstheoretischer Ordnung. Allerdings repréasentieren die beiden Terme nicht die
niedrigste Ordnung des grolkanonischen Potentials, sondern erst die fithrenden Korrekturen zum
f((;KO)—Term. Daher kann man hier auch nicht von einer Absorption bestimmter Diagrammen-
Klassen in Hartree- und Fock-Termen sprechen, wie es bei den Selbstenergie-Diagrammen noch
der Fall war.
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Nun wollen wir sehen, welche Konsequenzen die Hartree-Fock-Néaherung auf die Theorie hat. Dazu
erweitern wir die Wirkung (4.33) mit der Hartree-Fock-Selbstenergie (4.57) additiv und erhalten

Ao = |

12

- * 1 in * *
[G97-S Juive + 5 [ VR wivasiun
1234

1 in * 1 in *
~ 7 / Vl(z,:;?; Gas Yips — - / V1(4:2 Gz Y1s . (4.60)
1 1

234 234

Die zu V1(2m3ti gehorenden Paar- und Vierer-Felder ersetzen wir nun durch ihre Mittelwerte. Fiir
die ersten der beiden ergeben sich dabei nach (4.36) die vollen Propagatoren (¢j1¢) = Ga;. Fir
die Vierer-Feld-Mittelwerte erinnern wir uns noch an die Beziehung (4.39) und stellen n&herungs-
weise die Beziehung (¥]190514) ~ Ga1Gas + Go3Gyy fest, fiir die wir den letzten Ableitungsterm

hoherer Wechselwirkungsordnung in (4.39) vernachlissigten. In dieser Mittelwert-Naherung, auch
Molekularfeld-Naherung genannt, ergibt sich nun die Wirkung (4.60) zu

_ % 1 in 1 in
[G&%) - E?QF] iy — ﬁ/ ‘/1(27?2 G;3Go — ﬁ/ V1(2,32 G Gas .(4.61)
1234 1234

A ~ [

12
Die beiden letzten Terme stellen gerade das groflkanonische Potential in der Hartree-Fock-Néhe-
rung (4.59) dar. Der Ausdruck in den eckigen Klammern représentiert dabei entsprechend der
Beziehung (4.16) den vollen Integralkern der Hartree-Fock-genéherten Theorie

G-t = gl xiF (4.62)

Damit lédsst sich (4.61) auch als
Al /b ~ AT, ¢l /b + WHE (4.63)

mit der Hartree-Fock-Wirkung
ATl = [ G, (1.6

schreiben. Diese effektive Wirkung der Hartree-Fock-Molekularfeld-Néherung besitzt nun die an-
genehme Eigenschaft, quadratisch in den Feldvariablen zu sein, und fiihrt somit zu einer effektiv
wechselwirkungsfreien Gaussschen Theorie. Lediglich das Energiespektrum oder solche Parameter
der Theorie wie das chemische Potential dndern sich dabei unter dem Einfluss der Selbstenergie.

Die N#herung (4.63) kann alternativ auch mit Hilfe der so genannten Hubbard-Stratonovich-
Transformation [102,103] in der niedrigsten Sattelpunkts-Néherung erhalten werden, wie es z.B.
in Ref. [104] oder im Textbuch [48] geschildert wurde. In der letzteren Darstellung wurde al-
lerdings noch darauf hingewiesen, dass die Hartree- und Fock-Anteile im Prinzip in beliebigen
Proportionen auftreten diirfen. Ferner gibt es noch einen dritten Kandidaten, das Viererfeld in
Feldpaar-Mittelwerte zu zerlegen. Dabei treten Paar-Erzeugungen bzw. -Vernichtungen in den so
genannten anomalen oder Quasi-Mittelwerten (1;15) bzw. (1;10;) auf. Sie sind Konsequenzen der
Bogoliubovschen Feldzerlegungen ¢ = (1) 4+ 6% in den dominierenden Hintergrundanteil (1)) und
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den kleinen Fluktuationsanteil ¢ [70]. Die auf dieser Zerlegung basierende Molekularfeld-Néhe-
rung liefert fiir schwache Wechselwirkungen insbesondere bei einer verschwindenden Temperatur
akkurate Mittelwerte thermodynamischer Groflen. Fiir hohere Temperaturen kann der Fluktuati-
onsanteil nicht mehr als klein behandelt werden und so muss die Bogoliubov-Néherung erweitert
werden. So ergibt sie beispielsweise in Verbindung mit der Hartree-Fock-Néaherung die so genannte
Hartree-Fock-Bogoliubov-Approximation, die aber bekanntermafien im thermodynamischen Limes
kein liickenloses Spektrum besitzt [105]. Damit kollidiert sie mit der allgemeingiiltigen Forderung
des Hugenholz-Pines Theorems [106]. Speziell bei nicht zu niedrigen Temperaturen um den kriti-
schen Punkt sind jedoch die Hintergrund-Anteile (¢)) bzw. (1*) und somit auch die zusétzlichen
Bogoliubov-Terme zu vernachléssigen.

Wie gehen wir in unseren spéteren Berechnungen konkret vor und welche Rolle spielt dabei die
Selbstenergie-Resummation? Die exakte groflkanonische Zustandssumme Zgg oder das Potenti-
al Foi, von denen wir in der obigen Diskussion ausgegangen sind, liegen uns dabei natiirlich
nicht vor. Stattdessen miissen wir auf ihre storungstheoretischen Ausdriicke zuriickgreifen. In der
fithrenden storungstheoretischen Ordnung erhalten wir aus (4.11) mit dem direkten und dem
Austausch-Term des grofikanonischen Potentials aus (4.56) den folgenden Ausdruck:

Fox = Fop + Fan + Fap+ ...

1 0 1 int) ~(0) ~(0 1 int) ~(0) ~(0
= - 3 In Zé‘l)( + 23 1234‘/1(2,341 GiS)Ggl) + 23 1234‘/1(2,341 Gz(u)Gg?,) +... . (4.65)
Um zu sehen, wie der erste Logarithmus-Term durch die Selbstenergie-Resummation beeinflusst
wird, formen wir die freie Zustandssumme identisch um und erhalten mit dem Hartree-Fock-

Integralkern (4.62) und der effektiv freien Wirkung (4.64)

Zg)])( _ %,Dw* Dl/J e—AHFW*’ﬂJ]/h exp {_/ 211{2]? w;q/@} ' (466)
12

Nach Taylor-Entwicklung der Exponential-Funktion ergibt sich daraus mit der expliziten Form
der Selbstenergie (4.57)

* 1 in * 1 in *
Zg)f)( ~ fp¢* Dw e—AHF[¢ ﬂﬂ/h {1 + ﬁ/ ‘/1(2732 G43 ¢1¢2 + ﬁ / ‘/1(4’;% G43 wle} 5 (467)
1 1

234 234
was wir auch als
1 in 1 in
Z5 ~ Z" {1 + = / ‘/1(2,?2 G G + / ‘/1(433 Gu3 G?f} (4.68)
hi J1234 v J1934

schreiben konnen. Mit Zg}F{(o) meinen wir dabei das mit Hilfe der Hartrtee-Fock-Wirkung gewich-

tete Funktionalintegral, welches im ersten Summanden in (4.67) vorkommt. Der Ausdruck G5}
stellt den dazu entsprechenden Feldpaar-Mittelwert dar, den effektiv freien Propagator in Hartree-
Fock-Néherung. Setzt man nun das Resultat (4.68) in (4.65) ein, so erhélt man das bis zur ersten
Ordnung giiltige groflkanonische Potential

1

1 in in
Vo GuGoy — =—— | VS GuGay+... . (4.69)

1 HF(0)
Fox = — = InZMO _
oK B 2003 Ji934 218 J1234

B
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Dabei ersetzten wir noch alle freien und effektiv freien Hartree-Fock-Propagatoren durch die vollen
Propagatoren nach den Naherungsvorschriften Ggi) =Gy +... bzw. G5 = G +. .., was bis zur
ersten Ordnung der Storungstheorie legitim war. Das Ergebnis (4.69) entspricht nun genau demje-
nigen, welches wir aus der Hartree-Fock-Molekularfeld-Ndherung mit der Wirkung (4.63) erhalten
wiirden. Interessant zu bemerken ist dabei noch, dass die beiden V(")-Terme in (4.69) denjenigen
aus dem urspriinglichen Potential (4.65) entsprechen, aber mit dem umgekehrten Vorzeichen vor-
kommen. Die Ersetzung der freien Parameter der Theorie durch die renormierten Grofien liefert

aber diesen Vorzeichenwechsel automatisch mit.

4.2 Modell der Wechselwirkung

Das Hauptaugenmerk der Untersuchungen dieses Kapitels gilt dem Einfluss einer schwachen Wech-
selwirkungen auf das Bose-Gas. Doch welche Wechselwirkungen meinen wir und wie sehen diese
aus? Genau dieser Fragestellung widmen wir uns in der anschlieSenden Diskussion dieses Ab-
schnitts.

4.2.1 Kontakt-Wechselwirkung

Die wichtigste Wechselwirkung zwischen den einzelnen Atomen bzw. Molekiilen in einem stark
verdiinnten neutralen Bose-Gas ist die so genannte Kontakt-Wechselwirkung. Dabei handelt es
sich um eine effektive Beschreibung der mikroskopischen Prozesse, die uns aus der Welt makro-
skopischer Stoffteilnehmer vertraut ist. Man denke dabei z.B. nur an die aneinander stoflenden
Billardkugeln. Doch die Welt der mikroskopischen Gasteilchen wird von den Coulomb-Kraften
regiert. Obwohl die einzelnen Atome oder Molekiile insgesamt neutral sind, bestehen sie aus den
geladenen Kernen und den Elektronen, welche inhomogen im Raum verteilt sind und sich z.B.
in den Van-der-Waals-Kréften zeigen. Das Wechselwirkungspotential ist im allgemeinen kompli-
ziert, z.B. Lennard-Jones-artig, kann jedoch fiir verdiinnte Gase im Tieftemperaturbereich stark
vereinfacht werden. So erstreckt sich ein Atom bei Temperaturen unterhalb des kritischen Wertes
effektiv {iber die thermische de Broglie-Wellenlénge

9 o\ 1/2
A = (%h 5) (4.70)

M

aus (2.93) von typischerweise A > 1000 ~ 10000 ag, wobei ap den Bohrschen Radius darstellt. Die
effektive Reichweite der Wechselwirkung liegt demgegeniiber in den meisten Experimenten in etwa
bei ayq ~ 100 ap. Bei diesen Groflenordnungen werden die Details des Wechselwirkungspotentials
ausgeschmiert, so dass die Wechselwirkung mit einer ausreichenden Genauigkeit allein durch ihre
Reichweite zu charakterisieren ist [107,108]. Weiterhin ersetzen wir daher die kurzreichweitige
Wechselwirkung zwischen zwei Atomen durch die effektive Kontakt-Wechselwirkung zweier Kugeln
des Radius ag.

Das Problem der Streuung harter Kugeln ist aus rechnerischer Sicht nicht unproblematisch,
weil dadurch das Volumen, das einem Teilchen zur Verfiigung steht, explizit einzuschrinken ist.
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Doch fiir dieses Problem kann mit Hilfe der Pseudopotential-Methode von Fermi Abhilfe ge-
schaffen werden [85,109,110]. Damit kann ein Hartkugel-Potential ndherungsweise durch eine Rei-
he lokaler Pseudopotentiale ersetzt werden. Die Idee dahinter fithren wir des Weiteren explizit
vor und formulieren dafiir zuerst das Streuproblem zweier identischer Atome im Schwerpunkts-
Koordinatensystem:

n’k’ - A

e V@) = { "o A el

00 , x] <as .

(4.71)

Der Ausdruck M* steht hier fiir die reduzierte Masse M*= M x M /(M + M) = M /2 der Relativbe-
wegung der Teilchen, k fiir den Relativ-Impuls und « fiir die Relativ-Koordinate. Die Eigenfunk-
tion v reprasentiert dabei die Zwei-Teilchen-Wellenfunktion nach Abseparation des Schwerpunkt-
Anteils. Damit erhalten wir sofort

Y(x)=0  fir lz| < as . (4.72)

Im Gebiet || > as schreiben wir das Problem in Kugelkoordinaten x = x(r, 0, ¢) mit Hilfe des
Drehimpuls-Operators L als

10 d L2(6, ¢)
[k2 o (r2 5) _ W] W(r,0,¢) = 0 . (4.73)

Weiterhin separieren wir die Radial- und Winkel-Komponenten nach ¢(r, 0, ¢) = Ry, (1) Yim (0, @)
ab. Die Kugelflichenfunktionen Y}, geniigen dabei der Eigenwertgleichung L*(0, ¢)Y;,,(0,¢) =
P11+ 1)Y;,, (6, ¢), wobei [ fiir die Drehimpuls-Quantenzahl steht. Die Gleichung (4.73) reduziert

sich dabei zu
{/ﬁ + 19 (r2 0 ) Wi+ 1>] Rim(r) = 0 . (4.74)

r2 Or or r2

Fiir die so genannte s-Wellen-Streuung mit [ = 0 (und m = 0) lésst sich das Problem durch die
Wellenfunktion

bo(x) = < sink(as—r) (4.75)

r

mit einer noch unbestimmten Konstante ¢ 16sen. Hierfiir haben wir noch die Identitét Yyo(60, ¢) =
1/v/4m = const ausgenutzt und beriicksichtigt, dass aufgrund der Stetigkeit der Wellenfunktion
die Anschluss-Bedingung ¢s(r=as) = 0 an die Losung (4.72) gilt.

Nun kommen wir zur Pseudopotential-Beschreibung, indem wir die Wellenfunktion (4.75) auf das

gesamte Raumvolumen fortsetzen. Dafiir definieren wir eine neue Wellenfunktion

Vy(m) = ;Sink(as—r) fir alle @ (4.76)

und suchen nach der Schrodinger Gleichung, der sie geniigt. Nun stellen wir als erstes durch direkte
Ableitung fest, dass die Beziehung

(Ag + K7) Us(x) =0 fiiralle = #0 (4.77)
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gilt. Um zu erfahren, ob diese Gleichung auf den Ursprung & = 0 auszuweiten ist oder ob an
diesem Punkt eine Singularitit vorliegt, integrieren wir die linke Seite der obigen Gleichung iiber
den gesamten Raum. Mit Hilfe des Gaussschen Integralsatzes erhalten wir schliellich

/d3x (Am + k2) QZS(ZB) = — 47e sinka, (4.78)

und erkennen, dass es am Ursprung eine J-férmige Singularitéit geben muss. Statt (4.77) lasst sich
fir die fortgesetzte Wellenfunktion (4.76) die zu (4.71) entsprechende Form

k% ~ K2

A7h? sin ka,
ar @)= o —ar

2M+

Ay ts(x) — ¢ () (4.79)

feststellen. Die darin vorkommende Konstante ¢ muss allerdings noch bestimmt werden. Dazu
bemerken wir die aus (4.76) unmittelbar herleitbare Identitét

= —ck coskas (4.80)

r=0

a9

und bestimmen daraus die gesuchte Konstante. Die Gleichung (4.79) lédsst sich somit weiterhin
effektiv in Form einer Schrodinger-Gleichung

Rk’ ~ n? : ~
3 @) = |- i Aat V@) | Do) (451
mit dem so genannten Pseudopotential
47h? tan ka, 0

V(int) (.’IZ) _

S 5(3})5(7”0) (4.82)

schreiben.

Dieses Pseudopotential kann noch etwas vereinfacht werden. So ergibt sich mit der reduzierten
Masse M* = M/2 fiir die niedrigenergetische Streuung mit ka, < 1 die impulsunabhéngige
Néherung

2
vi(z) = 4”;\;‘/‘5 o(x) %(ro)

(4.83)

r=0 ’

Sie ist besonders dann gut erfiillt, wenn man sich fiir die Untersuchungen im Temperaturbe-
reich unterhalb des kritischen Wertes interessiert. Denn mit Hilfe der thermischen de Broglie-
Wellenlénge (4.70) ldsst sich die Abschitzung kas ~ +/4mas/A herleiten. Das ist mit den am
Anfang dieses Unterabschnitts erwihnten Werten in der Tat eine kleine Zahl im Bereich kag ~ 0.1
oder kleiner. Auch der Pseudopotential-Operator % (r ) ) ‘r:o lasst sich in den meisten interessan-
ten Féllen weglassen. Auf regulidre Wellenfunktionen wirkt er entsprechend % [TTZ(CL‘)} |r:0 = J(O)
[85], wie die Diracsche §-Funktion in (4.83) auch schon. Damit reduziert sich das Pseudopotential
fiir die s-Wellen-Streuung zu
Anh2a,

VM (z) = T o) (4.84)
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Scattering length
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Magpnetic field (G)

Abbildung 4.1: Streuwellenlingen a, (in geeigneter Skalierung) im 23Na-Experiment [25] in
Abhéngigkeit des dufleren magnetischen Feldes. Punkte stellen Messergebnisse und die durch-
gezogenen Kurven theoretische Erwartungen dar. Bild aus [25].

Interessanterweise spielt also bei einem niederenergetischen Streuprozess zweier Teilchen der ef-
fektive Hartkugel-Radius a4 die Rolle der Wechselwirkungs-Stérke. Sie wird in der Literatur auch
als die s-Wellen-Streulénge bezeichnet.

In der gerade beschriebenen Situation handelte es sich um die elastische Streuung der beiden Stof3-
teilnehmer. Doch diese beiden sind keine strukturlose Gebilde wie etwa die modellhaften harten
Billardkugeln. Zwischen den streuenden Atomen kénnen nédmlich inelastische Prozesse ablaufen,
die z.B. zur Bildung eines metastabilen Molekiil-dhnlichen Zustandes fithren. Solche Prozesse sind
von der Streuung zweier Nukleonen bekannt und werden durch so genannte Feshbach-Resonanzen
[111,112] erklért. Sie ergeben sich immer dann, wenn die Streuenergien in der Nihe eines Bindungs-
niveaus eines kurzlebigen Zwei-Teilchen-Zustands liegen. Dann wird die Streuung auch besonders
effizient und der Streuquerschnitt bzw. die Streuldnge a, steigt iiber mehrere Groéflenordnungen
an. Die urspriinglich abstoflende Wechselwirkung (as; > 0) kann dabei weiterhin zu einer effekti-
ven Anziehung (as; < 0) wechseln und umgekehrt. Jahrzehnte nach den erfolgreichen Erklarungen
nuklearer Prozesse durch die Feshbach-Resonanz wurden analoge Betrachtungen in Ref. [113,114]
auf die Vielteilchen-Theorie ausgeweitet. Hier ergab sich sogar eine Méglichkeit, das Energieniveau
des Resonanz-Zustandes von aussen zu justieren. Dazu stelle man sich ein tiefgekiihltes verdiinntes
Gas aus spinpolarisierten Atomen vor, fiir die es in dem entsprechenden Hyperfein-Zustand keine
Bindung gibt. Eine solche existiert in einem anderen Hyperfein-Zustand, der durch die Austausch-
Wechselwirkung erreicht werden kann. Da es sich um verschiedene Hyperfein-Zustdnde handelt,
konnen sie mittels des Zeemann-Effekts mit dem dufleren magnetischen Feld gegeneinander ener-
getisch verschoben werden. Bei bestimmten Feldstirken liegen die Niveaus der Bindungszusténde
bei den niederenergetischen Streuzustéinden des spinpolarisierten Hyperfein-Kanals, so dass die
Austausch-Wechselwirkung resonant verstéirkt wird. Diese Voraussagen wurden 1998 in der Grup-
pe von Ketterle experimentell bestétigt [25]. Ihre Ergebnisse sind in Abb. 4.1 fiir positive Verte der
Streuléingen in ?*Na dargestellt. Es zeigt sich also eindeutig, dass die s-Wellen-Streuliinge in (4.84)
ein effektiver Parameter ist, der experimentell in seiner Gréfle und sogar Vorzeichen justierbar ist.
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Die vorhergehende Diskussion beschriankte sich auf die s-Wellen-Streuung mit der Drehimpuls-
quantenzahl [ = 0. Aber wie steht es nun mit den Streuungen in p- ([ =1), d- (I =2) und noch
hoheren Streukanélen? Dazu betrachte man die radiale Schrodinger-Gleichung (4.74) und stel-
le fest, dass der Drehimpuls-Term darin wie eine Zentrifugalbariere wirkt, welche die Teilchen
daran hindert, den zum Kontakt benttigten Abstandsradius » = a, zu erreichen. Eine einfache
Abschiitzung zeigt, dass die zum Uberwinden dieser Bariere notwendige Wellenzahl & der Bedin-
gung kag ~ [(I+1) geniigen muss. Doch wie wir oben bereits bemerkten, ist es fiir die niederener-
getischen Streuungen im Tieftemperaturbereich selbst fiir [ = 1 bei Weitem verfehlt. Weiterhin ist
fiir die spinpolarisierten Gase der [=1-Kanal verboten und [=2 ist die kleinstmogliche nichtver-
schwindende Drehimpulsquantenzahl. Sie erhéht die Hohe der Zentrifugalbariere gegeniiber dem
[=1-Fall nochmals um einen Faktor 3. Das interessante daran ist jedoch ihre rdumliche Anisotro-
pie, die sonst fiir die dipolare Wechselwirkung charakteristisch ist. Daher wurde sie in der Literatur
etwas genauer unter die Lupe genommen (siehe z.B. [115,116]). Natiirlich konnen auch dabei inela-
stische Streueffekte dhnlich den Feshbach-Resonanzen auftreten, welche die d-Wellen-Streuungen
verstirken wiirden. In der Néhe solcher Resonanzen wurde das Problem in den kiirzlich erschie-
nenen Arbeiten [117,118] untersucht. Darin fanden die Autoren zusétzlich zu dem Dipol-artigen
Potential einen im Impulsraum nichtlokalen Beitrag, das so genannte Derevianko-Potential. Die-
ses soll das gewohnliche dipolare Streu-Potential sogar effektiv um ein Vielfaches iibertreffen.
Zurzeit gibt es in keinen experimentellen Realisierungen ernsthafte Anzeichen fiir die d-Wellen-
Resonanzen, und solange das so bleibt, ist davon auszugehen, dass Streuungen in den [ = 2- und
hoheren Kanélen im niederenergetischen Bereich stark unterdriickt sind. Deshalb wird uns die
s-Wellen-Streuung (4.84) als das Modell der Kontakt-Wechselwirkung schon ausreichen.

4.2.2 Dipolare Wechselwirkung

In einer niederenergetischen Streuung konnte, wie oben bemerkt, die anisotrope dipolare Wech-
selwirkung noch nicht nachgewiesen werden. Dennoch gibt es noch andere Quellen fiir derartige
Wechselwirkungen. Die wohl naheliegendste Moglichkeit ist bei dipolaren Gasteilchen gegeben,
welche im elektromagnetischen Feld dipolare Wechselwirkungen per Fernwirkung erfahren. Man
bedenke dabei nur, dass die Alkali-Metalle bereits ein schwaches magnetisches Dipolmoment von
|m| = 1 mp aufweisen, wobei mp das Bohrsche Magneton ist. Kiirzlich wurde in der Gruppe um
Tilman Pfau ein Gas von Chromatomen 52Cr zur Bose-Einstein-Kondensation gebracht [16]. Diese
Atome besitzen sechs ungepaarte Valenz-Elektronen und haben daher im Vergleich zu den iiblichen
Alkali-Metallen das sechsfache magnetische Dipolmoment von |m| = 6 mp. Eine ganze Klasse von
Elementen mit grofien Dipolmomenten stellen die seltenen Erden dar, sowie Molybden (Mo) und
Mangan (Mn). Thre Dipolmomente liegen im Bereich von |m| =4 ~ 10mp. Zurzeit kénnen diese
Elemente bis zum mK-Bereich vorgekiihlt werden [119,120], ihre Kondensations-Temperatur ist
aber damit noch nicht erreicht. Andere Systeme mit relativ starken Dipol-Dipol-Wechselwirkungen
sind z.B. Rydberg-Atome [121,122]. Aber auch Atome mit induzierten elektrischen Dipolmomen-
ten von etwa 1072 Debye kénnen von Interesse sein [123]. Noch stérkere elektrische Dipolmomente
sind in heteronuklearen Molekiilen moglich. Ihre Dipolmomente konnen im Bereich von etwa 1 De-
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bye liegen und somit Effekte ergeben, die mehrere Hundert Mal stérker sind als z.B. beim Chrom.
Solche Molekiile kénnen in einen ultrakalten (aber noch nicht kondensierten) Zustand durch raf-
finierte Kiithlungsmethoden gebracht [124-126] oder durch die Photoassoziation im metastabilen
Zustand erzeugt werden [127-129].

Die spezifische Dipol-Dipol-Wechselwirkung fiir alle oben beschriebene Systeme lautet

2

in po [ 3[ma]? m pomm
vlgl;)(a:):ﬁ{ i () (4.85)

Im Falle der magnetischen dipolaren Wechselwirkung bedeutet m das magnetische Dipolmoment
und po die magnetische Permeabilitéts-Konstante. Fiir elektrische Dipol-Dipol-Wechselwirkungen
bedeuten sie entsprechend das elektrische Dipolmoment und die reziproke elektrische Vakuum-
Suszeptibilitdt 1/eq. Interessanterweise taucht bei dieser Wechselwirkung noch ein 4-Term auf.
Abgesehen von der Form, hat er mit der Kontakt-Wechselwirkung nichts (4.84) zu tun, sondern
regularisiert lediglich die Divergenz des ersten Potentialterms am Ursprung. Héufig wird er in der
Literatur iibersehen, ist aber in akkurateren Darstellungen, wie z.B. im Lehrbuch von Jackson
zur klassischen Elektrodynamik [130], mitberiicksichtigt. Der Ursprung dieses Term liegt in der
Impuls-Darstellung der Wechselwirkung (4.85)

3
in qi 4,
Vip(a) = po D mim, q; , (4.86)

ij=1

welche man unmittelbar aus der Multipol-Entwicklung des Coulomb-Potentials im Impulsraum
gewinnt. Thre Fourier-Riicktransformierte lautet

3
Vi@ = =225 mm, L (4.87)
bb Y Oxi0z; |x| '

ij=1

Die zweifache Ortsableitung miissen wir nun mit besonderer Vorsicht ausfiihren und erhalten mit
Hilfe des Gaussschen Integralsatzes die Identitét [131]
82 1 Sl'ifbj - 5,-ja32 4

— = —————— — —{;;0 . 4.88

0x:0z; || BB 3 % 0(@) (4.88)
Die Formel (4.85) entsteht nun durch Einsetzen von (4.88) in (4.87). In Ref. [132] gingen die
Autoren den umgekehrten Weg und berechneten ausgehend von dem Dipolpotential (4.85) ohne
den regularisierenden d-Beitrag die entsprechende Fourier-Transformierte. Dabei ergab sich zuerst
eine UV-Divergenz, welche mit dem kiinstlich eingefithrten Cutoff beliebiger Grofle am Koordi-
natenursprung beseitigt werden konnte. Diese Regularisierungs-Vorschrift fiihrte nun ebenfalls zu
dem richtigen Ergebnis (4.86).

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir nun das gesamte Wechselwirkungs-Potential als die
Summe der beiden Wechselwirkungen (4.84) und (4.85). Wir schreiben sie zusammenfassend als

4rh’a @{ 3[mz]*? m? }

(int) — _
V@) = 0@+ T T el

(4.89)
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wobel wir hier noch die effektive d-Potential-Starke

,Uom2M

a = g+ ——5—
127h?

(4.90)
verwenden. An dieser Stelle miissen wir noch bemerken, dass diese naive Addition der beiden
Wechselwirkungen keineswegs als a-priori gegeben zu betrachten ist. Die vorhandenen dipolaren
wechselwirkungen konnen namlich Uberginge zwischen den verschiedenen atomaren Hyperfein-
Niveaus hervorrufen und somit dhnlich den bereits erwahnten Austausch-Prozessen die s-Wellen-
Streuungen resonant beeinflussen. In diesem Fall wiirde die gesamte Wechselwirkung sehr stark
von den Details des dipolaren Anteils abhéngen und sich somit nicht als die Summe unabhéngiger
Terme verstehen lassen. Diese Fragestellung wurde in den kiirzlich erschienenen Publikationen
[133,134] untersucht mit dem Ergebnis, dass die erste dipol-induzierte Resonanz auftritt, wenn die
relative Stéarke der Dipol-wechselwirkung
_ pom*M

€DDp = m (4-91)
den Wert epp = 2.8 erreicht. Zum Vergleich betriigt ihre Stirke im 52Cr-Experiment [16] gerade
mal epp ~ 0.144. Damit ist gesichert, dass zumindest dort keine dipol-induzierten Feshbach-
Resonanzen zu verzeichnen sind und die Nidherung (4.89) ohne Einschrinkung gilt.

4.3 Kritische Temperatur in dipolaren Bose-Gasen

Die meisten statistischen und dynamischen Eigenschaften der idealen Bose-Gase sind sehr gut
bekannt und lassen nur wenige Fragestellungen offen. Doch Wechselwirkungen bringen neue inte-
ressante Aspekte ins Spiel, insbesondere seitdem es so wirkungsvolle Methoden der Steuerung ihrer
Starke gibt wie die Feshbach-Resonanzen. Dennoch beschrankt sich ein Grofiteil der Untersuchun-
gen in wechselwirkenden bosonischen Systemen auf ihre dynamische Figenschaften. Dazu gehdren
sicherlich Untersuchungen ihrer suprafluiden Eigenschaften [135,136] und der Eigenmoden ihrer
Schwingungen [65,137,138]. Weitere interessante dynamische Effekte wurden mit Erzeugung des
dipolaren Bose-Einstein-Kondensates an >2Cr-Atomen mdoglich [16]. Charakteristische anisotrope
Deformationen wurden experimentell beobachtet [139] und neuartige Maxon-Roton-Anregungen
vorhergesagt [140]. Aber auch die grundlegenden Fragen nach der dynamischen Stabilitit in An-
wesenheit der Dipol-Wechselwirkung wurden zum Objekt der Diskussion [121,131,141,142]. Den-
noch werden in den theoretischen Untersuchungen dieser Eigenschaften alle thermodynamischen
Effekte vernachléssigt, welche die Dynamik selbst bei niedrigen Temperaturen im Bose-Einstein-
kondensierten Bereich dampfen kénnen.

Eine Reihe von Arbeiten beschéftigt sich auch mit dem Einfluss schwacher Wechselwirkungen
auf die thermodynamischen Eigenschaften der Bose-Gase, siche z. B. [65,143-147]. Als beson-
ders interessant erweist sich dabei die Frage nach der Fluktuation der Teilchenzahl. Aber auch
die Frage nach den wechselwirkungs-bedingten Abweichungen der kritischen Temperatur ist von
grundsétzlichem Interesse. Es ist eine bekannte Tatsache, dass eine schwache Teilchen-Abstolung
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in homogenen Systemen die Kondensation begiinstigt, weil sich Teilchen im gleichen Zustand
schwicher abstofien, als wenn sie sich in verschiedenen Zusténden befinden. In homogenen Syste-
men sind abstoffende Wechselwirkungen im diesem Sinne attraktiv im Impulsraum [85,148]. Damit
vergrofert sich mit starkeren Abstofilungen auch die kritische Temperatur [149-151]. Quantitative
Berechnung dieser Temperatur-Verschiebung ist allerdings nicht trivial, weil in einem homoge-
nen System alle storungstheoretischen Ausdriicke an Infrarot-Divergenzen leiden. Im Rahmen der
Variations-Storungs-Theorie [50,152] lassen sie sich jedoch resummieren und ergeben endliche Kor-
rekturen der kritischen Temperatur, so zumindest fiir geniigend schwache Abstolungen. Doch mit
weiter steigenden Wechselwirkungs-Stéarken kommt ein Konkurrenz-Prozess zum Tragen, ndmlich
die so genannte Bogoliubov-Entleerung des Grundzustandes durch die Quanten-Fluktuationen. Sie
reduzieren den Anteil der Teilchen im Grundzustand und somit auch die kritische Temperatur.
Ab einer bestimmten Wechselwirkungs-Stérke gewinnt dieser Prozess die Oberhand und es kommt
zum in Ref. [153,154] vorhergesagten Wiedereintritt-Effekt. Dabei kondensiert das Bose-Gas bei
einer festen Temperatur etwas oberhalb des kritischen wechselwirkungsfreien Wertes, wenn die
Wechselwirkungs-Stérke einen bestimmten unteren kritischen Wert iiberschreitet. Bei einer weite-
ren Erhohung dieser Stérke iiber den oberen kritischen Wert verliert das System seine Fahigkeit
zu Kondensieren wieder.

Etwas einfacher stellt sich die Situation im experimentell relevanten Fall des harmonischen Hin-
tergrund-Potentials dar. Hier ldsst sich die kritische Temperatur stérungstheoretisch berechnen,
weil die fiir homogene Systeme typischen Infrarot-Divergenzen hier durch die Anwesenheit der
Falle eliminiert werden. Die Kondensation in einer Falle wird durch einen stark lokalisierten Kon-
densatpeak in der Fallenmitte begleitet. Der Argumentation in Ref. [65] zufolge sind hier Wech-
selwirkungen zwischen den Kondensat-Teilchen aufgrund einer hoheren Dichte haufiger, als zwi-
schen den Teilchen in der wesentlich diinneren thermischen Wolke. Daher schmelzen hier Energie-
Unterschiede zwischen dem Grundzustand und den thermisch angeregten Zustdnden eher zu-
sammen, und die Anregungen aus dem Kondensat werden begiinstigt. Dies duflert sich in einer
Reduktion der kritischen Temperatur gegeniiber dem idealen Fall, die bereits in der niedrigsten
storungstheoretischen Ordnung gefunden werden konnte [143,155]. Dieses Resultat wurde kiirzlich
auch experimentell bestitigt [156]. Eine weiterfiihrende quantitative Diskussion betreffend der
kritischen Temperatur ist in Ref. [157] oder im Ubersichtsartickel [68] zu finden.

Alle oben genannten thermodynamischen Untersuchungen beschriankten sich auf die Auswirkun-
gen der richtungsunabhéngigen Kontakt-Wechselwirkung (4.84). Wir gehen in der anschliefenden
Diskussion dieses Abschnitts etwas weiter und beriicksichtigen den zusétzlichen Einfluss der ani-
sotropen dipolaren Wechselwirkung (4.85). Die wichtigsten Punkte der Rechnung dazu wurden in
den Publikationen [46,47] dargelegt und werden hier nochmals zusammenfassend dargestellt. Dabei
beschrénken wir uns auf den zur Zeit experimentell relevanten Spezialfall verdiinnter Bose-Gase
in einer harmonischen Falle der allgemeinstmdoglichen Form (1.7).

Durch die Anisotropie der Falle sind in dipolar wechselwirkenden Systemen nicht triviale Ef-
fekte zu erwarten, zumindest wenn alle Teilchen spinpolarisiert sind und somit gleichgerichtete
Dipolmomente besitzen. Dazu betrachten wir die Situation in Abb. 4.2, wo die Dipolmomente
entlang der drei verschiedenen Symmetrie-Achsen des dufleren Fallen-Potentials ausgerichtet sind.
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Abbildung 4.2: Verschiedene Ausrichtungen der magnetischen Dipole in einem total anisotropen
harmonischen Fallen-Potential (1.7) mit Frequenzen w; > wy > ws.

Die asymmetrischen Ellipsoide in Abb. 4.2 représentieren die modellhafte Kondensatform in dem
gegebenen Potential, so dass stdrkeren Verengungen in Richtung der grofleren Frequenzen zum
Ausdruck kommen. Die Anisotropie der Dipol-Dipol-wechselwirkung (4.85) duflert sich nun darin,
dass die entlang einer Linie ausgerichteten Dipolmomente (m || @) sich effektiv anziehen und die
nebeneinander parallel aufgestellten Dipolmomente (m L @) sich abstofien. Die erste Situation
trifft nun vorwiegend auf die dritte Einstellung in Abb. 4.2 zu, wiahrend die zweite eher fiir die
erste Einstellung in Abb. 4.2 typisch ist. Die Anziehung wiirde erwartungsgeméfl die kritische
Temperatur erhohen, wiahrend die Abstoflung sie weiterhin reduzieren wiirde. Zu erwarten wére
weiterhin auch, dass die Unterschiede in den kritischen Temperaturen bei verschiedenen Orien-
tierungen der Dipole nur auf die Anisotropie der dipolaren wechselwirkung zuriickzufithren sind.

Die Aufgabe der weiteren Ausfithrung dieses Abschnitts besteht nun darin, die qualitativen Er-
wartungen durch eine quantitative Analyse zu bestétigen und auch dahingehend zu verfeinern, die
optimalen experimentellen Einstellungen zu liefern. Das Geriist der theoretischen Untersuchungen
bildet hierbei die im Abschnitt 4.1.5 entwickelte Hartree-Fock-Molekularfeld-Nédherung, die wir in
der ersten storungstheoretischen Ordnung auswerten. Durch die Verwendung der semiklassischen
Néherung werden diese analytischen Rechnungen noch erheblich erleichtert.

4.3.1 Semiklassische Nidherung

Bevor wir zur Berechnung der Wechselwirkungs-Beitrige der Selbstenergie und des grofkano-
nischen Potentials im néchsten Unterabschnitt 4.3.2 iibergehen, diskutieren wir hier die dazu
benotigte semiklassische Néherung. Zuerst geben wir den wechselwirkungsfreien Propagator des
harmonischen Oszillators in der Form an, mit der wir ihn fiir die besagten Rechnungen verwen-
den. Es wird sich dabei zeigen, dass sich seine Ortsabhéngigkeit mit Hilfe von Schwerpunkt- und
Relativ-Koordinaten schreiben ldasst. Letztere konnen noch mit Hilfe der Fourier-Transformation
als konjungierte Variablen des Impulses dargestellt werden. Die weitere Fourier-Transformation
in der Imaginérzeit ergibt die Spektral-Darstellung des freien Propagators in der semiklassischen
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Néherung. Unter der Préamisse, dass der Propagator am kritischen Punkt divergiert, bestimmen
wir anschliefend das Kriterium fiir das Einsetzen der Kondensation im wechselwirkungsfreien
Fall. Welche Relevanz eine solche semiklassische Behandlung hat, zeigten bereits die wechselwir-
kungsfreien Rechnungen im Abschnitt 2.3. Wie wir daraus namlich wissen, liefert diese Naherung
insbesondere fiir grofle Teilchenzahlen N gute Ergebnisse, so dass die kritische Temperatur z.B.
bereits bei N = 1000 akkurat wiedergegeben ist.

Wir beginnen hier mit dem semiklassischen Ausdruck fiir den freien Propagator (2.225), in dem
wir den darin explizit vorkommenden Grundzustands-Anteil entsprechend der Beziehung

G(GO)(thTl;wQﬂb) ~ 0 (4.92)

praktisch vernachléssigen. Da wir uns des Weiteren auf den kritischen Punkt konzentrieren, an
dem sich der Grundzustand noch nicht in einem makroskopischen Maflstab ausgebildet hat, wird
diese Nédherung insbesondere im Limes grofler Teilchenzahlen gut erfiillt. Die weiteren Beitrige
zum Propagator (2.225) schreiben wir mit Hilfe der Schwerpunkts-Koordinaten X = (x; + x3)/2
und der Relativ-Koordinaten ' = x; — x3 um. Bemerken wir noch, dass die Schwerpunkts-
Koordinaten X in (2.225) ausschlieBlich in der Form M 25'):1 w?X? /2 = V(X) vorkommen, welche
dem Potential am Schwerpunkt entspricht, so erhalten wir
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Der Ausdruck A steht dabei fiir die thermodynamische de Broglie-Wellenldnge (4.70) und i fiir

das chemische Potential abziiglich der Grundzustandsenergie 1 = p — Eg, wie bereits in (2.122)

angegeben.

Bemerken wir weiterhin, dass der Ausdruck in der eckigen Klammer des letzten Faktors aus (4.93)
in semiklassischer Naherung Shw; < 1 von der eins dominiert wird, so erhalten wir die folgende
semiklassische Néherung:

x' x’ . > > T
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Wie man hier sieht, ist die Schwerpunkts-Koordinate von der Relativ-Koordinate entkoppelt.
Damit konnen wir die letztere in die Impuls-Abhéngigkeit nach der Fourier-Transformation

/

/
GO(p; X, 1—m) = /d3x’ e~P2'/h GO) <X + % 713 X — % 77'2) (4.95)
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umschreiben, so dass ein Ausdruck zuriickbleibt, der nur von der Schwerpunkts-Koordinate abhéngt.
Dieser ergibt sich nun zu

GO(p; X, 1 —1) =~ 7171&1){@(71—72—77715) Z+@(T2_Tl+”hﬂ);}

n=0

X exp{ - nhﬁ—i_hﬁ_ﬁ [21;\24 +V(X) - ,&} } : (4.96)

Da die Imaginérzeiten dabei nur in Form der Differenzen vorkommen, lésst sich fiir den freien
Propagator die folgende Fourier-Matsubara-Darstellung
B '
GO(p,wn; X) = / d(m —72) ) GO (p; X, 11— 1) (4.97)
0
finden. Im gesamten Integrationsbereich gilt 7 —75 > 0 (mit Ausnahme eines einzigen 0-Punktes
vom Mafl Null) und somit ist hier die erste n-Summe aus (4.96) zu verwenden. Da sich weiterhin
aufgrund der Bedingung (2.38) fiir die Matsubara-Frequenz die Identitdt w,,h3 = 2mm ergibt,
folgt daraus die Spektral-Darstellung des freien Propagators

h

(0) X)) =
G (P wmi X) —ihiwn, + P2 /2M + V(X) — i

(4.98)

Eine analoge Spektral-Darstellung des Integralkerns (4.6) ist nach den beiden Formeln (4.95) und
(4.97) als
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darzustellen und ergibt sich zu
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1
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. P+ V(X) - ﬂ) . (4.100)

Dabei ersetzten wir noch etwas heuristisch das chemische Potential p durch das reduzierte Po-
tential & = p — 3hw/2, wobel w = (w1 + we + w3)/3 das arithmetische Mittel der Frequenzen
darstellt. Da der Unterschied von rein quantenmechanischer Natur ist, ist es auch nicht ver-
wunderlich, dass dieser Punkt in der oben prisentierten semiklassischen Rechnung nicht korrekt
herausgearbeitet wurde. Durch diese Ersetzung wurde ferner erreicht, dass der Integralkern in
seiner Spektral-Darstellung (4.100) explizit reziprok zum freien Propagator (4.98) ist. Diese rezi-
proke Abhéngigkeit der beiden GroBen wurde iibrigens schon in der Funktional-Schreibweise (4.14)
allgemein festgestellt.

Nun sind wir in der Lage, den kritischen Punkt zu untersuchen, unterhalb dessen die Teilchen
in den Grundzustand kondensieren. Ein solcher Ubergang der Teilchen in den Bose-Einstein-
kondensierten Zustand &uflert sich im Auftreten von Polstellen des Propagators (4.98). Diese
treten im gesamten Temperaturbereich unterhalb des gesuchten kritischen Temperaturwertes auf.
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Fiir weitere Untersuchungen bemerken wir noch, dass die Polstellen des Propagators gleichzeitig
den Nullstellen seiner Umkehrung (4.100)

GO Y p,wn:X) = 0 (4.101)

entsprechen. Fiir ein reelles chemisches Potential i kann diese Gleichung nur fiir die Matsubara
Null-Mode w,, = 0 erfiillt werden. Da auflerdem das chemische Potential eine Konstante darstellt,
verschwindet der Kern (4.100) nur fiir den Impuls p = 0. Die Schwerpunkts-Koordinate soll dabei
ebenfalls verschwinden, d.h. X = 0, weil in einer harmonischen Falle (1.7) das Potentialminimum
am Ursprung vorliegt. In einem allgemeineren Fall muss es jedoch nicht immer so sein, wie es z.B.
in einem iiberkritisch schnell rotierenden Bose-Gas der Fall ist, wo das Potential die Form eines
mexikanischen Huts hat [158]. In einem solchen Fall unterliegt das reduzierte chemische Potential
im Bose-Einstein-kondensierten Bereich der allgemeinen Minimum-Bedingung

fpo= " = min V(X) (4.102)

wobei wir hier mit /2((;0) den kritischen Wert des chemischen Potentials in der wechselwirkungsfreien
Theorie bezeichneten. Beschrianken wir uns weiterhin auf die harmonische Falle, so erhalten wir
/120) = 0, und das entspricht einem chemischen Potential, welches dem Grundzustand-Energiewert
gleich ist. Das ist auch die aus dem Kapitel 2 bekannte Tatsache, welche im Abschnitt 2.3.1 dafiir
benutzt wurde, die kritische Temperatur eines idealen Bose-Gases auszuwerten. In der semiklas-
sischen Ndherung ergaben sich damit die Resultate (2.134) nullter bzw. (2.135) erster Ordnung.

Im Unterabschnitt 4.3.3 sollen die Berechnungen der kritischen Temperatur auch auf das wechsel-
wirkende Bose-Gas ausgeweitet werden. Doch dazu benétigen wir noch die storungstheoretischen
Wechselwirkungs-Beitrige zur Selbstenergie und zum groflkanonischen Potential, die im néchsten
Unterabschnitt ausgewertet werden.

4.3.2 Selbstenergie- und Vakuum-Diagramme fithrender Ordnung

Zur Auswertung der Hartree-Fock-Molekularfeld-Naherung (4.63) bendtigen wir sowohl die Selbst-
energie (4.57) als auch den Wechselwirkungs-Anteil des grofkanonischen Potentials (4.59). Wir
konnen sie in der niedrigsten storungstheoretischen Ordnung explizit berechnen, wenn wir die
darin vorkommenden Propagatoren G;; durch die wechselwirkungsfreien Ausdriicke Gl(»?) erset-
zen. In dieser Naherung schreiben wir die einzelnen Ausdriicke explizit in der Orts-Imaginérzeit-
Darstellung aus. Dafiir benstigen wir die Vorschriften (4.19) und die Vierer-Wechselwirkung in
der Form (4.8), so dass sich

(D) ) = 9
X (wb T1; X2, 7—2) — oz ToTo

1 .
= — ﬁ (5(’7’1 — 7'2) (5(111 — JIQ)/ d3ZL’ V(mt)(:cl—a:) G(O)(w, T1, I, T1) 7(4103)
E(A) (wh T1; L2, 7-2) =z @ ToTo
1 .
= ——5(7'1 —7'2) V(mt)(w1 —332) G(O)(wl,T1;$2,7’1) (4104)

h
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fiir den direkten und den Austausch-Term der Selbstenergie ergibt. Fiir die entsprechenden Terme
des groflkanonischen Potentials gilt

D
R B et e

— 2715/ /d3x1 d3a:2 GO (x1,7; 21,7 )V(int)(wl_w2)G(0)($2,T; T5,7) (4.105)

}—(A)_ __W(A)__i

GK — - 26

= 2715/ /d 2y dxe GO )(ml,r To,T )V(int)(ml—mg) G(O)(mQ,T; T1,T) . (4.106)

Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass in allen oben genannten stérungstheoretischen Aus-
driicken erster Ordnung nur die zeitlich lokalen freien Propagatoren vorkommen. Diese lassen sich
aus dem semiklassischen Resultat (4.94) zu

1 o i nBM M (z1—x2)?
GOz, 70, 7) ~ 3 ) eyl eXp{— b > Wl (w4 3)” - M} (4.107)
n=1

reduzieren. Fiir die weiteren Berechnungen verwenden wir noch die Fourier-Transformierte des
Wechselwirkungspotentials V(" (q) und erhalten die Beitrige des groBkanonischen Potentials
(4.105) und (4.106)

F(D) B 1 Z n+n )ﬂﬂ/d?) V(int)( )e B TL—f-n’ i q; (4 108)
GK = (2rh)* (Bha)e PER I A W VS Vonr A i (e

/_
n,n'=

e(n+n’ )ﬂu

(A) 1 5 (int) B ﬁnn’ ,

/

wobei wir hier noch das geometrische Mittel der Frequenzen & = (wjwows)'/® aus (2.130) ver-
wendet haben. Die Selbstenergie-Beitriage (4.103) und (4.104) lassen sich prinzipiell analog dazu
berechnen. Da uns allerdings fiir weitere Untersuchungen nur ihre Spektral-Darstellungen inter-
essieren, geben wir sie gleich in der Fourier-Matsubara-transformierten Form an. Die jeweiligen
Selbstenergie-Terme lassen sich in Analogie zur Darstellung des Integral-Kerns (4.99) berechnen
und lauten

oo

1 nBf )
> : / d*q V) (q)

h(rh)P(Bho) 2=

E(D)(p>wm; X) = -

1 g i
x Ao gXx 4.110
ool - g 3 G- fax] (4110

Jj=1
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R nBM &
A) X)) = nBi 2v2
20, wniX) = _h(27rh)3ze ”GXP{_ 2 Z%Xj}
n=1

j=1

x [ d®q Vi) (q) exp {— % (q+ p)Q} ) (4.111)

Zur weiteren Verwendung von (4.110) und (4.111) sei auf den néchsten Unterabschnitt 4.3.3 ver-
wiesen.

Des Weiteren konzentrieren wir uns auf die Berechnung der direkten und Austausch-Vakuum-
Diagramme (4.108) und (4.109). Dabei spezifizieren wir das Wechselwirkungs-Potential auf die
im Abschnitt 4.2 diskutierte Summe der Kontakt- und Dipol-Dipol-Wechselwirkung (4.89). Die
Fourier-Transformierte der Kontakt-Wechselwirkung (4.84) wird dabei durch die reine Konstante
V) (q) = 4rh*a,/M dargestellt. Diejenige der Dipol-Dipol-Wechselwirkung haben wir bereits
mit (4.86) angegeben. Verwenden wir nun das raumlich feste Koordinatensystem mit den Achsen
parallel zu den Symmetrie-Achsen des Fallen-Potentials in Abb. 4.2, so kénnen wir darin das
magnetische Dipolmoment in Kugelkoordinaten als m = m (sin a cos ¢, sin acsin ¢, cos a) schreiben.
Damit ergibt sich die Fourier-Darstellung von (4.89)

11 g

2 2
. dp 2 .9 a3 2
— =4 sina| =L cos + —= sIn + — cos“«
3épp 3 (q2 ¢ q> ¢> q>

vin(q) = M0m2{

+ 2sin v cos « <% cos ¢ + cp_g;», sin qb) + 2sin’a CI1_62]2 sin ¢ cos gzﬁ} , (4.112)
q q q

wobei wir hier noch die Abkiirzung epp fiir die relative dipolare Wechselwirkungs-Stérke (4.91)

mit dem effektiven Parameter (4.90) verwendet haben.

Fiir weitere Untersuchungen definieren wir eine Abkiirzung fiir das in verschiedenen Ausfithrungen
auftretende Master-Integral

a1 a 3 > dqy dga dgs i, @ 64

) 2
az a3 Mo =a1G2a3

Dabei nehmen wir hier vorweg, dass diese Form nur von den Quotienten der Parameter a;, a
und ag abhéngt, was natiirlich nicht sofort klar und deshalb noch zu verifizieren ist. Die Beitriage
(4.108) und (4.109) lassen sich damit als

2
FO) _ Mo By plmt) (W1 @1 Y
ok = Gy 4 TG0 ) (1114)
2
W mem o g
Fox = §iamayp n Ca,2,5(e™) IV (1,1) (4.115)

schreiben, wobei hier die thermische Wellenldnge (4.70) und als weitere Abkiirzung die verallge-
meinerte polylogarithmische Funktion

o0 ’

n-+n

Cane(2) = ) M—HM (4.116)
1

n,n'=
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verwendet wurde. Bevor wir uns in der anschlieBenden Diskussion mit dem Losen des Integrals
(4.113) beschéiftigen, beschrianken wir uns zuerst auf die speziellen Einstellungen des Dipolmo-
ments m aus Abb. 4.2 und definieren dafiir das Teilproblem

N 3 * dg dgydgs (1 1 g @ @ ¢
JO) i —— 4+ L )exp{ -2 -2 =0 (4117
(a27 a3) a1azas / m3/2 3epp 3 * q? P ai a3 a3 ( )

—0o0

Die allgemeine Form (4.113) lasst sich darauf zuriickfithren. Es gibt zwar in der Wechselwirkung
(4.112) noch Anteile von der Form ¢;q;/q* mit ¢ # j, die durch (4.117) nicht erfasst werden.
Aufgrund der Symmetrie des Integrands aus (4.113) verschwinden allerdings alle solche Terme, so
dass sich das Gesamtproblem auf

](iﬂt) <ﬂ7 ﬂ) — SiIlQQa cos2¢ ](1) (ﬂ, ﬂ) + Sin2Oé sin2q5 ](2) <ﬂ ﬂ)

az as as ’ as

+ cos?a 1 (E, ﬂ) (4.118)
as’ as

reduziert. Daraus kann man unmittelbar erkennen, dass das volle Wechselwirkungs-Integral fiir

beliebige Parameter a; genau dann ihre Extremalwerte annimmt, wenn das Dipolmoment m in

Richtung der jeweiligen Symmetrieachsen der Falle zeigt. Genau diese Extremalfille sind in Abb.

4.2 schematisch dargestellt. Dabei treten folgende Raumwinkeln und entsprechende Spezifizierun-

gen des Integrals (4.118) auf:

](1)(2_;72_;)7 a=r/2, ¢=0,7,
gt (G0 @) ) (@ @ — /9 = 71/9.3m/2 4.119
(22 DAY, a=w/2, o=n23n2, (4.119)
I<3>(ﬂ,ﬂ), a=0, ¢ beliehig .
\ Gz a3

Ob diese Extrema allerdings die Maxima oder Minima ergeben, lédsst sich nicht sofort beantworten,
sondern héngt von den konkreten Koeffizienten 1) ab. Des Weiteren miissen wir sie allerdings
nicht alle einzeln berechnen, denn zwischen ihnen liegen noch folgende Beziehungen vor:

@ (9 My g (92 %2 @ (9 MY oy (4898 (4.120)
CL27CL3 (l37a1 ' agjag CL170/2 ’ ’
welche sich unmittelbar aus der allgemeinen Form (4.117) ableiten lassen. Damit brauchen wir

lediglich einen einzigen Spezialfall explizit auszuwerten und nehmen dafiir beispielsweise den mit
j=1.

Zur Ausfithrung der Integration (4.117) verwenden wir fiir den Term g2 die so genannte Schwin-
gersche Eigenzeit-Darstellung

1 [o.¢]
— = dre™ (4.121)
q* 0



4.3. KRITISCHE TEMPERATUR IN DIPOLAREN BOSE-GASEN 167

die wir aus der allgemeineren Formel (2.76) mit der Potenz x = 1 gewinnen. Damit reduziert sich
(4.117) nach der Impuls-Integration zu

1 3 o d
7 (ﬂ)ﬂ) - 1y / = T — oy - (4122)
az as €DD 2a1a2a3 Jo (1 +1/a})”* (7 +1/a3)/* (1 +1/a3)

Das noch iibrig gebliebene 7-Integral lidsst sich ferner mit Hilfe der unvollstdndigen elliptischen
Funktionen erster und zweiter Art [61, (8.111)] darstellen:

sin ¢ dr sin ¢ de (1 = k’2l'2 1/2
F(¢,k) = 73 =5 E(o k) = ( - 2 . (4.123)
o (1—a22)Y2 (1 - k2a2)Y 0 (1—a2)"
Damit ergibt sich das Master-Integral (4.122) zu
7 @ oar) L —f @om (4.124)
az’ as €DD ay’ az)’ .

wobei die Anisotropie-Funktion f eine noch weiter zu spezifizierende Kombination der elliptischen

Integrale (4.123) darstellt. So ergibt sie sich fir den Fall a; < ag, a3 nach der Substitution 7 =
(1/a3 —1/a3)/z* — 1/a? zu

K) = SR arcsiny' 1 — k2 171
s 1+ gy =2 V)

—F (arcsmvl K2, fir k,n<1. (4.125)
V1 _,.{2) } ’

Fiir den Fall a3 < as < a; muss diese Funktion allerdings mit Hilfe von [61, (8.127)] analytisch
fortgesetzt werden und lautet danach

f(n,k) = Lt 2 - 3/177 {\/ E(arc51n\/ﬁ2_n2, \/K2_1>

1 _TIQ (1 T] ) K 52_772

1— 2 2__ M2 2_1
——"F<arcsm VR Ve )} fiir 1<n<# . (4.126)

2_n2 2_ 2
K*—n K K*—n

Fiir den Speziallfall as < az < a; ist die Situation analog zu der gerade behandelten, lediglich die Pa-
rameter tauschen ihre Rollen, d.h. hierfiir ist die Ersetzung n <+ k vorzunehmen. Die Anisotropie-
Funktion f(n, ) aus (4.125) und (4.126) spielte interessanterweise bereits bei Null-Temperatur-
Untersuchungen der dynamischen Ausbreitung einer dipolaren Gas-Wolke eine wichtige Rolle [159].
Ebenfalls dort wurden noch einige wichtige Symmetrie-Eigenschaften dieser Funktion angegeben:

P ) = Fsm) f(n,ﬁ)+f<%7%>+f(l,ﬂ>= | (4127)

Abschlieflend ist diese Funktion noch fiir die zylinder-symmetrische Fallen-Konfigurationen aus-
zuwerten. Durch die entsprechenden Reihendarstellungen der elliptischen Funktionen erhalten wir
dafiir

f(r,k) ==2f(1,1/k) = fi(r) , (4.128)
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fs(k)

[aay

Ink

-2

Abbildung 4.3: a) Logarithmische Darstellung der Anisotropie-Funktion f(n, ) aus (4.125) und
(4.126). Schwarze Kurven stellen Spezialfille aus (4.128) dar, so représentiert die Querlinie die
Funktion f(k,x) und die Linien parallel zu den Koordinatenachsen f(1,x) und f(n,1). b) Loga-
rithmische Darstellung der Zylinder-symmetrischen Anisotropie-Funktion fs(x) aus (4.129). Ab-
bildungen wie in [47] fiir a) bzw. [46] fiir b).

wobei wir hier die halb-symmetrische Anisotropie-Funktion [46,131,142,160]

( 2Kk%+1 3K2
f +2 — a K2)3/2 artanhv1 — k2 | 0<kr<l
— K — K
fs(k) = 0 : k=1 (4.129)
2Kk% 41 3K2
— /; _+1 + ? _K1)3/2 arctan VK2 — 1 k>1

\

verwenden. Diese Funktion konvergiert im Grenzbereich kK — oo gegen —2 und fiir Kk — 0 gegen
den Wert 1. Weitere Details zur vollen Anisotropie-Funktion f aus (4.125) bzw. (4.126) sowie
zu ihrem halb-symmetrischen Spezialfall f; aus (4.129) sind der Abb. 4.3 zu entnehmen. Im an-
schliessenden Unterabschnitt werden wir diese Funktion verwenden, um den Effekt der anisotropen
Dipol-Wechselwirkung auf die kritische Temperatur in einem verdiinnten Bose-Gas zu berechnen.

4.3.3 Berechnung der kritischen Temperatur

In diesem Unterabschnitt beriicksichtigen wir den Einfluss der Wechselwirkung auf die thermody-
namische Gréfen. Weiterhin spezifizieren wir hier das Kriterium fiir den kritischen Kondensations-
Punkt in Anwesenheit der Wechselwirkung. Die beiden Wechselwirkungs-Effekte fithren zur Ver-
schiebung der kritischen Temperatur. Die dabei angewendete Vorgehensweise wurde in den Publi-
kationen [46,47] dargestellt und liefert die Verallgemeinerung des Resultats aus [65,143] fiir den
Fall dipolar wechselwirkender Bose-Gase.

Bevor wir zur Bestimmung des kritischen Punktes iibergehen, stellen wir hier die thermodyna-
mischen Gleichungen auf, welche in der anschlieBenden Diskussion von entscheidender Bedeutung
sein werden. Als Ausgangspunkt dient uns dabei das grofkanonische Potential (4.65) mit dem
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wechselwirkungsfreien Anteil fé?}{ aus dem semiklassischen Resultat in der fithrenden Ordnung
(2.131). Mit den beiden Wechselwirkungs—Beitrégen (4.114) und (4.115) erhalten wir

_ B 3phw
Faox = Bln [1 e H} ﬁ(ﬁh E C4( ) 25(571 E (3( )
#OmQ (int) Wi Wi (int) B
+—6A3(ﬁm)3 {I <w2 w3) + 1m0 (1, 1)} Caaa (™) +... . (4.130)

Die ersten drei Terme reprisentieren wechselwirkungsfreie Beitrdge und stehen fiir den Anteil
der Grundzustands- und thermischer Teilchen in der nullten und ersten semiklassischen Ord-
nung. Die beiden letzten Summanden sind die Wechselwirkungs-Korrekturen vom direkten und
dem Austausch-Term. Interessanterweise besitzt der zuletzt Genannte keine Abhéngigkeit von der
Anisotropie der Wechselwirkung, wodurch er sich deutlich vom direkten Term unterscheidet. Aus
der Gleichung (4.130) ldsst sich nach der Beziehung N =—0Fqk /0 die Teilchenzahl

N = N(O) 3Bhw
0 (ﬁh)é},( ")+ (ﬁh)<2< ")
B [y (@ @) N
3N (Bhw)? lj (wg’w3> + I, 1)} Crag (™) +... (4.131)

ableiten, wobei wir hierfiir noch die aus (4.116) folgende Beziehung C%%%(z) =2C133 (z) verwen-

deten. Der erste Summand N((,O) steht dabei fiir die Grundzustands-Teilchenzahl im idealen Fall
(2.125). Mit der kritischen Temperatur des idealen Gases im thermodynamischen Limes (2.134)
lasst sich die Gleichung (4.131) noch weiterhin umformen zu

| — Ng” +< T )3 G5 (e7) L% ( T >2 G (e77)
N TO)  <B3) 20N\ ) (A3)

2 3 B
_ Hom”p g (int) [ W1 W1 (int) C1/2.3/2.3/2 (6 )
1 I 1,1 cee o (4132
3N (T(O)) { (wz %) LY ¢(3) N ( )

Der erste Term auf der rechten Seite steht dabei fiir den Anteil der Teilchen im Grundzustand

der freien Theorie, der zweite und dritte fiir denjenigen der thermisch angeregten Teilchen ohne
Wechselwirkung, und nur die letzten beiden Summanden représentieren den Anteil der wechsel-
wirkenden Teilchen. Doch das vermittelt ein grundsétzlich falsches Bild iiber die Zusammenhénge
in realen Systemen, denn eigentlich wechselwirken alle Gas-Teilchen miteinander permanent, wenn
auch nur schwach.

Zur geeigneten Korrektur des storungstheoretischen Bildes verwenden wir an dieser Stelle die
Selbstenergie-Renormierung des Energie-Spektrums (siehe dazu auch die grundsétzliche Diskus-
sion in Abschnitt 4.1.2). Dafiir schreiben wir den Integral-Kern der wechselwirkenden Theorie in
der Hartree-Fock-Ndherung (4.62) in fithrender Ordnung der Stérungstheorie

2

1 1
. {— ihom + B (p) + VA(X) — g*} - = {—ihwm " 2% T V(X) - @} — 2O (p, w0 X)

— =™ (p, oy X) (4.133)
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mit dem direkten und dem Austausch-Term der Selbstenergie (4.110) und (4.111). Dabei ver-
wenden wir die renormierte kinetische FE}. (p) und potentielle V*(X) Energie und das renormier-
te chemische Potential fi*. Die beiden Selbstenergie-Ausdriicke sind erstens unabhéngig von der
Matsubara-Frequenz w,, und zweitens reell, wie man unmittelbar aus (4.110) und (4.111) sieht.
Damit dndert sich der imaginire Anteil des Integralkerns in der Hartree-Fock-N&herung nicht. Das
chemische Potential erfihrt in Anwesenheit der Selbstenergie eine Verschiebung um eine konstante
Grofle und wird zum renormierten chemischen Potential

i = i +h2P0,0;0) + 7 2M0,0:0) = 4 — ™ — A (4.134)

Die beiden Wechselwirkungs-Korrektur-Terme aus (4.110) und (4.110) lassen sich mit dem Integral
(4.113) in einer kurzen Form als

2

2D — _5 2D (g 00 = Hom By plint) (W1 1 4.1

H h <07070) 3)\3 <3/2(6 ) CU27(.<J3 ) ( : 35)
2

N m (1 in

i® = _px®(0,0,0) = ’?AS Gayal(€) 169 (1, 1) (4.136)

darstellen. Damit sind wir nun in der Lage, die Renormierung des chemischen Potentials in die
Gleichung (4.132) einzubauen, indem wir den freien Parameter £ mit Hilfe des renormierten Aus-
drucks nach (4.134) darstellen. Fiithren wir dies storungstheoretisch bis zur ersten Ordnung durch,
so erhalten wir

LN (TN G(E™)  se (TN G(E) s (T Y (4.137)
N T ¢(3) 2NVE TV ) (23(3) 33\ 10 ‘

% |:[(int) (ﬂ’ ﬂ) + [(int)(l’ 1):| %{C1/2,3/2,3/2 (eﬁﬂ*> _ C3/2 (eﬁﬂ*) C2 (eﬁﬂ*)} +

Wy W3

Die restlichen Impuls- und Orts-Abhéngigkeiten der Selbstenergie-Terme fiithren zur Renormierung
des Hintergrund-Potentials (der Fallenfrequenz w) und der kinetischen Energie (der Masse M). Die
Renormierung dieser Grofien wiirde sich aber erst ab der zweiten Ordnung der Stérungstheorie und
der semiklassischen Korrektur der Wechselwirkung bemerkbar machen, so dass wir sie in unseren
weiteren Untersuchungen nicht beriicksichtigen werden.

An dieser Stelle wollen wir noch das Kriterium fiir den kritischen Punkt finden und verweisen dabei
auf die Analogie zur Diskussion im Abschnitt 4.3.1. Darin haben wir nédmlich festgestellt, dass
der Propagator unterhalb des kritischen Punktes die Divergenz im Grundzustand besitzt oder,
dquivalent dazu, dass der Integralkern verschwindet, siehe Gl. (4.101). Eine &hnliche Situation
liegt auch im wechselwirkenden Fall vor mit dem Unterschied, dass nun der volle Integralkern
der wechselwirkender Theorie unterhalb der kritischen Temperatur verschwinden muss. In dem
Ausdruck (4.133) miisste dazu das renormierte chemische Potential /i* entsprechend der Beziehung
(4.102) dem Minimum der potentiallen Energie sowie demjenigen der kinetischen Energie gleichen.
Da die Ausdriicke (4.110) und (4.111) nur sanfte p- und X-Abhéangigkeiten besitzen, behalten die
beiden Energiearten zumindest fiir schwache Wechselwirkungen néherungsweise ihre Struktur.
Somit hat das Hintergrund-Potential sein Minimum immer noch am Ursprung X = 0 und auch
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der kinetische Energie-Term bei verschwindenden Impulsen p = 0. Dadurch ist gesichert, dass das
renormierte chemische Potential in der kondensierten Phase verschwindet, d.h. es gilt 4* = 0. Der
kritische Punkt wird zusétzlich durch die Forderung charakterisiert, dass die Kondensat-Fraktion
an diesem Punkt noch mikroskopisch ist. Somit konnen wir im thermodynamischen Limes den
Beitrag des Grundzustandes Néo) /N aus (4.137) vernachldssigen und erhalten

7.\ 30 7.\ ¢(2) 1om2Be ( To \* [ ooy (w1 w1 .
1 = ¢ c o c c I(lnt) w1 [(mt) 1.1
() + 3w (z) vy o5 (o) [ (5:52) +re00m)]

(4.138)

wobei wir hier noch die in [46] eingefithrte Abkiirzung

= (3 <)o)

mit der erweiterten Riemannschen Zeta-Funktion

[e.9]

ab) = Y m (4.140)

n,n'=1

verwenden. Aus der Beziehung (4.138) lassen sich nun die Verschiebungen der kritischen Tem-
peratur berechnen. Die Resultate spezifizieren wir dabei zuerst auf die wichtigsten Extremalfille
aus (4.119) mit Dipolmomenten, die wie in Abb. 4.2 entlang der Symmetrieachsen des Fallen-
Potentials ausgerichtet sind. In den jeweiligen Konfigurationen j = 1,2, 3 erhalten wir dann mit
Hilfe (4.124) die Resultate [47]
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Dabei erinnerten wir uns an die relative Stérke des Anteils der anisotropen Wechselwirkung epp
aus (4.91) und nutzten fiir die beiden letzten Resultate die allgemeinen Beziehungen (4.120) aus.
Diese Ergebnisse spiegeln fiir den Fall ohne Dipol-Wechselwirkung (m = 0) die aus Literatur
bekannten Resultate wider [65,143,147] und konnen als Verallgemeinerungen fiir den Fall mit
nicht verschwindenden Dipolmomenten m gesehen werden.

Zum Abschluss dieses Unterabschnitts diskutieren wir noch den Anwendungsbereich unserer sto-
rungstheoretischen Resultate der kritischen Temperatur (4.141). Natiirlich stellen diese Ergeb-
nisse nur eine Niherung fiihrender Ordnung zu der an sich selbstkonsistenten Hartree-Fock-
Molekularfeld-Naherung dar. Dennoch ist es eine bekannte Tatsache, dass eine solche Molekularfeld-
Néherung ohnehin alle Fluktuationen unterschitzt und somit in der Ndhe des kritischen Punktes
nicht giiltig ist. Nach einem Dimensions-Argument ergibt sich ein so genannter Ginzburg-Bereich
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Abbildung 4.4: a) Abhéngigkeit der relativen Abweichungen der kritischen Temperatur aus (4.141)
von der Teilchenzahl fiir die Parameter im *2Cr-Experiment [16]. Durchgezogene Kurve spiegelt
das Resultat ohne Dipol-Dipol-Wechselwirkung m = 0 wider und die gestrichelten mit m = 6mpg
fiir Konfigurationen (1), (2) und (3) aus Abb. 4.2. b) Relative Temperaturdifferenzen zwischen den
verschiedenen Konfigurationen in Abhéngigkeit der Teilchenzahl N und der mittleren Frequenz
@ fir Parameter aus a). Schwarze Punkte stehen fiir die im Experiment vorliegenden N- und
w-Werte. Beide Abbildungen entstammen der Arbeit [47].

um die kritische Temperatur, in dem die Fluktuationen dominieren, und dieser skaliert im drei-
dimensionalen Raum mit der zweiten Potenz der Wechselwirkungs-Stérke [48]. Das bedeutet, alle
in der selbstkonsistenten Molekularfeld-Naherung ausgerechneten Abweichungen der kritischen
Temperatur ab der zweiten storungstheoretischen Ordnung sollten aufgrund der Wechselwirkung-
Korrelationen korrigiert werden [65]. Dazu miissten Beitrége jenseits der Hartree-Fock-Approxi-
mation von der in (4.58) dargestellten Art in die Molekularfeld-Naherung einbezogen werden.
Andererseits bedeutet diese Aussage aber auch, dass die Korrekturen der kritischen Temperatur
in der ersten storungstheoretischen Ordnung (4.141) durch die starken kritischen Fluktuationen
unbeeinflusst bleiben. Mit unseren Néherungen bleiben wir somit auch am kritischen Punkt noch
im sicheren Bereich.

4.3.4 Diskussion der Resultate

Nach der Herleitung der kritischen Temperatur fiir Kontakt- und Dipol-Dipol-wechselwirkende
Systeme im letzten Unterabschnitt diskutieren wir hier die Resultate am Beispiel des verdiinn-
ten Gases aus ">Cr-Atomen. Weiterhin erértern wir ausgehend von den Gleichungen (4.141) die
Moglichkeiten zur Verstarkung der charakteristischen dipolaren Effekte.

Zur Veranschaulichung des Hauptergebnisses aus dem letzten Unterabschnitt (4.141) stellen wir
die Korrekturen der kritischen Temperatur in allen drei extremalen Konfigurationen in Abb. 4.4 a)
in Abhéngigkeit der Teilchenzahl N graphisch dar. Diese N-Abhéngigkeit resultiert einerseits aus
dem ersten semiklassischen Korrekturterm mit seinem dominanten Effekt bei kleinen Teilchen-
zahlen. Andererseits skalieren die thermischen Wellenldngen A. aus (4.70) mit der Teilchenzahl
als A\ ~ N6 und dominieren den Bereich groBer Teilchenzahlen N. Die konkreten Werte der
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Streuwellenlénge von etwa a = 105ap mit dem Bohrschen Radius ag, der Masse M = 52 a.e.,
der magnetischen Dipolmomente m = 6 mp und der Frequenzen w; = 27 - 581 Hz, wy = 27 - 406
Hz, w3 = 27 - 138 Hz wurden aus dem *?Cr-Experiment von Griesmaier u.a. entnommen [16].
Zum Vergleich betrégt der Wert der idealen kritischen Temperatur (2.134) in der besagten Ver-
suchsanordnung mit N = 10° Teilchen etwa T, = 670 nK. Die relative Abweichung der kritischen
Temperatur aufgrund des Finite-Size-Effekts liegt in etwa bei -1.8 % und die aufgrund der Delta-
Wechselwirkung bei -6.4 %. Die spezifischen Effekte der Dipol-Wechselwirkung belaufen sich bei
den Werten von f(w;/we,w;/ws) = —0.625 fiir die erste, f(ws/ws,ws/wi) = —0.110 fiir die zweite
und f(wsz/wr,ws/ws) = 40.735 fiir die dritte Konfiguration jeweils auf -0.29 %, -0.05 % und +0.34
%. Diese Resultate sind in Abb. 4.4 a) durch die schwarzen Punkte verdeutlicht. Sie spiegeln
unsere qualitativen Vermutungen am Anfang des Abschnitts 4.3 wider. Darin stellten wir fest,
dass fiir die erste Konfiguration aus Abb. 4.2 die Dipol-Wechselwirkung eher abstoflend wirkt
und den Kondensationspunkt zu niedrigen Temperaturen verschiebt. Fiir die dritte Konfiguration
sollte demnach genau das Gegenteil eintreten. Mit diesen Vermuttungen lagen wir nun in der Tat
richtig, die qualitativ unentscheidbare Situation bei der zweiten Konfiguration erwies sich nun
auch quantitativ als grenzwertig mit nur einer minimalen dipolaren Netto-Abweichung. Insgesamt
scheinen die dipolaren Effekte fiir Chrom-Atome relativ schwach zu sein und, wie man aus Abb.
4.4 a) erkennt, &ndern sie sich selbst bei einer Verzehnfachung der Teilchenzahl nur marginal.
Welche Ansatzpunkte es gibt, einen messbaren Effekt der Dipol-Wechselwirkung auf die kritische
Temperatur festzustellen, wird im Folgenden noch erortert.

Es féllt bei einer genaueren Betrachtung der Ergebnisse (4.141) auf, dass sowohl die semiklassische
Finite-Size-Korrektur der kritischen Temperatur als auch der Effekt der Delta-Wechselwirkung
Konfigurations-unabhéngig sind. Die Resultate unterschieden sich bei verschiedenen Konfiguratio-
nen allein durch die Beitrége der anisotropen Dipol-Wechselwirkung. Diese Tatsache kann nun da-
zu verwendet werden, die klare Signatur der Dipol-Wechselwirkung anhand der Differenz-Messung
der kritischen Temperatur zwischen den verschiedenen Einstellungen herauszultsen. Unsere er-
sten Abschétzungen dieser Differenzen sind in Abb. 4.4 b) zusammengestellt. Darin sind sie in
Abhiingigkeit eines Parameters dargestellt, welcher nach der Beziehung @N/3 = kzT " ¢1/3(3)/h
proportional zur kritischen Temperatur und somit auch zur mittleren Teilchendichte im thermi-
schen Gas in der Falle ist. Wie man aus Abb. 4.4 b) und den darin eingetragenen schwarzen
Punkten sieht, betragt die Temperaturdifferenz zwischen den beiden extremalen Konfigurationen
(1) und (3) derzeit 0.61 % der kritischen Temperatur T des idealen Gases. Diese Differenz ska-
liert mit dem obigen Parameter als (0N'/?)/2, so dass seine Verdopplung den dipolaren Effekt auf
einen knappen Prozent vergréflern wiirde. Eine weitere Vergroflerung der Dichte kann allerdings
ab einem gewissen Punkt durch Drei-Ko6rper-Verlustprozesse limitiert werden.

Eine weitere Moglichkeit zur Verstarkung der dipolaren Effekte bietet sich durch die Variation
der Fallen-Anisotropie an. Diese geht ndmlich in den Anisotropie-Faktor f(k,n) aus (4.141) ein,
der mit (4.125) bzw. (4.126) angegeben und in Abb. 4.3 a) graphisch dargestellt ist. Gehen wir
nun von der Teilchenzahl N = 10° und der mittleren Frequenz & = 27 - 319 Hz aus, die in der
experimentellen Realisierung mit °2Cr-Atomen derzeit vorliegen. Wie wiirden sich die Differen-
zen der kritischen Temperaturen dndern, wenn man lediglich die jeweiligen Frequenz-Verhéltnisse
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Abbildung 4.5: Relative Differenzen der kritischen Temperaturen in Konfigurationen (1), (2) und
(3) aus Abb. 4.2 fiir die festen Teilchenzahlen N = 10° und mittleren Frequenzen & = 27 - 319
Hz wie im 5>Cr-Experiment [16]. Alle Darstellungen sind in Abhiingigkeit der beiden Anisotropie-
Koeffizienten w; /wy und wy /ws in logarithmischer Skalierung. Schwarze Linien markieren zylinder-
symmetrische Konfigurationen, so dass an ihrem Kreuzungspunkt die Kugel-Symmetrie vorliegt.
Die schwarzen Rauten reprisentieren die im Experiment realisierten Einstellungen. Alle Abbil-
dungen wurden aus Ref. [47] entnommen.

verschieben wiirde? Die Antwort auf diese Frage ist in Abb. 4.5 zu sehen. Bei den in der expe-
rimentellen Anordnung bestehenden Anisotropien ist die Differenz der kritischen Temperaturen
Tc(l) — Tc(?’) in der Tat noch am groiten, aber auch sie ist noch weit vom optimalen Bereich ent-
fernt. Das sieht man an den schwarz hervorgehobenen Rauten in jeweiligen Bildern, die in etwa
die tatséchlichen Verhéltnisse im Chrom-Experiment darstellen. Aus Abb. 4.5 b) erkennt man
auch, dass zur weiteren Optimierung der Messung in erster Linie der Parameter w; /wy noch etwas

2 . .
) vergroflern, wihrend

grofler werden sollte. Dadurch wiirde sich ebenfalls die Differenz T, G o
T2 —T eher geringer ausfallen wiirde. In der Tat sind Vergréferungen fiir bestimmte Tempe-
raturdifferenzen immer mit Verringerungen fiir die eine oder beide anderen verkniipft, weil die
Anisotropie-Funktion an die zweite Beziehung (4.127) gebunden ist. Dieser Umstand stellt aber
kein Problem dar, denn es geht darum, wenigstens eine der Differenzen zwischen zwei extrema-

len Einstellungen hervorzuheben. Im optimalen Bereich kénnte die Temperaturdifferenz mit dem



4.3. KRITISCHE TEMPERATUR IN DIPOLAREN BOSE-GASEN 175

derzeit vorliegenden Dichte-Parameter @N'/3 = 9.3 - 10* Hz auf maximal 1.39 % der kritischen
Temperatur S gebracht werden, was etwas mehr als einer Verdopplung des aktuellen Wertes
entspricht.

Nach der obigen Diskussion sieht man mehrere Moglichkeiten, den dipolaren Effekt auf die kriti-
sche Temperatur derart zu vergrofiern, dass er fiir eine Messung relevant werden kann. Zum Einen
ist es die Vergroflerung der Teilchendichte, zum Anderen die Optimierung der Fallen-Anisotropie.
Mit beiden Effekten scheint es durchaus realistisch, den aktuellen Wert von 0.6 % auf etwa 2 % zu
erhohen. Damit kimen wir schon anndhernd in den Bereich, der fiir die Messungen zugénglich ist.
Die besten Messungen der kritischen Temperatur heutzutage wurden in der Gruppe von Aspect
durchgefiihrt [156] und wiesen einen relativen Fehler von etwa 5 % der kritischen Temperatur des
idealen Bose-Gases auf. Das ist zwar immer noch zu viel fiir die obigen Abschétzungen des dipola-
ren Effekts, man muss dabei allerdings bedenken, dass die grofiten Fehler systematisch sind. Dazu
zéhlt z.B. in erster Linie die Unsicherheit der Temperatur-Kalibrierung [156]. Setzt man jedoch
statt der absoluten Temperatur-Messungen auf diejenigen der Temperatur-Differenzen zwischen
den verschiedenen rdumlichen Konfigurationen [46,47], so diirften Kalibrierungs-Probleme auch
keine Rolle spielen, weil sie alle Konfigurationen im gleichen Maf§ betreffen. Die restlichen sta-
tistischen Fehler liessen sich durch mehrere Wiederholungen der Experimente auf realistische 1
% senken. Die Realisierungen dieses experimentellen Vorhabens beim atomaren Chrom-Gas sind
also nur die Frage der Zeit. Noch wichtiger ist aber an dieser Stelle zu bemerken, dass sich unsere
Untersuchungen zur kritischen Temperatur der dipolaren Systeme keineswegs auf das Chrom-
Kondensat beschrinken. Wie wir bereits im Abschnitt 4.2 diskutierten, gibt es noch weitere Ver-
treter der dipolar-wechselwirkenden Materie, die stirkere dipolare Effekte aufweisen wiirden (bis
Faktor 100). Zurzeit sind sie zwar noch nicht zur Kondensation gebracht worden, aber auch das
ist sicherlich nur eine Frage der Zeit.
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Kapitel 5
Zusammenfassung

Wir haben uns in dieser Promotionsschrift ausfiithrlich mit theoretischen Aspekten der Bose-
Einstein-Kondensation stark verdiinnter Gase beschéftigt. Das Hauptinteresse galt dabei den
grundsétzlichen Fragestellungen, die von der Statistik innerhalb endlicher bosonischer Systeme
bei sehr tiefen Temperaturen im Hinblick auf die Kondensation der Materie in den Grundzustand
aufgeworfen wurden.

Im einleitenden Kapitel 1 beschrieben wir zuerst die historischen Entwicklungen, die der experi-
mentellen Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation in verdiinnten Gasen von Materie-Teilchen
vorausgingen. Auch die dazu notwendigen experimentellen Techniken wurden darin beschrieben.
Weiterhin diskutierten wir den Begriff der Kondensation in endlichen Systemen von Bosonen.
Dabei stellten wir einige Befunde in ihrer theoretischen Beschreibungen innerhalb verschiedener
Ensemble-Theorien vor und wiesen auf das Problem der inkompletten Aquivalenz der groBkano-
nischen und kanonischen Ensembles in Anwesenheit des Kondensates hin.

Im Kapitel 2 beschrieben wir die thermodynamischen und statistischen Eigenschaften der idealen
wechselwirkungsfreien Bose-gase aus der Sicht der groflkanonischen Ensemble-Theorie. Darin leite-
ten wir zuerst die Bose-Einstein-Verteilung mit Hilfe feldtheoretischer Methoden her. Dieses Ergeb-
nis wendeten wir anschliefend auf das spezifische Problem der Bose-Gase in homogenen Systemen
sowie in der harmonischen Falle und im Kasten-Potential an. Neben den bestimmten Merkmalen
der Grundzustand-Besetzung und der Warmekapazitét, die allen Bose-Einstein-kondensierten Sy-
stemen eigen sind, wurden fiir diese Gréflen dennoch mehrere System-abhéngige Besonderheiten
festgestellt. Weiterhin galt unsere besondere Aufmerksamkeit dem Vergleich analytischer Resul-
tate aus den semiklassischen Ndherungen mit den numerischen Daten aus quantenmechanisch
exakten Rechnungen. Die grofiten Unterschiede der beiden Vorgehensweisen wurden in der Néhe
des kritischen Punktes festgestellt, an dem die Bose-Einstein-Kondensation in makroskopischen
Maf3staben einsetzt. So wurden auch Unterschiede in den Lagen der kritischen Temperaturen selbst
identifiziert, die in Abb. 2.5 b) fiirs Fallen-Potential und in Abb. 2.7 fiir den Kasten dargestellt
sind. Die analytischen Untersuchungen dazu wurden in einer kurzer Form in der Publikation [42]
vorgestellt und bildeten dort eines der Hauptergebnisse. Weiterhin beschéftigten wir uns im Kapi-
tel 2 mit den Greens-Funktionen und leiteten daraus die lokale Teilchendichte in der Falle und im
Kasten ab. Zum Abschluss unserer Untersuchungen im grofkanonischen Ensemble gingen wir dem
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aus Literatur bekannten Problem der unphysikalisch grofien Teilchenzahl-Fluktuationen nach. Da-
zu berechneten wir die mittlere Varianz der Teilchenzahl im Grundzustand und bestétigten diese
auf den ersten Blick iiberraschende Tatsache.

Inwiefern die Resultate nach der groflkanonischen Bose-Einstein-Verteilung iiberhaupt sinnvoll
sind, stellten wir mit Hilfe der Rechnungen in der kanonischen Ensemble-Theorie fest. Diese wur-
den im Kapitel 3 préisentiert. Ausgehend von der Feynmanschen Pfadintegral-Darstellung der
Viel-Teilchen-Zustdnde wurde hier die kanonische Zustandssumme fiir eine feste Zahl N der wech-
selwirkungsfreien Bosonen ausgewertet. Daraus lies sich weiterhin der Anteil der Teilchen im Kon-
densat und die Greens-Funktion in einem N-Teilchen-Ensemble bestimmen. Als erstes werten wir
die kanonischen Groflen in einem homogenen System wie im Buch von Feynman [43] direkt aus und
finden physikalisch sinnlose Ergebnisse sowohl fiir die Warmekapazitét als auch fiir den Kondensat-
Anteil in Abb. 3.3. Bereits eine leichte Korrektur des homogenen Gas-Modells mit dem explizit
beriicksichtigten Grundzustand ergab die gewiinschten Verbesserungen der Resultate. Auch die
Berechnungen im Kastenpotential wiesen keine Anomalien auf. Die entsprechenden Ergebnisse fiir
die Wiarmekapazititen und Kondensatteilchen-Anteile wurden in der kiirzlich erschienenen Publi-
kation [42] verdffentlicht. Durch den Vergleich der kanonischen Resultate mit denjenigen aus den
groffkanonischen Rechnungen wurden insbesondere fiir grole Teilchenzahlen keine nennenswerte
Abweichungen weder im Kastenpotential noch in der harmonischen Falle gefunden. Trotzdem be-
steht kein trivialer Zusammenhang zwischen den groflkanonischen und kanonischen Ensembles.
So fithrten Untersuchungen der Teilchenzahl-Fluktuation im Grundzustand zu einer offensichtli-
chen Diskrepanz zwischen den beiden Ensembles. Aulerdem ergaben sich im Temperaturbereich
unterhalb des kritischen Wertes vollkommen verschiedene Teilchenzahl-Statistiken. Kanonische
Resultate zeigten dabei im Gegensatz zu grokanonischen Erwartungen ein physikalisch sinnvolles
Verhalten. Da auch die Energie-Fluktuationen in kanonischen Ensembles keine Anomalien aufwie-
sen, schloflen wir das Kapitel 3 mit der Feststellung ab, dass die Beschreibungen dieser Theorie
sogar fiir abgeschloflene Systeme mit einer fest vorgegebenen Energie noch addquat sind.

Nach den gerade geschilderten Darstellungen der grundsétzlichen Fragen der Bose-Einstein-Kon-
densation in idealen Bose-Gasen wendeten wir im Kapitel 4 unsere Aufmerksamkeit dem Problem
schwach wechselwirkender bosonischer Systeme zu. Dabei beschrinkten wir uns auf die stérungs-
theoretische Behandlung des Problems mit anschlieBender Resummation der Ausdriicke mit Hilfe
der so genannten Selbstenergie-Renormierung. In unserer Darstellung griffen wir verstarkt auf die
Feynman-diagrammatische Technik zurtick, die in unseren Publikationen [44,45] entwickelt wurde.
Wie wir weiterhin zeigten, fithrte unsere Vorgehensweise unter Beriicksichtigung der stérungstheo-
retischen Ausdriicke bis zur ersten Ordnung auf die Hartree-Fock-artige Molekularfeld-Néaherung.
Auflerdem diskutierten wir verschiedene Wechselwirkungen, die in verdiinnten Bose-Gasen bei
tiefen Temperaturen im Kondensationsbereich vorliegen. Die Pseudo-Potential-Methode zur Be-
schreibung kontakt-wechselwirkender Bosonen und die Wechselwirkung zwischen den dipolaren
Gasteilchen wurden erortert. Als konkretes Beispiel berechneten wir anschlieend den analytischen
Ausdruck fiir die kritische Temperatur in einer harmonischen Falle fiir dipolar-wechselwirkende
Bose-Gasen. Insbesondere interessant war in diesem Zusammenhang der Einfluss der Fallen-
Anisotropie auf die Ergebnisse. Dieser Einfluss war ndmlich charakteristisch fiir die ebenfalls ani-
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sotrope Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Aus diesem Grund diente er uns als die Grundlage fiir die
in Publikationen [46,47] vorgeschlagene Methode, die Signatur der dipolaren Effekte in thermo-
dynamischen Groflen auch experimentell nachzuweisen.






Anhang A

Poissonsche Summen-Formel

In diesem Abschnitt leiten wir die so genannte Poissonsche Summen-Formel ab. Sie ist sowohl fiir
Berechnungen der Greenschen Funktion und des groflkanonischen Potentials in den Abschnitten
2.1.3 und 2.1.4, als auch fiir die Dualitéats-Transformation im Kastenpotential in den Abschnitten
2.4.1 und 3.2.2 von immenser Bedeutung.

Zu Beginn definieren wir die periodisch fortgesetzte Delta-Funktion, welche zuweilen auch als die
Kamm-Funktion bezeichnet wird:

> dx—m) = 6P(x) . (A1)

m=—0oQ

Aufgrund ihrer Periodizitét ldsst sie sich in eine Fourier-Reihe entsprechend der Beziehung

W) = Y o0 Prine (A.2)

n=—oo

zerlegen. Die Fourier-Koeffizienten 5 folgen aus der direkt verifizierbaren Identitéat

1/2 ‘
5o = / dz e=2mime 50 (7). (A.3)

1/2

Aufgrund der zu (2.40) analogen Beziehung

1/2 ‘
/ dy eZFilm—mz — 5 (A.4)

1/2

7(5)

ergibt sich aus (A.3) der m-unabhéngige Fourier-Koeffizient d5’ = 1 und somit auch die Fourier-

Zerlegung (A.2) der Kamm-Funktion (A.1):

[e.9]

Y d@—m) = ) e (A.5)

m=—o00 n=—oo
Damit sind wir nun auch in der Lage, die diskrete Summe iiber jede an den ganzzahligen Stiitz-
stellen stetige Funktion f in einer etwas anderen Form zu schreiben:

S f(m) = /OO dr S 8z —m) f(z) . (A.6)

m=—o0 m=—0oQ
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Nach Einsetzen der Umformung (A.5) und Vertauschung der Summe mit dem Integral erhalten
wir
> fm) = > / dr f(z) e* e (A7)

Diese Beziehung stellt nun die gesuchte Poissonsche Summen-Formel dar, mit deren Hilfe wir duale
Formen fiir bestimmte Reihen erhalten.



Anhang B

Robinsonsche Entwicklungs-Formeln

In diesem Abschnitt leiten wir die Regeln her, die im Kapitel 2 fiir Entwicklungen der polyloga-
rithmischen Funktionen

—nx

Ge™) =Y = (B.1)

n=1

nach dem Kleinheits-Parameter z > 0 notwendig sind. Dieses Problem stellt insofern kein triviales
Problem dar, als dass die naive Entwicklung der Exponentialfunktion und die Vertauschung der
beiden Reihen auf das Resultat

G = S35 S -

n=1

(=2)*
Kl

K

((v—Fk) (B.2)

%=

k=0

mit der Riemannschen Zeta-Funktion (v — k) aus (2.100) fiithrt. Diese letzte Gleichung hat offen-
sichtlich nur einen eingeschrankten Giiltigkeitsbereich, denn fiir v < 1 erwarten wir fiir sehr kleine
x-Werte eine Divergenz auf der linken Seite, wiahrend die rechte Seite eine konvergente Reihe dar-
stellt, vorausgesetzt die Riemannschen Zeta-Funktionen darin werden im analytisch-fortgesetzten
Sinne verstanden. Fiir den Fall v = 1 besitzt der Ausdruck auf der rechten Seite von (B.2) sogar
eine explizite ((1)-Singularitit, welche durch die analytische Fortsetzung nicht zu beheben ist.
Eine dhnliche Situation tritt bei allen positiven ganzzahligen Werten von v auf, auch wenn das
nicht die Terme der fithrenden Ordnung in x betrifft. Bei einer genaueren Untersuchung findet
man in der Tat fiir alle v-Werte eine Beziehung zwischen der polylogarithmischen Funktion (B.1)
und den fortgesetzten Riemann-Funktionen, die sich aber fiir viele wichtige Spezialfille von der
naiven Version (B.2) unterscheidet. Um genau diese zuerst von Robinson hergeleitete Beziehung
[53] geht es in der folgenden Diskussion.

Als Ausgangspunkt fiir weitere Ausfithrungen dient uns die so genannte Mellin-Transformation
[161]. Die entsprechend transformierte Funktion ergibt sich aus

MIf](s) E/ dr f(x) 2*" (B.3)
0
und lautet fiir den Spezialfall der polylogarithmischen Funktion
MIG](s) = T(s) C(v +s) . (B.4)
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Die urspriingliche Funktion erhéllt man daraus nach der Riicktransformations-Vorschrift

1 -5
fla) = 5— ¢ ds M[f](s) 2™ , (B.5)
T Je
wobei der Integrationsweg C zuerst rechts von allen Polstellen parallel der imagindren Achse
verlauft und dann die linke Halbebene im Uhrzeigersinn einschliet. Somit lautet die polylogarith-

mische Funktion

1
G(e™™) = i P dsT(s)C(v+s)z™° . (B.6)
Die explizite Berechnung des Integrals belduft sich auf die Auswertung der Residuen an den
jeweiligen Polstellen des Integrands. Im vorliegenden Fall gibt es einerseits eine Polstelle bei v+s =

1, die von der Riemannschen Zeta-Funktion herrithrt und sich fiir kleine € als
1
C(1+e) = E—F’V—FO(E) (B.7)

spezifizieren lasst [162], wobei v &~ 0.5772 die Euler-Mascheroni-Konstante darstellt. Andererseits
besitzen die Gamma-Funktionen in (B.6) ihre Polstellen bei allen nicht positiven ganzzahligen
Werten und haben die Form [50, Kapitel §]

(=1 [ 1 F
I'(—k = - — -+ 0 ) B.8
(~h+e) = { EOE <e>} (B3)
Beschranken wir uns nun zuerst auf den Fall v < 1, so befinden sich alle Polstellen der Gamma-
Funktion links von der Polstelle s = 1 —v der Zeta-Funktion und somit sind alle Polstellen einfach.
Das Problem (B.6) reduziert sich dabei auf

s=1—v s=—k

Gle™) = T(1—v) 2" Res ((v+s) + > a*((v—k) ResT(s) . (B.9)

Das Residuum der Zeta-Funktion ldsst sich unmittelbar aus (B.7) zu Res,—1_,((r+s) = 1 bestim-
men. Die Residuen der Gamma-Funktionen ergeben sich aus (B.8) zu Res,— ;I'(s) = (—=1)%/k!.
Somit erhalten wir die gesuchte Entwicklung der polylogarithmischen Funktion fiir den Fall v < 1:

Gle™) =T(l—v)a" '+ Y (_/j) Cv—k) . (B.10)

Vergleicht man diese Beziehung mit der naiven Formel (B.2), so fillt einem die Ahnlichkeit auf,

die aber aufgrund des ersten Zusatzterms unvollstandig ist. Genau dieser Zusatzterm beschreibt
in dem betreffenden Bereich die Divergenz der polylogarithmischen Funktion fiir kleine x-Werte.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall tritt bei v = 1 auf. Hierbei trifft die Polstelle der Zeta-Funktion
s = 0 die erste Polstelle der Gamma-Funktion, und wir haben einen Doppelpol vorliegen. Die
polylogarithmische Funktion (B.6) kann auch fiir diesen Fall in Analogie zu (B.9) als

s=0 s=—k

C(e™®) = Res [D(s)C(1 + s) x} + 3 aF¢(1— k) Res I(s) (B.11)
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ausgedriickt werden. Das Residuum an der doppelten Polstelle s = 0 ist entsprechend der Glei-
chung [163, (3.4.8)]

I;{Zeos [F(s) C(1+s) x’s} = % [32 L(s)C(1+s)z° -, (B.12)

auszuwerten. Mit den Entwicklungen (B.7) und (B.8) fiir ¢ = s ergibt sich dieses Residuum zu

Res [F(s) C(1+s) x_s} = —Inz . (B.13)

s=0

Die restlichen Polstellen bei s = —k sind einfach, und die Residuen liefern nach wie vor (—1)*/k!,
so dass sich aus (B.11) die endgiiltige Form

—x = (_I>k
Gle™) = —nz+ ) (1= k) (B.14)
k=1
ergibt. Auch sie unterscheidet sich deutlich von (B.2) durch den ersten logarithmischen Term, der

anstelle des z-unabhéngigen £ = 0-Summandes auftritt.

Fiir die weiteren wichtigen Félle mit natiirlichen Argumenten v = n > 2 gibt es im Integranden
von (B.6) immer doppelte Polstellen bei s = 1 — n. Die Integrale (B.6) werden dann in Analogie
zum gerade betrachteten Fall v = 1 ausgewertet und liefern z.B. fiir v = 2

o) o k
Gle™) = ¢2)—z[1—Ina] + ) ( k!> C(2—k) (B.15)
und fiir v =3
ey B ? [3 — (Co)f L
Ge™) = ¢(B) —2¢(2) + 5 [2 1nx]+z Bk (B.16)
k=3 ’

Die Gleichungen (B.14)—(B.16) und ihre Verallgemeinerungen fiir alle positiven ganzzahligen v-
Werte setzen die Beziehung (B.10) auf den besagten Wertebereich fort. Fiir alle nicht ganzzahligen
Werte von v kann (B.10) weiterhin direkt iibernommen werden, weil sie ohne Beschrankung der
Allgemeinheit tiberall dort gilt, wo nur einfache Polstellen des Integrands aus (B.6) vorliegen. Das
gilt fiir ¥ < 1 immer und fiir v > 1 fast iiberall bis auf die ganzzahligen Werte.



186 ANHANG B. ROBINSONSCHE ENTWICKLUNGS-FORMELN



Anhang C

Numerische Auswertung der
kanonischen Rekursion

In diesem Abschnitt beschreiben wir Probleme der praktischen Auswertung der Rekursionsbezie-
hung fiir kanonische Zustandssummen

- %Z [(nB) ZE_ (B (C.1)

ausgehend von dem Rekursionsanfang Z%(3) = 1. Die darin vorkommenden Ein-Teilchen-Zu-
standssummen Z;(n(3) stellen die Spektral-Summen aus (3.45)

np) = Ze_”ﬁE’“ (C.2)

dar. Die Gleichung (C.1) war eines der Hauptergebnisse in den kanonischen Untersuchungen im
Abschnitt 3.1 und ergab bosonische N-Teilchen-Zustandssummen, die zur Bestimmung der Grund-
zustandsbesetzung (3.81) und der Wirmekapazitit (3.120) weiterverwendet wurden.

Zur Auswertung der Beziehung (C.1) fiir grofle Teilchenzahlen N hat sich das Computer-Algebra-
Programm “Mathematica” als wenig hilfreich herausgestellt. Die in (C.1) vorkommenden Opera-
tionen beinhalten lediglich die trivialen Multiplikationen und Additionen der Zahlen, da es aber
sehr viele solcher gibt, bedarf es grofler Speicher-Kapazitdten und einer schnellen Ausfithrung
der wenigen Rechen-Grundregeln. Gerade fiir solche Aufgabefelder scheinen z.B. die gewthnlichen
Computer-Programme préadestiniert zu sein. Doch bevor wir hier eine “C+47-Routine présen-
tieren, miissen wir die moglichen numerischen Fehlerquellen umgehen. Das ist das Hauptziel der
weiteren Darstellung.

Fiir niedrige Temperaturen (3 — oo) spielt der energetische Grundzustand Fj fiir die Ein-Teilchen-
Zustandssumme (C.2) die dominierende Rolle. Da dieser in quantenmechanisch exakten Rechnun-
gen nicht verschwindet, resultieren daraus fiir geniigend tiefe Temperaturen extrem kleine Z;-
Werte. Diese kleinen Zahlen potenzieren sich durch die Rekursion und stellen einen Computer
vor uniiberwindbare Probleme. Als konkretes Zahlenbeispiel betrachten wir das Problem im Ka-
stenpotential aus Abschnitt 3.2.2, in dem sich eine relativ kleine Zahl N = 100 von Teilchen bei
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einer Temperatur von 7" = 0.01 T befindet. Die Zustandssumme ergibt sich in diesem Fall zu
~ e~ 2% Fiir N = 1000 bei derselben relativen Temperatur erniedrigt sich dieser ohnehin extrem
kleine Wert auf ~ e=#4", Dennoch kann diese Schwierigkeit im Tieftemperatur-Bereich von vorn

herein eliminiert werden, wenn man die reduzierten Zustandssummen
Z\(nB) = e Zy(np) ,  ZR(B) = NP ZB(p) (C.3)

verwendet und statt der Rekursion (C.1) die analoge Beziehung

_ %Z \(nB) ZB_.(B) (C.4)

zwischen diesen reduzierten Groéflen auswertet. Der Unterschied zur urspriinglichen Version besteht
hierbei darin, dass die Bausteine dieser Rekursion Zl(nﬁ) fiir verschwindende Temperaturen ge-
gen eins konvergieren und somit nicht zum Problem der unhandlich niedrigen Werte fiir die Gréfie
Zﬁ(ﬁ) fithren. Die kanonische Grundzustandsbesetzung (3.81) dndert sich durch diese Umskalie-
rung der Zustandssumme nicht, wenn man statt des Grundzustand-Beitrags (3.64) die reduzierte
Grofle

ﬁn(ﬂ) = "Fe Vn(ﬁ) =1 (05)

verwendet. Die Beziehung (3.81) reduziert sich dadurch auf die analoge Gleichung

(Ng)® = Z (C.6)

Die Warmekapazitét (3.120) wird durch die Umskalierung (C.3) nicht beeinflusst, weil sich der
darin enthaltene Term T In Z§ von seinem reduzierten Gegenstiick 7' In Z P nur durch die Tempe-
ratur-unabhéngige Grundzustands-Energie Eg unterscheidet. Durch die in (3.120) vorkommende
zweifache T-Ableitung dndert sich dann durch einen konstanten Zusatzterm nichts.

Ein weiteres Problem tritt bei der numerischen Umsetzung der Rekursion (C.4) auf, wenn man
in den Hochtemperatur-Bereich kommt. Dann gibt es ndmlich in einem N-Teilchen-Ensemble N
Ein-Teilchen-Zustandssummen Z;(nf3) von verschiedenen GroBen. So stellt man generell fest, dass
Z1(nB) eine monoton abfallende Funktion der Zykluslinge n ist, was zum Ausdruck bringt, dass
die kurzen Zyklen wahrscheinlicher sind als die langen. Die Beitrdge mit unterschiedlichen Zy-
kluslingen tauchen in der Rekursion in einer sehr gemischten Form auf und verursachen somit
grofle Rechenfehler. Dieses Problem ist eher buchhalterischer Natur und wurde in Ref. [73] er-
folgreich bewiltigt. Die Losung besteht in der Ausnutzung des multiplikativen Charakters einer
Zustandssumme. Der Beitrag jedes zusétzlichen Teilchens wird ndmlich mit dem Beitrag aller
anderen bereits vorhandenen Teilchen multipliziert. Daher empfiehlt es sich, die komplette N-
Teilchen-Zustandssumme entsprechend der Beziehung

) = [[m(® (C.7)
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zu faktorisieren. Die einzelnen Faktoren erfiillen dann die Rekursions-Relation

me(3) = %{Z(ﬁ) +> 7 H o } (C.8)

die wir aus einer addquaten Umschreibung von (C.4) erhalten. Diese Faktoren 7, sind alle grofier
als eins und fallen in etwa exponentiell schnell mit dem Parameter & ab.

Die Wiarmekapazitit (3.120) ergibt sich mit der Zerlegung (C.7) aus der Gleichung

B k;BTW{ Zlnnk } (C.9)

Der Vorteil dieser Schreibweise gegeniiber der urspriinglichen liegt auf der Hand. Da die Summe
aus N Logarithmen viel genauer auszuwerten ist, als das Logarithmus eines N-fachen Produktes,
fiir welches Z5 steht, zumal letzteres extrem groff sein kann. Die Grundzustand-Besetzung (C.6)
schreibt sich nach der Zerlegung (C.7) als

(Noy§ =D H; . (C.10)

Die ersten n-Summanden spielen in dieser Schreibweise die dominante Rolle, weil fiir die anstei-
genden n’s die n-Faktoren mit immer niedrigeren Indizes im Nenner auftauchen und somit die ent-
sprechenden Beitrdge immer stérker unterdriicken. Die kompletten Viel-Teilchen-Zustandssummen
miissen dabei nicht exakt bestimmt werden, wie das in der Original-Fassung (C.6) noch der Fall
war. Genau aus diesem Grunde ist die Formulierung (C.10) gegeniiber (C.6) vorzuzichen.

Des Weiteren présentieren wir das konkrete Beispiel der Berechnung von der Grundzustand-
Besetzung nach (C.10) fiir ein ideales Bose-Gas aus N Teilchen im Kastepotential (2.171). Die
Spektral-Zerlegung der reduzierten Ein-Teilchen-Zustandssumme aus (C.2) mit (C.3) lautet fur
diesen Fall in Analogie zu (3.139)

3
Zi(n/T) = {em(mzl)/“} (C.11)
mit dem dimensionslosen Temperatur-Parameter aus (2.178) bzw. (3.117)

MV?2/3 N 1% 71
2ﬂh252{C(3/2)} 70 (C12)

im Tieftemperatur-Bereich einerseits. Andererseits lautet sie im Hochtemperatur-Bereich entspre-
chend der Dualitéts-Umformung (3.143)

TORT NA e S c

Das Kriterium dafiir, wann der Tieftemperatur-Bereich, wo die Reihe aus (C.11) schnell kon-
vergiert, in den Hochtemperatur-Bereich iibergeht, wo das die Reihe aus (C.13) tut, haben wir
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bereits im Abschnitt 2.4.2 gefunden. Darin konnten wir aus Abb. 2.8 den Ubergangs-Wert mit
0.2 < 7/n < 0.5 abschétzen und beschrinken uns weiterhin z.B. auf 7 = 0.3n. Nach diesen Vorbe-
merkungen sind wir nun in der Lage, das Vorhaben in einem Computer-Programm umzusetzen,
das in C-Code (mit C++-Ausgangsmodus) geschrieben ist.

Im Hauptprogramm werden die Werte der Grundzustands-Teilchenzahl in einem Ensemble aus
beispielsweise N = 1000 Teilchen fiir verschiedene Temperaturwerte t =1/ T ¢ [0.01;2.00] in
die Ausgabe-Datei geschrieben. Thre eigentliche Berechnung wird im Unterprogramm “Nkond”
ausgefiihrt. Dabei bestimmen wir zuerst die Ein-Teilchen-Zustandssummen Z;(n/7) fiir alle n =
1,2,..., N, wobei wir fiir 7 < 0.3n nach der Gleichung (C.11) und sonst nach (C.13) vorgehen
und die jeweiligen Reihen nach den ersten m < 5 Summanden abbrechen. Im zweiten Teil des
Unterprogramms berechnen wir die einzelnen Faktoren 7, fiir alle k = 1,2, ..., N nach (C.8) und
im dritten Teil bestimmen wir aus ihnen schliefilich die mittleren Teilchenzahlen im Grundzu-
stand nach (C.10). Dieses nachfolgend dargestellte einfache Programm braucht auf den zurzeit
handelsiiblichen Rechner fiir die Auswertung mit N = 1000 Teilchen etwa zwei Sekunden und mit
N = 10000 Teilchen etwa zwei Minuten. Die Resultate fiir Teilchenzahlen N = 10, 100 und 1000
sind in Abb. 3.7 a) und b) zu sehen. Fiir Berechnungen weiterer GroBen wie z.B. der Wérmekapa-
zitdt aus Abb. 3.6 oder auch fiir Ergebnisse in anderen Potentialen aus dem gesamten Abschnitt
3.2 werden dhnliche Programme verwendet, die wir hier aber aus Platzgriinden nicht vorstellen.

/% PROGRAMM ZUR BERECHNUNG DER ANTEILE KONDENSIERTER TEILCHEN */
/% IM KANONISCHEN ENSEMBLE IM KASTENPOTENTIAL */
using namespace std;
#include<iostream>
#include<math.h>
#include<fstream>
ofstream mycout("Kond1000kast-mat.dat") ; //Ausgabe-Datei
const int N = 1000 ; //Teilchenzahl
const double eps = 0.01 ; //Schrittweite
const double zeta = 2.61238 ; //Zeta(3/2)
const double Pi = 3.14159 ;
const double c¢ = pow(N/zeta,0.666667) ; //Umrechnungsfaktor von t zu tau
V% Hauptprogramm™~ "~~~ "~~~ rrrrrmmmmmasmammm s e */
int main()
{ double t ;

double Nkond(double) ; //Definition des Unterprogramms

[xTTTIT Ausgabe der Daten zum Kondensat-Anteil™ " "7777 */

mycout <<"{{0.0,1.0}" ;
for (t =0.01 ; t <=2.00 ; t =1t + eps )

{ mycout <<",{"<< t <<","<< Nkond(t)/N <<"}" ; } ;
mycout <<"}" ;
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[xTTTImmmm Unterprogramm zur Berechnung der Kondensat-Teilchenzahl™~~"""""7~ */
double Nkond(double t)
{ int k,m ;

double tau,fakt,expo,sum,prod,NO ;
double Z1[N+1],eta[N+1] ;

V4 Werte der 1-Teilchen-Zustandssummen™ ™~~~ ~~~~~ */
tau = t*c ;
for (k=1 ; k<=N ; k+t+t )
{ if (tau < 0.3%k) //Tieftemperatur-Bereich
{ fakt = 0.0 ;

for (m=1; m<=5; m++ )
{ expo = 0.25%Pi*(m*m - 1)x*k/tau ; fakt = fakt + exp(-expo) ; }
Z1[k] = faktxfaktxfakt ;

}
else //Hochtemperatur-Bereich

{ sum = 0.0 ;

for (m=1; m<=5; mt+ )

{ expo = 4.0*Pixm*m*tau/k ; sum = sum + exp(-expo) ; 7}

fakt = sqrt(tau/k)*(2*xsum + 1) - 0.5 ;

Z1[k] = exp(0.75%k*Pi/tau)*fakt*fakt*fakt ;
+

/*"Werte der Faktoren eta zur N-Teilchen-Zustandssumme~*/
for (k=1 ; k<=N ; k++ )
{ sum =0.0 ; prod = 1.0 ;
for (m=2 ; m<=k ; mt+ )
{ prod = prod/etalk+l-m] ; sum = sum + Z1[m]*prod ; }
etalk] = (Z1[1] + sum)/k ;

for (k=1 ; k <= N ; k++ )
{ prod = prod/eta[N+1-k] ; NO = NO + prod ; }
return NO ; //Ausgabe des Resultats ins Hauptprogramm
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schulzugangsberechtigung, Okt. 1994 — Dez. 1995, Durchschnittsnote
1.7

Physik (Diplom), Nebenfach Chemie, an der Freien Universitat Berlin,
April 1996 — Mérz 1998



Vordiplom
Hauptstudium

Diplomarbeit

Studienabschluss

Promotion

Fremdsprachen

Juli 2002
— Juni 2004

Juli 2004
— Mai 2007

Mérz 1998, Durchschnitt sehr gut

Physik, Nebenfach Mathematik, an der Freien Universitdt Berlin,
April 1998 — Januar 2002

Bei Prof. Dr. H. Kleinert an der Freien Universitdt Berlin mit dem
Titel “Graphische Lésung von Funktionaldifferentialgleichungen fiir
Feynman-Diagramme in der ¢*-Theorie”,
http://www.physik.fu-berlin.de/ glaum/diplomarbeit.ps

Feb. 2002, Durchschnitt sehr gut

Ab April 2002 am Institut fiir Theoretische Physik an der Freien Uni-
versitit Berlin unter Betreuung von Prof. Dr. H. Kleinert, Arbeitstitel
der Promotionsschrift “Thermodynamische Eigenschaften der Bose-
Gase”

Russisch, Englisch
W issenschaftlicher Werdegang

Stipendiat des Landes Berlin nach dem Nachwuchsforderungsgesetz
(NaFoG)

Wissenschaftlicher Mitarbeiter (BAT Ila, 3/4) an der Freien Universi-
tdt Berlin im Rahmen des DFG-Schwerpunktprogramms SPP 1116
“Interactions in Ultra-Cold Atomic and Molecular Gases” (Antrag-
steller: Prof. Dr. H. Kleinert und Priv.-Doz. Dr. A. Pelster)



