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Kapitel 1

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich sowohl mit analytischen als auch numerischen
Konzepten zur Untersuchung dynamischer Systeme mit zeitlicher Verzogerung. Zeit-
liche Verzoégerungen treten in dynamischen Systemen beispielsweise dann auf, wenn
Laufzeiteftekte relevant werden. Der mathematisch addquate Rahmen fiir die Be-
handlung dieser Systeme ist ein erweiterter, unendlich-dimensionaler Zustandsraum.
Die Bewegungsgleichungen werden dadurch im allgemeinen zu Funktionaldifferenti-
algleichungen in diesem Zustandsraum.

Die analytischen Untersuchungen werden im Rahmen des Konzeptes der Synergetik
durchgefiihrt. Die numerischen Untersuchungen basieren im wesentlichen auf dem
Konzept der Fourieranalyse und dem der Lyapunov-Exponenten. Auch der visuellen
Darstellung der numerisch simulierten Trajektorien im Zustandsraum kommt eine
nicht zu vernachlassigende Bedeutung zu.

Die Notwendigkeit bei der mathematischen Beschreibung zeitlich verzogerter Sy-
steme den bereits erwidhnten unendlich-dimensionalen Zustandsraum zu verwenden,
hat zwei entscheidende Konsequenzen:

1.) Das Konzept der Synergetik genauso wie das der Lyapunov-Exponenten muf
auf diese Systemklasse erweitert werden.

2.) Die analytischen und numerischen Untersuchungen sind sehr aufwendig.

Die vorliegende Arbeit beschriankt sich daher auf Delay-Differentialgleichungen, die
eine Unterklasse der Funktionaldifferentialgleichungen bilden. Aulerdem werden nur
skalare Systeme untersucht. Zum einen zeigen sich die durch die Zeitverzogerung ent-
stehenden, neuen charakteristischen Eigenschaften schon bei diesen relativ einfachen
Systemen und zum anderen kann ihre Dynamik schon duflerst vielfiltig und kom-
pliziert sein.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 3 wird das Konzept der Synergetik fiir Systeme ohne zeitliche Verzégerung
vorgestellt und an einem einfachen Beispiel veranschaulicht. AnschlieBend werden

11



12 KAPITEL 1. ZUSAMMENFASSUNG

in Kapitel 4 einige notwendigen Grundbegriffe dynamischer Systeme erldutert und
der angesprochene erweiterte unendlich-dimensionale Zustandsraum eingefiihrt. Das
Konzept der Lyapunov-Exponenten fiir dynamische Systeme ohne zeitliche Verzoge-
rung wird in Kapitel 5 und die Erweiterung auf dynamische Systeme mit zeitlicher
Verzogerung in Anhang D dargestellt.

In der grundlegenden Arbeit [177], [178] wurde der zeitlich verzogerte Phasenregel-
kreis erster Ordnung erstmals ausfiihrlich untersucht und das auf dynamische Sy-
steme mit zeitlicher Verzogerung erweiterte Konzept der Synergetik entwickelt. Bei
dieser Untersuchung zeigte es sich, daff das Ordnungsparameterkonzept der Syner-
getik auch bei Systemen mit zeitlicher Verzogerung Giiltigkeit besitzt. Es stellte sich
aber auch heraus, daf bei diesem System in der niedersten Ordnung nicht iiberpriift
werden kann, ob der Einflul der zentralen Mannigfaltigkeit auf die Ordnungspa-
rametergleichungen durch den erweiterten Formalismus richtig erfalt wird. Dieser
Nachweis wird erst in der vorliegenden Arbeit an zwei anderen System erbracht.

Der erste Teil des Kapitels 6 ist bis auf die lineare Stabilitdtsanalyse im wesent-
lichen eine Zusammenfassung der erwéhnten Arbeit [177], [178], um den Forma-
lismus zu erldutern. Im zweiten Teil des Kapitels 6 wird die mit Hilfe der Me-
thodik der Synergetik hergeleitete Normalform der ersten oszillatorischen Instabi-
litdt numerisch iiberpriift. Auflerdem werden weitergehende numerische Analysen
durchgefiihrt, die zu einem detaillierteren qualitativen Uberblick iiber die vielfiltige
komplizierte Dynamik dieses skalaren Systems im gesamten Parameterraum fiihrt.
Schliefflich wird ein auftretendes Periodenverdopplungs-Szenario mit Hilfe des Kon-
zeptes der Lyapunov-Exponenten genauer studiert und die Skalierungskonstante ¢
im Parameterraum numerisch bestimmt sowie die Lyapunov-Dimension Dy iiber
einen weiten Bereich des effektiven Kontrollparameters R ermittelt. In Kapitel 7
wird das zeitlich verzogerte Verhulst-System behandelt, das explizit gew&hlt wurde,
um den oben erwidhnten Einflufl der zentralen Mannigfaltigkeit auf die Ordnungs-
parametergleichungen zu iiberpriifen. Schliefilich wird in Kapitel 8 die Gleichung
von Wright untersucht. Auch bei diesem System 143t sich der Einflufl der zentralen
Mannigfaltigkeit auf die Ordnungsparametergleichungen iiberpriifen. Die analyti-
schen FErgebnisse der Kapitel 7 und 8 werden wie in Kapitel 6 durch numerische
Untersuchungen verifiziert.

Mit Hilfe des in Kapitel 9 vorgestellten Verfahrens ist es moglich, die Normalform der
Hopf-Bifurkation auf eine zweite von der synergetischen Systemanalyse unabhéngige
Art abzuleiten. Auf diese Weise werden die Ergebnisse der Kapitel 6 — 8 nicht nur
numerisch sondern auch analytisch verifiziert.

In Kapitel 10 werden die wesentlichen Ergebnisse noch einmal kurz zusammengefaf3t
und in Kapitel 11 wird ein kurzer Ausblick iiber weitere Aufgabenstellungen gegeben.



Kapitel 2

Einleitung

In komplexen dynamischen Systemen kommt es an Instabilitdten haufig zu selbst-
organisierten, makroskopischen Strukturbildungsprozessen. In der Umgebung der
Instabilitdten kann das Verhalten des Systems dann durch wenige, sogenannte Ord-
nungsparameter beschrieben werden. Im Rahmen des Konzepts der Synergetik wur-
de ein systematisches Verfahren entwickelt, die Bewegungsgleichungen der Ord-
nungsparameter zu bestimmen (siehe [69], [70], [71], [76]). Dabei wird vorausge-
setzt, dal die Systeme auf einer mikro- oder mesoskopischen Ebene durch gewhn-
liche oder partielle Differentialgleichungen beschrieben werden. Die systematische
Methodik der Synergetik beruht im wesentlichen auf zwei Schritten:

1.) Die Bewegungsgleichungen werden auf kollektive Moden projiziert, die der
makroskopischen Ordnungsstruktur angepaflt sind.

2.) Die Ordnungsparametergleichungen entstehen dadurch, daf sich die stabil blei-
benden kollektiven Moden in der Umgebung einer Instabilitéit durch die insta-
bilen Moden ausdriicken lassen. Sie kénnen dadurch aus den Gleichungen fiir
die instabilen Moden eliminiert werden.

Es ergibt sich somit ein geschlossenes Gleichungssystem fiir die instabilen Moden,
namlich die Ordnungsparametergleichungen. Die stabilen kollektiven Moden wirken
iiber die zentrale Mannigfaltigkeit indirekt auf die Ordnungsparametergleichungen
zuriick, wodurch eine zyklische Kausalkette entsteht.

In den bisherigen Arbeiten zu Delay-Differentialgleichungen [14], [81] wurde diese
Methode in zu enger Analogie iibertragen und der unendlich-dimensionale Charak-
ter nicht korrekt berticksichtigt. Durch die auf Krasovskii [103] und Hale [77], [7§]
zuriickgehende grundlegende Idee, die Dynamik zeitlich verzégerter Systeme in ei-
nem erweiterten, unendlich-dimensionalen Zustandsraum zu formulieren, wurde der
mathematisch addquate Rahmen bereitgestellt. Die Bewegungsgleichungen werden
dadurch zu Funktionaldifferentialgleichungen in diesem erweiterten Zustandsraum,
fiir die ein entsprechendes Eliminationsverfahren neu entwickelt und formuliert wer-
den mufite. Diese Erweiterung wurde in der Arbeit von Wischert et al. [177], [178]
durchgefiihrt und am Beispiel des zeitlich verzogerten Phasenregelkreises tiberpriift.

13
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Mit Hilfe des auf zeitlich verzégerte Systeme erweiterten Konzeptes der Synergetik
gelang es, die Ordnungsparametergleichungen der ersten oszillatorischen Instabilitét
herzuleiten. Damit wurde gezeigt, dafl auch die Dynamik eines zeitlich verzégerten
und damit unendlich-dimensionalen dynamischen Systems in der Néhe einer Insta-
bilitdt durch die Dynamik weniger Freiheitsgrade beschrieben werden kann. Dariiber
hinaus wurde gezeigt, dafl die Ordnungsparametergleichungen gewhnliche Differen-
tialgleichungen sind, die keine Retardierungseffekte mehr aufweisen. Der Einfluf der
stabilen Moden auf die Ordnungsparametergleichungen konnte bei diesem System
allerdings nicht gezeigt werden, da die stabilen Moden in niederster Ordnung kei-
nen Einflul auf die Ordnungsparametergleichungen haben und daher die zyklische
Kausalkette nicht geschlossen ist. In der vorliegenden Arbeit wird durch numeri-
sche Untersuchungen einerseits und eine weitere analytische Methode andererseits
gezeigt, daB die in [177], [178] hergeleiteten Ordnungsparametergleichungen kor-
rekt sind. AuBerdem wird an zwei anderen Systemen gezeigt, dafl das auf zeitlich
verzogerte Systeme erweiterte Konzept der Synergetik auch den Einflufl der stabilen
Moden auf die Ordnungsparametergleichungen korrekt erfaflt. Inzwischen konnte die
Methodik so erweitert werden, dafl der Referenzzustand auch zeitlich periodisch sein

kann (siche [152], [154], [153]).

Zeitlich verzogerte Systeme treten in vielen wissenschaftlichen Disziplinen auf. Im
Bereich der Physik findet man sie in mechanischen, elektro- und akusto-optischen
sowie optisch bistabilen Systemen [13], [14], [19], [26], [50], [64], [89], [94], [123], [124],
[167]. In der Biologie sind vor allem physiologische Kontrollmechanismen die Ursache
zeitlicher Verzogerungen [5], [51], [52], [54], [116], [121], [122], [164]. Bei 6konomi-
schen und soziologischen Systemen fiihrt beispielsweise die endliche Ausbreitungs-
und Verarbeitungsgeschwindigkeit von Information zu Retardierungseffekten [10],
[55], [88], [117]. In Modellen zur Populationsdynamik oder der Okologie werden sie
verwendet, um der endlichen Zeitdauer fiir die Erneuerung bestimmter Ressourcen
Rechnung zu tragen [28], [53], [83], [104]. Neuere Arbeiten zeigen schliefllich, daf
es durch zeitlich verzogerte Riickkopplungen moglich ist, sowohl instabile stationére
Zusténde, als auch instabile Grenzzyklen zu stabilisieren. Insbesondere gelingt es da-
durch, chaotisches Verhalten zu kontrollieren oder zu verhindern [124], [135], [137].
Diese Methode zeichnet sich gegeniiber der bekannten Methode von Ott et al. [127]
dadurch aus, daf sie wesentlich einfacher anzuwenden ist und weniger Information
iiber das System nétig ist. Daher ist sie von besonderer Bedeutung fiir experimentel-
le Untersuchungen. In diesem Zusammenhang ist zu erwéihnen, dafl das auf zeitlich
verzogerte Systeme verallgemeinerte Konzept der Synergetik somit eine analytische
Methodik zur Untersuchung der Stabilisierung instabiler Referenzzusténde bereit-
stellt.



Kapitel 3

Synergetik

3.1 Motivation

In der belebten und unbelebten Natur beobachtet man eine Vielzahl von Prozes-
sen, die durch Selbstorganisation spontan zeitliche, raumliche, raum-zeitliche oder
funktionale makroskopische Ordnungsstrukturen ausbilden. In Tabelle 3.1 sind einige
Beispiele aufgefiithrt. Obwohl sie den unterschiedlichsten Fachdisziplinen zuzuordnen
sind, besitzen sie alle ganz bestimmte charakteristische Eigenschaften:

Offenheit Die Systeme sind offen, das heifit, es findet ein Austausch von
Energie und/oder Materie und/oder Information mit der Umge-
bung statt. Sie befinden sich durch diesen unspezifischen Fluf in ei-
nem Nichtgleichgewichtszustand oder Fliefigleichgewicht fern vom
thermodynamischen Gleichgewicht.

Untersysteme Die Systeme sind aus vielen, miteinander wechselwirkenden Unter-
beziehungsweise Teilsystemen zusammengesetzt. Es handelt sich
im allgemeinen also um sehr komplexe Systeme.

Nichtlinearitit Die Dynamik ist nichtlinear, das heifit, daf§ bereits die Dynamik
der Unter- beziehungsweise Teilsysteme und/oder die Wechselwir-
kungen beziehungsweise Kopplungen der Untersysteme miteinan-
der nichtlinear sind.

Um eine einheitliche und addquate mathematische Beschreibung zu formulieren und
gleichzeitig dem interdisziplindren Charakter sowie der fundamentalen Bedeutung
von Selbstorganisationsprozessen gebithrend Rechnung zu tragen, entwickelte H. Ha-
ken im Jahre 1969 die Synergetik, die Lehre vom Zusammenwirken (siehe [69], [70],
[71], [76]).

Befindet sich ein synergetisches System (vgl. Abb. 3.1) in einem stationdren Zu-
stand, so ist diesem eine bestimmte makroskopischen Ordnungsstruktur zugeordnet.
Die Offenheit ermoglicht nun eine Beeinflussung des Systems von auflen durch soge-
nannte Kontrollparameter, beispielsweise durch Veranderung der Energiezufuhr. Da-
bei wird eine stetige Verédnderung der Kontrollparameter im allgemeinen zu stetigen

15
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quantitativen Zustandsinderungen fithren. Beispiele hierfiir sind die stetige Ande-
rung der Koordinaten eines stationdren Zustandes oder die stetige Formveridnde-
rung eines Grenzzyklus oder eines komplizierteren Attraktors (siche Kap. 5). Bei
bestimmten kritischen Werten der Kontrollparameter kann es allerdings auch zu In-
stabilitdten und damit qualitativen Zustandsénderungen sogenannten Bifurkationen
kommen: Die bestehende Ordnungsstruktur wird instabil und eine neue wird sta-
bil. Dabei tritt ein Wettbewerb zwischen den instabil werdenden kollektiven Moden
des Systems auf, den im allgemeinen nur wenige dieser Moden fiir sich entscheiden
kénnen®. Diese qualitativen Zustandsinderungen kénnen auch unstetig verlaufen
und zu Hystereseeffekten fiithren.

System oder . Makroskopische
Systemklasse Disziplin Untersysteme Ordnungsstruktur
Laser Physik Atome Laserlicht
Halbleiter Physik Elektronen und Stromfilamente
Phononen
BZ-Reaktion? Chemie Molekiile Spiralmuster
Bénard-Experiment® | Hydrodynamik Molekiile Rollenmuster
Taylor-Experiment? | Hydrodynamik Molekiile Rollenmuster
Populations- Okologie Spezies Ostzillationen
systeme
morphogenetische : : funktionales
Systeme® Biologie Zellen Zellaggregat
Herzmuskel Physiologie Zellen Pumpbewegung
Wolken Meteorologie | Wassermolekiile | Wolkenstrafien
Galaxie Kosmologie Sterne Spiralmuster

Tabelle 3.1: Beispiele synergetischer Systeme

'Dies kann entweder eine einzelne , iiberlebende“ Mode sein oder mehrere, sich gegenseitig
stabilisierende, koexistierende Moden.

2Belousov-Zhabotinsky-Reaktion: Von Belousov im Jahr 1959 und spéter von Zhabotinsky und
Mitarbeitern untersuchte chemische Reaktion, die auffillige Konzentrationsoszillationen zeigt (sie-
he z.B. [169)]).

3Bénard-Instabilitit: Von Bénard im Jahr 1900 erstmals untersuchte hydrodynamische Konvek-
tionsinstabilitdt [12].

4Taylor-Instabilitdt: Von Taylor im Jahr 1923 erstmals untersuchte hydrodynamische Couette-
Stromungsinstabilitét.

5Systeme mit der Fahigkeit zur Entwicklung eines pflanzlichen oder tierischen Organismus oder
eines Teiles (Organe, Organellen) davon. Ein Beispiel sind Schleimpilzzellen in einer geeigneten
Né&hrlésung.
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Abbildung 3.1: Synergetisches System

Schliellich kann ein System bei kontinuierlicher Verdnderung der Kontrollparame-
ter eine ganze Sequenz von Instabilitdten mit entsprechenden Ordnungsstrukturen
durchlaufen (siche Abb. 3.2). Die sich ausbildenden Ordnungsstrukturen kénnen da-
bei auch durch kompliziertere chaotische Attraktoren (siche Kap. 5) charakterisiert
sein.

Um der geforderten Interdisziplinaritdt und Universalitit gerecht zu werden, ist die
Formulierung der Synergetik so allgemein gehalten, dafl ihre Methoden auf die un-
terschiedlichsten Systeme, unabhéngig von der speziellen Natur der Untersysteme,
angewendet werden kénnen. Diese konnen z.B. Elektronen, Atome, Molekiile, Zellen,
Zellcluster, Sandkorner ja sogar Tiere oder Menschen sein. Die Dynamik der Syste-
me kann dann an den Instabilitdten ndherungsweise in Form einer Entwicklung nach
einem Kleinheitsparameter beschrieben werden. Diese Entwicklung spiegelt den loka-
len Charakter der Methodik der Synergetik wieder®. Obwohl dieser lokale Charakter
ein Nachteil ist, besteht die eigentliche Stédrke der Methodik der Synergetik darin,
daBl sie gerade an den interessanten Bifurkationsstellen eines Systems angewendet
werden kann.

6 Anmerkung: Diese Einschrinkung gilt fiir die in Abschnitt 3.5 eingefiihrte Top-Down Strategie
der phénomenologischen Synergetik nicht mehr.
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Abbildung 3.2: Wirkungsgebiet der Synergetik

Ein synergetisches System kann bei Verédnderung der Kontrollparameter
eine ganze Sequenz von Instabilitdten mit entsprechenden Ordnungs-
zustidnden durchlaufen. An den durch Kreise markierten Bifurkations-
stellen kann die Dynamik des Systems mit Hilfe der Konzepte und Me-
thoden der Synergetik analysiert werden.

3.2 Das mathematische Konzept der Synergetik

3.2.1 Modellbildung

Die Beschreibung der Dynamik eines Prozesses erfolgt in den Naturwissenschaften
durch Bewegungsgleichungen’. Sie werden im allgemeinen durch ein mehr oder we-
niger vereinfachtes Modell des realen Systems motiviert, mit dessen Hilfe es moglich
ist, das Problem auf eine addquate mathematische Struktur abzubilden. Die Mo-
dellbildung wird dabei durch die Wahl der Betrachtungsebene (mikro-, meso- oder
makroskopisch) mit ihren typischen Zeit- und Léngenskalen und die Beschreibungs-
form auf dieser Ebene (klassisch, semiklassisch, oder quantenmechanisch) entschei-

dend beeinfluflt.

“Im Fall des Lasers sind dies beispielsweise die semiklassischen Bewegungsgleichungen fiir die
Polarisation P, die Inversion D und die elektrische Feldstirke E (siehe z.B [67], [68], [72]).
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mikroskopisch Hier werden die Bewegungsgleichungen der einzelnen Untersyste-
me betrachtet, entsprechend sind die typischen Zeit- und Léngen-
skalen durch die der Untersysteme bestimmt®. Hier werden meist
die fundamentalen Wechselwirkungen beriicksichtigt. Die Zahl der
Freiheitsgrade des Systems, also die Zahl der zur Beschreibung
notwendigen Variablen, ist sehr grof?. Die Information iiber das
System ist hier am grofiten.

mesoskopisch Hier sind viele der mikroskopischen Untersysteme bereits zu grofie-
ren Einheiten zusammengefafit. Diese iibernehmen nun selbst
die Rolle der Untersysteme, daher sind die typischen Zeit- und
Langenskalen grofler als die der mikroskopischen Untersysteme, je-
doch immer noch deutlich kleiner als die des Gesamtsystems. Die
Wechselwirkungen zwischen diesen Untersystemen sind oft zeitlich
und rédumlich gemittelte fundamentale Wechselwirkungen. Durch
die Zusammenfassung beziehungsweise Mittelung ist die Zahl der
Freiheitsgrade kleiner als auf der mikroskopischen Betrachtungs-
ebene, jedoch immer noch sehr gro. Aus mikroskopischer Sicht
ist die Information iiber das System nicht mehr vollsténdig.

makroskopisch Hier werden meist phédnomenologisch eingefiihrte Bewegungsglei-
chungen und Wechselwirkungen betrachtet. Die typischen Zeit-
und Léngenskalen sind durch das makroskopische Gesamtsystem
bestimmt. Im allgemeinen kommt man hier mit wenigen Freiheits-
graden aus. Man erhélt nur makroskopische Information iiber das
System.

Die Bewegungsgleichungen koénnen zeitdiskret oder zeitkontinuierlich sein'®. In die-
sem Kapitel werden wir uns auf die zeitkontinuierlichen beschrinken. Fafit man
auf einer bestimmten Betrachtungsebene alle Variablen des Systems zu einem Zu-
standsvektor z zusammen, dann 148t sich die Dynamik des Systems durch die Be-
wegungsgleichung dieses Zustandsvektors in einem n-dimensionalen Zustandsraum
I beschreiben, die bei Beriicksichtigung von Fluktuationen!! folgende allgemeine
Form annimmt:

0

Sz@t) = [@t),ztV Aol) +e(z(z,1),.1). (3.1)

Die nichtlinearen Wechselwirkungen der Untersysteme miteinander und/oder ihre
nichtlineare Dynamik resultieren in einem nichtlinearen Vektorfeld f. Dieses kann
vom Zustandsvektor z, seinen Ableitungen nach den Ortskoordinaten, reprisen-
tiert durch den Nabla-Operator V, als auch, wie der Zustandsvektor selbst, explizit

8Beim Laser sind die einzelnen Untersysteme Atome, dementsprechend ist die typische Zeit-
beziehungsweise Langenskala der mikroskopischen Betrachtungsebene die quantenmechanische.

9Das sind fiir den Fall eines makroskopischen Gesamtsystems in der Gréflenordnung von 1023,

10Giehe hierzu auch Kap. 4.

UFluktuationen treten in realen Systemen immer auf. Letztendlich riihren sie von Prozessen
her, die entweder bei der Modellbildung unberiicksichtigt bleiben, oder die durch Mittelungen
summarisch als stochastische Kraft in die Bewegungsgleichungen eingehen.
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von den Orts- und Zeitkoordinaten z und ¢ abhéngen. Ferner beschreibt {oy} den
Satz der Kontrollparameter, wéhrend durch das Vektorfeld o stochastische Prozesse
beriicksichtigt werden, die sowohl additiver'? als auch multiplikativer'? Natur sein
kénnen.

Die Bewegungsgleichung (3.1) stellt einen Satz von nichtlinearen, gekoppelten, par-
tiellen und stochastischen Differentialgleichungen dar. Um die Methodik der Syner-
getik darzustellen, ist es jedoch nicht nétig, dieses komplizierte allgemeine System
von Differentialgleichungen zu betrachten. Wir beschrinken uns daher im folgenden
auf die einfachere Klasse der rdumlich homogenen, autonomen, deterministischen
Systeme, deren allgemeine Bewegungsgleichung durch einen Satz von nichtlinearen,
gekoppelten, gewohnlichen Differentialgleichungen

d
52t = f(z(t),{ox}) (3.2)

beschrieben wird. Die verbleibende Aufgabe ist es nunmehr, das System von Diffe-
rentialgleichungen (3.2) zu lésen. Da es sich um einen Satz von nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen handelt, ist es meistens unmoglich, eine analytische Losung anzu-
geben, vor allem nicht fiir beliebige Werte der Kontrollparameter. Beschréankt man
sich aber auf die Ndhe der Instabilitaten, also auf die Werte der Kontrollparameter,
bei denen sich das Verhalten des System qualitativ dndert (vgl. Abb. 3.2), dann
stellt die Synergetik ein geeignetes Konzept fiir die Analyse bereit.

3.2.2 Stationirer Referenzzustand

Um die Darstellung der Methodik der Synergetik so einfach wie mdéglich zu halten,
beschranken wir uns auf die Analyse eines Systems in der Nihe eines zeitunabhéngi-
gen stationéren Referenzzustandes z,.,. Es ist anzumerken, daf} dies ein Spezialfall
ist und die allgemeine Formulierung der Synergetik auch Analysen um periodische
oder quasiperiodische Orbits ermoglicht. Der zeitunabhéngige stationére Referenzzu-
stand ist nun wegen des Verschwindens der linken Seite der Gleichung (3.2) gegeben
durch:

i(gref,{ak}) = 0. (3.3)
Aus (3.3) folgt:
gref - gref <{0k}> ) (34)

das heif3t, der stationédre Referenzzustand wird im allgemeinen von den Kontrollpa-
rametern abhéngen.

3.2.3 Lineare Stabilitidtsanalyse

Um die Stabilitét des stationdren Referenzzustandes (3.4) gegeniiber &ufieren Storun-
gen zu untersuchen, fithrt man eine lineare Stabilitdtsanalyse durch. Dazu lenkt man

2Djes sind im allgemeinen Fluktuationen der Zustandsvariablen.
13Dies sind im allgemeinen Fluktuationen der Kontrollparameter.
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das System um eine kleine Grofie ¢ aus dem stationédren Referenzzustand aus. Der
Zustandsvektor ist dann durch

z2(t) = zpey ({on}) +C (1) (3.5)

gegeben.
Setzt man (3.5) in (3.2) ein, beachtet Gleichung (3.4) und fiihrt die Linearisierung
durch, das heifit, beriicksichtigt man alle Terme bis zur ersten Ordnung in den
Auslenkungen (;, dann erhélt man ein System von linearen Differentialgleichungen:
d
—C@t) = L

dt=> = (gref <{Uk}> ) {Jk}) § (t> ) (36)

wobei die Matrix L in diesem speziellen Fall zeitunabhéngig ist und ihre Elemente
durch
Ofi
L, = 8f (3.7)
i lz=2,. ({0 })

gegeben sind. Die Losung der Gleichung (3.6) ergibt sich zu:
C(t) = e£'¢(0). (3.8)

Um die Darstellung nicht zu iiberfrachten, wollen wir annehmen, dafl die Matrix
L mit Hilfe einer geeigneten, ebenfalls zeitunabhéngigen Transformationsmatrix T
auf Diagonalform gebracht werden kann, wobei anzumerken ist, daf der allgemeine
Formalismus der Synergetik nicht auf diesen Spezialfall beschrinkt ist. Multipliziert
man die Gleichung (3.7) von links mit 77" und fiigt nach der Exponentialfunktion
die Identitét in Form des Matrixproduktes T T7! ein, so erhilt man:

T7'¢(t) = L LI'T ¢ (0) (3.9)
n(t) = cAt . n(0) . (3.10)

Die Diagonalmatrix A ist dabei gegeben durch:

wobei die \; ({0 }) die Eigenwerte der Matrix L sind und im allgemeinen vom Satz
der Kontrollparameter {0} abhingen. Die Stabilitit des stationdiren Referenzzu-
standes z,.; ({ox}) ist daher ebenfalls von den Kontrollparametern abhéngig. Der
Referenzzustand z,.; ({ok}) ist stabil, wenn alle Stérungen ¢ () im Laufe der Zeit
wieder abklingen. Dies ist der Fall, wenn die Realteile aller Eigenwerte negativ sind,
das heift, wenn fiir alle Eigenwerte \; ({0} }) gilt:

R(Ai({ox}) < 0. (3.12)

Die Eigenwerte ergeben sich zusammen mit den Eigenvektoren ?)"' von L, den Spal-
tenvektoren der Transformationsmatrix T, aus dem linearen algebraischen Eigen-
wertproblem

(It~

o = Agh (3.13)
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der Matrix L. Da L nicht selbstadjungiert sein muf}, betrachten wir auch noch das
zu (3.13) adjungierte Figenwertproblem

LTy = At (3.14)

Fiir das Eigenvektoren-System {QA,QM} im n-dimensionalen Zustandsraum I' gilt
dann:

Py = (N ¢Y) = D¢ ¢ =0 Orthonormalitit,  (3.15)

(Z ‘?/\l> <Q)‘l ‘) = Z (25;-\’@0]’-\1* =¢;; Vollstéandigkeit . (3.16)
ij =1

=1

3.2.4 Projektion der Bewegungsgleichung

Mit Hilfe der Beziehung (3.16) ist es moglich, die Bewegungsgleichung (3.2) auf das
Modenskelett der um den Referenzzustand z,.; ({ox}) linearisierten Bewegungsglei-
chung (3.6) zu projizieren. Zunéchst ergibt sich aus der Anwendung der Identitét in
Form des Projektors

L= ) [o™) (Y] (3.17)

=1

auf den Vektor  (¢) in Gleichung (3.5):
2() =z (o) + ) |6™) (WM C0) (3.18)

= Zey (o)) + D&t oM. (3.19)

Die & (t) = < ’\l‘ ¢(t > sind die zeitabhingigen Entwicklungskoeffizienten der Sto-
rung ¢ ( ) des stationéren Referenzzustandes z,.; ({o}}). Sie werden auch als Mo-
denamplituden bezeichnet. Aus der Gleichung (3.2) folgt dann mit (3.4), (3.7) und
(3.13):

> tam e - z(w (o)) +> 6 <t>@~,{ak}) (3.20)
= ZA@ + F({en (0} {on}) - (3.21)

Dabei ist das Vektorfeld z nichtlinear in den Argumenten &,,, da der lineare Anteil
des Vektorfeldes f bereits im ersten Term der linken Seite von (3.21) berticksich-

tigt ist. Multipliziert man nun Gleichung (3.21) von links mit <y)‘
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(3.15), so erhélt man schliellich das folgende Differentialgleichungssystem fiir die
Entwicklungskoeffizienten beziehungsweise Modenamplituden &; (¢):

d

260 = X&)+ L ({6 (0} Aon)) . (3.22)

mit
T 0} o)) = @MU 0} s} (3.23)
- Z Z 1j1 jz {O-k}) 531 () "gjl (t) . (324)

Das System von Differentialgleichungen (3.22) ist dquivalent zu (3.2). Wahrend (3.2)
die Dynamik der einzelnen Untersysteme beschreibt, ist (3.22) der sich ausbilden-
den Ordnungsstruktur addquater angepafit, da sie eine Bewegungsgleichung fiir die
Entwicklungskoeffizienten & (t) der kollektiven Moden ¢ darstellt.

3.2.5 Das Ordnungsparameterkonzept der Synergetik

Wie bereits erwéhnt, kann es bei Verdnderung der Kontrollparameter bei Errei-
chen eines kritischen Wertes {ak}cm zur spontanen Anderung des makroskopischen
Ordnungszustandes kommen, ohne daf diese Ordnung dem System von auflen aufge-
pragt wurde. Der stabile Referenzzustand z,., ({ox}) wird also am kritischen Wert

{Jk}mt instabil. Betrachtet man an dieser Stelle die Eigenwerte, so zeigt sich: Der
Realteil einiger weniger Eigenwerte wird verschwinden, wihrend die iibrigen nach
wie vor einen negativen Realteil besitzen. Es tritt also folgende Situation ein:

R ()\u ({ak}mt» = 0, u=1,...,m, (3.25)
3‘%()\3 ({o—k}”)) <0, s=m+1,....n. (3.26)

Dieses charakteristische Unterscheidungsmerkmal der Eigenwerte des linearisierten
Problems (3.6) wird nun verwendet, um die den Eigenwerten zugeordneten Eigen-
vektoren beziehungsweise Moden ¢ in zwei Klassen einzuteilen - in linear stabile
(stable) und linear instabile (unstable). Die Entwicklungskoeffizienten oder Moden-
amplituden , (t) der instabilen Moden werden, wie in Abschnitt 3.2.7 gezeigt wird,
zu den Ordnungsparametern des Systems, wihrend die der stabilen Moden die Be-
stimmung der zentralen Mannigfaltigkeit erlauben. Diese Situation an einer Insta-
bilitdt ist in der folgenden Abbildung 3.3 noch einmal schematisch dargestellt, um
diesen zentralen Punkt der Synergetik deutlich hervorzuheben.
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»/& (t)\«
&u (1) & (t)
R ()\u ({ak}”“)) ~0 R ()\s ({ak}m’t)) <0

u=1,...,m s=m-+1,...,n

/ {

Ordnungsparameter zentrale Mannigfaltigkeit

Abbildung 3.3: Situation an einer Instabilitét

Fafit man nun die Modenamplituden &, (¢) der linear instabilen Moden Q’\“ und die
zugehorigen fef ({&, (8),& (1)}, {o%}) zu m-dimensionalen Vektoren

w(t) [ (t),s(t), {on}) (3.27)

und die Modenamplituden &; (¢) der linear stabilen Moden Q’\“’ und die zugehorigen
e, @), 6 ()}, {os}) zu (n — m)-dimensionalen Vektoren

s(t), f M (w(t),st), {ox}) (3.28)

zusammen und ordnet die zugehorigen Eigenwerte A\, beziehungsweise A, in einer
m x m-Matrix A beziehungsweise (n —m) x (n —m)-Matrix A_an

A1 Am+1
A = A = , (3.29)
Am An

so laBt sich das System von Differentialgleichungen (3.22) auch folgendermafien
schreiben:

@ = Au®+ £ W), s0), {on}) . (3.30)
%ﬁ(t) = As()+ (), s(),{or}) (3.31)

An der Instabilitét ist es also moglich, die Gesamtdynamik in zwei Teilrdume, den li-
near stabilen und den linear instabilen Unterraum, zu projizieren. Diese Aufspaltung
ist der sich ausbildenden Ordnungsstruktur angepafit. Wie im néchsten Abschnitt
gezeigt wird, dominiert die Dynamik der linear instabilen Moden die Dynamik des
gesamten Systems und fiithrt somit zum Versklavungsprinzip der Synergetik.
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3.2.6 Die Zeitskalenhierarchie

Die charakteristische Eigenschaften der Eigenwerte der kollektiven linearen Moden
am kritischen Wert der Kontrollparameter {o}}" fiihrt zu einer Zeitskalenhierar-
chie beziehungsweise Zeitskalentrennung der Dynamik der Moden in der Néhe dieses
kritischen Wertes. Aus (3.25) und (3.26) folgt namlich:

RO < RO (3.32)

Die Eigenwerte \; des linearisierten Systems von Differentialgleichungen (3.6) be-
stimmen das exponentielle Abklingen der Stérung ¢ (¢) des stationéren Referenzzu-
standes z,., mit den entsprechenden Relaxationszeiten

1
R TYPN] (3.53)

und damit die Dynamik der linearen Moden Q’\i. Die t; werden daher auch die
intrinsische Dynamik der Modenamplituden &; (¢) des nichtlinearen Systems von
Differentialgleichungen (3.30), (3.31) bestimmen und wegen (3.32) fiithrt dies zur

erwihnten Zeitskalenhierarchie, die mathematisch durch die Ungleichung

b, > t, (3.34)

charakterisiert ist.

3.2.7 Das Versklavungsprinzip der Synergetik

Wie wir gesehen haben, lauft die Dynamik der instabilen Moden also auf einer viel
grofleren Zeitskala ab, als die der stabilen, daher werden sie auch als die langsamen
Moden bezeichnet und die stabilen als die schnellen Moden. Da die beiden Moden-
systeme tiber das System von Differentialgleichungen (3.30), (3.31) gekoppelt sind,
konnen sie sich nicht unabhéngig voneinander entwickeln - ihre Dynamiken beein-
flussen sich gegenseitig. Die Zeitskalenhierarchie fithrt nun dazu, daf§ die Dynamik
der stabilen Moden nach einem, geméfl dem Unterschied der charakteristischen Re-
laxationszeiten (3.34) kurzen, transienten Verhalten der Dynamik der instabilen Mo-
den quasi instantan folgt. Dieses charakteristische Verhalten bezeichnet man als das
Versklavungsprinzip der Synergetik. Die Dynamik der stabilen Moden wird durch
die der instabilen wversklavt. Die instabilen Moden bestimmen die sich ausbilden-
de makroskopische Ordnungsstruktur, daher werden sie als die Ordnungsparameter
des Systems bezeichnet. Die mathematische Formulierung des Versklavungsprinzips
lautet:

s(t) = h(u(®), (3.35)

wobei die zentrale Mannigfaltigkeit h(u(t)) (siehe z.B. [75], [100]) die folgenden Ei-
genschaften besitzt:

|=
—~
o
~—
I
)

(3.36)

= 0. (3.37)
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Das heift, die stabilen Modenamplituden & (¢) hingen nur iiber die Dynamik der
instabilen &, (t) von der Zeit ¢ ab.

3.2.8 Elimination der stabilen Moden

Setzt man nun den Ansatz (3.35) in die Gleichungen (3.30) und (3.31) ein, dann
erhilt man aus (3.31) eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die zentrale Mannig-
faltigkeit h(u(t))

L) (a0 + 1 @) b ) (o] =

du—
A (u() + £ wt), b (), {o}) (3.38)
und aus (3.30) die Ordnungsparametergleichungen

Cul) = A+ T, hw) {o0d) (3.39)

die nun keine stabilen Moden mehr enthalten.

Die Ordnungsparametergleichungen (3.39) beschreiben die sich an einer Instabilitét
ausbildenden makroskopischen Ordnungsstrukturen. Da im allgemeinen nur sehr
wenige Moden instabil werden, ist dies gleichbedeutend mit einer Reduktion der
Freiheitsgrade. Wahrend das System (3.2) n Freiheitsgrade besitzt, wobei n sehr
grof} sein kann, sind es bei den Ordnungsparametergleichungen (3.39) nur noch die
m Freiheitsgrade der linear instabilen Moden. Damit ist es gelungen, die hochdi-
mensionale Dynamik des Systems (3.2) auf die niederdimensionale Dynamik der m
Ordnungsparameter u(t) abzubilden und damit drastisch zu reduzieren. Die Glei-
chungen der stabilen Moden wurden eliminiert.

Die implizite Bestimmungsgleichung (3.38) fiir die zentrale Mannigfaltigkeit kann
im allgemeinen nur ndherungsweise gelost werden. Daher verwendet man fiir die
Komponenten von A(u(t)) den folgenden Ansatz

hi(u(t) = Y Z Hijy, .ty (8) - -, (1) (3.40)

und setzt diesen in die Bestimmungsgleichung fiir die zentrale Mannigfaltigkeit
(3.38) ein. AnschlieBend bestimmt man durch einen Koeffizientenvergleich bis zur
gewiinschten Ordnung r die im Ansatz (3.40) auftretenden Koeffizienten H;j, ;.
Dabei setzt man voraus, daf die hoheren Terme der Entwicklung (3.40) kleinere
Beitrage liefern. Dies ist aber nur dann gewéhrleistet, wenn in der Nahe der In-
stabilitdt die Ordnungsparameter u(t) von einem Kleinheitsparameter € abhéngen.

Dieser Kleinheitsparameter entspricht dem Abstand des Kontrollparameters'* {o}

14Tn der Regel wird man nur einen Kontrollparameter verindern und die iibrigen fixiert lassen,
weshalb wir hier nur von einem relevanten Kontrollparameter ausgehen.



3.3. EIN BEISPIEL: DAS HAKEN-ZWANZIG-MODELL 27

crit

vom kritischen Wert {0} }“". Mit dem so gewonnenen Ergebnis fiir h(u(t)) verbleibt
nun das Problem, die Gleichung fiir die Ordnungsparameter zu losen. Dies ist aber
im allgemeinen ebenfalls nur ndherungsweise moglich und zwar in Form einer Ent-
wicklung nach dem Kleinheitsparameter ¢, da sowohl die Eigenwerte A\, als auch die
Koeffizienten der nichtlinearen Terme in (3.39) von diesem abhéngen. Dabei zeigt
sich dann auch explizit die vorausgesetzte Abhéngigkeit der Ordnungsparameter u(t)
vom Kleinheitsparameter €. Betrachtet man nun noch einmal die Gleichungen (3.38),
(3.39) und entwickelt mit den gewonnenen Ergebnissen alle Terme konsequent nach
dem Kleinheitsparameter ¢, so stellt man fest:

» Der Ansatz (3.35) s(t) = h(u(t)) ist gerechtfertigt, da die linke Seite von
(3.31) und daraus resultierend die Gleichung (3.38) einer hoheren Ordnung
der Entwicklung nach e entspricht als die rechte Seite von (3.31).

» Der funktionale Zusammenhang zwischen Ordnungsparameter u(t) und Klein-
heitsparameter ¢ ist selbstkonsistent. Das bedeutet, dafl man auch durch die
richtig gewahlte Abhéngigkeit vom Kleinheitsparameter eine Ordnungspara-
metergleichung erhélt, deren stationére Losung diese Abhéngigkeit wieder re-
produziert. In bestimmten Féllen kann man also auch durch Intuition!® ohne
den Ansatz (3.40) die Ordnungsparametergleichung ableiten.

In der niedersten Ordnung der Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter ¢ spricht
man auch von der sogenannten adiabatische Niherung'®. Das Verfahren der Elimi-
nation der stabilen Moden heif}t in diesem Fall dann auch adiabatische Elimination.

3.3 Ein Beispiel: Das Haken-Zwanzig-Modell

Um das im vorangegangenen Abschnitt 3.2.7 beschriebene Eliminationsverfahren
etwas genauer zu erldutern, werden wir ein Beispiel betrachten, das bereits in der
Form (3.30), (3.31) vorliegt — das Haken-Zwanzig-Modell:

d
e = au(t)—u(t)s(), (3.41)
%S(t) = Bs(t) +ut). (3.42)

Die Kontrollparameter des Systems sind a und 3. Durch eine Skalierung der Zeit
sowie der beiden abhéngigen Variablen u(f) und s(t) ergibt sich das vereinfachte
System

4 d (u(t) _ [ eu)—u(t)s(t) (3.43)
t (S(t)> ( —5 (t) +u (1)’ ) (3.44)

= g
5Das ist die Kenntnis der richtigen Abhéngigkeit der Ordnungsparameter u(t) vom Kleinheits-
parameter €.
16Sind die Eigenwerte ), der linear instabilen Moden alle reell, dann erhilt man die adiabatische
Niherung auch auf eine etwas pragmatischere Weise, indem man die linke Seite der Gleichung (3.38)
einfach vernachlissigt und die rechte Seite nach h(u(t)) auflost.
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mit dem einzigen effektiven Kontrollparameter ¢ =
zustédnde dieses Systems sind:

ref:<

Aus der linearen Stabilitdtsanalyse erhélt man die zugehorigen Eigenwerte (EW)
und Eigenvektoren (EV):

0
0 9

IIIIT ( ;I:\/E )
z7"ef - :
€

)\III
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%. Die stationdren Referenz-

, 1,2
EW 4 | SlEVT=8e | —14£VT -8
p) )
0 M Ml
EV ) ( 2t NG
1 1 1

Tabelle 3.2: Haken-Zwanzig-Modell: Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte und Eigenvektoren des um die stationédren Referenzzustéinde

7 _ILIII ;. ey .
Zref>Zref linearisierten Haken-Zwanzig-Modells

Abbildung 3.4 zeigt die Abhéngigkeit der Eigenwerte des linearisierten Systems vom
effektiven Kontrollparameter €. Daraus 148t sich folgendes Stabilitdtsverhalten ab-
lesen:

| e<0 >0
zles stabil instabil
gﬁ}nl instabil stabil

Tabelle 3.3: Haken-Zwanzig-Modell: Stabilitét
der stationiren Referenzzustidnde

Der stationire Referenzzustand z!, s verliert beim kritischen Wert e = () des Kon-
trollparameters seine Stabilitdt. Die Bezeichnungen u und s dieses Modells sind
somit konsistent mit den in Abschnitt 3.2.5 eingefiihrten instabilen beziehungsweise
stabilen Modenamplituden (vgl. auch Abb. 3.3). Die hier auftretende Zeitskalenhier-
archie

M=l =lel < X =[A]=1 (3.46)

erlaubt es, in der N#he der Instabilitdt das Versklavungsprinzip der Synergetik (vgl.
3.2.7) anzuwenden. Um nun die Ordnungsparametergleichung fiir u(t) abzuleiten,
setzt man den auf dieses Beispiel angepafiten und bis zur zweiten Ordnung in wu(t)
entwickelten Ansatz (3.40)

hu(t)) = Hyju(t)? (3.47)

in die aus (3.44) resultierende Gleichung (3.38) ein und erhélt die folgende Bestim-
mungsgleichung fiir den unbekannten Koeffizienten Hy;:

2H11U (&?u — H11U3) = —H11U2 -+ 'U,2 . (348)
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Abbildung 3.4: Haken-Zwanzig-Modell: Eigenwerte

Dargestellt sind die Eigenwerte des linearisierten Systems in Abhédngig-
keit vom effektiven Kontrollparameter €.

Aufgrund der Abhéngigkeit des Ordnungsparameters « vom Kleinheitsparameter ¢
ist die linke Seite der Gl. (3.48) von hoherer Ordnung in ¢ als die rechte Seite und
kann daher fiir die Bestimmung von Hi; vernachléassigt werden. Dadurch 148t sich
Hy; sofort bestimmen und man erhélt in niederster Ordnung in e:

Hy;=1. (3.49)
Fiir die zentrale Mannigfaltigkeit ergibt sich dann

h(u) = u? (3.50)
und fiir die Ordnungsparametergleichung

%u(t) = eu(t) —u(t)®. (3.51)

Da (3.51) nur noch eine Zustandsvariable enthélt, hat man eine Dimensionsreduk-
tion des urspriinglichen Systems (3.41), (3.42) erreicht. Die Gleichung (3.51) stellt
die Normalform einer Pitchfork-Bifurkation dar und 1&8t sich auch als die eindimen-
sionale iiberddmpfte Bewegung eines Massepunktes!'” in einem Potential

d d
pri —@V(u, £) (3.52)

17Bei einem {iberdémpften System ist der kinetische Anteil (~ %) in der Bewegungsgleichung

gegeniiber dem Dampfungsterm (~ %) zu vernachléssigen.
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mit

1
V (u,e) = —%u2 + —u'

; (3.53)

auffassen. Die Existenz eines solchen Potentials hat einen grofien Vorteil: Ist man
am exakten Zeitverlauf des Systems nicht interessiert, so mufl man die Ordnungs-
parametergleichung (3.51) nicht explizit l6sen, vielmehr kann man sich auf eine sehr
anschauliche, qualitative Diskussion in diesem Potentialbild beschréanken. Die stati-
ondren Zustidnde der Ordnungsparametergleichung (3.51) sind dann durch die loka-
len Minima des Potentials V' (u, €) gegeben. In Abbildung 3.5 (oben) ist das Potential
V (u,€) fiir den interessanten Bereich des Kontrollparameters —0.5 < & < 0.5 dar-
gestellt. Anhand der Abbildung 3.5 (oben) ist leicht einzusehen, dafl das Verhalten
des Systems vor beziehungsweise nach dem kritischen Wert des Kontrollparameters
gt = () sehr unterschiedlich sein wird. Fiir ¢ < 0 existiert nur eine einzige stabile
stationédre Losung der Ordnungsparametergleichung (3.51)

Ugtgr = 0 (e<e™ =0),
die fiir ¢ > 0 instabil wird, wobei gleichzeitig zwei neue stabile stationédre Losungen
uh, = +vVe o (6> =0)

entstehen. Das System wird fiir € < 0 nach einem transienten Verhalten den stabilen
stationéren Zustand ug,; = 0 einnehmen.

Verdndert man nun den Kontrollparameter € von negativen zu positiven Werten
hin, so wird das System in diesem Zustand verharren, da Fluktuationen hier nicht
beriicksichtigt werden. Fluktuationen sind aber in realen Systemen immer vorhan-
den und werden dazu fiithren, dal das System in einen der beiden fiir € > 0 stabilen
Zustinde uL,, getrieben wird. Diese kritischen Fluktuationen entscheiden letztend-
lich, welchen Zustand das System einnimmt. Es tritt eine Symmetriebrechung auf,
da keiner der beiden stationéren Zustidnde vor dem anderen ausgezeichnet ist [49]:

» Symmetrie vor der Bifurkation:

V(U) = V(—U) Ustat = —Ustat - (354)

V(u) =V(—u) ul,, = —uk,, . (3.55)



3.3. EIN BEISPIEL: DAS HAKEN-ZWANZIG-MODELL 31

Abbildung 3.5: Haken-Zwanzig-Modell: Potential
und Bifurkationsdiagramm

Oben: Dargestellt ist das Potential V (u,e) mit Hohenlinien (schwarz)
und drei Schnitten durch das Potential (weif3) bei den Werten ¢ = —0.25
(a), e = 0.0 (b) und € = 0.25 (c¢). Die mit Kreuzen markierten Kurven
geben die Lage der lokalen Minima (schwarz) beziehungsweise Maxima
(weif3) wieder. Diese entsprechen den stationédren Zustédnden.

Unten: Auf die Ebene V. = —0.25 projiziertes Bifurkationsdiagramm
des Ordnungsparameters u. Fiir ¢ < 0 ist nur der stationdre Zustand
Ustat = 0 stabil. Bei e = 0 wird dieser instabil und es entstehen
gleichzeitig zwei neue stabile stationire Zustinde uZ,,.

Ein weiteres interessantes Phédnomen ist anhand der Abbildung 3.5 des Potentials
(3.53) zu erkennen: Da das Minimum des Potentials fiir e = 0 sehr flach ist, wird
ein System, einmal aus dem stabilen stationdren Zustand ug. = 0 ausgelenkt, nur
sehr langsam wieder in diesen zuriick relaxieren (siche auch Abb. 3.6). Dieses Ver-
halten des Systems in der Nihe des kritischen Kontrollparameterwertes £, also
in der Néhe der Instabilitdt, nennt man kritisches Langsamerwerden oder critical
slowing down.

Kritische Fluktuationen, Symmetriebrechung und kritisches Langsamerwerden sind
als charakteristische Merkmale von Gleichgewichts-Phaseniibergéngen in der Ther-
modynamik bekannt. Die Gleichungen (3.41), (3.42) sind aber ein einfaches Beispiel
fiir die gekoppelten Modenamplitudengleichungen (3.30) und (3.31) eines offenen Sy-
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stems (vgl. Abschnitt 3.1). Daher spricht man hier von einem Nichtgleichgewichts-
Phaseniibergang, dessen Bifurkationsdiagramm in Abbildung 3.5 (unten) zu sehen
ist.

Abbildung 3.6: Haken-Zwanzig-Modell: Analytische Lésungen
der Ordnungsparametergleichung

Dargestellt sind die Losungen der Ordnungsparametergleichung (3.51)
zum Anfangswert u(0) = 1.5 fiir die drei Werte des Kontrollparameters
e =—-0.25 (a), e = 0.0 (b) und € = 0.25 (c). Die langsame Annéherung
der Trajektorie im Fall (b) an den stationédren Zustand usi,; = 0 spiegelt
das Phidnomen des kritischen Langsamerwerdens wider.

3.4 Zusammenfassung

Einerseits bestimmt, wie in Abschnitt 3.2.7 gezeigt wurde, die Dynamik der Ord-
nungsparameter u (t), also die Modenamplituden , (¢) der langsamen, linear instabi-
len Moden ¢, in der Nihe einer Instabilitit die Dynamik des gesamten nichtlinea-
ren Systems. Durch die in der Nihe der Instabilitéit entstehende Zeitskalenhierarchie
(3.34) versklaven sie die Dynamik der Modenamplituden &; (f) der schnellen, linear
stabilen Moden ¢ (vgl. 3.35). Andererseits wirken diese iiber die zentrale Man-
nigfaltigkeit h(u(t)) wieder auf die Ordnungsparameter zuriick (siche (3.39). Dieses
charakteristische Verhalten der Systeme in der Néhe einer Instabilitdt wird als zir-
kuldre Kausalitit bezeichnet (siche Abb. 3.7).
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Abbildung 3.7: Zirkulire Kausalitét

Anmerkung: Das exakte System (3.1) zeigt in allen mikroskopischen Freiheitsgra-
den eine zirkuldre Kausalitét. Die Methodik der Synergetik ermdglicht
es, an Instabilitdten Naherungslosungen (3.39) des exakten Problems
zu konstruieren, die ebenfalls eine zirkuldre Kausalitdat aufweisen und
damit in sich geschlossen sind.

Die Synergetik ermoglicht somit an einer Instabilitdt die systematische Reduktion
der Zahl der Freiheitsgrade eines offenen, nichtlinearen Systems. Handelt es sich da-
bei um ein komplexes, aus sehr vielen miteinander wechselwirkenden Untersystemen
zusammengesetztes System, so bedeutet die Beschreibung auf der makroskopisch re-
levanten Ebene der Ordnungsparameter eine immense Reduktion der Freiheitsgrade.
Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl das System
an der Instabilitéit selbstorganisiert den oder die Ordnungsparameter und die damit
verbundene neue makroskopische Ordnungsstruktur ausbildet. Sie wird dem System
nicht von auBen aufgeprigt, da die Anderung der Kontrollparameter unspezifisch ist.

Die Ordnungsparametergleichungen ermoglichen auflerdem eine Klasseneinteilung
verschiedener Systeme. Diese wird durch die sogenannte Normalform induziert, die
eine vom Bifurkationstyp abhéngige Ordnungsparametergleichung mit universeller
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Struktur ist'® (siehe die Kap. 6 — 9 und Anhang E). Das Auffinden der Normalform
der Ordnungsparametergleichungen ermdoglicht somit die Zuordnung eines Systems
in eine bestimmte Klasse mit ihren charakteristischen Eigenschaften.

3.5 Phinomenologische Synergetik

Ausgangspunkt der bisherigen Betrachtungen war die Modellbildung, also die Auf-
stellung von Bewegungsgleichungen, die die Beschreibung der Dynamik eines Pro-
zesses auf einer bestimmten Betrachtungsebene (sieche Abschnitt 3.2.1) mit ihren
charakteristischen Zeit- und Léngenskalen ermdglicht.

Die detaillierteste und umfassendste Beschreibung wird erreicht, wenn man dabei
auf Grundgleichungen'® oder first principles der mikroskopischen Betrachtungsebe-
ne zuriickgreifen kann.?. Die Losung eines Problems auf dieser Ebene bedeutet im
allgemeinen aber einen erheblichen Aufwand und ist nicht immer maoglich.

Ist man nur an den makroskopischen Strukturen des Systems interessiert, so ist es oft
gar nicht notig, das Problem auf der mikroskopischen Ebene anzugehen. Man wird
vielmehr versuchen, eine den auftretenden Phdnomenen angepafltere, meso- oder
makroskopische Beschreibungsebene zu wéhlen. Bei Kenntnis der mikroskopischen
Wechselwirkungen und Grundgleichungen erreicht man diese Beschreibungsebene
durch entsprechende Mittelungen beziehungsweise Nidherungen. Diese Vorgehens-
weise bezeichnet man als Bottom-Up Strategie.

Untersucht man hingegen Systeme unbekannter mikroskopischer Grundgleichungen,
so kann man in vielen Féllen dennoch, durch die universelle Struktur selbstorga-
nisierter Prozesse geleitet, einen phdnomenologischen Beschreibungsansatz finden.
Beispiele hierfiir sind:

» Physiologische, neuronale oder motorische Systeme, deren Untersysteme Zell-
organellen, Zellen, Zellverbénde oder Organe mit ihren vielféltigen Wechsel-
wirkungen untereinander sind (sieche beispielsweise [18], [31], [43], [44], [45],
[46], [48], [73], [74], [92], [93], [146], [157], [162], [163]).

» Soziologische Systeme, bei denen Menschen und Gruppen von Menschen die
Untersysteme bilden (siehe beispielsweise [174], [175]).

» Populationssysteme mit den einzelnen Spezies als Untersystemen (siche bei-
spielsweise [6], [42], [130], [165]).

18Es konnen zu einem bestimmten Bifurkationstyp auch mehrere Normalformen existieren.

19Tm Fall des Lasers sind dies die quantenmechanischen Bewegungsgleichungen der Atome oder
Molekiile des laseraktiven Materials und der Photonen des elektromagnetischen Feldes.

20Es ist anzumerken, daf diese auch nur empirisch sehr gut abgesicherte, mathematische Modelle
der Realitédt darstellen und eine in sich konsistente und widerspruchsfreie Beschreibung ermogli-
chen. Aus ihnen kann man die Bewegungsgleichungen der meso- oder makroskopischen Ebene als
Spezialfille oder durch Mittelungsprozesse beziehungsweise Naherungen systematisch ableiten.
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» Okonomische Systeme, mit Maschinen oder Teilen von Maschinenstrafien oder
anderen Produktionseinheiten als Untersysteme.

Methoden der Zeitreihenanalyse wie die

» Zustandsraumanalyse:
40], [113], [128], [161]

» Bestimmung verallgemeinerter Dimensionen:

[3], [56], [57], [58], [80], [118], [119], [139], [166]

» Bestimmung verallgemeinerter Entropien:
[102], [155]

» Bestimmung von Lyapunov-Exponenten aus Zeitreihen:
1], [2], [24), [351, [41], [96], [97], [98], [125], [131], [141], [144], [159)

» Karhunen-Loeve Entwicklung:

[20], [99], [111], [173]

oder Symmetriebetrachtungen konnen wichtige Informationen iiber die makroskopi-
sche Dynamik liefern und so die Modellbildung entscheidend unterstiitzen. Die aus
den rein phdnomenologischen Modellen erhaltenen Bewegungsgleichungen koénnen
dann mit der in den Abschnitten 3.2.2 — 3.2.7 beschriebenen Methodik untersucht
werden, um die Modelle in einem iterativen Prozefl stdndig weiter zu verbessern.
Die Ziele der Top-Down Strategie sind:

» Die auftretenden makroskopischen Ordnungsstrukturen zunéchst qualitativ
und durch Vergleiche mit empirischen Ergebnissen und Anpassung der frei-
en Parameter auch quantitativ zu beschreiben.

» Durch intensives Studium der Modelle Riickschliisse zu ziehen, auf die der
makroskopischen Dynamik zugrundeliegenden Prozesse der meso- oder mikro-
skopischen Betrachtungsebene.

In manchen Féllen ist es sogar moglich, die phédnomenologischen Beobachtungen
direkt mit dem charakteristischen Verhalten einer bestimmten Klasse von Systemen
und damit der entsprechenden Normalform in Verbindung zu bringen, wodurch man
unmittelbar eine Bewegungsgleichung erhélt, deren freie Parameter dann angepafit
werden kénnen.



Kapitel 4

Dynamische Systeme

4.1 Motivation

Wie wir im vorangehenden Kapitel gesehen haben, 148t sich die makroskopische
Dynamik vieler Prozesse in der unbelebten wie in der belebten Natur unter be-
stimmten Voraussetzungen mit niederdimensionalen Differentialgleichungssystemen
beschreiben. Der Analyse dieser dynamischen Systeme kommt also eine grofie Bedeu-
tung zu. Bevor wir auf die in dieser Arbeit intensiver studierten Systeme eingehen,
miissen noch einige Grundbegriffe und Untersuchungsmethoden erlautert werden.
Dabei wollen wir uns auf Systeme beschrénken, bei denen stochastische Prozes-
se sowie rdumliche Inhomogenitéten keine Rolle spielen. Die Bewegungsgleichungen
sind dann gewohnliche und im allgemeinen nichtlineare Differential- beziehungsweise
Differenzengleichungen. {0} soll im folgenden wieder einen Satz von Kontrollpara-
metern reprasentieren.

4.2 Zeitdiskrete Systeme

Systeme dieses Typs werden in der vorliegenden Arbeit nicht nur als Test- bzw. Ver-
gleichssysteme herangezogen (siehe Abschnitt A.1) sie treten auch bei der Berech-
nung der Lyapunov-Exponenten zeitkontinuierlicher zeitlich verzogerter Systeme auf
(siehe Anhang D). Da bei der numerischen Losung zeitkontinuierlicher Differential-
gleichungen immer eine Diskretisierung vorgenommen werden muf (siche Anhang
C), arbeitet man letztendlich mit zeitdiskreten Systemen.

Anmerkungen: Al : Einige Begriffe der Theorie nichtlinearer dynamischer Systeme
lassen sich bei zeitdiskreten Systemen einfacher und anschauli-
cher definieren als im zeitkontinuierlichen Fall. Dies liegt unter
anderem daran, dafl bei bestimmten zeitdiskreten dynamischen
Systemen schon im eindimensionalen Fall chaotisches Verhal-
ten auftreten kann (sieche Abschnitt A.1.1, A.1.2).

36
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A2 : Auch die Dynamik von hoéherdimensionalen zeitkontinuierli-
chen Systemen (siche Abschnitt 4.4) kann in eingeschranktem
Umfang im Rahmen der zeitdiskreten Systeme studiert wer-
den. Mit Hilfe sogenannter stroboskopischer Darstellungen, bei-
spielsweise der Poincaré-Abbildung, lassen sich zeitkontinuier-
liche Systeme auf zeitdiskrete Systeme niedrigerer Dimension
abbilden. Dabei ist anzumerken, dafl diese diskreten Systeme
nur in Ausnahmefillen exakt konstruierbar sind® und daher
meistens mit Methoden der Storungstheorie ermittelt werden
miissen.

4.2.1 Definition

Ein System von m € N gewdhnlichen Differenzengleichungen

Zont = [ (0,2, {0k}) (4.1)

mit z, € I" und der vektorwertigen Funktion f : I' +— I'| bezeichnet man als ein
m-dimensionales zeitdiskretes dynamisches System oder als m-dimensionale zeitdis-
krete Abbildung. Dabei ist z,, der Zustandsvektor im Zustandsraum I' C R™ zur
diskreten Zeit n.

4.2.2 Eigenschaften

» Ist f invertierbar, so ist n € Z und man nennt das System (4.1) determiniert,
andernfalls ist n € Ny und man nennt das System (4.1) halbdeterminiert.
Wie bereits erwiahnt, kann bei den halbdeterminierten Systemen schon im
eindimensionalen Fall chaotisches Verhalten auftreten.

» Hingt die Funktion f nicht explizit von der diskreten Zeit n ab, dann nennt
man das System autonom, andernfalls nichtautonom.

» Das System ist 16sbar, wenn die Rekursionsformel aufgelost werden kann, das
heifit, wenn man den Zustandsvektor z,, zu einer beliebigen Zeit n und einem
bestimmten Parametersatz {0} explizit als Funktion des Zustandsvektors z,
zur Zeit 0 angeben kann?:

z, = F"(z,{ox}) . (4.2)

» Die m-dimensionale Abbildung FI™, die jedem beliebigen Zustandsvektor zur
Zeit 0 eindeutig einen Zustandsvektor zur Zeit n zuordnet, wird als Flufl auf
dem Zustandsraum I' bezeichnet. Fiir determinierte Systeme bildet die Menge
{F W} eine einparametrige, diskrete abelsche Gruppe, wéhrend sie fiir halbde-
terminierte Systeme nur Halbgruppeneigenschaften besitzt.

'Ein Beispiel hierfiir ist die in Abschnitt A.1.4 aufgefiihrte dissipative Standardabbildung.
2Beziiglich der diskreten Zeit n gelten dabei die Voraussetzungen fiir determinierte bzw. halb-
determinierte Systeme.
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» Die Folge der Zustandsvektoren z, mit n = 0,1,2,... wird Trajektorie des
Flusses F" zur Anfangsbedingung 2 genannt.

4.3 Zeitdiskrete Systeme mit zeitlicher Verzoge-
rung

Ein System von m € N Differenzengleichungen der Form

gn-i—l = i (TL, Zny 1y En—m> {Uk}) (43>

mit 2, € I' und der vektorwertigen Funktion f : ' — I', bezeichnet man als ein m-
dimensionales zeitdiskretes zeitlich verzogertes dynamisches System. Systeme dieses
Typs lassen sich den zeitdiskreten Systemen ohne zeitliche Verzégerung zuordnen
und stellen somit keine neue Klasse dar. Fiihrt man hier ndmlich einen neuen (m +
1)m-dimensionalen Zustandsvektor Z,, ein, dessen Komponenten zur diskreten Zeit
n sich aus den (m+1)m Komponenten des alten Zustandsvektors z,, zu den diskreten
Zeitenm=n,n —1,...,n —m geméaf

5 = (2. ze s Zam) (4.4)

n Zn 1&Zn—1 > *Zn—m

ergeben, dann 148t sich das m-dimensionale zeitdiskrete System mit zeitlicher Verzo-
gerung (4.3) in das folgende (m+1)m-dimensionale zeitdiskrete System ohne zeitliche
Verzogerung

Z, = [(n,Z,{o}) (4.5)

iiberfithren mit 2, € I' € RO+D™ und der vektorwertigen Funktion z T—T.

4.4 Zeitkontinuierliche Systeme

4.4.1 Definition

Ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen

d
52t = [(tz(). {on}) (4.6)

mit z(¢) € I' und der vektorwertigen Funktion f : I = T', bezeichnet man als ein m-
dimensionales zeitkontinuierliches dynamisches System. z(t) ist der Zustandsvektor
zur kontinuierlichen Zeit ¢t € R im Zustandsraum I' C R™.

4.4.2 Eigenschaften

» Hingt die Funktion f nicht explizit von der Zeit ¢ ab, dann nennt man das

System autonom, andernfalls nichtautonom?.

3Nichtautonome System koénnen durch Einfithrung der Zeit ¢ als neue Zustandsvariable z,,,1 = t
in autonome iiberfiithrt werden. Es konnen dann jedoch Besonderheiten auftreten, die mit dem
kontinuierlichen Anwachsen dieser neuen Zustandsvariablen zusammenhéngen.
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» Die meisten nichtlinearen dynamischen System sind nichtintegrabel, daher ba-
sieren viele Ergebnisse auf Methoden der Storungstheorie und auf numerischen
Untersuchungsmethoden.

» Analog zum zeitdiskreten Fall nennt man die m-dimensionale Abbildung F!*
mit

2(t) = E(2(0), {ox}) (4.7)

FluB auf dem Zustandsraum T, wobei die Menge {F} eine einparametrige
kontinuierliche abelsche Gruppe bildet.

» Die Zustandsvektoren z(t) beschreiben eine Kurve im Zustandsraum I, die
durch die Zeit parametrisiert ist, sie wird Trajektorie des Flusses F' M zur An-
fangsbedingung 2(0) genannt?.

4.5 Zeitkontinuierliche zeitlich verzogerte Syste-
me

Wir beschrénken uns hier auf Systeme von Delay-Differentialgleichungen, die eine
Unterklasse der retardierten Funktionaldifferentialgleichungen darstellen (siehe [78]).

4.5.1 Definition

Ein System von Differentialgleichungen des folgenden Typs

d
52t) = [(z(t) 2(t = 7),10k}) (4.8)

mit z(t — 7),2(t) € I und der vektorwertigen Funktion f : I' — I', bezeichnet man
als ein m-dimensionales zeitkontinuierliches zeitlich verzogertes dynamisches System
oder Delay-Differentialgleichungssystem®. Das Anfangswertproblem ist dabei durch
die Vorgabe einer Funktion g(¢) € I' im gesamten Intervall [—7, 0] eindeutig definiert.
2(t) und z(t — 7) reprisentieren den Zustandsvektor im Zustandsraum I' C R™ zu
den Zeiten t bzw. ¢t — 7. Das System (4.8) kann durch Skalierung der Zeit ¢ unter
Einfithrung der dimensionslosen Zeit ' mit ¢ = 7t und des neuen Zustandsvektors

“Bei der in Abschnitt 4.2 erwihnten stroboskopischen Darstellung wird die Trajektorie des
zeitkontinuierlichen dynamischen Systems (4.6) nur zu ganz bestimmten diskreten Zeiten t;(i =
1,2,3,...) betrachtet. Aus z; = z(t;) folgt dann mittels des Flusses FI* auf I' eindeutig T =
Fltisr=tid(z. £5,}). Gelingt es nun, die Funktion FI+17%] yu bestimmen oder mit Néherungs-

methoden zu approximieren (siehe z.B. [66]), so kann man bestimmte Aspekte der Dynamik des
zeitkontinuierlichen Systems (beispielsweise Periodenverdopplungs-Szenarien) im Rahmen des ein-
facheren zeitdiskreten Systems untersuchen.

5Im folgenden werden wir unter einem zeitlich verzégerten System immer ein zeitkontinuierliches

zeitlich verzogertes System verstehen.
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Z(t") = z(7t') in das folgende dquivalente System iiberfiihrt werden, wenn man die
gestrichenen Groflen wieder durch ungestrichene ersetzt (siche auch Anhang C.1):

d

20 = T (7). 2(t = 1), {on}) - (4.9)
Dabei haben wir ein explizit zeitabhéngiges System vorausgesetzt, um den Einflufl
der Zeitskalierung auf die Zeitabhéngigkeit zu verdeutlichen. Im folgenden werden
wir also ohne Beschrankung der Allgemeinheit von dieser zeitskalierten Form aus-
gehen.

4.5.2 Eigenschaften

» Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungssystemen nennt man das System
autonom, wenn die Funktion f nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingt, andernfalls
nichtautonom.

» Zeitkontinuierliche Systeme mit zeitlicher Verzogerung sind in den meisten
Fillen nicht analytisch 16sbar, weshalb der numerischen Analyse hier eine grofle
Bedeutung zukommt.

» Das System ist unendlich-dimensional, da fiir die eindeutige Losung des An-
fangswertproblems eine auf dem Intervall [—1,0] definierte Funktion g(¢) als
Anfangsbedingung vorgegeben werden muB. Das fiihrt dazu, daf das Anfangs-
wertproblem im m-dimensionalen Zustandsraum I' C R™ nicht mehr eindeutig
lsbar ist. Der mathematisch addquate Rahmen fiir die Beschreibung der Dy-
namik des Systems (4.9) ist nach [103] der erweiterte unendlich-dimensionale
Zustandsraum C der auf dem Intervall [—1, 0] definierten vektorwertigen Funk-
tionen (siche auch [77], [78]). Verfolgt man die Trajektorie in I" ausgehend vom
Zustandsvektor z(t) im Retardierungsintervall zuriick bis zum Zustand z(t—1),
so bilden die dadurch auf dem Intervall [—1, 0] definierten m Funktionen die
Komponenten des Zustandsvektors zur Zeit ¢ im erweiterten Zustandsraum C.
Der Zustandsvektor in diesem Raum ist somit definiert durch:

2(0)=z(t+0), fir -1<6<0 (4.10)
mit der Anfangsbedingung

20(0) =2(0) =g(©), fir -1<60<0. (4.11)

In Abbildung 4.1 ist dies am Beispiel eines skalaren Zustandsvektors verdeut-
licht. Durch einen Klappprozefs wird zu jedem Zeitpunkt die in diesem Fall
einzige Komponente des Zustandsvektors z;(0) € C aus der ['—t-Ebene heraus-
geklappt. Zu jedem Zeitpunkt ¢ wird dadurch dem Zustandsvektor z,(0) € C
die gesamte zeitliche Entwicklung des Zustandsvektors z(t + ©) € I' mit
—1 < © <0 im Intervall [t — 1,¢] zugeordnet.
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Abbildung 4.1: Klappprozef3

Die Komponente des in diesem Fall skalaren Zustandsvektors z;(O)
wird durch die auf dem Retardierungsintervall [—1,0] definierte Funk-
tion z(t + ©) mit —1 < © < 0 gebildet, was durch den angedeuteten
KlappprozeB aus der I' — t-Ebene heraus verdeutlicht wird. Die Anfangs-
bedingung g(t) mit —1 <t < 0 ist ohnehin eine auf dem Intervall [—1, 0]
definierte Funktion g(©) und damit ein Element des erweiterten Zu-
standsraums C.

» Das zeitlich verzogerte dynamische System (4.9) mufl nun im erweiterten Zu-
standsraum C formuliert werden. Wir werden uns hier auf die notwendigsten
Definitionen und Begriffe beschrédnken und verweisen auf die ausfiihrliche und
grundlegende Arbeit von Wischert et al. [177], [178]. Die Abbildung

2(0) = (Fllzg)(©), t>0, fir —-1<6O0<0, (4.12)

die dem Zustandsvektor z,(©) = g(©) zur Zeit t = 0 den Zustandsvektor z,(0)
zur Zeit t zuordnet, nennt man den Fluf} auf dem erweiterten Zustandsraum
C. Aus den Halbgruppeneigenschaften des Flusses f ¥

plavtel — plalplel g >0 mit O =17 (4.13)

folgt die Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems (4.9) im erweiter-
ten Zustandsraum C. Die Bewegungsgleichung in C ergibt sich dann aus dem
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zu F gehorenden infinitesimalen Generator G, der durch

[(FH2) (©) - 2(0)]

(Gz)(©) = lm - (4.14)
definiert ist, zu
d y
agt(@) = (Gz)(©O), fir —1<60<0. (4.15)
Wie in [177], [178] gezeigt wird, erhélt man
(G2)(0) = { 22(© , 1=8<0 (4.16)

wobei F fiir synergetische Systeme ein nichtlineares Funktional des Zustands-
vektors z,(©) ist. F ergibt sich aus der Taylorentwicklung der rechten Sei-
te der Gleichung (4.9), also im wesentlichen aus der nichtlinearen Funktion
f(rt,z(t),z(t — 1), {ox}), wobei man die Zustandsvektoren z(t) bzw. z(t — 1)
des Zustandsraums I' durch die beiden folgenden Identitéten ersetzt:

0

) = / 105(0)2,(0) . (4.17)

-1

At—1) = /Od@5(9+1)gt(€)). (4.18)

-1

Die i-te Komponente der Ordnung k des Funktionals F lautet dann:

0 0
FOk) = [ dor- [ de
-1 -1

S Wl (01,0025, (01) - 24, (O). (4.19)

J1sedk=1

Fiir Delay-Differentialgleichungssysteme sind die hier auftretenden Dichten
wi(fl)mjk Tensoren k-ter Stufe, deren Komponenten Linearkombinationen von
Produkten aus jeweils k£ Deltafunktionen sind (siehe (6.15), (7.6), (7.7), (8.6)
und (8.7)).

Anmerkung: Das nichtlineare Funktional F stellt die einzige systemspezifische
GroBe des infinitesimalen Generators (4.16) dar.

Die Zustandsvektoren z,(©) beschreiben eine durch die Zeit ¢ parametrisierte
Kurve im erweiterten Zustandsraum C, die als Trajektorie des Flusses f [
zur Anfangsbedingung z,(©) bezeichnet wird. Die Projektion auf den Zu-
standsraum I' oder einen Phasenraum, der entweder durch {z(¢), ()} oder
{z(t), z(t — 1)} aufgespannt wird, wobei die z(¢) durch Gleichung (4.10) mit
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den Zustandsvektoren z,(0) zusammenhéngen, wird ebenfalls Trajektorie ge-
nannt. Die Trajektorie im Zustandsraum I' kann durchaus Schnittpunkte auf-
weisen, da das Anfangswertproblem hier nicht eindeutig losbar ist. Da der
physikalisch relevante Raum der Zustandsraum I' ist, werden wir letztendlich
alle Ergebnisse in ihm zu interpretieren haben.
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Lyapunov-Exponenten

5.1 Motivation

Von den bekanntesten Konzepten der quantitativen Charakterisierung dynamischer
Systeme

» Fraktale Dimensionen:

[56], [80], [118], [139]

» Entropien:
[102], [155]

» Lyapunov-Exponenten:
[35], [97], [125], [131], [141]

(siche auch die Ubersichtsarbeiten [22], [33], [108], [109], [126], [147]) beschrinken
wir uns in in dieser Arbeit auf das der Lyapunov-Exponenten. Bei Kenntnis der
Bewegungsgleichungen ist die Bestimmung der Lyapunov-Exponenten im allgemei-
nen die einfachste und eleganteste Moglichkeit, um quantitative Aussagen iiber die
Dynamik des betrachteten Systems zu machen. Sie ermdéglichen sowohl eine Klas-
sifikation der verschiedenen dynamischen Zustédnde als auch die Bestimmung einer
im allgemeinen fraktalen Dimension - der Lyapunov- oder Kaplan-Yorke-Dimension
[15], [41]. Durch Parameterstudien ist es auflerdem moglich, Bifurkationen im Para-
meterraum zu lokalisieren und ebenfalls zu klassifizieren.

Zunichst erldutern wir nur sehr kurz die notwendigen Grundlagen und Begriffe, wo-
bei wir uns auf Systeme ohne zeitliche Verzégerung beschranken. Anschlieend be-
rechnen wir fiir den geddmpften harmonischen Oszillator die Lyapunov-Exponenten
analytisch und stellen das in dieser Arbeit verwendete numerische Verfahren zur
Bestimmung der Lyapunov-Exponenten vor, wobei wir seine Effizienz an zwei Bei-
spielen verdeutlichen.

44
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5.2 Grundlagen

Allgemeine Aussagen iiber die Dynamik eines Systems erhélt man durch die Un-
tersuchung der Wirkung des Flusses FI" (4.2) oder FY' (4.7) eines dynamischen
Systems auf einen oder mehrere préparierte Anfangszustinde bezichungsweise gan-
ze Teilmengen des Zustandsraums I' C R™. Eine ausgebaute Integrationstheorie
existiert bisher nur fiir lineare Systeme (siehe z.B. [7]). Fiir die im Rahmen der
Synergetik behandelten nichtlinearen Systeme kann der Flufl nur in ganz wenigen
Ausnahmefillen explizit angegeben werden, dennoch kénnen aus der Untersuchung
des Flusses einige wichtige Aussagen gewonnen werden:

» Die Wirkung des Flusses kann, ausgehend vom Anfangszustand, in zwei Be-
reiche eingeteilt werden - in die transiente und die asymptotische Dynamik,
wobei asymptotisch hier nicht im streng mathematischen Sinn zu verstehen
ist. Da sich diese beiden Bereiche gegenseitig definieren, kann die Grenze zwi-
schen ihnen mathematisch nicht klar definiert werden. Man spricht daher von
transientem Verhalten, wenn die Dynamik charakteristische Eigenschaften auf-
weist, die durch den Anfangszustand mitbestimmt werden. Ist der Einflufl des
Anfangszustandes auf die Dynamik nicht mehr festzustellen, spricht man von
asymptotischer Dynamik, obwohl diese streng mathematisch erst fiir n — oo
(bei zeitdiskreten Systemen) beziehungsweise ¢ — oo (bei zeitkontinuierlichen
Systemen) erreicht ist.

» Die Wirkung des Flusses auf verschiedene Anfangsbedingungen, also verschie-
dene Teilmengen M des Zustandsraums I" kann unterschiedlich sein, das heifit,
eine unterschiedliche asymptotische Dynamik aufweisen. Dies fiihrt zu einer
Aufteilung des Zustandsraums in Teilrdume, die auch sehr zerkliiftet und frak-
tal sein kann. Die ,, Grenzflache* zwischen solchen Teilgebieten im Zustands-
raum [ wird Separatrizx S genannt. Die Vereinigung aller Teilrdume, die zur
gleichen asymptotischen Dynamik fiihren, wird als deren FEinzugsgebiet be-
zeichnet (siehe beispielsweise [62], [108], [109]).

» Bleibt das Volumen einer Teilmenge M des Zustandsraums I' unter der Wir-
kung des Flusses konstant, so nennt man das dynamische System konservativ.
Ist die Volumendnderung von M negativ, wird es als dissipatives dynamisches
System bezeichnet. Mathematisch 148t sich diese Unterscheidung folgenderma-
Ben formulieren:

e Fiir die zeitdiskreten Systeme 4.1 gilt:

(ai (maz; {o4})

'det )'Sl, VneN Az, e CR™. (5.1)

e Fiir die zeitkontinuierlichen Systeme 4.6 erhalten wir geméfi Gleichung
B.10 in Anhang B:

div f (t,2(t),{ox}) <0, Vt>0Az(t) el CR™. (5.2)
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In beiden Féllen steht das Gleichheitszeichen fiir konservative Systeme.

Die asymptotische Dynamik kann instabil oder stabil sein, wobei wir zwi-
schen lokaler, orbitaler und globaler Stabilitéit unterscheiden. Instabilitéit liegt
vor, wenn kleine Stérungen des Zustandes durch die Zeitentwicklung verstérkt
oder vergroflert werden. Wir kénnen nun analog zur linearen Stabilitétsana-
lyse 3.2.3 eine Linearisierung um eine reprasentative Trajektorie der asym-
ptotischen Dynamik vornehmen und die sich dabei ergebenden Eigenwerte
untersuchen. Haben alle Eigenwerte einen negativen Realteil, dann liegt lokale
Stabilitat vor, ist der Realteil eines oder mehrerer Eigenwerte identisch Null,
dann liegt orbitale Stabilitdt vor [70]. Bei lokaler Stabilitét werden infinitesimal
benachbarte Punkte durch die Zeitentwicklung benachbart bleiben, sich sogar
einander ndhern. Im Grenzfall ¢ — oo werden sie ineinander iibergehen. Bei
orbitaler Stabilitdt kénnen sich zwei benachbarte Punkte durch die Zeitent-
wicklung voneinander entfernen, ihre Trajektorien werden jedoch benachbart
bleiben. Die globale Stabilitit schliellich kann natiirlich nicht mehr durch die
Eigenwerte einer linearen Analyse definiert werden. Sie 143t sich mit Hilfe eines
Potentials veranschaulichen, ist jedoch nicht auf Systeme beschrankt, fiir die
ein Potential existiert. Die Minima eines Potentials sind alle lokal stabil, nur
das absolute Minimum ist global stabil.

Die asymptotische Dynamik dissipativer Systeme wird im allgemeinen auf ei-
nem Attraktor A ablaufen. Da bislang keine allgemein akzeptierte Definition
eines Attraktors existiert (siehe [108], [109], [118], [142], [143]), werden wir hier
nur eine pragmatische Definition angeben, die im wesentlichen [108] entnom-
men ist:

e Eine abgeschlossene und echte Teilmenge A des Zustandsraums I' heifit
attraktive Menge, falls

F4 = A, VteR (5.3)

gilt, sie also invariant beziiglich des Flusses FI¥ ist! und auBerdem eine
Umgebung U D A besitzt, so daf gilt:

Flz) e U, Vt>0AzeU, (5.4)
lim Fl(z) = A, VzeU. 5.5)
e Die Menge F(A) mit
E(4) = |JHEU, (5.6)
t<0

wobei U die obigen Bedingungen erfiillt, nennt man das Einzugsgebiet der
attraktiven Menge A. Falls E(A) = I ist, nennt man A globale attraktive
Menge. In diesem Fall existiert die weiter oben angegebene Unterteilung
des Zustandsraums nicht.

1£[t] steht dabei stellvertretend fiir einen der Fliisse F' [”], F 1l (siehe Kap. 4).
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o Attraktive Mengen konnen Teilmengen enthalten, die nicht attraktiv sind,
daher wird die asymptotische Dynamik méglicherweise nicht auf der gan-
zen attraktiven Menge A ablaufen, sondern nur auf einer echten Teilmen-
ge davon, dem eigentlichen Attraktor A.

» Durch die stationéire Dynamik auf einem Attraktor A wird ein Wahrscheinlich-
keitsmaB p definiert. 14(B) bezeichnet dabei die Wahrscheinlichkeit, das System
zu einem beliebigen Zeitpunkt in dem Bereich B C A anzutreffen. Fiir das Maf
(1 mufl gelten:

u) = [ au= [ o =1, (5.7)

wobei p(z) die Dichte des Mafles p ist. Man nennt das Wahrscheinlichkeitsmaf
invariant beziiglich des Flusses FIY, falls die Gleichung

uw(B) = wFIB), t>0, (5.8)

erfiillt ist. Im allgemeinen gibt es zu einem dynamischen System eine Vielzahl
invarianter Mafle, aber nur ein sogenanntes natirliches Maf. Dieses wird einer
Idee Kolmogorovs folgend durch den Grenziibergang

: o

p o= limp (5.9)
definiert. g reprisentiert dabei eine stochastische Kraft, deren Starke so gewéahlt
werden muf}, dal vor dem Grenziibergang genau ein einziges stationdres Maf
existiert. Mit Hilfe des natiirlichen Mafles kénnen alle charakteristischen dy-
namischen Groflen, also auch die Lyapunov-Exponenten, berechnet werden
(vgl. Abschnitte A.1.1 und A.1.2). Das natiirliche Mafl kann nur in ganz we-
nigen Ausnahmefillen analytisch angegeben werden, und auch die numerische
Bestimmung bereitet im allgemeinen so grofle Schwierigkeiten, dafi die quanti-
tativen Analyse eines dynamischen Systems unter Verwendung dieses Zugangs
nur sehr selten maoglich ist (siehe beispielsweise [32]).

» Wie sich durch die Arbeiten von Poincaré [132], [133] und spéter Lorenz [112],
[113], [114] herausgestellt hat, ist die Wirkung des Flusses auf benachbar-
te Zustinde von besonderer Bedeutung. Sie erkannten, dafl bei nichtlinearen
dynamischen Systemen sehr komplizierte und nicht regulére, also weder peri-
odische noch quasi-periodische Losungen der Bewegungsgleichungen moglich
werden. Auch diese Bewegungen finden auf einem Attraktor statt und verlet-
zen dann fast immer? das Prinzip der starken Kausalitit [29]. Dieses Prinzip
besagt, dafl zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢y benachbarte Trajektorien auch
zu einem beliebigen spéteren Zeitpunkt ¢ > t; benachbart sind. Da Poincaré
nicht iiber die graphischen und numerischen Moglichkeiten eines Computers

2Siehe hierzu die Bemerkung zum Feigenbaum-Attraktor der logistischen Abbildung auf S. 154
des Anhangs A.
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verfiigte, blieben seine Entdeckungen lange Zeit unbeachtet. Erst die Unter-
suchungen mit Computern, die von Lorenz an Modellen zur Wetterprognose
vorgenommen wurden, fiihrten zur Wiederentdeckung des Phidnomens, das
man als deterministisches Chaos bezeichnet. Die entsprechenden Attraktoren
werden als chaotische Attraktoren bezeichnet. Die Verletzung der starken Kau-
salitdt fiihrt zu einer Sensitivitdt des Systems gegeniiber kleinen Stérungen
oder kleinen Abweichungen der Anfangsbedingungen. Diese fithren zu einer
zeitlichen Abnahme der Shannonschen Information iiber das System und da-
mit zu einer Zunahme der Kolmogorov-Entropie. Diese beiden Begriffe werden
wir hier nicht nidher erliutern und verweisen daher auf [90], [91], [106], [149],
[150], bezichungsweise [9], [172]. Da bei realen Systemen die Anfangszustéinde
mathematisch nicht exakt bekannt sind, ist die Prognose auch bei determini-
stischen Systemen prinzipiell beschriankt. Alle genannten Phdnomene kénnen
mit Hilfe des Konzepts der Lyapunov-Exponenten quantitativ erfalt werden.
Die Lyapunov-Exponenten A sind reelle Zahlen, die das im zeitlichen Mit-
tel exponentiell konvergente (A < 0), indifferente (A = 0), oder exponentiell
divergente (A > 0) Verhalten der Trajektorien eines dynamischen Systems
quantitativ charakterisieren.

» Verbunden mit der fiir eine chaotische Dynamik charakteristischen Sensiti-
vitéit gegeniiber kleinen Storungen ist das Auftreten mindestens eines positi-
ven Lyapunov-Exponenten. Da die Dynamik auf einem Attraktor stattfindet,
der im allgemeinen beschrinkt ist®, miissen die Trajektorien hier notwendiger-
weise komplizierten Streck-, Stauch- und Faltungsprozessen unterworfen sein.
Aufgrund der durch diese Prozesse erzeugten zerkliifteten fraktalen geometri-
schen Struktur werden chaotische Attraktoren auch als seltsame Attraktoren
bezeichnet?.

Damit beenden wir unsere allgemeinen Betrachtungen und wenden uns nun der
Definition der Lyapunov-Exponenten zu.

5.3 Definitionen

5.3.1 Zeitdiskrete Systeme

In Anhang D wird gezeigt, daf3 die Berechnung der Lyapunov-Exponenten bei zeit-
kontinuierlichen zeitverzogerten Systemen auf eine durch die Diskretisierung des Re-
tardierungsintervalls [—1,0] festgelegte, hochdimensionale, zeitdiskrete Abbildung
fithrt. Der Definition der Lyapunov-Exponenten fiir zeitdiskrete Systemen kommt
daher in dieser Arbeit eine besondere Bedeutung zu.

3Bei Systemen die eine Phasendynamik beschreiben, kénnen auch unbeschrénkte Attraktoren
auftreten. Beispielsweise bleibt die relevante dynamische Variable des zeitlich verzogerten Phasen-
regelkreises in Kapitel 6 nicht auf das 27-Intervall beschrénkt (siche Abb. 6.12).

4Siehe hierzu die Bemerkung zum Feigenbaum Attraktor der logistischen Abbildung auf S. 154
des Anhangs A
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Eindimensionaler Fall

Wie bereits in Kapitel 4 erwidhnt, kann chaotisches Verhalten bei zeitdiskreten Sy-
stemen schon im eindimensionalen Fall auftreten (siehe [36], [37], [65] und Anhang
A). Daher werden wir diesen relativ einfachen Fall zuerst behandeln. Die folgende
Abbildung 5.1 soll die Definition des Lyapunov-Exponenten einer eindimensionalen
zeitdiskreten Abbildung z, 1 = f(n, z,,{0.}) veranschaulichen.

Abbildung 5.1: Zur Definition des Lyapunov-Exponenten

Die im zeitlichen Mittel exponentielle Divergenz zweier benachbarter
Anfangszustédnde zg und zg + € einer eindimensionalen zeitdiskreten
Abbildung zn+1 = f(n,zn,{ox}) und der damit verbundene positive
Lyapunov-Exponent X ist schematisch dargestellt.

Ausgangspunkt unser Betrachtungen sind zwei benachbarte Anfangszustdnde 2y und
z+e¢. Nach n Iterationen wird sich das System im Zustand FI"l(zy) beziehungsweise
F"l (2 + €) befinden. Wir fordern nun, daB fiir den Abstand dieser beiden Zustinde
die folgende Definitionsgleichung des Lyapunov-Exponenten

¢ Ao fo)) |FI) (29 + €) — FIM(20)] (5.10)

gilt. Fithren wir nun die beiden Grenziibergénge ¢ — 0 und n — oo durch, dann
erhalten wir:

(20, {ox}) = nli_)r&%log % . (5.11)
Beriicksichtigen wir aulerdem, dafl
Fl(z) = fofo...of(0,z2,{ox}) (5.12)
n—mal
ist, dann ergibt sich fiir den Lyapunov-Exponenten in diesem Fall:
— df (i, z,{o
A(z0,{ox}) = nlggoﬁZl f—{’“}) . (5.13)

Der so definierte Lyapunov-Exponent eindimensionaler zeitdiskreter Systeme wird
im allgemeinen vom Wert der Kontrollparameter {o}} und vom Anfangswert z,
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abhéngen. Da mehrere Attraktoren bei einem Parametersatz {o}} koexistieren kon-
nen und der Anfangswert z, natiirlich nur im Einzugsgebiet eines Attraktors liegen
kann, wird durch (5.13) nur der Lyapunov-Exponent des entsprechenden Attraktors
berechnet. Fiir autonome ergodische Systeme kénnen wir die in (5.13) auftretende
Zeitmittelung durch die Mittelung beziiglich des natiirlichen Mafles i1 des entspre-
chenden Attraktors A ersetzen und erhalten

d
A(zo, {ox}) = /log W‘ dp . (5.14)
A z
Mit Hilfe der Dichte des natiirlichen Mafles
n—1
1
= lim —» 4&(z—z 5.15
o) = Jim 30— (5.15)

erhalten wir schlieBlich aus (5.14) die folgende, unter den genannten Einschrankun-
gen zu (5.13) dquivalente Definition fiir den Lyapunov-Exponenten

Azo, {o1)) = //A log M'p(z)dz. (5.16)

d

In Abschnitt A.1.1 wird fiir die Bernoulli-Abbildung (A.1) der Lyapunov-Exponent
sowohl nach (5.13) als auch nach (5.16) fiir den gesamten Bereich des Kontrollpa-
rameters r analytisch bestimmt. Aulerdem wird in Abschnitt A.1.2 der Lyapunov-
Exponent der logistischen Abbildung (A.4) fiir ausgezeichnete Parameterbereiche
nach (5.16) ebenfalls analytisch bestimmt und fiir das Intervall [1, 4] des Kontroll-
parameters a numerisch nach (5.13) berechnet (siche Abb. A.1).

Anmerkung: Die Gleichungen (5.13) beziehungsweise (5.16) lassen sich als Mitte-
lungen iiber die zeitlich lokalen Groéflen

df(l, Zs {Uk})
log | ———= 5.17
0g 7 . (5.17)
beziehungsweise raumlich lokalen Gréfien
df (z,{ow})
log | ————= 5.18
0g | (5.18)

auffassen, die wir daher als lokale Divergenzraten bezeichnen (siehe
Abb. 5.3).

Mehrdimensionaler Fall

Um die Definition der Lyapunov-Exponenten einer m-dimensionalen zeitdiskreten
Abbildung (4.1) zu motivieren, formulieren wir zunéchst die Definition (5.13) des
Lyapunov-Exponenten fiir eindimensionale zeitdiskrete Abbildungen um:

)n . (5.19)

dz

n—oo

=0

n—1 .
Aotord) — g (H df(i. 2. {on})

2=z
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Tragen wir den m raumlichen Richtungen Rechnung, dann lautet die Verallgemei-
nerung auf m Dimensionen:

3=

eNiodlrd) = i ([A(n)])

n—oo

j=1,...,m, (5.20)

wobei \;(n) der j-te Eigenwert der Matrix

n—1 0f(i. 2 {0y
(5] )

a2

ist. Die Existenz des Grenzwertes ist durch das multiplikative Ergodentheorem von
Oseledec [125] gesichert. Die folgende Abbildung 5.2 zeigt die beiden nach (5.20)
berechneten Lyapunov-Exponenten der in Abschnitt A.1.3 angefithrten zweidimen-
sionalen Hénon-Abbildung (A.13) als Funktion des Kontrollparameters a.

Abbildung 5.2: Hénon-Abbildung: Lyapunov-Exponenten (1)

Dargestellt sind die beiden nach (5.20) mit grofem numerischen Auf-
wand bestimmten Lyapunov-Exponenten der zweidimensionalen Hénon-
Abbildung (A.13) als Funktion des Kontrollparameters a im Intervall
[0,1.4] beim Parameterwert b = 0.3 (vgl. Abb. 5.6).

Dabei wurden fiir jeden Wert des Kontrollparameters zu fest gewihlten Anfangs-
bedingungen n = 1000 Iterationen zur Berechnung der Matrix (5.21) ausgefiihrt
und die Eigenwerte bestimmt. Dabei mufiten die Berechnungen mit dem Programm
Maple im chaotischen Bereich wegen der im Mittel exponentiellen Divergenz mit
einer Prézision von 1000 giiltigen Dezimalstellen durchgefiithrt werden, damit die
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Eigenwerte korrekt bestimmt werden konnten. Selbst bei der zweidimensionalen
Hénon-Abbildung benétigte diese Berechnung auf einer gewohnlichen Workstati-
on mehrere Tage. Dies verdeutlicht auf anschauliche Weise, weshalb es bei hochdi-
mensionalen Abbildungen sehr aufwendig ist, die Lyapunov-Exponenten direkt nach
(5.20) zu bestimmen. Man ist daher gezwungen, ein anderes Verfahren zu verwenden.
Abbildung 5.3 zeigt die lokale Divergenzrate des groiten Lyapunov-Exponenten der
dissipative Standardabbildung (A.16) bei den Parameterwerten (K = 4.1, b = 0.1),
aufgetragen iiber dem chaotischen Attraktor. Wie man sieht, gibt es sowohl lokal
divergente als auch lokal konvergente Gebiete auf dem Attraktor. GeméaB (5.20)
erhalten wir bei diesen Parameterwerten die Lyapunov-Exponenten A; =~ 0.6519,
Ao & —2.9545.

Abbildung 5.3: Dissipative Standardabbildung: Lokale Divergenzrate

Dargestellt ist die lokale Divergenzrate des gréften Lyapunov-
Exponenten der zweidimensionalen dissipativen Standardabbildung
(A.16) bei den Parameterwerten(lKK = 4.1, b = 0.1). Sie ist aufgetra-
gen iiber dem chaotischen Attraktor.

5.3.2 Zeitkontinuierliche Systeme

Im Unterschied zu zeitdiskreten Systemen kann chaotisches Verhalten hier erst in
drei- oder mehrdimensionalen Zustandsraumen auftreten. Dies liegt an der Eindeu-
tigkeit der Losung der zugrundeliegenden Bewegungsgleichungen. Nur wenn der Zu-
standsraum drei oder mehr Dimensionen aufweist, werden komplizierte {iberschnei-
dungsfreie und damit eindeutige Trajektorien moglich. Abbildung 5.4 veranschau-
licht das im zeitlichen Mittel exponentiell divergente Verhalten der Trajektorien des
dreidimensionalen Lorenz-Systems (A.17) (siche Abschnitt A.2.1).
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Abbildung 5.4: Divergenz zweier Trajektorien beim Lorenz-System

Dargestellt sind zwei numerische Simulationen des bekannten Lorenz-
Systems (A.17) im chaotischen Bereich (R = 35.0, 0 = 16.0, b = 4.0)
fiir zwei leicht unterschiedliche Anfangsbedingungen (|z;(0) — z,5(0)| =
10712).

Oben: Zeitliche Entwicklung der x-Koordinaten

Unten: Zeitliche Entwicklung des Abstands |z4(t) — z,(t)| der Zustands-
vektoren

Diese im zeitlichen Mittel exponentielle Divergenz benachbarter Trajektorien im
Zustandsraum fithrt bei der Definition der Lyapunov-Exponenten fiir zeitkontinu-
ierliche Systeme wie bei den zeitdiskreten sofort auf die linearisierte Dynamik. Be-
trachten wir wieder das m-dimensionale nichtlineare Differentialgleichungssystem
(4.6), dann werden sich die Lyapunov-Exponenten aus der Dynamik des linearisier-
ten Systems

%Q(t) = L(t,2(0), {ox}) Az(?) (5.22)
mit
L(t,2(0), {ox}) = aﬂt’g—’;ak}) (5.23)

z=2(t,2(0))

berechnen lassen. Dabei wurde die Linearisierung um den sich auf der Trajektorie
bewegenden reprasentativen Punkt z(¢) vorgenommen, der natiirlich vom Anfangs-
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zustand z(0) abhédngt. Wir konnen nun Gleichung (5.22) formal integrieren und
erhalten

&(t) = (Zefoté(t’,g([)){ak})dt’) g(o)7 (524)
wobei Z den Zeitordnungsoperator darstellt. Dieser mufl eingefithrt werden, weil
die Matrizen L(t,2(0),{ox}) zu verschiedenen Zeiten ¢ und ¢’ im allgemeinen nicht
kommutieren. Wie im mehrdimensionalen zeitdiskreten Fall (5.20) kénnen wir nun

die Lyapunov-Exponenten wie folgt definieren

=

eNEOL) = iy (| A1)

t—oo

j:17"'7m7 (5'25)
wobei \;(t) der j-te Eigenwert der Matrix L(t,2(0),{o}) ist. Die Existenz des in
(5.25) auftretenden Grenzwertes ist hier wie bei Definition (5.20) durch das multi-
plikative Ergodentheorem von Oseledec [125] gesichert.

5.3.3 Lyapunov-Spektrum

Ordnen wir die Lyapunov-Exponenten der Gréfie nach, so daf3

AL> A > > A (5.26)

gilt, dann wird die Gesamtheit der m Lyapunov-Exponenten eines m-dimensionalen
dynamischen Systems als Lyapunov-Spektrum des entsprechenden Attraktors A be-
zeichnet. Verwendet man fiir positive beziehungsweise negative Lyapunov-Exponen-
ten die Symbole 4+ und —, dann erhélt man das symbolische Lyapunov-Spektrum.

Dimension des symbolisches
Zustandsraums Lyapunov-Spektrum Attraktortyp
2 (—,—) Fixpunkt
(0, —) Grenzzyklus
3 (——,—) Fixpunkt
0,—,—) Grenzzyklus
(0,0,—) Torus
(+,0,-) chaotischer Attraktor
4 (= —,—,—) Fixpunkt
0,—,—,—) Grenzzyklus
(0,0,—,—) 2-Torus
(0,0,0,—) 3-Torus
(+,0,—,—) chaotischer Attraktor
(+,0,0,—) chaotischer Attraktor
(+,+,0,—) chaotischer Attraktor

Tabelle 5.1: Symbolische Lyapunov-Spektren verschiedener Attraktoren

dissipativer zeitkontinuierlicher dynamischer Systeme
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Dieses ermoglicht die in Abschnitt 5.1 erwéhnte Klassifikation verschiedener Attrak-
tortypen. In Tabelle 5.1 ist eine Klassifikation der moglichen Attraktoren zwei-, drei,
und vierdimensionaler dissipativer zeitkontinuierlicher dynamischer Systeme mit Hil-
fe des symbolischen Lyapunov-Spektrums zusammengestellt.

5.3.4 Lyapunov-Dimension

Wie bereits in Abschnitt 5.1 erwahnt, 148t sich aus den Lyapunov-Exponenten eines
Attraktors eine Dimension, die sogenannte Lyapunov- oder Kaplan-Yorke-Dimension
bestimmen. Wie sich zeigen 1a3t, gilt fiir chaotische Attraktoren A dissipativer zeit-
kontinuierlicher dynamischer Systeme, die sich als kartesisches Produkt aus einer
kontinuierlichen Menge und einer fraktalen Menge wie der Cantor-Menge® darstel-
len lassen

TN\
Dr(p) = j+ T, (5.27)
[ Aj+1
mit
J J+1
D A=0 ud D A <0 (5.28)
=1 =1

(siehe beispielsweise [33], [145]). Kaplan und Yorke [97], [98] stellten die Hypothese
auf, daB in , typischen“ Féllen®

Dy(A) = Dg(A) = Di(A) (5.29)

gilt, wobei Dy (A) die Hausdorff-Dimension des Attraktors A ist [80], auf die wir hier
nicht nidher eingehen werden und Dy (A) die Kapazitit. Die Kapazitét einer Menge
M € R™ ist durch den Grenzwert

log N(e, M
Di(M) = lim— 08 V(EM)

5.30
e—0 log e ( )

definiert, wobei N (e, M) die Anzahl der m-dimensionalen Kugeln mit Radius ¢ ist,
die nétig sind, um die Menge M vollstédndig zu iiberdecken. Sowohl die Kapazitét
Dk (A) als auch die Hausdorff-Dimension Dy (A) eines seltsamen Attraktors A sind
wegen der fraktalen Struktur des Attraktors im allgemeinen nur mit sehr groflem
numerischen Aufwand zu berechnen. Gelingt es also mit einem effizienten Verfahren,
die Lyapunov-Exponenten zu bestimmen, dann stellt die Lyapunov-Dimension nach
(5.27) wegen (5.29) eine interessante Alternative dar.

SEntfernt man aus dem abgeschlossenen reellen Intervall [0, 1] das offene mittlere Intervall (3, 2)

und wiederholt diesen Prozel mit den jeweils entstehenden Restintervallen unendlich oft, dann
erhélt man die nach G. Cantor [24] benannte fraktale Menge.
6Siehe hierzu die kritischen Anmerkungen in [108] S. 88.
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5.4 Analytische Berechnung

Die Giite numerischer Verfahren zur Bestimmung der Lyapunov-Exponenten eines
dynamischen Systems l&8t sich am besten durch Vergleich mit analytisch berech-
neten Lyapunov-Exponenten ermitteln. Allerdings ist die analytische Berechnung
prinzipiell nur fiir sehr einfache Systeme mdglich. So kann man beispielsweise fiir
die zeitdiskrete eindimensionale Bernoulli-Abbildung die Lyapunov-Exponenten fiir
das gesamte Parameterintervall bestimmen, also selbst im chaotischen Regime (sie-
he Abschnitt A.1.1). Bei der zeitdiskreten ebenfalls eindimensionalen logistischen
Abbildung ist dies im nicht chaotischen Regime nur eingeschrénkt und im chao-
tischen Regime bisher sogar nur fiir einen ausgezeichneten Parameterwert moglich
(siche Abschnitt A.1.2). Fiir den zeitkontinuierlichen harmonischen Oszillator mit
Déampfung lassen sich die Lyapunov-Exponenten ebenfalls fiir den gesamten Para-
meterraum analytisch berechnen. Dies soll im folgenden kurz ausgefiihrt werden.

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung des geddmpften harmonischen Oszillators
Bt) + () +wiz(t) = 0 (5.31)

mit v > 0, wg > 0 148t sich in das dquivalente zweidimensionale dynamische System
erster Ordnung

e = ()= La0 (532

—Wwo =7

iiberfithren. Durch Transformation auf Normalkoordinaten” erhélt man daraus:

d _ _ —%(7—1-2@) 0 sy = I3
a2 = ( 0 Ly - iw) )_(t) = LZ(t) (5.33)

mit w = /4w? — 72. Die Matrix ; ist bereits linear und auflerdem diagonal und
zeitunabhéngig, daher folgt unmittelbar:

ts o — L (y4iw)t
il _ (6 " 0 ) (5.34)

0 e~ 3 (7—iw)t

Fiir die Lyapunov-Exponenten ergibt sich daraus gemaf (5.25):
0 -1 <2
)} _ { 27 ISk gy
—s(v £V —4wg) 7> 2wo

5.5 Numerische Berechnung

e—%(’y:l:z’w)t

}\172 - log nggo (

Wie in Abschnitt 5.3.1 bereits erwéhnt, ist die direkte numerische Berechnung der
Lyapunov-Exponenten nach (5.20) fiir mehrdimensionale Abbildungen ein sehr auf-
wendiges Verfahren. Anhand der Lyapunov-Exponenten (5.35) des geddmpften har-
monischen Oszillators 148t sich leicht einsehen, daf fiir zeitkontinuierliche dynami-
sche Systeme im chaotischen Regime dieselben Schwierigkeiten auftreten. Aufgrund

"Die Lyapunov-Exponenten sind invariant unter stetig differenzierbaren Koordinatentrans-
formationen.
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der exponentiellen Divergenz benachbarter Trajektorien ist die direkte Bestimmung
der Lyapunov-Exponenten nach (5.25) wegen der notwendigen duflerst hohen Ge-
nauigkeit, mit der die Berechnung ausgefiihrt werden miissen, zu aufwendig. Das
Verfahren von Wolf et al. [179], das wir im folgenden kurz skizzieren werden, bietet
eine elegante und sehr effiziente Moglichkeit, die Lyapunov-Exponenten mit we-
sentlich geringerem numerischen Aufwand zu berechnen. Das Verfahren besteht im
wesentlichen darin, die Bildung des Grenzwertes in (5.20) beziehungsweise (5.25)
und die des Logarithmus zu vertauschen, ohne das Ergebnis zu verfélschen.

5.5.1 Methodik

1.) Die vollstiandig nichtlinearen m-dimensionalen dynamischen Systeme (4.1) be-
ziehungsweise (4.6) werden ausgehend von den Anfangsbedingungen wenige
Zeitschritte j iteriert beziehungsweise ein kleines Zeitintervall jAt integriert.

2.) An diesen reprasentativen Punkt auf der Trajektorie denken wir uns einen m-
Kubus mit infinitesimaler Kantenlénge befestigt. Dieser wird simuliert, durch
die gleichzeitige Iteration von m um den représentativen Punkt herum li-
nearisierten Systemen zu m orthonormalen Anfangsbedingungen g({)z} bezie-
hungsweise z(0){". Durch die Dynamik wird sich der m-Kubus zu einem m-
Parallelepiped verformen.

3.) Durch das Gram-Schmidt-Verfahren wird das m-Parallelepiped wieder in einen

m-Kubus iiberfithrt. Dadurch werden die aus den Anfangsbedingungen g({)i}
beziehungsweise z(0)1" durch Iteration beziehungsweise Integration des linea-
risierten Systems entstandenen Vektoren wieder orthonormal.

4.) Die Logarithmen der einzelnen Normierungsfaktoren werden aufsummiert.

5.) Auf die so gewonnenen wieder orthonormalen Vektoren der linearisierten Sy-
steme werden die Schritte 1.) — 4.) immer wieder angewendet. Dabei bewegt
sich der représentative Punkt entsprechend der vollstédndig nichtlinearen Dy-
namik auf der Trajektorie weiter.

Die Lyapunov-Exponenten \; berechnen wir nun wie folgt:

Zeitdiskreter Fall

A= lim nij;logj\fl{i} (5.36)

mit
Nz{i} = |L(zy)L(zi5-1) - 'é(z(l—l)j)égil)j‘ (5.37)

und

(5.38)
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Zeitkontinuierlicher Fall

mit
NI = L2 A6) L(z((l — DAE) -+ L(2(( = 1)jA1)z((1 = 1)jAH T (5.40)
und

Legan) - b2 ind) (5.41)

0z

z=z(lAt) .

Anmerkungen: Al : Die beiden Berechnungsvorschriften (5.36) und (5.39) sind fast
identisch. Dies liegt daran, daf§ ein zeitkontinuierliches dyna-
misches System bei der numerischen Integration diskretisiert
wird. Durch das jeweils verwendete Integrationsverfahren (sie-
he hierzu auch Anhang C) ist dem zeitkontinuierlichen System
somit ein zeitdiskretes zugeordnet.

A2 : Wie wir bereits wissen, ist chaotisches Verhalten durch das
Auftreten positiver Lyapunov-Exponenten definiert. Sie erhal-
ten ihren Hauptbeitrag an den Stellen des Attraktors, die durch
die Dynamik erzeugte Streckprozesse aufweisen, welche im all-
gemeinen nicht gleichméfig auf dem Attraktor verteilt sind.
Daher werden die positiven Lyapunov-Exponenten nur dann
konvergieren, wenn diese Stellen mehrmals erfafit werden, d.h.,
wenn mehrere ,,Umldufe* auf dem Attraktor durch die nume-
rische Simulation realisiert werden.

A3 : Die iibrigen Lyapunov-Exponenten sollten schneller konver-
gieren, da ihre Beitrdge nicht von den im allgemeinen sel-
ten auftretenden Streckprozessen herriihren. Durch das Gram-
Schmidt-Verfahren kann allerdings nur der willkiirlich heraus-
gegriffene erste Vektor gél} beziehungsweise z(0)#} seine Rich-
tung beibehalten, alle anderen werden durch ihn ausgerichtet.
Der erste
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A4 :

Vektor wird also nach einer transienten Zeit in Richtung des
grofiten Lyapunov-Exponenten weisen und diesen somit be-
stimmen. Der ebenfalls willkiirlich herausgegriffene zweite Vek-
tor géQ} beziehungsweise z(0)1?} wird von diesem ersten be-
einflult, er kann somit nicht mehr nur in Richtung des zwei-
ten Lyapunov-Exponenten weisen. Da die beiden Vektoren
aber den Unterraum des gréfiten Flachenwachstums aufspan-
nen, wird er durch mehrere Umliufe auf dem Attraktor im
Mittel aber doch in diese zweite Richtung weisen und damit
den entsprechenden Lyapunov-Exponenten bestimmen. Die-
se Argumentation l&t sich sofort auf alle weiteren Vektoren
iibertragen. Damit ist klar, dafl das Verfahren tatséchlich al-
le Lyapunov-Exponenten korrekt erfafit und der Gréfle nach
sortiert. Gleichzeitig wird so auch die relativ langsame Kon-
vergenz der negativen Lyapunov-Exponenten erklért.

Falls die willkiirlich gew#hlten Vektoren fiir die Berechnung
der Lyapunov-Exponenten bestimmte Unterrdume nicht ver-
lassen konnen, versagt die oben angefithrte Argumentation
und die Lyapunov-Exponenten werden nicht alle korrekt be-
stimmt. Dies kann fiir ungiinstig gewéhlte Startvektoren gél}
bei den ausgediinnten, zeitdiskreten Abbildungen der Fall sein,
die bei der Bestimmung der Lyapunov-Exponenten zeitkonti-
nuierlicher zeitverzogerter dynamischer Systeme auftreten (sie-
he Anhang D).

5.5.2 Verifikation

Drei einfache Beispiele sollen die Effizienz und die Genauigkeit des erlauterten Ver-
fahrens demonstrieren.

Vergleich mit der Analytik

Wie wir in Abschnitt 5.4 gesehen haben, lassen sich fiir den geddmpften harmo-
nischen Oszillator (5.31) beziehungsweise (5.32) die beiden Lyapunov-Exponenten
analytisch berechnen (siehe (5.35)) und mit den numerisch bestimmten vergleichen.
Anhand der folgenden Abbildung 5.5, die die numerisch bestimmten Lyapunov-
Exponenten als Funktion des Dampfungsparameters v zeigt, halten wir fest:

» Fiir v = 0 ist der Attraktor dieses dynamischen Systems ein Zentrum und
entsprechend nehmen beide Lyapunov-Exponenten den Wert Null an.

» Fiir v > 0 ist der einzige Attraktor ein stabiler Fixpunkt und daher miissen
die beiden Lyapunov-Exponenten negativ sein.

e Fiir das Parameterintervall 0 < v < 2 handelt es sich um einen stabilen
Fokus, was man daran erkennt, daf} die beiden Lyapunov-Exponenten ent-
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artet sind. Dies liegt an den mit der Oszillation verbundenen konjugiert-
komplexen Eigenwerten der Matrix L(t).

e Der aperiodische Grenzfall bei v = 2 markiert den Ubergang des Attrak-
tors in einen stabilen Knoten.

» Die Divergenz des Vektors L Z(t) der rechten Seite der Gleichung (5.33) ist —,
also wie bei allen dissipativen Systemen negativ. Der bereits erwihnte Zusam-
menhang (siche Gleichung (B.13)) mit der Summe der Lyapunov-Exponenten

S A= —y = lim L frdiv (L(#)) dt
ist daher erfiillt.

» Die Abweichungen von den analytisch berechneten Werten (5.35) liegt in der
Grofenordnung von 107% und kann durch Erhéhung der Zahl der Iterationen
noch weiter verbessert werden. Dies demonstriert iiberzeugend die Effizienz
des verwendeten Algorithmus.

Abbildung 5.5: Gedédmpfter harmonischer Oszillator: Lyapunov-Exponenten

Dargestellt sind die beiden numerisch bestimmten Lyapunov-Exponen-
ten (5.35) als Funktion des Dampfungsparameters v beim Parameter-
wert wg = 1.
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Vergleich mit anderen numerischen Resultaten

» Fiir das Lorenz-System (A.17) erhalten wir beispielsweise fiir den Parame-
tersatz (R = 45.92, ¢ = 16.0, b = 4.0) das folgende numerisch bestimmte
Lyapunov-Spektrum

(1.5037,0.0001, —22.5058) (5.42)

und damit aus (5.27) die Lyapunov-Dimension

D, ~ 2.07. (5.43)

Dieses Resultat stimmt sehr gut mit dem in [145] angegebenen Naherungswert
fiir die Hausdorff-Dimension

Dy ~ 2.08 (5.44)

iiberein. Die Summe der Lyapunov-Exponenten ist —21.002. Fiir die Divergenz
des Vektorfeldes f = (fy, fy, f») (siche Abschnitt A.2.1) des Lorenz-Systems
ergibt sich bei diesen Parameterwerten aus (A.20) der Wert —21. Wegen der
in Anhang B abgeleiteten Gleichung (B.13) ist die Ubereinstimmung dieser
beiden Werte eine weitere Bestétigung der Genauigkeit des Verfahrens.

» Die folgende Abbildung 5.6 zeigt die mit dem Verfahren von Wolf et al.
numerisch bestimmten Lyapunov-Exponenten der zweidimensionalen Hénon-
Abbildung (A.13) als Funktion des Kontrollparameters a im Intervall [0, 1.4]
beim Parameterwert b = 0.3.

Ein Vergleich mit Abbildung 5.2 zeigt die qualitativ und quantitativ sehr gute
Ubereinstimmung. Der numerische Aufwand hingegen ist so unterschiedlich,
daB wir fir die Berechnungen geméfl (5.20) (Abb. 5.2) wesentlich weniger
Iterationen durchfiihren konnten. Daher sind die Ergebnisse dieser Berechnung
auch nicht so genau wie die der Berechnung geméf (5.36) (Abb. 5.6).
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Abbildung 5.6: Hénon-Abbildung: Lyapunov-Exponenten (II)

Dargestellt sind die beiden geméf (5.36) numerisch bestimmten
Lyapunov-Exponenten der zweidimensionalen Hénon-Abbildung (A.13)
als Funktion des Kontrollparameters a im Intervall [0,1.4] beim Para-
meterwert b = 0.3 (vgl. Abb. 5.2).

Anmerkung: Die kritischen Werte des Kontrollparameters der Bifurkationspunkte
der Periodenverdopplungs-Szenarien

» der Logistischen Abbildung (siehe Abschnitt A.1.2 Abb. A.1 und
Tabellen A.1, A.2)

» der Hénon-Abbildung (siche Abbn. 5.2 und 5.6 und Abschnitt
A.1.3 Tabelle A.3)

» des zeitlich verzogerten Phasenregelkreises (siehe Abschnitt 6.4
Abb. 6.14 und Tabelle 6.6)

wurden ausschliefilich mit dem Verfahren von Wolf et al. [179] be-
stimmt.



Kapitel 6

Der zeitlich verzogerte
Phasenregelkreis

Ein Phasenregelkreis ist ein elektronisches System, das der Synchronisation der Pha-
sen zweier Oszillatoren dient (vgl. Abb. 6.1). In [177], [178] wird ein Phasenregelkreis
erster Ordnung! mit zeitlicher Verzogerung sowohl theoretisch als auch experimen-
tell ausfiihrlich untersucht. Insbesondere werden die Ordnungsparametergleichungen
und die zugehorige Normalform der ersten oszillatorischen Instabilitéit, einer Hopf-
Bifurkation?, hergeleitet. Dazu war eine Verallgemeinerung der in Kapitel 3 darge-
stellten Methodik der Synergetik auf zeitkontinuierliche zeitlich verzogerte dynami-
sche Systeme notwendig. Der in Abschnitt 4.5 eingefiihrte unendlich-dimensionale
Zustandsraum C der auf dem Intervall [—7,0] bzw. [—1,0] definierten Funktionen,
stellt dabei den addquaten mathematischen Rahmen fiir die verallgemeinerten For-
mulierungen dar (siehe z.B. [77], [78], [103]).

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten Resultate der erwdhnten Arbeiten
wiederholen, wobei wir die zeitskalierte Version des in [177], [178] behandelten Sy-
stems verwenden. AnschlieBend werden wir die Normalform der ersten oszillatori-
schen Instabilitdt numerisch iiberpriifen. Aulerdem werden wir im Rahmen unserer
numerischen Untersuchungen kurz auf die in [152], [154], [153] ausfiihrlich behandel-
te, zweite oszillatorische Instabilitdt eingehen, die zu einer Verallgemeinerung der
Floquet-Theorie [39] (siehe auch [69], [140]) im erweiterten Zustandsraum C fiihrt.
Da dieses relativ einfache nichtlineare System mit zeitlicher Verzégerung ein reich-
haltiges dynamisches Verhalten zeigt, werden wir schliefllich weitere Instabilitédten
numerisch untersuchen.

!Ein Phasenregelkreis erster Ordnung enthélt einen idealisierten Tiefpafifilter mit unendlicher
Bandbreite (nach [17]).

?Bei einer Hopf-Bifurkation kreuzen zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte des um
einen Referenzzustand linearisierten Systems gleichzeitig die reelle Achse. Die Realteile werden also
gleichzeitig positiv und der Referenzzustand verliert seine Stabilitét.

63
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6.1 Systembeschreibung

Die folgende Abbildung 6.1 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines Phasenregelkreises
mit zeitlicher Verzogerung:

Abbildung 6.1: Blockdiagramm des Phasenregelkreises
mit zeitlicher Verzégerung

Als Referenzsignal y;(t) dient ein ungeddmpfter harmonischer Oszillator mit der
Kreisfrequenz wy

y1(t) = aysin(P4(t)) mit %@1(t):w1 und a; > 0. (6.1)

Fiir den spannungskontrollierten Oszillator, dessen Kreisfrequenz sich aus der zen-
tralen Kreisfrequenz ws und einem zu der anliegenden Spannung ys(t) proportionalen
Anteil zusammensetzt, gilt:

d
ys(t) = aygsin(Po(t)) mit a@g(t):wg—kagy;;(t) und as,aq > 0. (6.2)

Fiir die am Mischer anliegende Spannung ys(t) ergibt sich durch die zeitliche Verzoge-
rung

ys(t) = asys(t—7) mit az > 0. (6.3)

Der Mischer, der bei dieser Anordnung das einzige nichtlineare Element darstellt,
multipliziert die beiden anliegenden Spannungen. Die Spannung y»(t) ist daher:

Y2(t) = agyi(t)ys(t) mit ag > 0. (6.4)
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Mit (6.1) - (6.3) folgt daraus:

y2(t) = arasaqassin (Pq(t))sin (Py(t — 7))
1
= 501020405 [cos (P (t) — Po(t — 7)) — cos (P1(t) + Po(t — 7))] .
Die Filterung durch den idealisierten Tiefpafl fiihrt dann schliefilich auf das Aus-
gangssignal

ys(t) = %a1a2a4a5cos(<1>1(t)—@2(t—7)). (6.5)

Die uns nun interessierende dynamische Grofle ist die Phasendifferenz
O(t) = Pi(t) — P2t — 1), (6.6)

die ein Ma8 fiir die Synchronisation der beiden am Mischer anliegenden Signale 1 (¢)
und y;(t) darstellt. Ihre Dynamik ergibt sich mit (6.1), (6.2) und (6.5) zu

d
%q)(t) = w; —wy+ Acos (P(t — 7)) (6.7)

mit
1

A= 50102030405 > 0. (6.8)

Um mit [177], [178] konform zu bleiben, fithren wir noch die einfache Transformation
T
2(t) = () + 3 (6.9)

durch, die lediglich eine Verschiebung des Koordinatenursprungs darstellt. Mit der
bereits in Abschnitt 4.5 erwiahnte Skalierung der Zeit ¢ ergibt sich dann:

d .
Cat) = (@ —w)7— Arsin(a(t - 1)) (610

Wir gehen nun im folgenden davon aus, daf sich die beiden Kreisfrequenzen w; und
wy nicht unterscheiden und fithren den nunmehr einzigen effektiven Kontrollpara-
meter

R=Ar (6.11)

ein. Es verbleibt somit das folgende System

d . .
%z(t) = —Rsin(z(t—1)) mit R>0, (6.12)

das wir nun genauer untersuchen werden.
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6.2 Analyse im erweiterten Zustandsraum C

Im erweiterten Zustandsraum C wird aus (6.12)

d L2(0) , -1<0<0
Ezt(@) = (G=)(O) = { ‘7_9[215} 7 0—=0 (6.13)

mit dem aus der Taylorentwicklung der rechten Seite der Gleichung (6.12) bestimm-
ten nichtlinearen Funktional

k
Z/ dOy -- /d@kw ©1.....0x) [[ () (6.14)

=1
und den in diesem Fall skalaren Dichten

k+1

k
1)t "
®(0,,....0,) = o ];[1 0(©;+1) fiir ungerade k _ (6.15)

fiir gerade k

e}

6.2.1 Stationire Zustiande

Die stationdren Zustidnde des Systems sind
Zstar = Ilm, mit € Z. (6.16)

Wie in [177], [178] ausfiihrlich dargestellt, ergibt die lineare Stabilitétsanalyse im Zu-
standsraum C, daB die stationéren Zustinde zg4, = 7 (mod 27) fiir alle R instabil
sind, wihrend die Stabilitdt der {ibrigen stationdren Zustdnde zg4, = 0 (mod 27)
vom Kontrollparameter R abhéngt. Deshalb beschrianken wir uns hier auf die Un-
tersuchung des stationdren Referenzzustandes

Zref = 0. (617)

6.2.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

Es mufl nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen der stationére Referenz-
zustand stabil ist. Dazu betrachten wir das um diesen Referenzzustand linearisierte
System in C:

d B [ Ege) , -1<e<0
G600 = @o @ ={ FO - SO (6.15)

mit dem linearen Funktional

Ll = / d0L(6)6(©) (6.19)
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und der skalaren Dichte

0) = =—RéO+1). 6.20
AO) = 56| o o= EOHD (6.20)

Setzt man zur Losung den folgenden Ansatz
G(0) = ¢*(O)eM (6.21)

in das linearisierte System (6.18) ein, so erhélt man zunéchst das Eigenwertproblem
des linearisierten infinitesimalen Generators Gy :

ANO) = (Grot) (©), -1<6<0. (6.22)

Beriicksichtigt man die unterschiedliche Wirkung von G in den beiden Bereichen
—1 <O <0und © =0, so folgt

MO) = 9MN0),

¢ (A) _ L(;;,(O) (6.23)
mit

L\ = /Od@w(@)e’\@. (6.24)

Dies fithrt uns auf die transzendente charakteristische Bestimmungsgleichung
~Re* =X =0 (6.25)

fiir die Eigenwerte A. Wie in [177], [178] angegeben, hat des Spektrum des lineari-
sierten infinitesimalen Generators Gy folgende Eigenschaften:

» Es ist nach oben beschrankt.
» Es ist ein reines Punktspektrum abzéhlbar unendlich vieler Eigenwerte.
» Die Eigenwerte haufen sich fiir £(\) — —oc.
Zur weiteren Berechnung der Eigenwerte A trennt man Gleichung (6.25) in Realteil
RN + Re M cos (S(N) = 0 (6.26)
und Imaginérteil
F(N) — Re Vi (F(N) = 0 (6.27)

auf. An einer Instabilitéitsstelle mufl der Realteil des Eigenwerts A verschwinden.
Aus Gleichung (6.26) folgt dann

cos (S(A) =0 = I\ ==+ <2n + %) 7 mit n e Ny, (6.28)
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und damit aus Gleichung (6.27)

R - (Zn + %) - (6.29)

Da R den einzigen Kontrollparameter des Systems darstellt, ist die erste Instabilitét

bei

™
R. = — 6.30
: (6.:30)

moglich, wenn die iibrigen Eigenwerte des linearisierten Systems alle einen negativen
Realteil haben.

Um dies zu iiberpriifen, kénnen wir auf eine Reihe von Untersuchungen zuriickgreifen
[47], [82], [95], [134]. In diesen Arbeiten werden im Rahmen der Funktionentheorie
die Nullstellen der komplexen Gleichung

H(c) = pe+q—ce mit c€C und p,geR (6.31)

untersucht (siehe [11]). Hayes [82] konnte als erster eine vollsténdige Losung des
Problems angeben und das folgende Theorem beweisen:

Theorem T.1

Alle Nullstellen des komplexen Quasipolynoms pe€+ q — ce® haben einen nega-
tiven Realteil dann und nur dann, wenn

(a) p<1 und

wobei ay die im Intervall [0, ) liegende Lisung der transzendenten Gleichung
ay = ptan(ay) ist. Fiir den Spezialfall p = 0 ist a; = 7.
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Anmerkungen: Al : Fiir alle autonomen, skalaren Delay-Differentialgleichungen des
Typs

%Z(t) = G0 2t-1).{or}) (6.32)

stellt (6.31) die allgemeine Form der charakteristischen
transzendenten Gleichung dar, die sich aus dem Eigen-
wertproblem der zu (6.32) gehorenden linearisierten Delay-
Differentialgleichung ergibt. Wir werden daher in Kapitel 7 und
8 ebenfalls auf das Theorem von Hayes zuriickgreifen konnen.

A2 : Der Realteil eines einzigen Eigenwertes der Gleichung (6.31)
wird positiv, falls die Ungleichung (b.1) des Theorems (T.1)
verletzt wird.

A3 : Die Realteile zweier zueinander konjugiert komplexer Eigen-
werte werden positiv, falls die Ungleichung (b.2) des Theorems
(T.1) verletzt wird.

Eine Identifikation der Parameter R, A der Gleichung (6.25) mit den Parametern p, ¢
der Gleichung (6.31) ergibt fiir das in diesem Kapitel behandelte System

p=0,q=—-R. (6.33)

Zu jedem Wert des Kontrollparameters R ergibt sich nun aus dem Eigenwertpro-
blem des um den Referenzzustand linearisierten Systems (6.18) eine transzendente
charakteristische Gleichung (6.25) und daraus iiber die Zuordnung (6.33) ein Punkt
in der (p, ¢)-Ebene. Variiert man den Kontrollparameters R, so veréndert sich dieser
Punkt und man kann von einer Kurve in der (p, ¢)-Ebene sprechen, die durch den
Kontrollparameter R parametrisiert ist. Der betrachtete stationdre Referenzzustand
wird demnach solange stabil sein, bis diese Kurve den Stabilitdtsbereich verlafit, der
durch die Bedingungen (a) und (b) des Theorems von Hayes definiert wird.

In Abbildung 6.2 ist die Situation auf unseren Fall spezialisiert dargestellt. Da der
Kontrollparameter R stets positiv ist, ist der stationdre Referenzzustand z,.y = 0
fiir kleine R-Werte zunéchst stabil. Erhoht man den Wert des Kontrollparameters,
so wandert der zugeordnete Punkt in der (p, ¢)-Ebene vom Ursprung ausgehend ent-
lang der negativen g-Achse, bis er beim kritischen Kontrollparameterwert R. = 5
das Stabilitdtsgebiet verlafit. Somit ist gezeigt, daf fiir diesen Wert des Kontroll-
parameters tatséchlich die erste Instabilitdt auftritt. Bei R = R, ist die Bedingung
(b.2) des Theorems von Hayes verletzt, was nach Anmerkung A3 zur Folge hat, da8
zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte die imaginédre Achse durchkreuzen.
Es tritt bei R, = 5 also eine Hopf-Bifurkation auf. Da in den effektiven Kontrollpa-
rameter des Systems R = A7 die zeitliche Verzégerung 7 eingeht, spricht man von
einer verzdgerungsinduzierten Instabilitdt und im Fall dieser speziellen Instabilitét

von einer verzogerungsinduzierten Hopf-Bifurkation.
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Die Abbildung 6.3 demonstriert dies und bestétigt auflerdem exemplarisch das Theo-
rem (T.1) auf anschauliche Weise. Zu jedem Wert des Kontrollparameters R wurden
die 10 Eigenwerte mit dem gréfiten Realteil der transzendenten charakteristischen
Gleichung (6.25) des linearisierten Systems (6.18) mit Hilfe des Newton-Verfahrens
numerisch ermittelt. Der Kontrollparameter R wurde dabei in dquidistanten Schrit-
ten im Intervall [0, 7] variiert. Die sich dadurch ergebenden Bahnkurven der Eigen-
werte sind in der komplexen Ebene dargestellt.

Abbildung 6.2: Grafische Darstellung des Resultats von Hayes
beim Phasenregelkreis

Fiir den schraffierten Bereich der (p, q)-Ebene sind die beiden Bedingun-
gen (a) und (b) des Theorems (T.1) erfiillt, alle Eigenwerte haben hier
einen negativen Realteil. Die Kurve, die bei Verédnderung des Kontroll-
parameters R von 0 nach 3 durchlaufen wird, ist durch den Pfeil dar-
gestellt. Lings dieser Kurve ist der stationire Referenzzustand z..;y = 0
stabil. Bei R. = 5 wird die Bedingung (b.2) verletzt. Die Realteile zwei
zueinander konjugiert komplexer Eigenwerte werden positiv, es tritt also

eine Hopf-Bifurkation auf.
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Abbildung 6.3: Verhalten der Eigenwerte bei Verinderung
des Kontrollparameters R

Dargestellt sind die Bahnkurven in der komplexen Ebene der 10 Ei-
genwerte mit dem grofiten Realteil des linearisierten Systems (6.18).
Der Kontrollparameter R wurde von 0 bis § in dquidistanten Schritten
verdndert. Zu jedem Wert von R wurden die 10 Eigenwerte der Glei-
chung (6.25) mit Hilfe des Newton-Verfahrens numerisch bestimmt.

Die Ergebnisse der numerischen Analyse des fiir die Hopf-Bifurkation relevanten
Teils des Eigenwertspektrums lassen sich folgendermafien zusammenfassen:

» Fir R = 0 existiert nur der einzige reelle Eigenwert 0, da (6.12) fiir diesen
Spezialfall eine triviale Gleichung darstellt.

» Die iibrigen Eigenwerte existieren erst fiir R > 0, wobei ein weiterer rein reeller
Eigenwert entsteht und abzédhlbar unendlich viele Paare zueinander konjugiert
komplexer Eigenwerte mit der Eigenschaft: R (\) — —oo fiir R — 0.

» Bei R = % treffen sich die beiden reellen Eigenwerte im Punkt (—1,0). Sie
bilden dann fiir R > % ebenfalls ein Paar zueinander konjugiert komplexer
Eigenwerte, die wir in der Ndhe des Kontrollparameterwertes R. = 7 mit den
Eigenwerten \* identifizieren kénnen. Sie sind diejenigen Eigenwerte, deren
Realteile bei Verdnderung des Kontrollparameters iiber die kritische Stelle

R. = 5 hinweg positiv werden.

» Die iibrigen Eigenwerte kreuzen die imaginédre Achse erst bei grofleren Werten
des Kontrollparameters R, daher sind die beiden Eigenwerte AT tatsichlich
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fiir die Hopf-Bifurkation bei R, = 7 verantwortlich.

Um das Verhalten der beiden Eigenwerte A\E in der Nihe der Instabilitit weiter
analytisch zu untersuchen, nehmen wir eine Entwicklung der Eigenwerte um die
kritische Stelle R. = 7 vor, wobei wir den durch

_R-R,
=

definierten Kleinheitsparameter einfiithren, der den relativen Abstand des Kontroll-
parameters R vom kritischen Wert R, angibt. Wir setzen also den folgenden Ansatz

£ < R=R.l1+¢) (6.34)

Ao (e) = cie £iR(1+4 coe) + O (€7) (6.35)

in die Gleichungen (6.26) und (6.27) ein, fithren einen Koeffizientenvergleich bis zur
ersten Ordnung in € durch und bestimmen anschliefend die Konstanten ¢; und cs.
Dann erhélt man:

2

R
Ay@)::Af@%:1+;psiﬁﬁ(l+

1+}¥5)—FO(§). (6.36)

Die zwei zueinander konjugiert komplexen Eigenwerte A kreuzen also bei R, = 3
die imagindre Achse. Da die restlichen abzdhlbar unendlich vielen Eigenwerte bei
diesem Wert des Kontrollparameters R alle einen negativen Realteil besitzen, han-

delt es sich hier tatsdchlich um eine Hopf-Bifurkation.

6.2.3 Zeitskalenhierarchie

Wie wir bereits in Kapitel 3 erwahnt haben, fithrt die charakteristische Eigenschaft
der Eigenwerte des linearisierten Systems (6.18)

R(A(R)) = 0 i=1,...,m (6.37)
R(N(R)) < 0 j=1,...,00 (6.38)
beim kritischen Wert R. = 7 des Kontrollparameters zu einer Zeitskalentrennung

bzw. Zeitskalenhierarchie. Fiir die linearen Moden des Systems ergeben sich daher
in der Néhe der Instabilitdt sehr unterschiedliche Relaxationszeiten

- 1 > P i=1,...,m

1
ROOl ~ BTROD] d=l.co (6:39)

Analog zu den Ausfiihrungen in Kapitel 3 resultiert daraus eine Aufspaltung des
undendlich-dimensionalen Raums C in einen m-dimensionalen Unterraum U der m
linear instabilen Moden und einen dazu orthogonalen, weiterhin unendlich-dimensio-
nalen Unterraum & der linear stabilen Moden. In unserem Beispiel ist, wie wir bereits
festgestellt haben, m = 2. In der Néhe der Instabilitéit 148t sich der Zustandsvektor
2(©) geméis

2(0) = zes + 5(0) (6.40)
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in zwei Anteile zerlegen — in den stationédren Referenzzustand z,.; einerseits und
den reduzierten Zustandsvektor Z,(©) andererseits. Der stationdre Referenzzustand
war bei diesem System z,..; = 0. Der reduzierte Zustandsvektor Z,(©) laBt sich
dann seinerseits aufspalten in die beiden Anteile u;(©) und s,(©) des instabilen
beziehungsweise stabilen Unterraumes, wodurch wir die folgende Darstellung

2(0) = w(0)+5,(0) (6.41)

erhalten. Bei der synergetischen Systemanalyse (vgl. Kap. 3) miissen wir das voll-
standige nichtlineare System (6.13) auf das Modenskelett der linear instabilen Moden
projizieren. Dies geschieht mit Hilfe geeigneter Projektoren in die Unterrdume U und
S. Fiir die Projektoren benotigen wir sowohl die linear instabilen Moden

P(O) = Nye® mit —1<0<0 und i=1,....,m (6.42)
des Systems (6.18), als auch die linear instabilen Moden
pPu(s) = N,\ie_’\zs mit 0<s<1 und i=1,....m (6.43)
des dazu adjungierten Systems

d%g(s) , 0<s<1

I CT) IR I

mit dem linearen Funktional

(6.44)

ct [d] — / 1 ds w(—s)¢/(s), (6.45)

da der infinitesimale Generator G, nicht selbstadjungiert ist. ¢/ (s) und ¢/ (s) sind
dabei Elemente des zu C dualen Raums C' der auf dem Intervall [0, 1] definierten
Funktionen. Die 11 (s) sind die Eigenfunktionen des zu (6.22) adjungierten Eigen-
wertproblems

AP (s) = (g;w) (s), 0<s<1. (6.46)

Die Verbindung zwischen den beiden Réumen ist, wie in [177], [178] gezeigt wird,
nicht durch das gewohnliche Skalarprodukt gegeben, sondern durch eine spezielle
Bilinearform, die auf [77] zuriickgeht. Sie nimmt die folgende Form an

0 )
(Wle) = (WO = [ do [ s s —O)u(@)e(s)) . (647

wobei (|) das gewohnliche Skalarprodukt darstellt. Fiir die in der vorliegenden Ar-
beit ausschliellich behandelten skalaren Gleichungen geht das Skalarprodukt in ein
gewohnliches Produkt iiber.
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Anmerkung: Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungssystemen, bei de-
nen die Bilinearform fiir jedes System und jeden Referenzzustand die-
selbe ist, erzeugt jedes zeitlich verzogerte System bei jedem Referenz-
zustand seine eigene Bilinearform (6.47), da die Dichte w(©) in der
Bilinearform (6.47) nach (6.20) durch

OF [z
o) - (6.48)
02(0 2(0)=2pes

—

~—

definiert ist.

Mit Hilfe der Bilinearform (6.47) ist es moglich, die Biorthonormalitét
(W ¢/\j) = 0y (6.49)

der Eigenfunktionen ™ ¢* zu zeigen und dadurch die in (6.42) und (6.43) auftre-
tenden Normierungskonstanten Ny, zu bestimmen. Setzt man die rechten Seiten der
Gleichungen (6.42) und (6.43) in die Bilinearform ein, dann folgt fiir die Normie-
rungskonstanten:

1
VIFAE

Da wir die Eigenwerte X, analytisch? kennen, sind die linear instabilen Eigenfunktio-
nen ¢*«(0) des linearisierten Systems (6.18) und die ¢™u(s) des dazu adjungierten
Systems (6.44) vollstdndig bestimmt. Analog zu Abschnitt 3.2.4, sind wir somit in
der Lage, die nichtlineare Bewegungsgleichung (6.13) auf das Modenskelett der linear
instabilen Moden zu projizieren.

Ny = (6.50)

6.2.4 Projektion der Bewegungsgleichung

Die nichtlineare Bewegungsgleichung (6.13) 148t sich in ihren linearen und einen
verbleibenden effektiv nichtlinearen Anteil zerlegen:

—5(0) = (GL%) (©)+ Xo©)F [z, —1<0<0 (6.51)

mit der fiir skalare Delay-Differentialgleichungen skalaren Funktion

0, -1<0<0
Xo(©) = {1 6—0 - (6.52)

Die Projektoren kénnen durch die Bilinearform (6.47) nun definiert werden durch

P = 3o[ot) (w40 (653
Ps = (2—7%). (6.54)

3In Form einer Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter .
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Anmerkung: Da die Vollsténdigkeit des Systems der Eigenfunktionen von (6.18)
und (6.44) nicht gesichert ist, werden wir bei der Projektion der nicht-
linearen Bewegungsgleichung (6.13) auch nur die Gleichungen fiir die
Entwicklungskoeffizienten der linear instabilen Moden explizit ange-
ben. Die anschlieende Elimination der stabilen Moden fiithrt ohnehin
dazu, dafl wir ein geschlossenes Gleichungssystem fiir diese Entwick-
lungskoeffizienten erhalten. Wir benotigen die explizite Kenntnis der
Entwicklungskoeffizienten der linear stabilen Moden also nicht.

Mit den eingefithrten Projektoren (6.53) und (6.54) ist es moglich, die Bewegungs-
gleichung (6.51) auf die beiden Unterrdume U und S zu projizieren. Bei Anwendung
des Projektors P, auf den reduzierten Zustandsvektor Z;(0) ergibt sich:

m@@>=w@=2wwww0, (6.55)

wobel

wi(t) = (v

5t> (6.56)

der Entwicklungskoeffizient der linear instabilen Mode gzﬁ’\i(@) ist. Wendet man nun
den Projektor P, auf die Gleichung (6.51) an, so ergibt sich die folgende Bewegungs-
gleichung fiir den Anteil u;(©) des reduzierten Zustandsvektors Z,(©) im Unterraum
U:

d

51(0) = (G0 (Pu) (O) + (PuXo) (O)F ! [2] (6.57)

da sich zeigen 1a8it, dafi G, und P, kommutieren. Mit (6.47), (6.52) und (6.53) ergibt
sich aus (6.57)

%ui(t) _ )\iui(t)+<¢%(0)‘f€ff[2t]>, i=1,....m. (6.58)

Bei Anwendung des Projektors P auf die Gleichung (6.51) folgt mit
5:(0) = (P:Z)(0) (6.59)
die Bewegungsgleichung fiir den Anteil s;(0©) des reduzierten Zustandsvektors z;(©)
im Unterraum S
d -
75(0) = (Grs) (0) + (T — Pu) Xo) (©)F M [2] . (6.60)

da Gr, und P, kommutieren. Beriicksichtigt man nun noch, daf} sich der reduzierte
Zustandsvektor Z,(©) geméf (6.40) mit (6.17), (6.53) und (6.56) schreiben laBt als

m

2(0) = Y ¢MON(1) +5(6), (6.61)

J=1
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dann erhélt man aus (6.58) und (6.60) das folgende System von gekoppelten nicht-
linearen Modenamplitudengleichungen:
> , (6.62)

feff [Z gzﬁ)‘“u] )+ s

L) = (G150 (0) + (T —P) Xo) (©)F" [Z (D) + 51

(6.63)

Die Gleichungen (6.62) und (6.63) sind das Analogon zu den Gleichungen (3.30) und
(3.31) in Kapitel 3. Sie sind vollstdndig dquivalent zu den Bewegungsgleichungen
(6.13) bzw. (6.51) und beschreiben die Dynamik des zeitlich verzogerten Systems
exakt. Eine Losung der Gleichungen ist im allgemeinen aber nur ndherungsweise
moglich. Eine der Naherungslosungen basiert auf dem Versklavungsprinzip der Syn-
ergetik, das im néchsten Abschnitt erlautert wird.

6.2.5 Versklavungsprinzip

Wie in [177], [178] gezeigt wird, ist es nun moglich, das Versklavungsprinzip der Syn-
ergetik (vgl. Abschnitt 3.2.7) auch hier anzuwenden. Wie bei gewohnlichen Differen-
tialgleichungssystemen folgt aus der Zeitskalenhierarchie (6.39), dafl die intrinsische
Dynamik der stabilen Moden viel schneller ist als die der instabilen. Dies fiihrt
dazu, dal die stabilen Moden den instabilen quasi instantan folgen — sie werden
von den instabilen Moden ,versklavt®. Die mathematische Formulierung des Ver-
sklavungsprinzips (vgl. (3.35)) in der fiir Delay-Differentialgleichungen erweiterten
Form lautet:

s(©) = hO,u'(t),...,u™(t)) = MO, u(t)), (6.64)
wobei die zentrale Mannigfaltigkeit h(O, u(t)) die folgenden Eigenschaften besitzt:
h®,0) = 0, (6.65)

Oh(O,u)

o = 0. (6.66)

u=0

Setzt man (6.64) in (6.63) ein, dann folgt daraus die implizite Bestimmungsgleichung
fir die zentrale Mannigfaltigkeit h(©, u(t)):

f’eﬁ [Z ¢ u] > =
ZMs

(GLh) (8) + (T — Pu) Xo) (©)F" [i oMl (1) + h

=1 "~
Z M

$2 00 | o+ (o
ou! H/—/
ZMs, \

(6.67)
——— —
Z My \ /

~
ZMs
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Aus den Gleichungen (6.62) werden mit (6.64) die m Ordnungsparametergleichungen

d i X off S N,
Sty = A (t)+<¢ (0)‘]—" [Z;gb W(t) +h > (6.68)
O1 O3 N J= )
O3

die dann keine Retardierungseffekte mehr enthalten. Damit ist es moglich, in der
Néhe einer Instabilitdt die Dynamik der urspriinglichen Delay-Differentialgleichung
im unendlich-dimensionalen Raum C auf ein niederdimensionales System gewohnli-
cher Differentialgleichungen abzubilden.

6.2.6 Elimination der stabilen Moden

Um die implizite Bestimmungsgleichung (6.67) fiir die zentrale Mannigfaltigkeit
h(©,u(t)) zu losen, miissen wir, wie in Kapitel 3 bereits erwdhnt, zunéchst eine
Selbstkonsistenz-Betrachtung durchfithren. Wie wir ebenfalls aus Kapitel 3 bereits
wissen, werden die Ordnungsparameter eine bestimmte Abhéngigkeit vom Klein-
heitsparameter € der Form

u ~ O(e%) (6.69)

aufweisen. Dieses Wissen erlaubt es uns, Gleichung (6.67) zu vereinfachen und
schlieBlich zu l6sen. Sei nun r die niederste Ordnung des nichtlinearen Funktionals
Feft[z,], dann wird man zur Bestimmung der zentrale Mannigfaltigkeit 7(©, u(t)) in
niederster Ordnung den folgenden Ansatz verwenden:

m

MOw1) = D Hy O (1) (1) ~OE) . (6T0)

Daraus folgt unmittelbar, daf§ wir fiir das in (6.67) auftretende nichtlineare Funk-
tional die Naherung

Felt [Z Pui(t) +5,| ~ FO) [Z il (t)] (6.71)
=1 =1
verwenden konnen, was dann gemé8 (6.14), (6.15) zu der expliziten Darstellung:
Fef () [Z gzs*%uj(t)] = > FH () ul(t) ~ O (6.72)
j=1 Il Jr=1

mit
0 0 J1 jr
i, = [ e [de.uten. 00 0% @) 0% (0,) (613
1 1

fithrt. Fiir die in (6.67) gekennzeichneten Terme kénnen wir nun die niedersten Ord-
nungen explizit angeben:
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Term | ZM, | ZM, | ZMy | ZM, | ZM;
Ordnung | O("D2) [ O(e*) | O(e™) | O(e™) | O(e"™)

Tabelle 6.1: Selbstkonsistenz-Betrachtung

Vergleich der Terme der Gleichung (6.67) in niederster Ordnung des
Kleinheitsparameters €.

Es ist ersichtlich, dal Term Z Mj3 in Verbindung mit Term Z M; von héherer Ordnung
ist als die iibrigen Terme in (6.67) und daher vernachléssigt werden kann. Mit (6.70),
(6.72) und (6.73) ist es nun moglich, aus Gleichung (6.67) die Koeffizienten der
zentralen Mannigfaltigkeit zu bestimmen. Zunéchst erhélt man:

0= > Chp(®O(O) w1 (6.74)

mit der Abkiirzung

Cinir(®) = [((G—ND) Hy,.) (0) + (T = Pu) Xo) O)FST, | (675)

Ji---Jr

und

r

No= ) N (6.76)

k=1

Da die Gleichung (6.74) fiir beliebige Zeiten erfiillt sein muf}, folgt schlieBlich fiir die
einzelnen Koeflizienten Hj, ; (©) der zentralen Mannigfaltigkeit

Hj.;©0) = FI K ;(0) (6.77)
mit
K 3:(0) = (G, = dL]™ (PuXo — X0))(0). (6.78)
I 11

Anmerkung: Die zu den instabilen Moden P (©) gehorenden zueinander konjugiert
komplexen Eigenwerte ¢ fithren dazu, daf8 der pragmatische Zugang
zur Berechnung der zentralen Mannigfaltigkeit (vgl. Fuinote auf S. 27)
ein falsches Resultat liefert. Vernachléssigt man namlich die linke Seite
der Gleichung (6.63) beziehungsweise (6.67), dann tritt der Beitrag II
in Gleichung (6.78) nicht auf. Er stellt somit einen zusétzlichen Term
dar, der durch die konsequente Entwicklung der in (6.62) und (6.63)
auftretenden Terme nach dem Kleinheitsparameter € und die stringen-
te und selbstkonsistente Beriicksichtigung der relevanten Ordnungen
entsteht.
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In [177], [178] wird gezeigt, daB sich der Operator [G, —\Z]~" wie folgt darstellen
1683t

o
(6L — AT xX) (©) = / dsex(e_s)x(s) +
0
0 e \
[L(V) =37 (X(O) —/ d@/ dse (Q_S)w(@)x(s)) o (6.79)
-1 0
woraus sich fiir die Koeffizienten K, _; (©) der Gleichung (6.77) nach kurzer Rech-
nung unter Verwendung von (6.24), (6.42), (6.43), (6.52) und (6.53) ergibt:
m N2 Ne
K, (0 = S X ne__ 2 .
10 (©) = ) T 00 =3 (6.80)

Jj=1

Damit ist die Berechnung der zentralen Mannigfaltigkeit in niederster Ordnung der
Ordnungsparameter u;(t) abgeschlossen und wir wenden uns nun den m Ordnungs-
parametergleichungen (6.68) zu.

6.2.7 Ordnungsparametergleichungen

In der folgenden Tabelle ist eine allgemeine Betrachtung der niedersten Ordnungen
der Terme 07,0 und O3 der rechten Seiten der Gleichungen (6.68) durchgefiihrt:

u ‘ Term O, ‘ Term Oy ’ Term O;

€% | e® + et 46242 | 1 e tg? | grapelrley Brday 4 grie

J/

~~
«
77h

Tabelle 6.2: Allgemeine Ordnungs-Betrachtung

Vergleich der niedersten Ordnungen der Terme der rechten Seiten der
Gleichungen (6.68). Die unterklammerten Terme riihren vom Einfluf$ der
zentralen Mannigfaltigkeit her.

Da die Terme Oy und O3 miteinander multipliziert werden, ist es nicht moglich,
fiir beliebige Werte von « und r die fiir die Ordnungsparametergleichungen rele-
vanten Terme anzugeben. Daher beschrinken wir die Ordnungs-Betrachtungen auf
die in dieser Arbeit behandelte Hopf-Bifurkation bei quadratischen und kubischen
Nichtlinearitdten. Der Parameter o nimmt dann den Wert % an. Beriicksichtigt man
nun, dafl bei dem in diesem Kapitel behandelten System des zeitlich verzégerten
Phasenregelkreises die niederste Ordnung der in (6.13) bzw. (6.51) auftretenden
Nichtlinearitdt » = 3 ist, dann 148t sich anhand der Tabelle 6.3 feststellen, dafl die

zentrale Mannigfaltigkeit h(©,wu(t)) in der hier relevanten Ordnung O (5%> keinen
Einfluf} auf die Ordnungsparametergleichungen hat.
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r ‘ Term O, ‘ Term 0,03 ‘

2| ez 463 | |el 4 e2
~~

”h“

3 1 3 3 5
£2 + €2 £2 —1—\51/
”h“

Tabelle 6.3: Ordnungs-Betrachtung bei einer Hopf-Bifurkation

Vergleich der niedersten Ordnungen der Terme der rechten Seiten der
Gleichungen (6.68). Die unterklammerten Terme riihren fiir r = 2 vom
Einflu8 der zentralen Mannigfaltigkeit her und fiir r = 3 von der zen-
tralen Mannigfaltigkeit und der ersten Ordnung der Normierungskon-
stanten Ny; des Terms Oz und der Koeffizienten F eff Jes nichtlinearen
Funktionals. Die Umrahmung gibt an, welche Terme fiir die Bestimmung
der Ordnungsparametergleichungen in niederster Ordnung relevant sind.

Dies hat zwei Konsequenzen:

1.) Die zentrale Mannigfaltigkeit h(©,u(t)) muB nicht bestimmt werden, um die
Ordnungsparametergleichungen in niederster Ordnung abzuleiten.

2.) Es kann an diesem System in niederster Ordnung nicht iiberpriift werden,
ob der EinfluB der zentralen Mannigfaltigkeit h(©,u(t)) durch das auf zeit-
lich verzogerte Systeme verallgemeinerte Ordnungsparameterkonzept korrekt
erfalt wird.

Fiir die in diesem Fall m = 2 Ordnungsparametergleichungen ergibt sich damit aus
(6.68) mit (6.15), (6.71) und (6.72)

m

3
d . RN P i
Zul(t) = N a’ (Zw 1) (t ) . (6.81)

Definieren wir nun noch

ut(t) = ub (), (6.82)
um eine kompaktere Schreibweise zu erméglichen, dann erhalten wir aus (6.81)

%ui(t) = Aput () + kg ut (1) + kit (070 () + kyu (0uF (1) + ki ™ (1)°(6.83)

mit den aus (6.15), (6.25), (6.42), (6.50) und (6.73) berechneten Koeffizienten

R 3 R 3
ko = NA?EFfE = N/\?EE <¢_/\f(—1)> =g (N,\fe_ﬁ)
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13
_ _6_]1%27<1 iuAg)Q | (6.84)
ki = NAf (ng + ng + F2€1ﬂ1C> = 3N>\§§ <¢_A$(_1)>2 (Qs_ﬁ(_l))
_gn T (Mye )2 (Mge ™) = - ! Af‘fﬁ _. (6.85)
B ‘ 2R? (1 4+ M\E)2(1+ )2
ky = Nys (ng o F;;{) = 3N, Fef = 3N Pl (6.86)
ks = Ny Sl = N Fe™ (6.87)

Die m = 2 Gleichungen (6.83) sind zueinander konjugiert komplex und stellen ein
nichtlineares System gewohnlicher Differentialgleichungen dar, das in der Néhe der
Instabilitdt die Dynamik des Systems (6.12) bzw. (6.13) oder (6.51) vollsténdig
beschreibt. Es enthélt keine Retardierungseffekte mehr. Mit Hilfe des Versklavungs-
prinzips der Synergetik ist es somit gelungen, die mit dem Retardierungseffekt ver-
bundenen unendlich vielen Freiheitsgrade des Systems in der Nahe der Instabilitit
drastisch zu reduzieren und die ,versklavten“ stabilen Moden auf systematische
Weise zu eliminieren.

6.2.8 Normalform der Ordnungsparametergleichungen

Die Ordnungsparametergleichungen (6.83) konnen durch eine nichtlineare Variablen-
transformation auf Normalform gebracht werden. Die in (6.83) auftretenden Poten-
zen bestimmen dabei die Struktur der Transformation. In Anhang E Abschnitt E.1
wird gezeigt, dafl sich durch eine sogenannte ,near identity transformation”

w1 = () o)+ B0 0T () + Bt (8T () + BreT (1) (6.88)

neue Ordnungsparameter v=(¢) einfithren lassen. Die Koeffizienten 3, — 35 der Trans-
formation (6.88) sollen nun so gewihlt werden, daf in den aus (6.83) folgenden neuen
Ordnungsparametergleichungen keine kubischen Terme mehr auftreten. Es zeigt sich,
dafl von diesen nur ein einziger nicht eliminiert werden kann. Dies fiihrt dazu, dafl
der zugehorige Koeffizient ;) der Transformation (6.88) Null gesetzt werden muf.
Fiir die Normalform der Hopf-Bifurkation erhilt man daher aus (6.83) mit (6.88)

%ﬁ(t) = A ()t () + bEE)E ()R (1), (6.89)

wobei sich die komplexen Koeffizienten b* aus (6.85) wegen (E.15) mit

R(e) = R.+0(e),
ME(e) = 4iR.+0O (51) ,

! +0 (51)

N - -
A JILiR,
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zu

R R,

[bi(g) = - 7 Fi 3
2(1+ R?)> 2(1+ R?)2

+0(e) (6.94)

berechnen lassen. Dieses Resultat erhélt man auch durch die ,,rotating-wave-approxi-
mation®, indem man die zum linearen Term nicht resonanten Terme vernachléssigt.
In Abschnitt E.2 wird gezeigt, daf} diese naive Naherung jedoch fiir den Fall quadra-
tischer Terme in den Ordnungsparametergleichungen nicht zum korrekten Ergebnis
fiihrt.

Die Normalform (6.89) 148t sich durch den Ansatz
vE(t) = r(t)et® (6.95)

auf Polarkoordinaten transformieren mit

%T“) = () {RON(E) +R(F() r()?} (6.96)
%W) = #{S () + S () )} (6.97)

N N
2

1

Fiir die stationére oszillatorische Losung ergibt sich also:

: RO 5 2
Tstat = _W_Q 1+ R2e+ 0 (%), (6.98)
%s@(t) = R.A40(e) . (6.99)

Anmerkung: Das Verschwinden der Ordnung O (g') in Gleichung (6.99) liegt daran,
daB sich bei diesem System der von den Eigenwerten AZ(g) herriihren-
de lineare Anteil 1 der Gleichung (6.97) gegen den nichtlinearen Anteil
2 weghebt. Diese spezielle Eigenschaft mufl sich natiirlich auch in den
numerischen Untersuchungen zeigen und stellt somit eine leicht iiber-
priifbare Kontrollmoglichkeit der numerischen Ergebnisse dar.

6.2.9 Interpretation im Zustandsraum I’

Wie wir bereits in Kapitel 4 erwdhnt haben, ist der physikalisch relevante Raum in
diesem Fall der skalare Zustandsraum I' und nicht der erweiterte Zustandsraum C. Es
verbleibt daher die Aufgabe, die Ergebnisse in I" darzustellen, da unsere numerischen
Untersuchungen ebenfalls nur Aussagen in I' ermoglichen. Zunéchst folgt fiir den
Zustandsvektor z;(©) € C der stationéren oszillatorischen Losung in der Nihe der

Instabilitdt bei R, = § aus (6.40) mit (6.17), (6.53), (6.55) und (6.64):

2(0) = Z(0) = w(0) +5(0) = > (@) (1) + h(©,ult). (6.100)

Jj=1
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Da fiir die zentrale Mannigfaltigkeit in niederster Ordnung gilt:

(O, u(t)) ~ O (53) , (6.101)

hat sie in der fiir den Zustandsvektor relevanten niedersten Ordnung O e2 ) keinen

EinfluB und kann daher vernachléssigt werden. Da sich der Zustandsvektor nun
ndherungsweise als

m

2(0) = Y ¢M(@)(1) (6.102)

=1

schreiben 148t, hat dies allerdings die Konsequenz, dafl die aus der Verbindung der
beiden Rdume I" und C (siehe (4.10) und Abb. 4.1) herriihrende Bedingung

2(0) = z(t + ©) = z10(0) (6.103)

verletzt ist. Beriicksichtigt man jedoch, daf sich die Ordnungsparameter u*(t) auf-
3
3

grund der ,near identity transformation“ (6.88) erst in der Ordnung O <5 von

den neuen Ordnungsparametern v*(t) unterscheiden und sich daher wegen (6.95)
und (6.99) in der Néhe der Instabilitiat bei R. = § wie et verhalten, dann ist die
Bedingung (6.103) ndherungsweise erfiillt. Dies stellt aber keine prinzipielle Schwie-
rigkeit dar, da die Ordnungsparametergleichungen (6.89) ohnehin nur in der Néhe

der Instabilitit giiltig sind.

In niederster Ordnung in ¢ erhilt man somit fiir den Zustandsvektor z;(©) € C aus
(6.102) mit (6.42), (6.88), (6.91), (6.92), (6.95), (6.98) und (6.99):

2(0) = rsa <N/\$e’\t®ew<ﬂ + N/\;e)‘;@e_w(t)) , (6.104)
— V8Ecos (Re(t +O) + 1 + @) (6.105)
da
Ny = Ne*v, (6.106)
N = |N| ! (6.107)

Tstat = \/§£ ) (6108)
e(t) = O(e)t+@o= (N + Me)t+ oo = Rt + ¢q. (6.109)

In niederster Ordnung in € ergibt sich dann fiir den Zustandsvektor z(t) € I' wegen
(4.10) letztendlich

At) = cl(s)cos(<p(t)+¢)—l—(9<6%>, (6.110)
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mit
ci(e) = V8VE. (6.111)

(6.110) stellt die oszillatorische Losung nach der Hopf-Bifurkation dar. In den Ko-
effizienten ¢;(¢) geht dabei einerseits die fiir eine Hopf-Bifurkation typische e3-
Abhéngigkeit des Ordnungsparameters ein und andererseits die systemspezifische
GroBe /8, die fiir dieses System unabhéngig vom Kontrollparameter ist.

6.3 Numerische Verifikation der Hopf-Bifurkation

Um nun unser analytisches Ergebnis zu iiberpriifen, haben wir die Delay-Differential-
gleichung (6.12) numerisch integriert. Dabei wurde der Kontrollparameter R des Sy-
stems in der Nihe der Instabilitéit so variiert, daf der Kleinheitsparameter ¢ = £~ RC
200 verschiedene, fAquidistante Werte zwischen 10~° und 10! annahm. Als Integra—
tionsverfahren wurde das in Abschnitt C.2.3 erwidhnte Runge-Kutta-Verner Verfah-
ren der I M S L-Bibliothek mit linearer Interpolation der Zwischenwerte verwendet.
Die Schrittweite betrug 1073s. Um transientes Verhalten auszuschlieBen, wurde das
System fiir jeden Wert des Kontrollparameters zunéichst 106 mal iteriert*. Anschlie-
Bend wurde anhand des durch eine komplexe F'F'T gewonnenen Powerspektrums
mit entsprechend hoher Auflésung die Grundfrequenz €2 der oszillatorischen Losung
bestimmt, um dann an genau einer Periode des simulierten Signals eine reelle F'F'T
durchzufiihren. Die reelle Fouriertransformation ist wie folgt definiert:

0
ft) = ?—i—; ay, cos (k) 4 by, sin (k§2t)) (6.112)
mit
f&y = ft+1), (6.113)
2m
Q = — 114
<5 (6114)
9 [T
a = T/ dtf(t)cos (k2t) mit k€ No, (6.115)
2 i
by = T/ dtf(t)sin (k) mit ke N. (6.116)
0
(6.117)
In der Spektraldarstellung erhélt man daraus
ft) = cot+ Y cpcos (Ot + ¢r) (6.118)

k=1

“Wegen des Phénomens des kritischen Langsamerwerdens (siehe Abschnitt 3.3) ist dies vor
allem fiir die Kontrollparameterwerte nahe der Instabilitét notwendig.
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wobei
Qo
o = =2 (6.119)
2
. = rJai+b2, (6.120)
b
¢r = —arctan (—k> (6.121)
g

Beriicksichtigt man nun, daf sich die Gleichung (6.110) als Spezialfall der allgemei-
nen Darstellung des Zustandsvektors der oszillatorischen Lésung

z(t) = coe) + c1(e) cos (N(e)t + 1) + €a(e) cos (20 ()t + g) + ... (6.122)

mit
co(e) = 0, (6.123)
ci(e) = V8e, (6.124)
c2(e) = 0, (6.125)
ﬂ(&) = (®0+®1€)t:Rct (6126)

interpretiert werden kann, dann wird der Zusammenhang mit der Frequenz €2 und
den Fourierkoeffizienten ¢y — co der Spektraldarstellung (6.118) deutlich. Bei der
in Gleichung (6.122) auftretenden Frequenz )(e) beziehungsweise den Koeffizienten
co(e) — c2(e) handelt es sich offensichtlich um die niedersten Ordnungen der ent-
sprechenden Frequenz €2 beziehungsweise der Fourierkoeffizienten c¢q — ¢o der Spek-
traldarstellung (6.118). Sie konnen daher aus diesen bestimmt werden.

Die folgenden Tabelle 6.4 gibt die bei unseren analytischen Auswertungen auftre-
tenden Ordnungen der Frequenz ()(e) sowie der Koeflizienten co(e) — co(e) des Zu-
standsvektors (6.122) wieder.

| e
N(e) 0 (e%),0(")
co(€) O (e%),0(")
ci(e) o (5)
C2(€) O (')

Tabelle 6.4: Ordnungs-Betrachtung beim Zustandsvektor

In der allgemeinen Darstellung (6.122) des Zustandsvektors z(t) € I" der
oszillatorischen Losung nach der Hopf-Bifurkation treten die Frequenz
N(e) sowie die Koeffizienten co(e) — ca(e) auf. Die Tabelle enthélt die
moglichen auftretenden Ordnungen dieser Gréfen.
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In der folgenden Abbildung 6.4 sind die Fourierkoeffizienten ¢ — ¢, der Spektraldar-
stellung zusammen mit der {iber das Powerspektrum ermittelten Frequenz €2 in
Abhéngigkeit des Kleinheitsparameters € aufgetragen. Tragt man den Koeffizient ¢;
doppelt-logarithmisch auf, dann sollte sich aufgrund der fiir die Hopf-Bifurkation
typischen e2-Abhingigkeit des Koeffizienten ci(e) fiir kleine Werte von ¢ eine Ge-
rade mit der Steigung % ergeben, wobei der Achsenabschnitt dem Logarithmus der
systemspezifischen GroBe entspricht (siche Gl. (6.111)).

Abbildung 6.4: Numerische Analyse der Hopf-Bifurkation

Dargestellt sind die Frequenz §2 und die mit Hilfe einer reellen F'F'T ge-
wonnenen Koeffizienten cy — co der oszillatorischen Losung des zeitlich
verzogerten Phasenregelkreises nach der Hopf-Bifurkation in Abhéngig-
keit vom Kleinheitsparameter € = Ré—?c. Dabei wurde das Intervall des
Kleinheitsparameters [107°,107!] in 200 dquidistante Teilintervalle un-
terteilt.

Bei unseren Auswertungen zeigten sich erwartungsgeméfl sowohl fiir relativ kleine
e-Werte als auch fiir relativ groie e-Werte stets kleine Abweichungen von einer per-
fekten Geraden. Diese riihren fiir kleine e-Werte von dem in Kapitel 3 erwdhnten
Phénomen des critical slowing down her — das System verharrt immer ldnger im
transienten Zustand, je ndher man sich der Instabilitdt ndhert. Da wir uns der In-
stabilitdt bei unseren Auswertungen aus dem Bereich des Kontrollparameterraumes
nédhern, bei dem die oszillatorische Losung bereits existiert, ist klar, daf§ das System
eine immer gréfler werdende Zeitdauer benotigt, um den Grenzzyklus zu , erreichen®.
Dies gilt umso mehr, da sich der Radius des Grenzzyklus mit kleiner werdendem e
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auch verkleinert und wir die Anfangsbedingung stets gleich gewéhlt haben. Fiir klei-
ne e-Werte werden die Auswertungen also stets eine zu kleine Steigung und einen zu
groflen Achsenabschnitt ergeben. Fiir grofle e-Werte dagegen macht sich der Einflufl
der héheren Ordnungen bemerkbar und die Ergebnisse werden ebenfalls verfalscht.
Wir haben daher bei unseren Auswertungen als untere Grenze fiir € den Wert 1075
und als obere den Wert 10~ gewiithlt. AuSerdem verwendeten wir unser Vorwissen
iiber die Hopf-Bifurkation und ermittelten diejenige, durch 10 aufeinanderfolgende
e-Werte bestimmte Ausgleichsgerade, deren Steigung die kleinste Abweichung vom
erwarteten Wert $ aufweist. Die Frequenz 0)(¢) und die beiden iibrigen Koeffizi-
enten ¢o(¢) und co(e) der allgemeinen Darstellung (6.122) haben wir dann durch
Ausgleichsgeraden im selben e-Bereich bestimmt. Der Vergleich der auf diese Weise
gewonnenen numerischen Ergebnisse mit unseren analytischen ist in der folgenden
Tabelle 6.5 zusammengestellt. Wir weisen an dieser Stelle noch einmal explizit dar-
auf hin, daf§ die numerischen Werte fiir den Koeffizienten ¢;(¢) aus der doppelt-
logarithmischen Darstellung gewonnen wurden und nicht aus der in Abbildung 6.4
eingezeichneten Kurve. Auf einen Vergleich der in (6.110) bezichungsweise (6.122)
auftretenden Phasen haben wir verzichtet, da diese abhéngig von der Anfangsbe-
dingung und der Zahl der Iterationen sind.

untersuchte analytische Wert numerisches
Créfe Ausdriicke Resultat
Abschnitt ‘ Steigung || Abschnitt ’ Steigung || Abschnitt ‘ Steigung
N(e) R, 0 1.5708 0.0 1.5708 1078
co(e) 0 0 0.0 0.0 ~3-107%| —2-1073
ci(e) V8 . 2.8284 0.5 2.817 0.4999
ca(e) 0 0 0.0 0.0 2.1074 6-1072

Tabelle 6.5: Vergleich der analytischen und numerischen Resultate

In der Tabelle sind die sich aus der analytischen und numerischen Unter-
suchung ergebenden Werte fiir die Frequenz 0)(e) und die Koeffizienten
co(e) —ea(e) der oszillatorischen Losung (6.110) beziehungsweise (6.122)
zusammengestellt.

Die sehr gute Ubereinstimmung der analytischen und numerischen Werte in Tabelle
6.5 bestitigt die Erweiterung der Methodik der Synergetik auf zeitlich verzogerte
Systeme. An dieser Stelle muf3 allerdings darauf hingewiesen werden, daf} streng
genommen nur das Ordnungsparameterkonzept der Synergetik bestétigt ist, da bei
diesem System die zentrale Mannigfaltigkeit h(©,u(t)) (siehe (6.64) und (6.70))
in niederster Ordnung keinen Einfluf} auf die Ordnungsparametergleichungen hat
(siche Gl. (6.81)). Die zirkuldre Kausalkette (vgl. Abb. 3.7) ist hier also nicht ge-
schlossen. Durch Vergleich der analytischen Ergebnisse mit unseren numerischen



88 KAPITEL 6. DER ZEITLICH VERZOGERTE PHASENREGELKREIS

Untersuchungen der Kapitel 7 und 8 werden wir dann entscheiden kénnen, ob der
Einflufl der zentralen Mannigfaltigkeit ebenfalls richtig erfafit wird und somit die
Erweiterung der Methodik der Synergetik auf zeitlich verzégerte Systeme in diesem
Sinn vollsténdig ist.

6.4 Weitergehende numerische Untersuchungen

Wie bereits in Kapitel 3 erwéhnt, lassen sich im Rahmen des allgemeinen syner-
getischen Konzepts prinzipiell auch Instabilitdten komplizierterer Referenzzustande
analytisch untersuchen. Dazu miissen die Referenzzusténde allerdings analytisch be-
kannt sein oder in approximativer Form im Rahmen einer Stérungstheorie vorliegen.
Auf die analytische Untersuchung der zweiten oszillatorischen Instabilitéit dieses Sy-
stems, die zu einer Verallgemeinerung der Floquet-Theorie fiir zeitlich verzogerte
Systeme fiihrt, werden wir hier nicht néher eingehen, verweisen in diesem Zusam-
menhang aber auf [152], [154], [153].

Systeme mit zeitlicher Verzégerung konnen im Gegensatz zu gewohnlichen dynami-
schen Systemen schon im skalaren Fall eine &uflerst komplizierte Dynamik aufweisen.
Dabei ist die in der Bewegungsgleichung auftretende Nichtlinearitét entscheidend fiir
das mogliche dynamische Verhalten des Systems. So konnte in [5] gezeigt werden,
dafl chaotisches Verhalten nur auftreten kann, falls die Nichtlinearitét vom gemisch-
ten Typ ist, also weder strikt monoton fallt noch strikt monoton wéchst.

Anmerkung: Sowohl beim Mackey-Glass-System [52]

d az(t —7)
prC II;@t;;—ﬁdw, (6.127)
mit

a=02 b=01, c=10.0,

als auch bei einem von uns generierten Test-System

d B az(t — ) fir z(t—7) <z,
%Z(t) - { ce—d=(t-1) =) fiir At—7)> 2 (6.128)
mit
z29—2q
c = aze A
1

221(22 — Zl) ’
a=02 b=01, 2z =200, z =220,
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und dem in [164] aufgestellten physiologischen Modellsystem konnten
wir aufler chaotischem Verhalten auch die zuerst von Farmer [34] (sie-
he auch [15]) entdeckte Zunahme der Lyapunov-Dimension Dj, mit der
Zeitverzogerung 7 mit einer von den Parametern abhingigen, charak-
teristischen linearen Einhiillenden feststellen (siche die Abbn. 6.14 a)
—d)).
Die Ergebnisse unserer numerischen Untersuchungen am zeitlich verzogerten Pha-
senregelkreis werden wir nun in tabellarischer Form darstellen. Die Simulationen
wurden dabei im Zustandsraum I' durchgefiihrt. Um die Ergebnisse zu iiberpriifen,
wurden mehrere der in Anhang C vorgestellten Integrationsverfahren und verschie-
dene Diskretisierungen verwendet.

O<R=R.=73:
Die stationdren Zustédnde (6.16)

Zstat — Z7T, mit [ € Z,

sind fiir gerade [ stabil und fiir ungerade [ instabil. Bis R ~ 4.9 kénnen wir uns
stellvertretend auf das Intervall [—, 7| beschrinken.

R = R_: 1. Instabilitit
Es tritt eine Hopf-Bifurkation auf (siehe die Abschnitte 6.2.8 und 6.3).

R.< R <3.7T:

Die durch die Hopf-Bifurkation bei R = R, entstehende oszillatorische Losung ist
stabil. Der Grenzzyklus im Z—z-Phasenportrait zeigt eine auffillige Punktsymmetrie
beziiglich des Ursprungs (siehe Abb. 6.5 a)). Je grofler der Kontrollparameter R ist,
umso stirker wird der Einflul der hoheren Harmonischen der Hopf-Frequenz 0)(¢)
(siehe die Abbn. 6.6 a),b)). Damit geht eine zunehmende Verformung des Grenzzy-
klus einher, die aber die Punktsymmetrie des Grenzzyklus nicht zerstort (siehe Abb.
6.5 b)).

R =~ 3.77: 2. Instabilitit

Hier ist eine Aufspaltung des stabilen Grenzzyklus in zwei koexistierende stabile
Grenzzyklen festzustellen, die nun keine Punktsymmetrie mehr aufweisen. Es tritt
eine Symmetriebrechung auf. Die beiden Grenzzyklen konnen durch Punktspiege-
lung am Ursprung ineinander iiberfithrt werden und bleiben bis R = 4.9 stabil.

3.77 S R S 4.105:

Der Einflul der hoheren Harmonischen nimmt weiter zu, was zu einer weiteren
Deformation der beiden Grenzzyklen fiihrt (siche Abb. 6.5 d)). In Abbildung 6.5 ¢))
ist das transiente Verhalten fiir drei konstante Anfangsbedingungen —1 (gestrichelt),
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1 (gepunktet), und 2 (durchgezogen) dargestellt. Man erkennt, dafi das System fiir
die Anfangsbedingungen —1 und 1 sehr schnell die beiden stabilen Grenzzyklen
werreicht“, wahrend dies bei der Anfangsbedingung 2 ldnger dauert. Die transiente
Trajektorie zur Anfangsbedingung 2 unterliegt zunéchst dem Einflufl eines weiteren,
bei diesem Kontrollparameterwert noch instabilen Grenzzyklus.

R =~ 4.105: 3. Instabilitit

Der bereits erwdhnte neue Grenzzyklus wird stabil. Er ist ebenfalls punktsymme-
trisch zum Ursprung und koexistiert mit den beiden anderen stabilen Grenzzyklen
(siche Abb. 6.5 e)).

R =~ 4.11: 4. Instabilitit

Hier ist eine erneute Aufspaltung festzustellen. Aus dem bei R ~ 4.105 entstehenden
stabilen Grenzzyklus gehen zwei koexistierende stabile Grenzzyklen hervor, die nun
keine Punktsymmetrie mehr aufweisen. Auch diese beiden Grenzzyklen kénnen aber
durch Punktspiegelung am Ursprung ineinander iiberfiihrt werden (siehe Abb. 6.5

f)).

Anmerkung: Unsere Untersuchungen mit 50 zufillig gewahlten konstanten Anfangs-
bedingungen ergaben keine Hinweise auf weitere stabile Attraktoren in
diesem Bereich des Parameterraums. Die Einzugsgebiete der Attrak-
toren wurden jedoch nicht bestimmt.

411 S R S 4.165:

Das Periodenverdopplungs-Szenario der beiden bei R ~ 4.11 durch Aufspaltung
entstehende Grenzzyklen beginnt (siche hierzu auch [4]). Dargestellt ist dies fiir
den Grenzzyklus, der sich aus der konstanten Anfangsbedingung 2 ergibt (siehe
Abb. 6.7 a) und das zugehorige Powerspektrum Abb. 6.8 a)) Die ersten kritischen
Werte Ry, R, ... R; und die sich daraus ergebenden Werte fiir die Skalierungskon-
stante im Parameterraum sind in der Tabelle 6.6 zusammengestellt. Mit Hilfe der
Skalierungskonstanten 148t sich dann auch der Wert fiir R, abschétzen. Wir erhal-
ten Roo &~ 4.173961, was in guter Ubereinstimmung mit dem durch die Lyapunov-
Exponenten numerisch bestimmten Wert 4.1739 ist.

R = Ry: 5.1. Instabilitit

Es tritt die erste Periodenverdopplung auf (siche Abb. 6.7 b) und das zugehorige
Powerspektrum Abb. 6.8 b)).

R = R;: 5.2. Instabilitéit

Hier tritt die zweite Periodenverdopplung auf (sieche Abb. 6.7 ¢) und das zugehorige
Powerspektrum Abb. 6.8 c)).
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R = R,: 5.3. Instabilitéit

Die dritte Periodenverdopplung tritt auf (siche Abb. 6.7 d) und das zugehorige
Powerspektrum Abb. 6.8 d)).

R = R..: 5.00. Instabilitéat

Hier endet des Periodenverdopplungs-Szenarios. Mit Hilfe des in Kapitel 5 beschrie-
benen und in Anhang D auf zeitlich verzogerte Systeme erweiterten Konzepts der
Lyapunov-Exponenten haben wir dieses genauer untersucht. Abbildung 6.9 a) zeigt
die beiden gréfiten der abzéhlbar unendlich vielen Lyapunov-Exponenten des zeitlich
verzogerten Phasenregelkreises fiir das Intervall [4.15,4.25] des effektiven Kontroll-
parameters R und Abbildung 6.9 b) einen vergroflerten Ausschnitt. Ein Lyapunov-
Exponent ist immer Null, wie es fiir oszillatorisches Verhalten sein muf§ (vgl. Ta-
belle 5.1). Die Nullstellen des zweiten bestimmen die Instabilitdten und damit die
kritischen Kontrollparameterwerte Ry, Ri, ... R, fiir die Periodenverdopplungen
festzustellen sind. In der Tabelle 6.6 sind, wie bereits erwahnt, die ersten kritischen
Kontrollparameterwerte und die sich daraus ergebenden Werte §,, fiir die Skalie-
rungskonstante im Parameterraum® zusammengestellt. Diese deuten darauf hin, daf
sich fiir den zeitlich verzogerten Phasenregelkreis im Parameterraum dieselbe Ska-
lierungskonstante 6 ~ 4.669 ergibt wie im Fall der eindimensionalen zeitdiskreten
logistischen Abbildung (siehe A.7 und die Tabellen A.1, A.2 und A.3). Dies kann
mit dem Schrumpfen eines Volumenelementes im Zustandsraum dissipativer dyna-
mischer Systeme zusammenhéngen, das dazu fithrt, dal die asymptotische Dynamik
gewissermaflen auf einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit stattfindet® [108], [109].

Periode vor der _ Rn_1—-Rn
n Parameter R, Bifurkation O = .
0 4158 £5-107° 1 —
1 41705+ 5-107° 2 4.63+2-1071
2 41732 +5-107° 4 449451071
3 4173802 +5- 107" 8 481 +4-107"
41 4.17392724+2-107" 16 476 £ 1071
51 4.1739535 +£2.5-107" 32 446+ 3-107"
6| 4.1739594+5-107° 64 472 4+4-1071
7 | 4.17396065 + 2.5 - 107° 128 —

Tabelle 6.6: Bifurkationspunkte des Periodenverdopplungs-Szenarios

Dargestellt sind die ersten kritischen Parameterwerte R, der Bifurkati-
onspunkte des Periodenverdopplungs-Szenarios und die daraus ermittel-
ten Werte 6,,. Die R,,-Werte entsprechen den Nullstellen des Lyapunov-
Exponenten vor dem chaotischen Regime (siehe Abb. 6.9 und vergleiche
hierzu auch die Tabellen A.1 und A.3.

5Siehe hierzu die Anmerkungen Al und A2 auf S. 155 des Abschnitts A.1.2.
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R, < R S 4.24: Chaotisches Regime I

In Abbildung 6.9 a) sind in diesem Bereich des Parameterraums mindestens drei pe-
riodische Fenster bei R =~ 4.196, R ~ 4.21 und R =~ 4.23 zu erkennen (siche hierzu
auch [168]).

Anmerkung: Da die Lyapunov-Exponenten keine stetigen Funktionen des Kontroll-
parameters sind, konnen ,, Ausreifler” auftreten, die nicht von einem
periodischen Fenster herriihren. Bei einer schlechten Auflésung kann
dann die Fehlinterpretation eines periodischen Fensters resultieren. In
Abbildung 6.9 a) konnte dies beispielsweise bei R ~ 4.23 der Fall
sein. Unsere Simulationen zeigen jedoch in diesem Bereich tatséchlich
oszillatorisches Verhalten, weshalb es sich hier tatséchlich um ein pe-
riodisches Fenster handelt. Die Fehlinterpretation 148t sich natiirlich
vermeiden, wenn man die Berechnung der Lyapunov-Exponenten mit
einer feineren Unterteilung des Parameterraums durchfithrt. Aufgrund
des numerischen Aufwands ist dies jedoch selbst bei diesem einfachen
System nicht fiir den gesamten Parameterraum moglich.

Der bei R = R, entstehende beschrinkte chaotische Attraktor beziehungsweise
die in den periodischen Fenstern vorhandenen oszillatorischen Lsungen koexistie-
ren also in diesem Intervall des Kontrollparameters mit den beiden bei R ~ 3.77
entstehenden Grenzzyklen (siehe die Abbn. 6.10 a) — e)). Da wir wegen des numeri-
schen Aufwands nicht alle periodischen Fenster erfassen kénnen, verzichten wir im
folgenden auf eine weitere Numerierung der Instabilitéten.

4.2095 < R < 4.213: Periodisches Fenster

Dieses periodische Fenster haben wir als einziges genauer untersucht.

» Bei R ~ 4.2095 entsteht ein Grenzzyklus der Periode 3 (sieche Abb. 6.10 b)
und das zugehorige Powerspektrum Abb. 6.11 b)).

» Ausgehend von dem bei R =~ 4.2095 entstehenden Grenzzyklus der Periode 3
beginnt bei R ~ 4.2115 ein Periodenverdopplungs-Szenario (siche Abb. 6.10
c) und das zugehorige Powerspektrum Abb. 6.11 ¢)).

» Bei R ~ 4.213 existiert wieder ein beschrénkter chaotischer Attraktor (siche
Abb. 6.10 d) und das zugehorige Powerspektrum Abb. 6.11 d)). Im Unter-
schied zum Spektrum des chaotischen Attraktors bei R = 4.24 (siehe Abb.
6.10 e) und das zugehorige Powerspektrum Abb. 6.11 e)) ist dem Spektrum
des Attraktors bei R ~ 4.213 sehr deutlich die Struktur der oszillatorischen
Losung der Periode 3 aufgeprégt.
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R =~ 4.2405: Instabilitit

Durch eine globale Bifurkation (vgl. Abschnitt 7.4 und Abschnitt 8.4) oder durch
einen Ubergang via transientem Chaos® endet das chaotische Regime bei R 2, 4.24.

4.2405 < R S 4.85:

In diesem Bereich koexistieren lediglich die beiden bei R = 3.77 entstehenden Grenz-
zyklen (siehe Abbn. 6.10 f), 6.12 a) und die zugehorigen Powerspektren Abbn. 6.11
f), 6.12 a)).

R =~ 4.85: Instabilitét

Es entstehen zwei neue koexistierende Grenzzyklen der Periode 2.

4.85 < R < 4.90:

In Abbildung 6.12 b) ist einer der beiden bei R ~ 4.85 entstehenden Grenzzyklen
zusammen mit den bei R ~ 3.77 entstehenden immer noch stabilen Grenzzyklen
dargestellt und in Abbildung 6.13 a) beziehungsweise b) die zugehorigen Power-
spektren.

R =~ 4.90: Instabilitit

Bis zu diesem Wert des Kontrollparameters R ist der Zustandsraum I' in unend-
lich viele separate Teilrdume [(I — 1)7, (I + 1)7], I € N unterteilt. In jedem die-
ser Teilrdume findet das bisher beschriebene dynamische Gesamtszenario statt. Bei
R ~ 4.9 kommt es erstmals zu einer Verbindung der separaten Teilrdume, wodurch
schliefllich ein vollig neues dynamisches Verhalten méglich wird.

4.90 < R S 5.30:

In diesem Bereich existieren sowohl stabile Grenzzyklen der Periode 1, als auch der
Periode 2 in verschiedenen Teilrdumen, obwohl die konstanten Anfangsbedingungen
—2, —1, 1 und 2 aus dem Teilraum [—m, 7] gewdhlt wurden. (siche Abbn. 6.12 ¢),
d)). Die transiente Dynamik kann sich also iiber mehrere Teilrdume erstrecken, die
asymptotische Dynamik bleibt jedoch auf einen Teilraum beschrankt.

R =~ 5.30: Instabilitat

Bei diesem Wert des Kontrollparameters R tritt schlieflich die letzte durch unsere
Untersuchungen nachgewiesene Instabilitdt auf. Es findet erneut ein Ubergang zu
chaotischem Verhalten statt. Die Dynamik ist jedoch nicht mehr auf einen Teilraum
des Zustandsraums I' beschrinkt. Die Dynamik des Systems verlduft eine gewisse
Zeit in einem Teilraum und bewegt sich dann in den néchsten weiter, dabei ist die

SWelche der beiden Alternativen tatsichlich zutrifft, kann nur durch weitere numerische Unter-
suchungen entschieden werden.
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Aufenthaltsdauer in einem Teilraum unbestimmt und von Teilraum zu Teilraum
verschieden. Diese Dynamik bezeichnet man als phase slipping oder cycle slipping.
Sie ist ist in den Abbildungen 6.12 e) und f) dargestellt. Da der Zustandsvektor
z(t) im Zustandsraum I' durch (6.9) definiert ist und daher wegen (6.6) letztlich
eine Phasendifferenz darstellt, bedeutet diese Dynamik, dafl die eine Phase von der
anderen iiberholt wird.

5.30 < R:

Unsere Untersuchungen deuten darauf hin, daf§ das ,,phase slipping“-Verhalten fiir
Werte des Kontrollparameters R 2, 5.30 die einzige stabile Dynamik ist. Berechnet
man die Lyapunov-Dimension Dy dieser Dynamik als Funktion des Kontrollpara-
meters R, dann stellt man fest, dafl sich die bereits erwihnte lineare Einhiillende
ergibt. Die Lyapunov-Dimension D hédngt also im wesentlichen linear vom effekti-
ven Kontrollparameter und damit wegen (6.11) von der Verzogerungszeit T ab (siehe

Abb. 6.14 a)).

Anmerkung: Die Abhéngigkeit der Lyapunov-Dimension Dy, von der Verzogerungs-
zeit 7 mit der linearen Einhiillenden ist jedoch nicht auf Attraktoren
dieses Typs beschriankt. So zeigen das Mackey-Glass-System (6.127)
und unser Test-System (6.128) ebenfalls dieses Verhalten (siehe die
Abbn. 6.14 b) und c)), obwohl der zugrundeliegende Attraktor in die-
sen beiden Féllen beschrankt ist.



6.4. WEITERGEHENDE NUMERISCHE UNTERSUCHUNGEN

Abbildung 6.5: Numerische Analyse I: Grenzzyklen

Beschreibung siehe S. 105
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Abbildung 6.6: Numerische Analyse I: Powerspektren

Dargestellt sind die Powerspektren der oszillatorischen Lésungen fiir die
Kontrollparameterwerte R = 2.00 a), R = 3.50 b) und R = 4.105 (ge-
strichelter oder gepunkteter Grenzzyklus aus Abb. 6.5 e)) c¢) (durchge-
zogener Grenzzyklus aus Abb. 6.5 e)) d).
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Abbildung 6.7:

Numerische Analyse II: Periodenverdopplungs-Szenario (Grenzzyklen)

Dargestellt sind vier Grenzzyklen mit den Perioden 1 a), 2 b), 4 ¢) und
8 d) des Periodenverdopplungs-Szenarios einer der beiden bei R ~ 4.11
entstehenden Grenzzyklen (siehe Abb. 6.5 f)).
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Abbildung 6.8:

Numerische Analyse II: Periodenverdopplungs-Szenario (Powerspektren)

Dargestellt sind die zu Abb. 6.7 gehérenden Powerspektren. Periode 1
a), Periode 2 b), Periode 4 c), Periode 8 d)
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Abbildung 6.9:

Numerische Analyse III: Periodenverdopplungs-Szenario (Lyapunov-Exponenten)

Dargestellt sind die beiden gréfiten Lyapunov-Exponenten der Attrak-
toren des Periodenverdopplungs-Szenarios im Intervall [4.15,4.25] des
effektiven Kontrollparameters R a) und ein vergréBerter Ausschnitt b).
Die Lyapunov-Exponenten wurden dabei mit dem in Anhang D beschrie-
benen Verfahren numerisch bestimmt. Wie bei den Abbildungen A.1,
5.2, 5.6, A.2, A.3 und A.4 ist die selbstdhnliche Struktur der Spitzen
und das damit verbundene charakteristische Skalierungsverhalten deut-
lich zu erkennen. Aufierdem erkennt man bei R =~ 4.196, R ~ 4.21 und
R ~ 4.23 die erwédhnten periodischen Fenster im chaotischen Regime.



100 KAPITEL 6. DER ZEITLICH VERZOGERTE PHASENREGELKREIS

Abbildung 6.10: Numerische Analyse IV: Chaotisches Regime I

Beschreibung siehe S. 105
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Abbildung 6.11: Numerische Analyse IV: Powerspektren

Dargestellt sind die zu Abb. 6.10 gehérenden Powerspektren.
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Abbildung 6.12: Numerische Analyse V: Chaotisches Regime II

Beschreibung siehe S. 105
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Abbildung 6.13: Numerische Analyse V: Powerspektren

Dargestellt sind die zu Abb. 6.12 gehérenden Powerspektren. Bei R =
4.88 fiir die oszillatorischen Losungen der Periode 1 (a)) und 2 (b)).
Fiir R = 6.0 wurde das Powerspektrum sowohl linear-logarithmisch c)
als auch doppeltlogarithmisch d) dargestellt. In Abb. d) ist deutlich zu
erkennen, dafl die numerischen Simulationen das experimentell nachge-
wiesene %—Verha]ten nicht aufweisen und daher das Modell verbessert
werden musp.
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Abbildung 6.14: Lyapunov-Dimensionen

Dargestellt sind die aus den Lyapunov-Exponenten berechneten
Lyapunov-Dimensionen Dy, des zeitlich verzégerten Phasenregelkreises
(6.12) als Funktion des effektiven Kontrollparameters R a) sowie des
Mackey-Glass-Systems (6.127) b), des Test-Systems (6.128) c¢) und des
in [164] aufgestellten physiologischen Systems d) als Funktion der Zeit-
verzogerung 7. In allen Fiéllen ist die lineare FEinhiillende deutlich zu
erkennen.
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Zu Abb. 6.5: A: = asymptotisches Verhalten T: = transientes Verhalten

a) (A) Dargestellt ist der durch die Hopf-Bifurkation entstehende Grenzzyklus mit
Punktsymmetrie beziiglich des Ursprungs.

b) (A) Der Einfluf der héheren Harmonischen fiihrt zu einer Verformung des Grenz-
zyklus aber nicht zur Zerstorung der Punktsymmetrie.

¢) (T) Fir die beiden Anfangsbedingungen —1 und 1 lauft das System sehr schnell
auf die stabilen Grenzzyklen zu. Fiir die Anfangsbedingung 2 ist zunéchst der Ein-
flufl des hier noch instabilen weiteren Grenzzyklus deutlich erkennbar.

d) (A) Dargestellt sind die beiden bei R ~ 3.77 durch Aufspaltung entstehenden,
zueinander punktsymmetrischen stabilen Grenzzyklen.

e) (A) Abgebildet sind die drei koexistierenden Grenzzyklen. Der neue Grenzzyklus
ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

f) (A) Zu sehen sind die bei R ~ 3.77 und R ~ 4.11 jeweils durch Aufspaltung eines
einzelnen Grenzzyklus entstehenden vier stabilen Grenzzyklen.

Zu Abb. 6.10:

a) Dargestellt ist der durch das Periodenverdopplungs-Szenario entstehende be-
schrinkte chaotische Attraktor.

b) Oszillatorische Losung der Periode 3

c) Beginn eines weiteren Periodenverdopplungs-Szenarios, die oszillatorische Losung
hat daher die Periode 3 - 2. Dies ist nur im zugehérigen Powerspektrum zu erkennen
(siche Abb. 6.11 c)).

d) Beschriinkter chaotischer Attraktor nach dem Periodenverdopplungs-Szenario in
diesem Fenster. Dem zugehorigen Powerspektrum in Abb. 6.11 d) ist noch deutlich
die Frequenz der oszillatorischen Losung der Periode 3 aufgeprégt.

e) Dieser beschriankte chaotische Attraktor hat die von der oszillatorischen Losung
der Periode 3 herrithrende Struktur fast vollstédndig verloren.

f) Dargestellt sind die beiden bei R ~ 3.77 entstehenden Grenzzyklen. Sie sind in
diesem Bereich wieder die einzig stabilen Attraktoren.

Zu Abb. 6.12:

a) Dargestellt sind die beiden bei R ~ 3.77 entstehenden Grenzzyklen. Sie sind in
diesem Bereich die einzig stabilen Attraktoren.

b) Einer der beiden bei R ~ 4.85 entstehenden koexistierenden Grenzzyklen der
Periode 2 ist zusétzlich dargestellt.

c), d) Die vier unterschiedlichen Anfangsbedingungen fiithren zu oszillatorischen
Losungen der Periode 2. Diese liegen aber nicht mehr alle im Intervall [—7, 7].

e), f) Dargestellt ist das bei R ~ 5.3 erstmals auftretende ,, phase slipping“-Verhalten.
Der zugehorige Attraktor ist nicht mehr beschrankt.

Anfangsbedingungen:
—1 (gestrichelt), 1 (gepunktet), 2 (durchgezogen) und —2 (gestrichpunktet).



Kapitel 7

Das zeitlich verzogerte
Verhulst-System

7.1 Motivation

In Kapitel 6 wurde die Normalform der Hopf-Bifurkation des Phasenregelkreises mit
zeitlicher Verzogerung bestimmt. Dabei wurde die auf zeitlich verzogerte Systeme
verallgemeinerte Methodik der Synergetik verwendet. Es zeigte sich, dafl bei diesem
System die zentrale Mannigfaltigkeit in niederster Ordnung des Kleinheitsparame-
ters € keinen Einflu} auf die Ordnungsparametergleichungen hat. Um zu iiberpriifen,
ob dieser Einflul korrekt erfafit wird, mufl man beim zeitlich verzégerten Phasen-
regelkreis die hoheren Ordnungen betrachten. Da diese aber nur mit sehr grofiem
Aufwand zu berechnen sind, haben wir dieses System nicht weiter analytisch unter-
sucht. Um das Versklavungsprinzip der Synergetik fiir zeitlich verzogerte Systeme
vollstdndig abzusichern, haben wir stattdessen ein mdoglichst einfaches System ge-
sucht, bei dem schon in niederster Ordnung des Kleinheitsparameters € ein Einflufl
der zentralen Mannigfaltigkeit auf die Ordnungsparametergleichungen festzustellen
ist und somit die in Kapitel 3 erwahnte und in Abbildung 3.7 veranschaulichte
zirkuldre Kausalkette geschlossen ist. Die in Kapitel 6 durchgefiihrten Ordnungs-
Betrachtungen fiir eine Hopf-Bifurkation zeigen, daf} dies fiir eine quadratische Nicht-
linearitét der Fall ist (siehe den Eintrag fiir 7 = 2 in Tabelle 6.3). Wir werden im
folgenden wie in Kapitel 6 vorgehen und in Abschnitt 7.2 zunéchst die Ordnungs-
parametergleichungen analytisch bestimmen und diese dann in Abschnitt 7.3 durch
unsere numerischen Untersuchungen bestétigen. Um die Ausfithrungen einfach zu
halten, haben wir wieder ein skalares System gewiéihlt, das Verhulst-System! mit zeit-

!Die Gleichung

d 2
Ez(t) =az(t) — bz(t)",

mit a,b,z € R ist benannt nach dem im 19. Jahrhundert lebenden belgischen Mathematiker
P.F. Verhulst [171]. Sie stellt ein sehr vereinfachtes Modell fiir die Populationsdynamik einer ein-
zelnen Spezies in einer Umgebung mit endlichem Nahrungsangebot dar (siehe z.B. [170]).
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licher Verzogerung, dessen Dynamik durch die skalare Delay-Differentialgleichung

d 2
%Z(t) = az(t) —bz(t —71)°, (7.1)

mit a,b # 0 beschrieben wird [129]. Wir fithren wieder die bereits in Abschnitt 4.5
erwihnte Skalierung der Zeit ¢t = 7t und aulerdem eine Skalierung der Zustandsva-
riablen durch und erhalten fiir die damit eingefiihrte neue Zustandsvariable

Z(t) = QZ(Tt/) (7.2)
a
schliefflich die Gleichung
d
%z(t) = R (z(t) —2(t — 1)2) , (7.3)

wobei wir gestrichene Grofien wieder durch ungestrichene ersetzt haben und R = ar
nunmehr der einzige Kontrollparameter des Systems ist.

7.2 Analyse im erweiterten Zustandsraum C

Im erweiterten Zustandsraum C wird aus (7.3)

d %zt@ , <
G0 = @) ={ FD - 15O (7.4

mit dem nichtlinearen Funktional

Fla] = Z/_ld@l---/ A0, wM(01,...,05) [[2(0)) (7.5)

und den zwei skalaren Dichten
wM(©) = R§O)), (7.6)
w?(0,,0,) = —R§(O;+1)5(0,+1). (7.7)

7.2.1 Stationare Zustiande

Die stationéren Zustédnde des Systems sind

I _
Zstat - 0’
II _
Zstat - 1

Um die Stabilitéit dieser stationdren Zustdnde in Abhéngigkeit des Kontrollparame-
ters R zu untersuchen, fithren wir eine lineare Stabilitédtsanalyse durch.
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7.2.2 Lineare Stabilitatsanalyse

Wir betrachten dazu das um den entsprechenden stationédren Referenzzustand linea-
risierte System in C:

d i(’ (©) -1<O<0
el — — 4e St ) =
dtCt(@) (gL Ct) (@) { EI,II[Ct] ’ 0= ) (710)
mit den linearen Funktionalen
0
G = / dO w1 (©)¢,(0) (7.11)
-1
und den skalaren Dichten
6./,:‘[215]
wl(O) = =R(O), 7.12
Ww(O) = 0F ] — R (6(0)—26(0+1)). (7.13)
02¢(0) 2(©)=2I1,=1
Setzt man den Ansatz fiir die Eigenfunktionen
G(O) = ¢*O)eM (7.14)

in das linearisierte System (7.10) ein, dann erhélt man:

PNO) = 9\0)
>\¢A(O) — ffld@wfﬂ(@)gbA(O)e’\@’ (7.15)

mit

0
LY\ = / dO w1 (0)e*® (7.16)

-1

was zu den folgenden transzendenten charakteristischen Gleichungen

L'(A) =X = R—A=0 (7.17)
L"A) =X = R(1-2¢7)—A=0 (7.18)

fithrt. Wie in [177], [178] und in Kapitel 6 bereits angegeben, hat das Spektrum des
linearisierten infinitesimalen Generators G, folgende Eigenschaften:

» Es ist nach oben beschrankt.
» Es ist ein reines Punktspektrum abzahlbar unendlich vieler Eigenwerte.

» Die Eigenwerte haufen sich fiir £(\) — —oc.
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Im vorigen Kapitel 6 haben wir das Theorem (T.1) angegeben. Es ermoglicht Aus-
sagen {iber die Realteile der Figenwerte der komplexen Gleichung

H(c) = pe+q—ce® mit ceC und p,qeR, (7.19)

die auch bei der linearen Stabilitdtsanalyse der skalaren Delay-Differentialgleichung
(7.3) auftritt. Damit ist es moglich, den Stabilitdtsbereich der entsprechenden sta-
tiondren Referenzzusténde anzugeben. Die Identifikation der Parameter ergibt hier:

p=R,q=0 fir z/,,=0, (7.20)
p=R,q=-2R fir z[,=1. (7.21)

In Abbildung 7.1 ist das Stabilitétsverhalten der beiden stationédren Referenzzustéan-
de z},; = 0 und z//; = 1 bei Veréinderung des Kontrollparameters R zusammen mit

dem durch das Theorem (T.1) festgelegten Stabilitéitsbereich dargestellt.

Anhand der Identifikation (7.20), (7.21) der Parameter p und ¢ des Theorems von
Hayes und der Abbildung 7.1 ist ersichtlich, dafl der stationére Referenzzustand
zrlef = 0 fiir R < 0 stabil ist und beim kritischen Wert des Kontrollparameters
RE = 0 seine Stabilitit verliert, da an dieser Stelle der in diesem Fall reelle Eigen-
wert A = R positiv wird. Dementsprechend wird in (7.20) die Ungleichung (b.1)
des Theorems (T.1) fiir R > R! verletzt. Der zugeordnete Punkt in der (p, ¢)-Ebene
bewegt sich bei Verdanderung des Kontrollparameters R im Intervall (—oo, 0] entlang
der negativen p-Achse bis zum Ursprung.

Der zweite stationéire Referenzzustand 2}/, = 1 ist fir R < 0 instabil, da die Un-
gleichung (b.1) verletzt ist. Der zugeordnete Punkt in der (p, ¢)-Ebene wandert bei
Verénderung des Kontrollparameters R im Intervall (—oo, 0] entlang der Geraden
q = —2p bis zum Ursprung und ist hier auflerhalb des Stabilitétsbereiches. Beim
kritischen Kontrollparameterwert R = R!, also genau an der Stelle, bei der der sta-
tionére Referenzzustand z/,; = 0 instabil wird, wird der stationére Referenzzustand
2}l = 1 stabil, da wegen (7.21) fir R > R/ alle Bedingungen (a), (b.1) und (b.2)
des Theorems von Hayes erfiillt sind. Beim kritischen Wert des Kontrollparameters
R = R! tritt also eine transkritische Pitchfork-Bifurkation auf, weil

1.) nur ein reeller Eigenwert A = R die imaginire Achse kreuzt und

2.) zwei stationéire Referenzzustdnde ihr Stabilitdtsverhalten &ndern.
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Abbildung 7.1: Grafische Darstellung des Resultats von Hayes
beim Verhulst-System

Fiir den schraffierten Bereich der (p, q)-Ebene sind die Bedingungen (a)
und (b) des Theorems (T.1) aus Kapitel 6 erfiillt, alle Eigenwerte haben
hier einen negativen Realteil. Die Kurven in der (p,q)-Ebene, die die
représentativen Punkte der stationdren Zustédnde 27{(’3;1 bei Verédnderung
des Kontrollparameters R durchlaufen, sind durch die Pfeile dargestellt.

Der reprisentative Punkt in der (p,q)-Ebene des zweiten stationdren Referenzzu-
standes z,{gf = 1 wandert fiir R > R! weiter entlang der Geraden ¢ = —2p und
befindet sich zunéchst innerhalb des Stabilitdtsgebietes. Anhand der Abbildung 7.1
ist zu erkennen, dafl auch der stationdre Referenzzustand zf,elf = 1 seine Stabilitat
bei einem zweiten kritischen Kontrollparameterwert R/ > 0 wieder verliert, wobei
zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte gleichzeitig die imaginére Achse
kreuzen. Es wird hier also wie beim zeitlich verzogerten Phasenregelkreis des voran-
gegangenen Kapitels 6 eine Hopf-Bifurkation auftreten. Die Ungleichung (b.2) des
Theorems (T.1) wird an der Stelle R = RI verletzt. Diese zweite Instabilitit werden
wir nun genauer untersuchen.

Die kritische Stelle ermitteln wir wieder wie in Kapitel 6, indem wir die Gl. (7.18)
in Realteil

RN - R(1- 2¢ RN cos (S(N)) = 0 (7.22)
und Imaginérteil

I(A) — 2Re N gin (I(N) = 0 (7.23)
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auftrennen. An der Instabilitédtsstelle mufl der Realteil des Eigenwerts A verschwin-
den. Aus Gl. (7.22) folgt dann

1
cos (F(N) == = Y\ = (22 + g) T mit z€Z (7.24)
und damit aus Gl. (7.23)

R = (+£2z+1) ?W. (7.25)

Da R der einzige Kontrollparameter des Systems ist, tritt die gesuchte zweite Insta-
bilitét bei

R = ?W ~ 0.6046 (7.26)

auf. Analog zu Kapitel 6 werden wir eine Entwicklung der Eigenwerte um diese
kritische Stelle vornehmen. Dazu setzen wir den Gleichung (6.35) entsprechenden
Ansatz

Ai(e) = e £iVBRI(1+ coe) + O (€2) (7.27)
mit dem durch
R — Rgl

definierten Kleinheitsparameter in die Gleichungen (7.22) und (7.23) ein und be-
stimmen die Konstanten ¢; und ¢y durch einen Koeffizientenvergleich bis zur ersten
Ordnung in ¢. Fiir die Eigenwerte A\1? = \F ergibt sich daraus:

1 - RU

1 — 2RI + 4RIT?

}%112
M) = e

T 2Ry R W3R (1 i

5) + O (£%) .(7.29)

Wie beim zeitlich verzogerten Phasenregelkreis haben wir auch bei diesem System
den fiir die Hopf-Bifurkation relevanten Teil des Eigenwertspektrums numerisch er-
mittelt (siche Abb. 7.2), wobei wir uns wieder auf die Eigenwerte mit den grofiten
Realteilen beschrénken, da sich die beiden fiir die Hopf-Bifurkation verantwortlichen
Eigenwerte unter diesen befinden miissen. Die Ergebnisse der numerischen Analy-
se des fiir die Hopf-Bifurkation relevanten Teils des Eigenwertspektrums sind vollig
analog zu den in Abschnitt 6.2.2 zusammengestellten (vgl. hierzu auch die Abbn.
6.3 und 7.2):

» Fiir R = 0 existiert nur der einzige reelle Eigenwert 0, da die Gleichung (7.3)
fiir diesen Spezialfall wie schon im vorangegangenen Kapitel 6 die Gleichung
(6.12) trivial ist.

» Die iibrigen Eigenwerte existieren erst fiir R > 0, wobei ein weiterer rein reeller
Eigenwert entsteht und abzahlbar unendlich viele Paare zueinander konjugiert
komplexer Eigenwerte mit der Eigenschaft: & (\) — —oo fiir R — 0.
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» Bei Ry ~ 0.232 treffen sich die beiden reellen Eigenwerte im Punkt (In(2Ry), 0).
Sie bilden dann fiir R > Ry ebenfalls ein Paar zueinander konjugiert komple-
xer Eigenwerte, die wir in der Ndhe des Kontrollparameterwertes R, = ?71’
mit den Eigenwerten A\ identifizieren koénnen. Sie sind diejenigen Eigenwer-
te, deren Realteile bei Verdnderung des Kontrollparameters iiber die kritische

Stelle R, = @W hinweg positiv werden.

» Die iibrigen Eigenwerte kreuzen die imaginédre Achse erst bei grofleren Werten
des Kontrollparameters R, daher sind die beiden Eigenwerte A tatsichlich
V3

fiir die Hopf-Bifurkation bei R, = *%*7 verantwortlich.

Abbildung 7.2: Verhalten der Eigenwerte bei Verénderung
des Kontrollparameters R

Dargestellt sind die Bahnkurven in der komplexen Ebene der 8 Eigen-
werte mit dem grofiten Realteil des linearisierten Systems (7.10). Der
Kontrollparameter R wurde von 0 bis @ﬂ' in dquidistanten Schritten
verdndert. Zu jedem Wert von R wurden die 8 Eigenwerte der Gleichung

(7.18) mit Hilfe des Newton-Verfahrens numerisch bestimmt.

7.2.3 Zeitskalenhierarchie

Die charakteristische Eigenschaft der Eigenwerte des linearisierten Systems (7.10)
R(A(R)) = 0 i=1,....m (7.30)

R(N(R)) < 0 j=1,...,00 (7.31)
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beim kritischen Wert R = ?W des Kontrollparameters fiihrt wieder zu einer Zeit-
skalenhierarchie. Der unendlich-dimensionale erweiterte Zustandsraums C kann so-
mit an der Instabilitdt wieder in den Teilraum U der m = 2 linear instabilen Moden
und den Teilraum S der unendlich vielen linear stabilen Moden aufgespaltet werden.
Der Zustandsvektor z;(0) laft sich damit wie folgt schreiben:

Zt<@) = Zrl,elf + gt(@) = Z?ﬂff + Ut(@> + St(@) . (732)

u(©) ist dabei der Anteil des Zustandsvektors im Unterraum U und s;(©) der im
Unterraum S. Fiir die synergetische Systemanalyse miissen wir nun das vollstandige
nichtlineare System (7.4) mit Hilfe der in Kapitel 6 eingefiihrten Projektoren (6.53)
und (6.54) auf das Modenskelett der linear instabilen Moden projizieren. Dabei ha-
ben wir zu beachten, daf§ die Projektoren durch die ebenfalls in Kapitel 6 eingefiihrte
Bilinearform (6.47)

(Wld) = (6(0)]$(0)) - / o / ds ((s - ©)| " (©)4(s)) . (7.33)

in die die Dichte w/’(©) eingeht, sowohl vom System als auch vom betrachteten
Referenzzustand abhéngen (vgl. Anmerkung auf S. 74).

7.2.4 Projektion der Bewegungsgleichung

Um die Projektion durchzufiihren, zerlegen wir das nichtlineare System (7.4) in einen
linearen und einen verbleibenden effektiv nichtlinearen Anteil

—5(0) = (GL3)(0)+X,0)F Mz, —1<oe<o0 (7.34)

mit der skalaren Funktion

0, -1<O0<0
Xo(©) = {1 60 (7.35)

und dem ebenfalls skalaren effektiv nichtlinearen Funktional
0 0
Fliz) = / dO, / dO; w? (01, 0,) (01)%(0,) . (7.36)
-1 —1

Fiir die Konstruktion der Projektoren bendétigten wir sowohl die Eigenfunktionen
des um den Referenzzustand ZTIeIf = 1 linearisierten Systems im erweiterten Zu-

standsraum C als auch die des dazu adjungierten Systems im adjungierten Raum
C'. Diese sind gegeben durch (siehe (6.42) und (6.43)):

Pu(O) = Nye® el mit —1<0<0 und i=1,...,m, (7.37)
Pi(s) = ]\7/\56*)‘3366T mit 0<s<1 und i=1,...,m. (7.38)
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Wenn man nun wieder die Biorthonormalitit der Eigenfunktionen ¢* und ™
fordert, dann ergibt sich mit (7.13) aus (7.33) fiir die Normierungskonstanten

o
V1I-R+ M

Die Projektion der nichtlinearen Bewegungsgleichung (7.34) fithrt dann wie beim
zeitlich verzogerten Phasenregelkreis auf die gekoppelten, nichtlinearen Differential-
gleichungen fiir die m Modenamplituden u’(¢) der linear instabilen Moden

> (7.40)

(7.41)

Ny = (7.39)

d i _ i, i
() = N <t>+<w (0)

& [E (1) + 51

j=1

und die weiterhin in C formulierte Bewegungsgleichung der unendlich vielen Moden-
amplituden s;(©) der linear stabilen Moden

%st(@) — (Grs1) (©) + ((T — P.) Xp) (©)F°f [Z ngAiuj(t) + 54 (7.42)

Dabei sind die m Entwicklungskoeffizienten u(t) der linear instabilen Moden ¢ (©)
durch

w(e) = (v

definiert. Das zu den Bewegungsgleichungen (7.4) beziehungsweise (7.34) vollsténdig
dquivalente System der Modenamplituden (7.40) und (7.42) kann nun wieder nihe-
rungsweise mit Hilfe des Versklavungsprinzips gelost werden.

575) (7.43)

7.2.5 Versklavungsprinzip

Wie bereits mehrfach erwéhnt, fithrt die Zeitskalenhierarchie dazu, dafl die intrinsi-
sche Dynamik der stabilen Moden viel schneller ablduft als die der instabilen. Die
stabilen Moden folgen den instabilen quasi ,instantan“. Aus dieser Tatsache folgt
die Existenz einer zentralen Mannigfaltigkeit h(O, u(t)) mit den in Kapitel 6 ange-
gebenen Eigenschaften. Durch Einsetzen des Ansatzes

s:(©) = h(6,u'(t),...,u"(t)) = h(O,u(t)) (7.44)

in die Gleichungen (7.40) und (7.42) erhdlt man einerseits die implizite Bestim-
mungsgleichung fiir die zentrale Mannigfaltigkeit h(©,u(t)) (siche (6.67)), die wir
hier nicht mehr angeben und andererseits die m Ordnungsparametergleichungen

d ; NG ¢ eff - J g
() = )\uz (t)+<¢”o(0)f Lz;gb)‘u(t)—l—h > (7.45)

-~

O3
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die nun keine Retardierungseffekte mehr enthalten.

Bevor wir die Ordnungsparametergleichungen explizit bestimmen, erinnern wir uns
an die in Kapitel 6 durchgefiihrten Ordnungs-Betrachtungen. So kénnen wir anhand
der Tabelle 6.3 feststellen, dafl im Gegensatz zum zeitlich verzogerten Phasenregel-
kreis beim zeitlich verzégerten Verhulst-System die zentrale Mannigfaltigkeit schon
in niederster Ordnung des Kleinheitsparameters einen Einflul auf die Ordnungspa-
rametergleichungen haben wird. In der Tat war die durch dieses System gegebe-
ne Uberpriifungsmoglichkeit des Einflusses der zentralen Mannigfaltigkeit auf die
Ordnungsparametergleichungen der Grund fiir die synergetische Systemanalyse der
Verhulst-Dynamik mit zeitlicher Verzégerung (siehe Abschnitt 7.1).

7.2.6 Elimination der stabilen Moden

Die Losung der impliziten Bestimmungsgleichung (6.67) fiir die zentrale Mannigfal-
tigkeit h(O,u(t)) ist gleichbedeutend mit der Elimination der stabilen Moden aus
den Ordnungsparametergleichungen, da diese nach Einsetzen des Ergebnisses fiir die
zentrale Mannigfaltigkeit die stabilen Moden nicht mehr enthalten.

Die Ordnung 7 = 2 des effektiv nichtlinearen Funktionals F°%[2,] des zeitlich verzoger-
ten Verhulst-Systems (siehe (7.5) und (7.7)), legt fiir die zentrale Mannigfaltigkeit
den Ansatz

MO.MN) = D Hy(O) () (7.46)

nahe. In Kapitel 6 haben wir die Koeffizienten H;, _; (©) fiir allgemeine Ordnungen
r bestimmt (siehe Gleichung (6.77)). Fiir den Spezialfall r = 2 folgt daraus:

Hjj,(©) = FK;5(0), (7.47)
mit
ff 0 0 J1 jo
Fig = / d©1 / d0; w® (O1,0,) ¢™ (01)™ (0s) (7.48)
-1 -1
und
m N2 , \e
. _ X, Me €

wobei N\ wie folgt definiert war

o= ) Nk (7.50)
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Aus (7.48) erhalten wir dann mit (7.7), (7.37) und (7.39)
Fef = pglt = —RNZ e (7.51)
F =R = RN N, e O+ (7.52)

und aus (7.49) mit (7.18), (7.37), (7.39) und (7.50)

N/\2+ i © Ni, e ® o2\ O
K1(©) = — MA; + A_“_ v R 2e50) —ong” (7.53)
Nifew@ Nf, e © HET AL
Ki(©) = — N RO 20 i) (7.54)
K (0) = Ki12(9), (7.55)
K»(0) = K71,(0) (7.56)

Damit ist die zentrale Mannigfaltigkeit h(©, u(t)) in niederster Ordnung der Ord-
nungsparameter u’(t) bestimmt.

7.2.7 Ordnungsparametergleichungen

Fiir die Ordnungsparametergleichungen erhalten wir aus (7.45) mit (7.46) und den
Ergebnissen (7.47), (7.51) - (7.54) fiir die zentrale Mannigfaltigkeit

Cui(t) = Na(t) — BNy, (ZM— 0+ Hyp(—u >uf2<t>> (7.57)

Ji,J2=1

Da es sich bei der hier untersuchten Instabilitit bei R = R um eine Hopf-
Bifurkation handelt, besteht unsere weitere Aufgabe darin, die zu den beiden kon-
jugiert komplexen Gleichungen (7.57) gehoérende Normalform abzuleiten.

7.2.8 Normalform der Ordnungsparametergleichungen

Wie wir aus den in Kapitel 6 durchgefithrten Ordnungs-Betrachtungen fiir den Fall
einer Hopf-Bifurkation bei quadratlscher Nichtlinearitat bereits wissen, miissen wir
alle Terme bis zur Ordnung e beriicksichtigen. In Abschnitt E.2 wird gezeigt, wie
man hierzu durch eine nichtlineare ,near identity transformation*

u(t) = u(t) = vT(t) + agot () + aFot (DoT () + afoT(H)? (7.58)

neue Ordnungsparameter v*(t) einfiihrt und die Koeffizienten ai,af und a3 so be-
stimmt, dafl die quadratischen Terme in den neuen Ordnungsparametergleichungen
fiir v*(¢) verschwinden. Die neuen Ordnungsparametergleichungen enthalten dann
kubische Terme, die gegeniiber den kubischen Termen der Gleichungen fiir u®(¢)
modifiziert sind. Wir halten uns hier an die im Anhang verwendete Notation, bei
der die mit den Indizes + versehene Gréflen zueinander konjugiert komplex sind.
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Aulerdem wird, wie bereits in Kapitel 6 erwahnt, in Abschnitt E.1 gezeigt, daf3
durch eine zweite nichtlineare Transformation der Ordnungsparameter von den ku-
bischen Termen nur ein Term nicht eliminiert werden kann und dieser durch die
Transformation nicht modifiziert wird. Dieser Term ist neben dem linearen Anteil
der einzig verbleibende Term in der Normalform der Hopf-Bifurkation.

Wir werden daher im weiteren Verlauf der Rechnung von den kubischen Termen nur
den relevanten Term beriicksichtigen und erhalten somit aus (7.57):

%uf(w = N () 4 qFu (07 + GutOuT () + @ruT () + ka6 uT (1), (7.59)
mit
@& = —RN:¢™(—1) = —RN, %2 (7.60)
G = —2RN 6™ (—1)¢M (—1) = —2RN, 2N ze N M (7.61)
@ = _RNA?EQSE(_UZ = —RNy: Ny ’e (7.62)
BE = —2RNy (6% (=1) (Hia(=1) + Hay(=1)) + 6™ (<1) Hyy (1)) (7.63)

wobei wir auf die explizite Angabe von ki verzichtet haben, um die Ausfithrungen
tibersichtlich zu halten. Wir fithren nun die Transformation (7.58) durch und elimi-

nieren sdmtliche quadratischen Terme. Wie in Anhang E gezeigt wird, ergibt sich
fiir die zu bestimmenden Koeffizienten (siche (E.10), (E.11), und (E.12)):

q:I:

ay = ﬁ (7.64)
+

of = L, (7.65)
u qi

+ 2

Fiir die Ordnungsparametergleichungen der neuen Ordnungsparametern v*(t) er-
halten wir somit schliefllich die folgende Normalform einer Hopf-Bifurkation

d
Evi(t) = Mot() + bt () 0T (1) (7.67)
mit
:t:t412_$2 :I::F2i$_$2 2:|::Fi$

NAT (A = AT)

Da die Ordnungsparameter v*(¢) von der Ordnung 2 sein werden, geniigt es, die
Koeffizienten b* in nullter Ordnung des Kleinheitsparameters ¢ zu bestimmen. Le-
diglich die im linearen Teil auftretenden Eigenwerte A\ werden bis zur Ordnung
el benotigt. In Abschnitt 7.2.2 haben wir die Eigenwerte AT bereits bis zu dieser
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Ordnung bestimmt (siche Gleichung (7.29)).

Fiir die komplexen Koeffizienten b* ergibt sich mit

R(e) = RI+0(e), (7.69)
M) = V3R +0O (e, (7.70)
Ny = ! +0 (') (7.71)
V1 - R +i\/3R
(7.72)
nach einigen Umformungen
11
b* = — 65, — (3(33;” — 1) +iV3(RY +2)> +0 (). (7.73)
7(1 — 2RI 4+ 4RI")2

Die Normalform (7.67) 1a8t sich nun wie die Gleichung (6.89) des Kapitels 6 durch
den Ansatz

vE() = r(t)etd (7.74)

auf Polarkoordinaten transformieren mit

d

Zr(t) = r){R(E) +R(5E) (1)) (7.75)
So) = {35 +304E) @2 ) w10

TV TV
2

1

Fiir die stationére oszillatorische Losung erhalten wir in diesem Fall:

ROEE) _ 7R£1\/1 — 2RI 4 4RII?

2

_ 2
r., = R (b)) 6GRIT 1) e+0(), (1.717)
4 — I ﬂ 2
dt(p(t) = V3R! SRIT- 1 e+ 0 (%) . (7.78)

Anmerkung: Im Gegensatz zu dem im vorangegangenen Kapitel 6 behandelten Pha-
senregelkreis mit zeitlicher Verzogerung verschwindet bei diesem Sy-
stem die Ordnung O (e') in Gleichung (7.78) nicht, da sich hier der
vom Eigenwert A (g) herriihrende lineare Anteil 1 der Gleichung (7.76)
nicht gegen den nichtlinearen Anteil 2 weghebt. In den numerischen
Untersuchungen muf} diese Abhéngigkeit der Frequenz der oszillatori-
schen Losung vom Kleinheitsparameter € natiirlich ebenfalls auftreten.

7.2.9 Interpretation im Zustandsraum I'

Da wir auch bei diesem System unser analytisches Resultat durch numerische Un-
tersuchungen iiberpriifen wollen, ist es notwendig, die Ergebnisse im Zustandsraum
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I' darzustellen. Fiir den Zustandsvektor im erweiterten Zustandsraum C gilt in der
Néhe der Instabilitiat wegen (7.32), (7.44) und (7.46)

2%(0) = v{elf‘i‘gt(@)

= ref+2¢ Z Hj, (@) (u?(t).  (7.79)

J1,j2=1

Unter Beachtung der ,near identity transformation® (7.58) und (7.9) sowie (7.37)
folgt daraus

24(0) = 14 NyyeOut(t) + Ny-eM O (1) +

MOt ()" + A (O)uT (t)v™ (£) + Ax(O)v™ (), (7.80)
mit
Po(©) = ( Ny MO + N, M@ ‘+H11(@)> , (7.81)
A(O) = ( N,: e at 4+ N,_e ozl_+H12(@)—|—H21(@)>, (7.82)
A(O) = (z\fﬁeA ©af + N,-e*®ay +H22(@)) , (7.83)

wobei wir alle Terme bis zur Ordnung ¢ beriicksichtigt haben. Aus dem Zusam-
menhang z(t) = z,(0) (siche 4.10) zwischen dem Zustandsvektor z(t) € I" und dem
Zustandsvektor z,(0) € C folgt dann

2(t) = 14+ Nyv™ () + Ny-v™(t) +
Ao(0)ut () + AL(0)ot (v (1) + Ax(0)0~ (). (7.84)
Aus (7.39), (7.47), (7.51) - (7.54), (7.64) - (7.66), (7.74), (7.77) und (7.78) erhalten

wir

Ny = Ne™r, (7.85)
1
N = |Nys|= : (7.86)
/1 4+ —2RII + 4R?’
U:t(t) = Tstateii(p(t)a (787)
7RH
Tstat = TR Ve (7.88)

6BRI —1) N’
o(t) = Qe)t+ o= (No+ M)t + o

\/gRII
11 c
1 )
Ao(0) = WN%””, (7.90)
A(0) = —2N?, (7.91)
1 )
A(0) = —=NZe 2, (7.92)

VT
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Damit ergibt sich dann schliefllich aus (7.84)

z(t) = cole) +e(e) cos (p(t) + 1) + cale) cos (2¢(t) + 12) + O (5%> . (7.93)

7RII

= 11— ——F—— 94

eo(e) SR (7.94)
14RI1

ci(e) = m\/A (7.95)

ViRl

©(6) = sERT_1)°

(7.96)

7.3 Numerische Verifikation der Hopf-Bifurkation

Die Methodik zur numerischen Untersuchungen der verzégerungsinduzierten Hopf-
Bifurkation dieses Systems ist mit der in Abschnitt 6.3 ausfiihrlich beschriebenen
identisch. Daher geben wir hier nur die Ergebnisse an.

Abbildung 7.3: Numerische Analyse der Hopf-Bifurkation

Dargestellt sind die Frequenz §2 und die mit Hilfe einer reellen F'F'T ge-
wonnenen Koeffizienten cy — co der oszillatorischen Losung des zeitlich

verzogerten Verhulst-Systems nach cgarRliljopf—Bifurkation in Abhéngig-
des Kleinheitsparameters [107°,107!] in 200 édquidistante Teilintervalle
unterteilt.

keit vom Kleinheitsparameter € = . Dabei wurde das Intervall
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Die Abbildung 7.3 zeigt die durch unsere Simulationen bestimmte Abhéngigkeit der
Frequenz €2 sowie der Koeffizienten ¢y — ¢y der oszillatorischen Losung des zeitlich
verzogerten Verhulst-Systems in Abhéngigkeit vom Kleinheitsparameter . In der
zugehorigen Tabelle 7.1 sind die numerischen Werte zum Vergleich gegeniiberge-
stellt, die sich einerseits aus den Simulationen ergeben und andererseits aus den
analytischen Berechnungen.

) analytische Wert numerisches
Grofie Ausdriicke © Resultat
Abschnitt ‘ Steigung || Abschnitt ‘ Steigung || Abschnitt ‘ Steigung
n(e) VBRIT | e | 10472 | —12868 | 10472 | —1.309
co(2) 1 ‘%ﬁn 1.0 | —1.7335 | 1.00006 | —1.746
c1(e) ey 1 1.8620 0.5 1.856 | 0.50005
o) 0 S 0.0 0.6552 10-5 0.657

Tabelle 7.1: Vergleich der analytischen und numerischen Resultate

In der Tabelle sind die sich aus der analytischen und numerischen Unter-
suchung ergebenden Werte fiir die Frequenz 0)(e) und die Koeffizienten
co(e) — ca(e) der oszillatorischen Losung (7.93) zusammengestellt.

Auch bei diesem System stimmen die analytischen Werte qualitativ und quantita-
tiv gut mit den numerischen tiberein (siehe hierzu auch die Tabellen 6.5 und 8.1).
Im Unterschied zum zeitlich verzogerten Phasenregelkreis bestiitigt die gute Uber-
einstimmung bei diesem System aber nicht nur das Ordnungsparameterkonzept der
Synergetik fiir zeitlich verzégerte dynamische Systeme sondern auch den Einflufl der
zentralen Mannigfaltigkeit auf die Ordnungsparametergleichungen.

7.4 Weitere numerische Untersuchungen

Wie schon in Abschnitt 6.4 angemerkt, konnen bei diesem System aufgrund der spe-
ziellen Nichtlinearitéit keine weiteren lokalen Bifurkationen auftreten. Unsere nume-
rischen Simulationen bestétigen dies. Es zeigt sich allerdings, dafl bei einem weiteren
kritischen Wert des Kontrollparameters RJ ~ 0.693147 eine globale Bifurkation auf-
tritt? und die bei R = @W ~ 0.6046 durch eine Hopf-Bifurkation entstehende os-
zillatorische Losung instabil wird. Der kritische Wert RY stimmt bis auf 6 signifikante
Dezimalstellen mit dem Wert In 2 iiberein, weshalb wir die nur durch unsere numeri-
schen Untersuchungen begriindete Hypothese aufstellen, dafl die globale Bifurkation
exakt bei diesem Wert auftritt. Die Abbildung 7.4 zeigt fiir die drei Werte 0.61,

2Globale Bifurkationen werden auch als Krisen bezeichnet (siehe [60], [61]).
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0.65, 0.693147 des Kontrollparameters R die oszillatorischen Losungen. Deutlich ist
die mit groBer werdendem R zunehmende Deformation des bei R!! entstehenden
anfianglich ellipsenférmigen Grenzzyklus zu erkennen. Auflerdem sieht man, wie die
oszillatorische Losung beim Wert RY den instabilen stationdren Zustand zl,,, = 0
gerade ,tangiert”. Fiir groflere Werte des Kontrollparameters R existieren keine be-
schrankten Losungen mehr. Die Trajektorien ndhern sich dem instabilen stationédren
Zustandes 2, = 0 lings einer stabilen Richtung und entfernen sich dann wieder

von ihm entlang einer instabilen Richtung.

Abbildung 7.4: Oszillatorische Lésungen

Dargestellt sind oszillatorische Losungen des zeitlich verzogerten
Verhulst-Systems (7.3) fiir die drei Werte des Kontrollparameters R:
0.61 (gepunktet), 0.65 (gestrichelt) und 0.693147 (durchgezogen).

Die Abbildung 7.5 zeigt schliellich noch das Bifurkationsdiagramm fiir den relevan-
ten Kontrollparameterbereich —0.05 < R < 0.65. Mit zunehmendem Abstand des
Kontrollparameters R vom kritischen Wert R!! differieren die in Abb. 7.5 einge-
zeichneten Werte 2,,in, Zmaezx des Minimums beziehungsweise Maximums der oszilla-
torischen Losung nach der Hopf-Bifurkation von den tatséichlichen Werten immer
mehr wegen des zunehmenden Einflusses der héheren Harmonischen und der hoher-
en Ordnungen des Kleinheitsparameters, die zu den in Abbildung 7.4 ersichtlichen
Deformationen der oszillatorischen Losung fiihren.
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Abbildung 7.5: Bifurkationsdiagramm des zeitlich
verzogerten Verhulst-Systems

Dargestellt sind die stationdren Lésungen des zeitlich verzogerten
Verhulst-Systems (7.3) in Abhéngigkeit vom einzigen effektiven Kon-
trollparameter R. Fiir R < R ist der stationdre Zustand z%,,, = 0 stabil
und der stationire Zustand z!L, = 1 instabil. Fiir Rl < R < R ist die
Situation gerade umgekehrt, das heifit, bei RL = 0 tritt eine transkriti-
sche Pitchfork-Bifurkation auf. Bei R = RI! wird der stationire Zustand
zIl . = 1 erneut instabil und es findet eine Hopf-Bifurkation statt. Die
an dieser Stelle entstehende oszillatorische Losung bleibt dann fiir alle
Werte R!! < R < RY stabil. Die eingezeichnete gepunktete Linie nach
der Hopf-Bifurkation gibt den Einfluf} des cy(e)-Terms wieder. zp,;, und
Zmaz Tepréasentieren das Minimum und Maximum der oszillatorischen
Lésung.



Kapitel 8

Die Gleichung von Wright

8.1 Motivation

In den beiden vorangegangenen Kapiteln wurde die Normalform der verzogerungs-
induzierten Hopf-Bifurkation beim Phasenregelkreis (Kap. 6) und beim Verhulst-
System (Kap. 7) abgeleitet. Durch die numerische Uberpriifung konnten wir so die
auf zeitlich verzogerte Systeme verallgemeinerte Methodik der Synergetik bestéti-
gen. In diesem Kapitel wollen wir die synergetische Systemanalyse auf ein System
anwenden, das in der Literatur zu den bekanntesten und am genauesten untersuch-
ten gehort — die Gleichung von Wright [180].

d
7o) = —Ra(t=1)(1+2(1)) . (8.1)

Auch dieses System zeigt eine verzogerungsinduzierte Hopf-Bifurkation. Die oszil-
latorische Losung in der Nahe der Instabilitidt wurde bereits 1976 mit Hilfe von
averaging-Techniken zu

At) = AR- g cos (gt> +0O (R - g) (8.2)
A = ,/3:2 S~ 23211 (8.3)

bestimmt (siehe [120] S. 159 f). Unsere Aufgabe ist es nun, nicht nur diese Losung zu
verifizieren, sondern auch die Normalform wie in den beiden vorangegangenen Kapi-
teln auf systematische Weise abzuleiten und schliellich das Ergebnis wieder nume-
risch zu iiberpriifen. Wie wir aus den Ordnungs-Betrachtungen des Kapitels 6 bereits
wissen (siche Tabelle 6.3), wird die quadratische Nichtlinearitét dieses Systems zu
einem Einfluf} der zentralen Mannigfaltigkeit auf die Ordnungsparametergleichungen
fithren. Die in Kapitel 3 erwdhnte und in Abbildung 3.7 veranschaulichte zirkulére
Kausalkette wird bei diesem System wie schon beim Verhulst-System geschlossen
sein. Da wir bereits zwei zeitlich verzogerte Systeme ausfiihrlicher behandelt haben
und die Bearbeitung dieses Systems vollig analog verlauft, werden wir in diesem
Kapitel lediglich die wichtigsten Resultate zusammenstellen.

mit
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8.2 Analyse im erweiterten Zustandsraum C

Das (8.1) zugeordnete System im erweiterten Zustandsraum C ist

d dizt@ , -1<6<0
G0 = @) ={ F1D - 5O 8.4)

mit dem nichtlinearen Funktional

Fla] = i/jd@l---/o 10w (@, 00 [[#(0)  (85)

-1 =1
und den zwei skalaren Dichten
w(l)(@l) = —R(S(@l + 1) s
u}(2)(®1, @2) —R5(61 + 1)(5(@2) .

8.2.1 Stationire Zustinde

Die stationdren Zustdnde des Systems sind
Zpat = 0, (8.8)
Yt = —1, (8.9)

wobei wir hier nur den stationiiren Zustand z/,,, = 0 untersuchen. Im Unterschied
zum zeitlich verzogerten Verhulst-System geben wir hier kein vollsténdiges Bifur-
kationsdiagramm an. Deshalb werden wir im folgenden den oberen Index wieder
weglassen.

8.2.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

Das um den stationdren Referenzzustand z,.; = 0 linearisierte System in C lautet

d 400 , -1<0<0
G600 = @o) @) ={ FLO - TSE (5.10)
mit dem linearen Funktional
0
£l = | dow@)c®) (8.11)
und der skalaren Dichte
6?[2,5]
0) = =—RéO+1). .12
w(®) 02(0) 2(0)=270y=0 (6+1) ( )

Ein Vergleich mit (6.20) in Kapitel 6 zeigt, dal das um den stationdren Referenzzu-
stand z,.; = 0 linearisierte Problem (8.10) identisch mit dem des zeitlich verzoger-
ten Phasenregelkreises ist. Die Ergebnisse der linearen Stabilitéitsanalyse sind somit
ebenfalls identisch und konnen von dort {ibernommen werden. Im einzelnen sind
dies
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» die transzendente charakteristische Bestimmungsgleichung der Eigenwerte des
linearisierten Problems (siche (6.25))

—Re ™=\ = 0, (8.13)
» der kritischer Wert des Kontrollparameters (siehe (6.30))

T
R. = =, 8.14
. (8.14)

» die Eigenwerte in der Umgebung der Instabilitit (siehe (6.36))

R2
M2() = M) = - +CRz e+iR, (1 +

R 5) +0 (%) . (8.15)

Der Kleinheitsparameter ¢ ist dabei wie beim Phasenregelkreis und dem Ver-
hulst-System durch ¢ = R;{ffc definiert.

» die m = 2 linear instabilen Moden (siehe (6.42) und (6.43))

Pu(O) = Nye® mit —1<0<0 und i=1,...,m, (8.16)
QﬁTAi(S) = N,\Ze”\is mit 0<s<1 und i=1,....,m, (817)

» die Normierungskonstanten (siehe (6.50))

1

» die Projektoren P, und P (siehe (6.53) und (6.54))
P = Y|e©) (vs)] . (8.19)
i=1

8.2.3 Zeitskalenhierarchie

Der Zustandsvektor z;(0) 1a8t sich nun wieder aufgrund der durch die Eigenwerte
vorgegebenen Zeitskalenhierarchie in der Nahe der Instabilitit wie folgt zerlegen
(vgl. (6.40) und (7.32)):

2(0) = Zres + 2(0) = w(0) + 54(0) . (8.21)

u(©) ist dabei der Anteil des Zustandsvektors im Unterraum U der linear instabilen
Moden und s,(©) der im Unterraum der linear stabilen Moden S.



8.2. ANALYSE IM ERWEITERTEN ZUSTANDSRAUM C 127

8.2.4 Projektion der Bewegungsgleichung

Um die nichtlineare Bewegungsgleichung (8.4) mit Hilfe der Projektoren (8.19) und
(8.20) auf das Modenskelett der linear instabilen Moden (8.16) und (8.17) zu proji-
zieren, wird es in einen linearen und einen verbleibenden effektiv nichtlinearen Anteil
zerlegt (vgl. (6.51) und (7.34))

d . .
54(0) = (Grz)(O)+ Xo(©)FMz], —1<e<0 (8.22)
mit der skalaren Funktion
0, -1<6e<0
Xo(©) = { 1 60 (8.23)

und dem ebenfalls skalaren effektiv nichtlinearen Funktional

7z = / ’ dO, / ’ dO, WP (01, 0,) %(01)%,(0,) . (8.24)

8.2.5 Versklavungsprinzip

Aus dem Versklavungsprinzip der Synergetik folgt, dafl sich die stabilen Moden s;(0)
aus den Gleichungen fiir die m = 2 Projektionskoeffizienten

wi(t) = i) = (v

zt> (8.25)
der linear instabilen Moden (vgl. 6.62) mit Hilfe der zentralen Mannigfaltigkeit
h(©,u(t)) gemiB

m

5:(0) = h(©,u(t)) = Y Hju(®) (t)u(t) (8.26)

J1,j2=1

eliminieren lassen. Hierbei sind die Hj,;,(©) fiir das hier betrachtete System wie
folgt definiert (vgl. (6.77) und (7.47)):

Hj1j2(@) = FJ'EEFQKJMQ(@)ﬂ (827)

mit

T 0 0 J1 J2
B~ [ ey [ aeuten et @0stEe) (29
—1 -1
und
o )%J' Yo QXG

Kj1j2(@) = ;me _mv (829)
o= ) Nk (8.30)
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Aus (8.28) ergibt sich dann mit (8.7), (8.16) und (8.18) fiir die Koeffizienten des
effektiv nichtlinearen Funktionals

Ff = Bl = —RN%e M (8.31)
FE=F = RN N, e (8.32)

Fiir die Kj,;,(©) erhalten wir aus (8.29) mit (8.13),(8.16),(8.18) und (8.30)

K = K = o0 NS i (8.33)
1 — 22 — AI )\1_L . 2)\: R€_2)‘1T + 2)\,1_ ) .
P N2, eXi® N2 MO N cOE A .30
D ¥ N Re PO 4 (A )] '

womit die Bestimmung der zentralen Mannigfaltigkeit 2 (0, u(t)) in niederster Ord-
nung abgeschlossen ist.

8.2.6 Ordnungsparametergleichungen

Fiithren wir die Elimination der stabilen Moden durch, dann erhalten wir aus den
Gleichungen fiir die Projektionskoeffizienten u'(t) (vgl. (6.62)) die folgenden Ord-
nungsparametergleichungen

Sttt = N0 — BN I (Z S )+ D Hyp (D) (1) <t>) (8.35)
mit

1, 1=1
19,:{0 g (8.36)

die nun keine Retardierungseffekte mehr enthalten (vgl. (6.81) und (7.57)).

8.2.7 Normalform der Ordnungsparametergleichungen

Um die zu (8.35) gehérende Normalform abzuleiten, gehen wir wie beim zeitlich
verzogerten Verhulst-System vor. Wenn wir uns also aufgrund der Ausfithrungen in
Anhang E auf die fiir die Normalform relevanten Terme beschrianken, dann erhalten
wir aus (8.35):

%ui(t) = XEE(t) + g ()" + gt ()T (1) + giuT (1) + kuE (1) e (1) (8.37)

mit
@ = —RNu¢ (—1)¢ (0) = —RNue (8:38)
i = —RBNy (0¥ (-1 (0) + 6 (00 (1)) =
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“RN 2Nz (e e ) (8.39)
g = —RNoM(=1)0% (0) = —RNy Nyg2e (8.40)
= RNy (65(1) (Hia0) + Har(0)) + 0 (-1 Hu(0)+

& (0) (Hra(=1) + Hay (1)) + 6™ (0)Hyy (<1) ) (8.41)

wobei wir wie schon beim Verhulst-System auf die explizite Angabe von ki ver-
zichtet haben. Auch bei diesem System fiithren wir die nichtlineare ,near identity
transformation*

wFt) = v 4 agvE () + aFot(OuT () + aguT (1) (8.42)

durch und erhalten schlieSlich fiir die neuen Ordnungsparameter v*(t) die Normal-
form der Hopf-Bifurkation

d
auﬂc(t) = Aot(t) + brot () 0T (8) (8.43)
mit
FqF(ANE? — 2T 4 FqF (AENT — AF?) 4 205 T AENT
[b:l: — kf:_i_%%( u u>+QIQI( u My u)+ qs 4 ulu (844)

AT (A = AT)

Wir wir bereits wissen (vgl. (6.94) und (7.73)) benotigen wir diese Koeffizienten nur
in nullter Ordnung des Kleinheitsparameters . Mit

R(e) = R.+0(e'), (8.45)
R2
= = € _ o4y 1 2 A4
A (e) 1+R§8 zRC(—irlJngs)—l—O(a), (8.46)
1
N:i = ———+0 (¢ 8.47
AT J1EiR. + (5 ) ( )
lassen sie sich zu
R
b* = —————— (BRY —1)+i(R.+3)) + O (e 8.48
o (R DR ) £ 0 (5.45)
berechnen. Durch den Ansatz
vE() = r(t)eTd (8.49)
transformieren wir die Normalform (8.43) auf Polarkoordinaten
d
ar(t) = 7r(t) {iﬁ ()\f(s)) + R (bi(s)) r(t)Q} , (8.50)
d

@ = i{? CHOIERICHO) 7“(02} (8.51)

J/

-~

1

v 9
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und erhalten in diesem Fall fiir die stationére oszillatorische Losung:

+ c 2
2, = —33:5@12 ;; o ¥ o). (8.52)
%gp(t} = R.— SRR_ 1a+(9( %) . (8.53)

Anmerkung: Wie beim zeitlich verzogerten Verhulst-System verschwindet die Ord-
nung O (1) in Gleichung (8.53) nicht, da sich der vom Eigenwert A\£(¢)
herriihrende lineare Anteil 1 der Gleichung (8.51) nicht gegen den nicht-
linearen Anteil 2 weghebt. Wie dort muf§ sich diese Abhéngigkeit der
Frequenz der oszillatorischen Losung vom Kleinheitsparameter ¢ in den
numerischen Untersuchungen zeigen (vgl. die Anmerkung zu Gleichung
(7.78) auf S. 118).

8.2.8 Interpretation im Zustandsraum I’

Um die analytischen Ergebnisse sowohl mit dem in 8.1 angegebenen Resultat als
auch mit unseren numerischen Untersuchungen vergleichen zu konnen, miissen wir
wie schon beim Phasenregelkreis (siehe Abschnitt 6.2.9) und beim Verhulst-System
(siehe Abschnitt 7.2.9) die Ergebnisse im Zustandsraum I' darstellen. Fiir den Zu-
standsvektor im erweiterten Zustandsraum C erhalten wir in der Nihe der Instabi-
litat

2(0) = Zes+ 2(0)

= Zeg+ Y 0M(O)( Z i (@)U (Hu(t) . (8.54)
Jj=1 J1,j2=1
Beachten wir die ,near identity transformation® (8.42) sowie (8.8) und (8.16), dann

ergibt sich:
2(0) = N)Je’\i@f(t) + N/\;e)‘;ev_ (t) +

Po(O)0t (1) + A (O ()u™ (£) + Ae(O)u™ (), (8.55)
mit
Ao(©) = (NﬁeA Oaf + N, a;+HH(@)) , (8.56)
AM(O) = (NA+6A”904{“+NA_@A5 a;+H12(@)+H21(@)) . (8.57)
M(O) = (NAWA %af + N, e a5+H22(@)) , (8.58)

wobei wir wieder alle Terme bis zur Ordnung ¢ beriicksichtigt haben. Aus dem
Zusammenhang z(t) = 2;(0) (siehe (4.10)) zwischen dem Zustandsvektor z(t) € T'
und dem Zustandsvektor z,(0©) € C folgt fiir dieses System:

2(t) = Nyzv™(t) + Ny-v™ (1) +
Ao(0)v (8)” + As(0)vt (£)v™ (£) + Ax(0)0™(1)° (8.59)
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wobei sich mit (8.18), (8.27), (8.31) - (8.34), (7.64) - (7.66) (8.49), (8.52) und (8.53)

im einzelnen ergibt:

Ny = Netn, (8.60)
1
N = |Ny| =75, 8.61
Nl =i (8.61)
vE(t) = raae™, (8.62)
5R.
T'stat — 3R6—1W7 (863)
R,
(t) = (wot+wie)t+ o= (Rc_ SR _15>t+<p0, (8.64)
1 .
ho(0) = —=NZe', 8.65
M(0) = 0, (8.66)
1 4
A(0) = —=NZe ™2, (8.67)

V5

SchlieBlich erhalten wir fiir den Zustandsvektor z(t) € T' als Endresultat:

2() = oole) +o1(e) cos (p(t) + 1) +eale) cos (2(t) + 1) + O (1), (8.68)

mit
co(e) = 0, (8.69)
R,
ci(e) = 2 3Rc_1\/5, (8.70)
V5R,
c2(e) = 23Rc_1€. (8.71)

Vergleicht man nun Gleichung (8.68) mit Gleichung (8.2) und berticksichtigt den kri-
tischen Wert des Kontrollparameters R. = 7, dann stellt man fest, dafl die beiden

Resultate in der Ordnung O (5%) identisch sind. Dariiber hinaus ist unser Resultat

jedoch bis zur Ordnung O (') exakt, was sich durch unsere numerischen Untersu-
chungen bestétigen 148t.

8.3 Numerische Verifikation

Die Methodik zur numerischen Untersuchungen der verzégerungsinduzierten Hopf-
Bifurkation dieses Systems ist wie schon in Kapitel 7 mit der im Abschnitt 6.3 vorge-
stellten identisch. Auch hier werden wir nur die Ergebnisse angeben. Die Abbildung
8.1 zeigt die durch unsere Simulationen bestimmte Abhéngigkeit der Frequenz (2
sowie der Koeffizienten ¢y — ¢y der oszillatorischen Losung der Gleichung von Wright
in Abhéngigkeit vom Kleinheitsparameter €. In der zugehorigen Tabelle 8.1 sind
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die numerischen Werte zum Vergleich gegeniibergestellt, die sich einerseits aus den
Simulationen und andererseits aus den analytischen Berechnungen ergeben.

Abbildung 8.1: Numerische Analyse der Hopf-Bifurkation

Dargestellt sind die Frequenz §2 und die mit Hilfe einer reellen F'F'T ge-
wonnenen Koeffizienten cg — co der oszillatorischen Losung der Gleichung
von Wright nach der Hopf-Bifurkation in Abhédngigkeit vom Kleinheits-
parameter € = Ré—?c. Dabei wurde das Intervall des Kleinheitsparame-
ters [107°,1071] in 200 dquidistante Teilintervalle unterteilt.

Auch hier ist, wie bereits beim Phasenregelkreis und dem Verhulst-System eine gu-
te qualitative und quantitative Ubereinstimmung zwischen Analytik und Numerik
festzustellen (vgl. die Tabellen 6.5 und 7.1).

Damit haben wir mit unseren Untersuchungen die in der Arbeit [178] vorgestellte
Erweiterung der Methodik der Synergetik auf zeitlich verzégerte Systeme an drei
unterschiedlichen Beispielen numerisch {iberpriift und bestétigt, wobei anzumerken
ist, daB die zentrale Mannigfaltigkeit in allen drei Féllen einen unterschiedlichen
Einfluf auf die Ordnungsparametergleichungen hat (vgl. (6.81) (7.57) und (8.35)).
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untersuchte analytische Wert numerisches
Gréfe Ausdriicke Resultat
Abschnitt ‘ Steigung || Abschnitt ‘ Steigung || Abschnitt ‘ Steigung
w(e) R. T 1.5708 | —0.4231 || 1.5707 | —0.4024
co(e) 0 0 0.0 0.0 —2-107* | 4-1072
ci(e) 2 31‘??; : 2.9090 0.5 2.890 0.4999
co(€) 0 2 Y5he 0.0 1.8923 || 2-107% | 1.832

Tabelle 8.1: Vergleich der analytischen und numerischen Resultate

In der Tabelle sind die sich aus der analytischen und numerischen Unter-
suchung ergebenden Werte fiir die Frequenz 0)(e) und die Koeffizienten
co(e) — c2(e) der oszillatorischen Losung (8.68) zusammengestellt.

8.4 Numerische Untersuchungen

Auch bei diesem System haben wir die oszillatorische Losung fiir verschiedene Wer-
te des Kontrollparameters untersucht. Wir stellen fest, dafi bei einem kritischen
Wert RI ~ 3.247 des Kontrollparameters R eine globale Bifurkation auftritt und die
bei R. = 7 aus einer Hopf-Bifurkation entstehende oszillatorische Losung instabil
wird. Wie beim zeitlich verzogerten Verhulst-System stellen wir fest, dal bei die-
sem Wert des Kontrollparameters die oszillatorische Losung den instabilen Fixpunkt
tangiert und fiir groffere Kontrollparameterwerte keine beschrinkten Losungen mehr
existieren. Die folgende Abbildung 8.2 zeigt fiir die drei Werte 1.7, 2.0, 3.247 des

Kontrollparameters R die oszillatorischen Losungen (vgl. Abb. 7.4).

Damit sind die Untersuchungen im Rahmen des auf zeitlich verzogerte Systeme
erweiterten Konzepts der Synergetik abgeschlossen. Im néchsten Kapitel werden wir
ein technisches Verfahren vorstellen, mit dem sich die Normalform einer Bifurkation
ebenfalls ableiten 148t. Dies ermoglicht es uns, die Ergebnisse der Kapitel 6, 7 und
8 nicht nur numerisch sondern auch analytisch zu {iberpriifen.
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Abbildung 8.2: Oszillatorische Lésungen

Dargestellt sind oszillatorische Losungen der Gleichung von Wright (8.1)
fiir drei Werte des Kontrollparameters R: 1.7 (gepunktet), 2.0 (gestri-
chelt) und 3.247 (durchgezogen).



Kapitel 9

Das ,,;multiple scaling“-Vertahren

9.1 Motivation

In diesem Kapitel werden wir eine weitere storungstheoretische Methode zur Ablei-
tung der Normalform einer Bifurkation vorstellen - das ,,multiple scaling“-Verfahren
[101], [110], [181]. Es lafit sich wie die synergetische Systemanalyse sowohl auf
gewohnliche als auch auf zeitlich verzogerte Systeme von Differentialgleichungen an-
wenden [63]. Wir machen an dieser Stelle ausdriicklich darauf aufmerksam, daf die-
sem Verfahren kein dem Versklavungsprinzip oder dem Ordnungsparameterkonzept
der Synergetik vergleichbares Analogon zugrundeliegt. Es handelt sich hier vielmehr
um ein technisches Verfahren zur Ableitung der Normalform, in das die Kenntnis
des Bifurkationstyps und seiner charakteristischen Eigenschaften a priori eingeht,
insbesondere die spezifischen Abhéngigkeiten vom Kleinheitsparameter €, den wir
wie in den Kapiteln 6 - 8 durch den relativen Abstand des Kontrollparameters R
vom kritischen Kontrollparameterwert R, durch

R— R,

e = I (9.1)

definieren. Das Verfahren beruht im wesentlichen darauf, dafl man einen speziellen
Ansatz wéhlt, der die Losung der Differentialgleichung in der Nahe der Instabi-
litdt in Form einer Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter £ approximiert. Der
Ansatz ist dabei dem Losungstyp (stationédres Verhalten, Oszillationen usw.) ange-
paBt. AuBlerdem werden durch den Bifurkationstyp bekannte, spezifische Abhéngig-
keiten vom Kleinheitsparameter £ beriicksichtigt. Beispielsweise wird die charak-
teristische 5%-Abhéingigkeit des Radius der oszillatorischen Losung bei einer Hopf-
Bifurkation explizit im Ansatz verwendet. Bei der Anwendung des Verfahrens auf
Delay-Differentialgleichungen werden wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen
alle notwendigen Berechnungen im endlich-dimensionalen Zustandsraum I' ausge-
fithrt. Dies hat zur Folge, daf} sie zwar einfacher sind als die entsprechenden Berech-
nungen bei der synergetischen Systemanalyse, zum anderen aber tritt der unendlich-
dimensionale Charakter der Delay-Differentialgleichungen und ihrer Losungen gar
nicht in Erscheinung (sieche Kap. 4). Die Moglichkeit, die Losungen von Delay-
Differentialgleichungen in der N&he einer Instabilitdt mit Hilfe gewohnlicher Dif-

135
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ferentialgleichungen zu beschreiben, wird hier also vorausgesetzt, wihrend dies bei
der synergetischen Systemanalyse durch Selbstkonsistenz-Betrachtungen explizit ge-
zeigt wird.

Die folgende Tabelle soll die auftretenden Unterschiede bei der Herleitung der Nor-
malform einer Bifurkation bei zeitlich verzogerten Systemen mit Hilfe der synerge-
tischen Systemanalyse einerseits und dem ,,multiple scaling“-Verfahren andererseits
verdeutlichen.

synergetische ,multiple scaling®-
Systemanalyse Verfahren
Forrguherung Ja Nein
inC
charakteristische Ja Ja
Gleichung
Losung des
linearen Problems: Ja Figenwerte: Ja
Eigenwerte Eigenfunktionen: Nein
Eigenfunktionen
Verwendung einer
Ja Ja
Zeitskalenhierarchie

Aufspaltung in
stabile und Ja Nein
instabile Moden

Bestimmung der
zentralen Ja Nein
Mannigfaltigkeit

Ordnungsparameter-

gleichung Ja Nein

Normalform der
Ordnungsparameter- Ja Ja
gleichung

Interpretation

der Ergebnisse in I’ Ja Ja

Tabelle 9.1: Gegeniiberstellung:
Synergetische Systemanalyse - ,,multiple scaling*

Unterschiede bei der Ableitung der Normalform einer Bifurkation durch
eine synergetische Systemanalyse und das ,multiple scaling“-Verfahren.
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9.2 Beschreibung des Verfahrens

Um unsere Ausfithrungen einfach zu halten, werden wir das Verfahren an einem
konkreten Beispiel erldutern - dem Phasenregelkreises mit zeitlicher Verzogerung
aus Kapitel 6 - unsere Ergebnisse jedoch so allgemein wie méglich formulieren. Au-
Berdem werden wir uns in dieser Arbeit bei der Anwendung des ,, multiple scaling*-
Verfahrens auf die Untersuchung der Hopf-Bifurkation beschréanken, da wir unsere
synergetische Systemanalyse auch nur bei diesem Bifurkationstyp durchgefiihrt ha-
ben.

Wie in 9.1 bereits erwahnt, werden wir einen auf den Bifurkationstyp angepafiten
Ansatz fiir die Losung der Differentialgleichung verwenden. Wie wir einerseits aus
unseren Untersuchungen der Kapitel 6 - 8 und andererseits natiirlich aus vielen Ar-
beiten in der Literatur (siche z.B. [8], [66], [69], [84], [105], [120], [176]) wissen, zeigt
die Amplitude der periodischen Losung nach der Hopf-Bifurkation eine charakteri-
stische 5%—Abhétngigkeit vom Kleinheitsparameter. Auflerdem wissen wir, dafl sich
in der Nédhe der Instabilitédt die Trajektorien sehr langsam dem Grenzzyklus néhern,
weshalb wir in unserem Ansatz zwei verschiedene Zeitskalen verwenden werden. Die
erste ,,schnelle“ Zeitskala wird durch die Periode )y der oszillatorischen Losung
charakterisiert und die zweite ,langsame“ durch die Verdnderung der Amplitude
wéhrend des transienten Verhaltens. Dabei sind die beiden Zeitskalen durch den
Faktor ¢ des Kleinheitsparameters getrennt. Diese Voriiberlegungen motivieren so-
mit den folgenden Ansatz fiir die oszillatorische Losung nach der Hopf-Bifurkation:

81 (Zg-(t/)em'@ot + Zf_(t/) + Z;(t/)€_2i®0t> +

g% (Z4+<tl)e3i®ot + Z:;r(t/)ei@ot + Z;(t/)efiﬂot + Zi(t/)efBiﬂot) +

O (%) (9.2)

mit
t = et (9.3)

und
ZE(t) = () k=0,2,3,4, (9.4)
F(t) = AE) =al). (9.5)

Dabei haben wir uns an die in Kapitel 6 eingefiihrte kompakte Schreibweise gehalten,
damit ein besserer Vergleich der Ergebnisse dieses Kapitels mit denen der Kapitel
6 - 8 moglich ist.

9.2.1 Voriiberlegungen

V1: Da wir an einer approximativen Losung in der Ndhe der Instabilitdt in Form
einer Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter ¢ interessiert sind, mufl der
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in der Delay-Differentialgleichung auftretende Kontrollparameter wie folgt um-
geschrieben werden

R = R(l+e). (9.6)

V2: Um mit den Ausfithrungen in den vorangegangenen Kapiteln konform zu blei-
ben, sprechen wir von einem Zustandsvektor z(t), obwohl es sich hier wegen
der skalaren Delay-Differentialgleichung (6.12) natiirlich um eine skalare Groie
handelt. Fiir die Anwendung des ,,multiple scaling“-Verfahrens auf vektorielle
Gleichungen ist es ohnehin zweckméBig, sie in die entsprechende skalare Glei-
chung héherer Ordnung zu iiberfiithren (siehe beispielsweise [88]). Da der Zu-
standsvektor z(t) geméB (9.2) vom Kleinheitsparameter € abhéngt, entwickeln
wir die in (6.12) auftretende Nichtlinearitit formal um den stationdren Zu-
stand zg4; entsprechend den Ordnungs-Betrachtungen in Abschnitt 6.2.6 bis
zur relevanten dritten Ordnung. Der stationédre Zustand wird bei der formalen
Entwicklung nicht als bekannt vorausgesetzt, er wird sich vielmehr aus unseren
weiteren Betrachtungen ergeben.

V3: Die zeitliche Differentiation der im Zustandsvektor auftretenden langsam verén-
derlichen Groflen z5(t') ergibt:

— () = e—z"(t). (9.7)

V4: Fiir die zeitverzogerten Terme erhalten wir

et —1) =25t —¢) = () —¢ i(t/)+o(52). (9.8)

9.2.2 Vorbereitungen

Mit den Voriiberlegungen V'1 und V2 resultiert aus der in Kapitel 6 abgeleiteten
Gleichung (6.12) die folgende nichtlineare Delay-Differentialgleichung

%z(t) - —Rc(l+5)(sin(zsmt)+cos(zstat)(z(t—1)—zstat)—

%sin(zsmt)(z(t —1) — Zgpat)? — écos(zstat)(z(t —-1) - zstat)3> . (9.9

Wir setzen nun den Ansatz (9.2) in die Gleichung (9.9) ein, beachten dabei die
Voriiberlegungen V3 und V4 und fithren einen Koeffizientenvergleich der Ordnun-
gen des Kleinheitsparameters € durch. Die in jeder Ordnung auftretenden Fourier-
koeffizienten verschiedener Frequenz miissen natiirlich getrennt betrachtet werden.
Da den negativen Frequenzen die entsprechen konjugiert komplexen Gleichungen
zugeordnet sind, betrachten wir nur die positiven Frequenzen, formulieren unsere
Resultate jedoch auch fiir die konjugiert komplexen Grofen.
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9.2.3 Koeffizientenvergleich

¢ Ordnung: &°
— Frequenz: (
Resin (zg0e) = 0, (9.10)
mit den Losungen
Zstat = Ilm, mit l€Z (9.11)

(vgl. (6.16)). Wie in Kapitel 6 betrachten wir auch hier nur den stati-
ondren Referenzzustand z,.; = 0 (vgl. (6.17)).

¢ Ordnung: =

— Frequenz: 0
(siche Anmerkung Al auf S. 141)

— Frequenz: ()

izt () = — R E() (9.12)

Da die Funktionen zf (#') nicht verschwinden sollen, ist diese Bedingung
nur durch

“ReFo x40, = 0 (9.13)

zu erfiillen. Diese Ordnung liefert also offensichtlich die charakteristische
transzendente Eigenwertgleichung (vgl. (6.25)), wenn man beriicksichtigt,
daf fiir die Eigenwerte A an der Instabilitéit A = iQ)g gilt (vgl. (6.25), (6.26)
und (6.27)). Der Realteil der Gleichungen (9.13)

cos(fy) = 0 (9.14)
fithrt dann wie in Kapitel 6 unmittelbar auf die Frequenz
T

wahrend sich aus dem Imaginérteil der kritische Wert des Kontrollpara-
meters

R. = 0 (9.16)

ergibt (vgl. (6.30)).
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e Ordnung: &'

— Frequenz: (

0 = —R.(t), (9.17)
= z(t)=0. (9.18)

— Frequenz: (),
(siche Anmerkung Al auf S. 141)

— Frequenz: 20),

1202t (t) = —Re™2losE)y. (9.19)

Mit der charakteristischen transzendente Gleichung (9.13) erhalten wir
aus (9.19):

0 = R.(1F2)z(t), (9.20)

= ZF({t)=0. (9.21)

Die in dieser Ordnung auftretenden unbekannten Funktionen z;(#) und 25 (¢)
sind nur dann ungleich Null, wenn die niederste Ordnung der zentralen Man-
nigfaltigkeit zwei ist. z;(¢') 1iBt sich dann durch eine Funktion f(zg (¢')z, (')
ausdriicken und die Funktionen zi(#') lassen sich in der Form f*(zF(t')?)
schreiben. Dadurch koénnen sie aus den iibrigen Termen eliminiert werden.
Beim zeitlich verzogerten Phasenregelkreis ist die niederste Ordnung der zen-
tralen Mannigfaltigkeit drei, weshalb z;(#') und 23 (#') hier verschwinden. Eine
genauere Diskussion der Funktionen z;(#') und 25 (#') werden wir in Abschnitt

9.3.2 des zeitlich verzogerten Verhulst-Systems vornehmen.
e Ordnung: £
— Frequenz: (

(sieche Anmerkung Al auf S. 141)

— Frequenz: ),

(~Ree™) %zgt(t') = (~RemM g iny) (1) -

%Rce:’:iﬁo (2233(15’) . Z(:)t(t/)228':<t,)> . (9'22>

Die Faktoren vor den Funktionen z3 (#) sind identisch mit den linken
Seite der Gleichungen (9.13) und verschwinden daher. Die Funktionen
23 (t') sind also in dieser Ordnung nicht bestimmbar. Die verbleibenden
Gleichungen enthalten im allgemeinen Fall neben 23 (#) noch die Funk-
tionen 2 (#') und 2 (#'). Da diese aber Funktionen von 2 (') sind, stellen
die Gleichungen (9.22) letztlich gewohnliche nichtlineare Differentialglei-

chungen der Funktionen zi(t') dar. Verwenden wir die charakteristische
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transzendente Eigenwertgleichung noch zur Vereinfachung der Faktoren
vor 425°(¢') auf den linken Seiten der Gleichungen (9.22) und auBerdem
die Beziehungen (9.15) und (9.16), dann erhalten wir aus (9.22) schlielich

die folgenden, bereits in Normalform vorliegenden Ordnungsparameter-

gleichungen
d
e (t) = of () + b () (1) (9.23)
mit
R2
S— & 24
° 14+ R?’ (9:24)
R
o= Fi—. 2
bT = ot my (9:25)

Eine Transformation der Gleichungen auf Normalform, wie sie in den
Kapiteln 6 - 8 notig war, entféllt hier.

— Frequenz: 20),
(siche Anmerkung Al auf S. 141)

— Frequenz: 30)

1 .
302 (1) = éRceng’mO (zg[(t')?’—fizf(t’)), (9.26)

woraus man mit (9.13), (9.15) und (9.16)

) = SaEE)3 (9.27)
24

erhilt. Die Funktionen zi(#') gehen jedoch wie die zi(#') in niederster

Ordnung nicht in die Normalform (9.23) ein, weshalb sie fiir unsere Be-

trachtungen nicht weiter von Bedeutung sind. Die Funktionen 23 (t') kon-

nen ohnehin erst aus der Ordnung 2 und den Frequenzen 40); bestimmt

werden.

Anmerkungen: Al : Durch den speziell gewéhlten Ansatz (9.2) existieren in diesen
Ordnungen keine Terme mit den entsprechenden Frequenzen.
Wir werden daher bei der Behandlung des zeitlich verzogerten
Verhulst-Systems und der Gleichung von Wright beim Koeffi-
zientenvergleich diese Frequenzen nicht auffiithren.

A2 : Die durch das ,multiple scaling*-Verfahren hergeleitete Nor-
malform (9.23) ist nicht identisch mit der Normalform der syn-
ergetischen Systemanalyse (6.83). Sie kann jedoch durch eine
Koordinatentransformation in diese iiberfiihrt werden.
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9.2.4 Lo6sung der Normalform

Die Normalform (9.23) lésen wir wie in den Kapiteln 6 - 8 durch Transformation
auf Polarkoordinaten

) = r(t)eFet) (9.28)
(vgl. (6.95), (7.74) und (8.49)) und erhalten fiir die stationére Losung nach kurzer
Rechnung

W (t) = raae (9.29)

mit
stat = V2, (9.30)
do(t')
Setzen wir nun (9.29) in den Ansatz (9.2) ein, dann folgt daraus fiir den Zustands-
vektor:
A1) = cole) +c1(e) cos (NN + 1) + () cos (20() + o) + O (5

mit

cole) = 040 (%), (9.33)
ci(e) = V84O (5%> : (9.34)
ca(e) = 040 (%), (9.35)
NEe) = Np+Mie+0 (%) =R+ 0 (%) . (9.36)

Dieses Resultat ist identisch mit dem in Kapitel 6 durch eine synergetische System-
analyse abgeleiteten Ergebnis (siehe (6.110), (6.122) — (6.126) und die ersten beiden
Spalten der Tabelle 6.5). Auch bei diesem Verfahren sind die hoheren Ordnungen nur
mit erheblichem Aufwand zu bestimmen, weshalb wir unsere Ausfiithrungen fiir die-
ses System hier beenden. Im folgenden werden wir das ,,multiple scaling“-Verfahren
ebenfalls auf die in den Kapiteln 7 und 8 behandelten Systeme anwenden, wobei wir
die Darstellung unserer Ergebnisse so kompakt wie moglich halten.

9.3 Das zeitlich verzogerte Verhulst-System

9.3.1 Vorbereitungen

Da die in (7.3) auftretende Nichtlinearitdt ohnehin nur von zweiter Ordnung und
zudem polynomial ist, entféllt hier die in Abschnitt 9.2 beschriebene formale Ent-
wicklung der Nichtlinearitdt um den stationdren Zustand. Wir setzen daher den
Ansatz (9.2) sofort in die wegen V1 aus (7.3) folgende Delay-Differentialgleichung

%z(t) = RI(1+¢) (2(t) — 2(t —1)%) (9.37)

ein. Die Notation R fiir den kritischen Kontrollparameterwert, bei dem die Hopf-
Bifurkation auftritt, entspricht der des Kapitels 7 (vgl. auch Abb. 7.5).
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9.3.2 Koeffizientenvergleich

Die weitere Vorgehensweise ist nun identisch mit der in Abschnitt 9.2.3 beschriebe-
nen.

¢ Ordnung: £°
— Frequenz: 0 (stationire Zusténde)
R (2stat — 2%0) = 0, (9.38)
mit den Losungen
0.1 (9.39)

(vgl. (7.8), (7.9)). Da wir nur die Hopf-Bifurkation untersuchen, wihlen
wir wie in Kapitel 7 als stationdren Referenzzustand z,..; = zIL, =1
(sieche Abb. 7.5).

e Ordnung: e
— Frequenz: ), (charakteristische transzendente Gleichung)

+ifyzE(t) = —RU (2&1@0 - 1) (), (9.40)

=~ _RI (263“’“0 . 1) Fiflg=0. (9.41)

Aus dem Realteil von (9.41) erhalten wir die Frequenz und aus dem Ima-
ginérteil den kritischen Kontrollparameterwert:

(9.42)

SwlA

R = 2 (9.43)

S

(vel. (7.18), (7.26)).

e Ordnung: ¢! (EinfluB der quadratischen Terme der zentralen Mannigfaltigkeit
auf den Zustandsvektor (siehe (7.32), (7.44), (7.46), (7.79) und (7.80)))

— Frequenz: (

0 = —RI(z1(t) +225 ()27 (1) , (9.44)
= 2t = =225 ()2 (1) (9.45)

— Frequenz: 20),

C

+2ifE (1) = —RU ((2&2%’“0 - 1) () + e:FQm‘)ng(t’ﬂ) . (9.46)
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Mit (9.41), (9.42) und (9.43) folgt aus (9.46):

0 = —RY ((26:':2i®0 — 1> () + ejF%@OZS—L(t')Q)
F2iNo25 ('), (9.47)
. .
= 5(t)= (%\@) (). (9.48)

Anhand der Gleichung (7.84) der synergetischen Systemanalyse (sieche Ab-
schnitt 7.2.9) und des Ansatzes (9.2) lassen sich zwischen den Funktionen
z1(t') und 25 (#') des ,multiple scaling®-Verfahrens und den aus der zentralen
Mannigfaltigkeit berechneten Koeffizienten Ay(©) - Ay(©) und den Ordnungs-
parametern v*(¢) folgende Beziehungen ableiten:

Po(0)ot(8)? = exf(t))e2 Mot (9.49)
A0t (v (t) = ex(t), (9.50)
A(0)o~(8)? = ezy(t)e 2ot (9.51)

e Ordnung: =3 (Normalform der Ordnungsparametergleichungen (vgl. (7.59))

— Frequenz: ()

<1 — 2R£163Fm°> %zgt(t’) = <—R£[ <2€:Fm° - 1> + mo) % (t) -

2RI (T MsF (1) za(t) + T (@)1 (1)) -

R (zeﬂ@o . 1) (). (9.52)

Verwenden wir wie in Abschnitt 9.2.3 die charakteristische transzendente
Eigenwertgleichung (9.41) und die Ausdriicke (9.45) und (9.48) fiir die
Funktionen z(¢') und 2z (#), dann erhalten wir aus (9.52) die folgende
Normalform der Ordnungsparametergleichung:

d
e (t) = of () + b () 5 (1), (9.53)
mit

T (1— 2RI 4 4RI 7 '

— 1) +i(RY +
bt — 6RI(3(RM — 1) £ i(RY +2)V/3 0 55
- 7(1 — 2RI + ARI7?) ' (9:55)

Die Funktionen 23 (#') sind wie schon in Abschnitt 9.2.3 bemerkt in dieser
Ordnung nicht bestimmbar.
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— Frequenz: 30)
+3i0E () = R (263F3m020i(t')22i(t’) + (263F3m0 - 1) z;f(tf))  (9.56)
woraus man mit (9.41), (9.42), (9.43) und (9.48)

) = 2y (9.57)

erhalt.

9.3.3 Lo6sung der Normalform

Fiir die stationéire oszillatorische Loésung erhalten wir beim zeitlich verzoégerten
Verhulst-System:

() = raaet (9.58)

V42 R
Tstat = 2 ) (959)
6 \| 3R —1

dolt) - _ N, =-V3 i (9.60)

dt’ B 3RIT —1°

mit

Mit (9.58) erhalten wir aus unserem Ansatz (9.2) fiir den Zustandsvektor:

z(t) = co(e) +ci(e)cos (N(e)t + Y1) + €a(e) cos (20(e)t + o) + O (»5%) , (9.61)

mit
7RI

q:0<g) = 1- gSRéli—lg +0O (82) , (9.62)
V42 RII 3

ale) = 3 3R£1_1¢5+0<52), (9.63)
VT R

02<5) = ?3}2({]7—18 +0 (82) , (964)

RII
NEe) = Mo+Me+0 (%) =VBRI —V3——c+0() . (9.65)

3R — 1

Auch in diesem Fall stimmt das Ergebnis (9.61) mit dem Resultat der synergetischen
Systemanalyse in Kapitel 7 iiberein (siehe (7.93) und die ersten beiden Spalten
der Tabelle 7.1). Um unsere Untersuchungsreihe abzuschliefen, behandeln wir im
néchsten Abschnitt unser letztes System.
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9.4 Die Gleichung von Wright

9.4.1 Vorbereitungen

Wie beim zeitlich verzégerten Verhulst-System ist auch bei der Gleichung von Wright
aufgrund der polynomialen quadratischen Nichtlinearitét der Gleichung (8.1) die
formale Entwicklung um den stationdren Zustand nicht notig. Wir setzen daher
unseren Ansatz (9.2) in die wegen V'1 aus (8.1) folgende Delay-Differentialgleichung

%z(t) = —R.(1+e)x(t—1)(1+2(t)) (9.66)

direkt ein und fithren den Koeffizientenvergleich durch.

9.4.2 Koeffizientenvergleich

e Ordnung: ¢°
— Frequenz: 0 (stationdre Zusténde)
~Re (Zotat — 22at) = 0, (9.67)
mit den Losungen
Zija = 0,1 (9.68)

(vgl. (8.8), (8.9)). Da wir nur die Hopf-Bifurkation untersuchen, wahlen
wir wie in Kapitel 8 als stationdren Referenzzustand z,.; = 2%, = 0 und
lassen wie in Kapitel 8 den oberen Index wieder weg.

¢ Ordnung: 2
— Frequenz: 0, (charakteristische transzendente Gleichung)
LNy (t) = —ReFo i)y, (9.69)
= —ReFhrin, =o0. (9.70)

Aus dem Realteil erhalten wir wieder die Frequenz und aus dem Ima-
ginérteil den kritischen Kontrollparameterwert:

9

N = —~, (9.71)
RII —

[\
(@)
—~

©

\]

)
S~—

(vgl. (8.13), (8.14)).

e Ordnung: ¢! (Einflufl der quadratischen Terme der zentralen Mannigfaltigkeit
auf den Zustandsvektor (siehe (8.21), (8.26) und (8.59)))
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— Frequenz: 0
0 = —Rez (1), 9.73)
= 2(t)=0 9.74)
— Frequenz: 20),
202 (t) = —R, (2&2@%;(75') + eqtiﬂ(’zgt(t’ﬂ) . (9.75)

Mit (9.70), (9.71) und (9.72) folgt aus (9.75):

0 = R(1F2)z(t)+iRzE(t), (9.76)
= () = (2 ;F Z) ()2 (9.77)

e Ordnung: =2 (Normalform der Ordnungsparametergleichungen (vgl. (8.37))

— Frequenz: ),
(1 — RcejF’@O) %zgt(t’) = (—Rce:”@o F i@o) () —
R, <(€¥2i®0 — e¥i®°> zq () 22(t) + (eyﬂo + 1) 2=tz (t/)) —
R 2 (1) (9.78)

Verwenden wir wie in Abschnitt 9.2.3 die charakteristische transzendente
Eigenwertgleichung (9.70) und die Ausdriicke (9.74) und (9.77) fiir die
Funktionen 2z (#') und 25 (#'), dann erhalten wir aus (9.78) wieder die
Normalform der Ordnungsparametergleichung:

%zﬁ(t') = oiz(jf(t’) + [bizf)t(t’)zz(f(t') , (9.79)
mit
R.(R, £ 1)

+ c\Llc

o = (9.80)
R.(3R. — 1+ i(R.+3))

= . 9.81
b 5(1+ R?) ( )

— Frequenz: 3(),
3iNo=E() = FR, (e:F?’mozf(t’) + (eﬂi@o + eﬂFi@o) z;(t’)zgt(t')) (9.82)
woraus man mit (9.70), (9.71), (9.72) und (9.77)

1:F3i 3
A2t = 5 2= (t) (9.83)

erhalt.
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9.4.3 Lo6sung der Normalform

Fiir die stationére oszillatorische Losung erhalten wir im Fall der Gleichung von
Wright:

() = raaeTh? (9.84)
mit
5R,
Tstat — 3R _ 1 y (985)
do(t') R,
= @ = — . .
dt’ ! 3R, — 1 (9.86)

Mit (9.84) erhalten wir aus unserem Ansatz (9.2) fiir den Zustandsvektor:

2(t) = ole) +o1(e) cos (N()E + 1) + eale) cos (20(e)t +1a) + O (1), (9.87)

mit
cole) = 040 (%), (9.88)
o) = 2/ zh0 (53) (9.89)
3R.— 1 ’
\/ch 2
coe) = 23Rc_1e+0(5 ), (9.90)
N(Ee) = No+Mie+0 (%) =R, — 3RRC_ 15+(’)(52) : (9.91)

Auch in diesem Fall stimmt das Ergebnis (9.87), wie erwartet, mit dem Resultat
der synergetischen Systemanalyse in Kapitel 8 iiberein (siehe (8.68) und die ersten
beiden Spalten der Tabelle 8.1).



Kapitel 10

Diskussion

Unabhéngig von [177], [178] wurde ebenfalls in [23] die in Kapitel 2 erwéhnte Er-
weiterung des Eliminationsverfahrens auf zeitlich verzogerte Systeme durchgefiihrt.
Ein Vergleich dieser Arbeit mit [177], [178] und der vorliegenden Arbeit zeigt jedoch
wesentliche Unterschiede:

1.) In [177], [178] werden die Eigenfunktionen des adjungierten linearen Eigenwert-
problems in CT unabhéingig vom linearen Eigenwertproblem in C bestimmt. In
[23] werden die adjungierten Eigenfunktionen dagegen als Linearkombinatio-
nen der Eigenfunktionen des linearen Eigenwertproblems dargestellt.

2.) Der Einfluff der zentralen Mannigfaltigkeit wird in [23] bei der Herleitung der
Ordnungsparametergleichungen vernachléssigt.

3.) Die analytischen Ergebnisse in [23] wurden nicht durch numerische Untersu-
chungen verifiziert.

Das in [177], [178] hergeleitete Eliminationsverfahren beruht im wesentlichen auf
zwei grundlegenden Konzepten. Erstens wird auf die Idee von Krasovskii [103]
und Hale [77], [78] zuriickgegriffen, die Dynamik in einem erweiterten unendlich-
dimensionalen Zustandsraum zu formulieren. Zweitens wird das auf Haken [69], [70],
[71], [76] zuriickgehende Konzept der Synergetik verwendet, wonach an einer Insta-
bilitdt die stabilen Moden eliminiert werden kénnen, sodafl die Dynamik nur durch
wenige Ordnungsparameter beschrieben werden kann.

Wihrend das in [177], [178] und in Kapitel 6 untersuchte System des zeitlich verzoger-
ten Phasenregelkreises nur die Uberpriifung des Ordnungsparameterkonzepts ermog-
licht, erlauben die in dieser Arbeit untersuchten Systeme der Kapitel 7 und 8 auch
die Uberpriifung des Einflusses der zentralen Mannigfaltigkeit auf die Ordnungspara-
metergleichungen und damit der gesamten zirkuldren Kausalkette (siehe Kapitel 3).
Das auf zeitlich verzogerte Systeme erweiterte Konzept der Synergetik wird durch die
Untersuchungen in dieser Arbeit vollstandig bestétigt. Die analytischen Ergebnisse
der Kapitel 6 — 8 konnten einerseits durch Simulationen numerisch und andererseits
durch das in Kapitel 9 erlduterte ,multiple scaling“-Verfahren analytisch verifiziert
werden. Es stellt sich heraus, dal die Synthese aus analytischen und numerischen
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Untersuchungsmethoden bei zeitlich verzogerten Systemen von grofler Bedeutung
ist, da dadurch eine gegenseitige Kontrolle der Ergebnisse moglich ist (siehe hier-
zu auch [79]). Das in Kapitel 6 angesprochene Periodenverdopplungs-Szenario des
zeitlich verzogerten Phasenregelkreises kann natiirlich nur numerisch untersucht wer-
den, aber die Zuverldssigkeit und Genauigkeit der numerischen Methoden kann an
Instabilitdten wie der erwdhnten Hopf-Bifurkation sehr gut iiberpriift werden.



Kapitel 11

Ausblick

11.1 Analytik

Im Rahmen der Synergetik konnen an Instabilitdten nun auch zeitlich verzogerte
Systeme adidquat analytisch behandelt werden. Da sich die Dynamik eines Systems
an Instabilitdten qualitativ &ndert, ist es moglich, gerade an diesen Stellen durch Pa-
rameterstudien Theorie und Experiment zu verbinden und freie Parameter anzupas-
sen. Die Voraussetzung dafiir ist die analytische Kenntnis der entsprechenden Ord-
nungsparametergleichungen mit ihren Kontrollparametern. Dies ist von besonderer
Bedeutung bei Modellsystemen, die im Rahmen der ph&nomenologischen Synergetik
erstellt wurden. Gerade in der Physiologie, wo zeitlich verzogerte Systeme eine grofie
Rolle spielen, kann eine synergetische Systemanalyse zu neuen wesentlichen Erkennt-
nissen beitragen, die im allgemeinen dann auch Riickschliisse auf das zugrundelie-
genden mikroskopische System erlauben [164]. Auch bei der Versuchsdurchfithrung
kann eine synergetische Systemanalyse entscheidend dazu beitragen, die Effizienz
der Untersuchungen zu steigern. Beispielsweise konnen effektive Kontrollparameter
bestimmt oder die Zahl der freien Parameter reduziert werden. Schlielich motiviert
die Kenntnis funktionaler Abhéngigkeiten auch die Durchfithrung neuer Experimen-
te.

Eine weiteres wichtiges Anwendungsgebiet des Konzepts der Synergetik ist der zur
Zeit noch ausstehende analytische Nachweis des Stabilisierungsverfahrens von Pyra-
gas [124], [135], [136], [137]. Durch entsprechend gewahlte zeitlich verzogerte Riick-
kopplungen gelingt es ndmlich, instabile stationéire Zustdnde oder Grenzzyklen zu
stabilisieren. Diese Stabilisierung als Funktion des Riickkopplungsparameters muf
sich durch eine synergetische Systemanalyse im Realteil der entsprechenden Eigen-
werte nachweisen lassen.

Unsere bisherigen Untersuchungen beschrénken sich auf skalare Systeme mit einer
festen zeitlichen Verzégerung und auf Bifurkationen der Codimension 1. Es ist da-
her naheliegend, Systeme mit mehreren festen zeitlichen Verzogerungen oder einer
modulierten zeitlichen Verzégerung, bei der die Dichten des Funktionals (4.19) keine
Deltafunktionen mehr sein werden, zu untersuchen. Auflerdem sollten Untersuchun-
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gen an Bifurkationen héherer Codimension vorgenommen werden.

In [152], [154], [153] wurde die Methodik auf zeitlich periodische Referenzzusténde
erweitert, eine Ableitung der zugehorigen Normalform steht jedoch noch aus. Dies
ist deshalb von Bedeutung, da die Struktur der Normalform in diesem Fall nicht wie
bei der Hopf-Bifurkation bereits durch den Bifurkationstyp festgelegt ist und somit
verschiedene Normalformen maglich sind (siehe z.B. [69]).

Bei der Untersuchung komplizierterer Systeme wird zusétzlich eine Erweiterung
der Methodik auf stochastische oder partielle Differentialgleichungen mit zeitlicher
Verzogerung notig. Bei stochastischen Systemen ist in diesem Zusammenhang vor al-
lem der Vergleich von rauschinduzierten und verzogerungsinduzierten Instabilitdten
von groflem Interesse.

11.2 Numerik

Die in Abschnitt 6.4 erwéhnte und in Abb. 6.14 dargestellte lineare Einhiillende der
Lyapunov-Dimension Dy als Funktion der zeitlichen Verzogerung bei einer grofien
Klasse von Systemen mufl genauer studiert werden, um eine gemeinsame, moglichst
systemunspezifische Charakteristik dieses Phdnomens herauszuarbeiten.

Schlieflich mufl noch erwéhnt werden, dafl das experimentelle Powerspektrum der
,phase slipping“-Dynamik des zeitlich verzégerten Phasenregelkreises eine deutliche
%—Charakteristik zeigt (siehe [177]). Die numerischen Untersuchungen des Modell-
systems (6.12) zeigen jedoch eine # beziehungsweise #—Charakteristik (sieche Abb.
6.13). Dies deutet darauf hin, da§ das Modell verbessert werden muf, damit auch
dieser experimentelle Befund numerisch nachgewiesen werden kann.

Es ist auBerdem zu priifen, ob das in Abschnitt 6.4 dargestellte Periodenverdopplungs-
Szenario, das auf die universelle Feigenbaum-Konstante ¢ fithrt, das einzig mogliche
ist, oder ob auch noch Periodenverdopplungs-Szenarien mit anderen Skalierungskon-
stanten auftreten kénnen.



Anhang A

Testsysteme

A.1 Zeitdiskrete Systeme

A.1.1 Bernoulli-Abbildung
Die Bernoulli-Abbildung ist definiert durch:

Tpp1 = fBer(xn,r) = rx, mod1,

mit  z, € [0,1], r e (0,00), fB:0,1]+ [0,1]. (A1)

Bei dieser eindimensionalen Abbildung 148t sich der Lyapunov-Exponent als Funk-
tion des Parameters r analytisch berechnen. Geméafl der Definition des Lyapunov-
Exponenten einer eindimensionalen zeitdiskreten Abbildung

-1
1 df ()

A = lim — |
nE&ngog .

d
(vgl. (5.13)) ergibt sich hier: A = logr. Die Dichte des invarianten natiirlichen
MaBes' des Attraktors (siche Kap. 5) nimmt in diesem Fall die einfache Form
pBe () =1 an. Aus der Bestimmungsgleichung fiir den Lyapunov-Exponent mit

Hilfe der Dichte des invarianten natiirlichen Mafes
1
A = / log '_df(x) p
0 dx

(vgl. (5.16)) erhélt man natiirlich wieder A = logr. Die Bernoulli-Abbildung zeigt
also fiir Parameterwerte » > 1 chaotisches Verhalten, da der Lyapunov-Exponent A
dann positive Werte annimmt.

(A.2)

T=x;

Ber (1) dx (A.3)

r

!Eine zu (5.8) analoge Definition des invarianten Mafes ist die folgende: Man nennt ein Maf
invariant, wenn seine zugehorige Dichte die Frobenius-Perron-Gleichung erfiillt. Fiir eine eindimen-
sionale Abbildung f : [0,1] — [0, 1] lautet diese:

1 s
o) = [ Sw-sE@poi= ¥ A

z;: f(x;)=y
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A.1.2 Logistische Abbildung
Die logistische Abbildung ist definiert durch:

Tntl = fLOg(xm CL) = CLJ]n(l - xn) )

L (A.4)

mit x, €1[0,1], a€(0,4], ["°%:[0,1]— [0,1].
Die Fixpunkte der Abbildung sind 25 = 0 und 2J™ =1~ 1. Fiir 0 < a < 1 ist
2 — 0 stabil und 25X = 1—1 instabil. Bei a. = 1 verliert 2% =  seine Stabilitt,
wahrend der zweite Fixpunkt inX =1- i stabil wird. Dieser wird bei ay = 3 eben-

falls instabil und ein stabiler Zweier-Zyklus (P2) mit x?% = fotlivae 203 V‘f’Qa’?’ entsteht.

Bei a; = 1 + /6 verliert auch der Zweier-Zyklus seine Stabilitdt und ein stabiler
Vierer-Zyklus (P4) entsteht. Dieses Periodenverdopplungs-Szenario (siehe Tabelle
A1) setzt sich bis zum Wert ao, &~ 3.56994 ... fort. Der an dieser Stelle existierende
stabile sogenannte Feigenbaum-Attraktor (Poo) besitzt die Periode ,,00“ und stellt
wie die Cantor-Menge eine fraktale Menge mit Lebesgue-Maf3 Null aber einem von
Null verschiedenen Hausdorfl-Maf3 mit der Hausdorfl-Dimension Dy ~ 0.538 ... dar
2. Es handelt sich hier um einen seltsamen Attraktor, der aber nicht chaotisch ist, da
der Lyapunov-Exponent an dieser Stelle exakt Null ist (siehe hierzu auch auch [59]).
Fiir Parameter-Werte a > a., existiert dann ein stabiler, seltsamer und chaotischer
Attraktor (sieche Abb. A.1). Aus der Selbstihnlichkeit und dem damit verbundenen
Skalierungsverhalten des Periodenverdopplungs-Szenarios erhélt man zwei universel-
le Skalierungskonstanten o und 4, die man als Feigenbaum-Konstanten bezeichnet
([36], [65]). Sie sind wie folgt definiert:

dy
a = — lim : (A.5)
Qp — Qp—1 a;, — a,
. - . _1
5 = lim —= " — lim —_— " (A.6)
n—00 Apy1 — Qp n—=00 Uy 41 — a;kz

d, : Abstand des Punktes x = % vom jeweils néchstgelegenen Punkt des periodi-
schen superstabilen Zyklus (Pn). Die superstabilen Zyklen enthalten alle den
Punkt =z = % Wegen (5.13) ist der Lyapunov-Exponent fiir diese Werte des
Parameters nicht definiert, denn es gilt dann:

A — —00

a, : Kritische Werte des Parameters a - hier finden die Periodenverdopplungen von
n nach n + 1 statt, der Lyapunov-Exponent nimmt den Wert 0 an.

*

a’ : Kritische Werte des Parameters a - hier existieren die superstabilen Zyklen
des Periodenverdopplungs-Szenarios.

Dabei ist o mit der Selbstdhnlichkeit im Zustandsraum und 0 (siehe die Tabellen
A.1, A.2) mit der im Parameterraum verbunden.

2Zur Definition dieser beiden Mafibegriffe siehe beispielsweise [16], [38], [80].
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Anmerkungen:

Al : Im streng mathematischen Sinn sind die Skalierungskonstanten o und ¢
nur fiir alle eindimensionalen Abbildungen, deren Taylorentwicklung um das
Maximum der Abbildungsfunktion mit einem Glied zweiter Ordnung beginnt
universell giiltig (vgl. [30], [85], [86], [87]). Numerische Untersuchungen an
dissipativen, mehrdimensionalen Abbildungen (siche z.B. Abschnitt A.1.3)
sowie an dissipativen, mehrdimensionalen zeitkontinuierlichen Systemen (siehe
beispielsweise [108], [156]) aber auch an eindimensionalen zeitkontinuierlichen
Systemen mit zeitlicher Verzogerung (siehe Abschnitt 6.4) zeigen, dafl sie auch
fiir andere Systeme Giiltigkeit besitzen. Es ist sehr naheliegend, dafl dies mit
der Abnahme des Zustandsraumvolumens der Attraktoren dissipativer Syste-
me zusammenhéngt, wodurch diese zu ,quasi“ eindimensionalen Systemen
werden (siehe hierzu [27], [108], [109]).

A2 : Ungeklart ist jedoch, warum die Werte o und ¢ dieser speziellen Klasse eindi-
mensionaler Abbildungen angenommen werden (siehe Anmerkung Al).

Durch Anwendung von Renormalisierungsmethoden und darauf aufbauende, auf-
wendige numerische Untersuchungen (siche z.B. [36], [37]) lassen sich die Skalie-
rungskonstanten o und § sehr genau bestimmen:

o 2.5029078 . . .,

0 =~ 4.6692016... . (A7)
Das Bifurkationsdiagramm und der Lyapunov-Exponent als Funktion des Parame-
ters a ist in Abb. A.1 zu sehen. An den Verzweigungsstellen ist der Lyapunov-
1

Exponent Null und an den Stellen der superstabilen Zyklen, die alle den Punkt x = 5

enthalten, gilt wie bereits erwdhnt: A — —oo. Anhand der geméaf; der Konstante ¢
skalierten “Spitzen® (Polstellen des Lyapunov-Exponenten) ist die selbstéhnliche

Struktur deutlich zu erkennen. Die ersten beiden Spitzen lassen sich aus Gleichung

(5.16) und

pLOg(m) 1) (:1: — xQFiX fir 0<a<3 (A8)
¢ %[5($—xf2)+6 x—x§2>] fir 3<a<1++6
analytisch bestimmen:
A= { log1|(;g2; |E ;aa|— 4| iﬁi g i Z i ?1)+ N (A.9)
Durch die Transformation
T, = h(y,) = % (1 — cos(2myy)) , (A.10)

wird fiir den Parameterwert a = 4 ein Diffeomorphismus zwischen der logistischen
Abbildung f} °& und der Bernoulli-Abbildung fP® mit dem Parameterwert r = 2
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erzeugt, der dazu fithrt, dafl man die Dichte des invarianten natiirlichen Mafles und
damit den Lyapunov-Exponent der logistischen Abbildung fiir den Parameterwert
a = 4, also im chaotischen Regime, ebenfalls analytisch bestimmen kann®. Hier
ergibt sich:

Log 1 1
) = ————— A1l
) = s (A1)
und daraus
1
A = /p{fog(x)log d(x) dx =log2. (A.12)
0 T

Abbildung A.1: Logistische Abbildung: Bifurkationsdiagramm

Dargestellt ist das Bifurkationsdiagramm (oben) und der Lyapunov-
Exponent (unten) als Funktion des Kontrollparameters a im Intervall
[1,4]. Die gestrichelten vertikalen Linien markieren die ersten vier Bi-
furkationspunkte des Periodenverdopplungs-Szenarios. Der Lyapunov-
Exponent nimmt an den entsprechenden Stellen im Parameterraum den
Wert Null an. Die Polstellen des Lyapunov-Exponenten entsprechen den
superstabilen Zyklen.

Der positive Lyapunov-Exponent weist auf das chaotische Verhalten des Systems hin.
Im informationstheoretischen Sinn nach Shannon [90], [91], [106], [149], [150], [151]

3Siehe hierzu die Funote auf Seite 56.
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stellt es eine Informationsquelle dar, die bei diesem Parameterwert pro Iteration
genau ein Bit an Information produziert. Die Abnahme der Information, die wir
iiber das System besitzen, beispielsweise durch die Kenntnis der Anfangsbedingung

mit einer bestimmten Genauigkeit, betrégt somit ein Bit pro Iteration.

n Parameter a, Peri'ode vo‘r der 5, — an1=an
Bifurkation On=Gnt1

0 3 (exakt) 1 -

1] 1++6=~3.4495 (exakt) 2 47518 £5-107°

2 3.544083 + 10~° 4 4.6550 £3-1074

3 3.5644039 + 10~ 8 4.6664 +£4-1074

4 3.56875863 + 10~3 16 4.6697 +2-10*

5 3.56969119 4+ 10—° 32 4.6649 +6-10~*

6 3.56989110 4+ 108 64 -

Tabelle A.1: Logistische Abbildung: Parameterwerte der Bifurkationspunkte
des Periodenverdopplungs-Szenarios

n Parameter a* Periode | 6, = sza_j?

0 2 (exakt) 1 -

1| 1++/5~3.2361 (exakt) 2 ~ 4.7089 + 0

2 ~ 3.4985 + 10716 4 ~ 4.6808 £ 0

3 ~ 3.5546 + 10716 8 ~ 4.6630+4-107°
4 3.56666738 + 10~° 16 ~ 4.6684 +4-107°
) 3.56924353 +10~% 32 ~ 4.6690 £2-10~*
6 3.56979529 + 10~° 64 —

Tabelle A.2: Logistische Abbildung: Parameterwerte der superstabilen

Zyklen des Periodenverdopplungs-Szenarios

Die ersten kritischen Parameterwerte a,, der Bifurkationspunkte (Tab.
A.1) beziehungsweise a der superstabilen Zyklen (Tab. A.2) des
Periodenverdopplungs-Szenarios und die daraus ermittelten Werte §,.
Die a,,-Werte entsprechen den Nullstellen und die a},-Werte den Polen

des Lyapunov-Exponenten vor dem chaotischen Regime (vgl. Abb. A.1).
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A.1.3 Hénon-Abbildung
Die Hénon-Abbildung ist definiert durch:

Tpi1 = 1— ax% + Yn,
Yn+1 = bxn ) (A13)
mit  x,, Y, a,0 € R.

Fiir b = 0 ergibt sich eine eindimensionale Abbildung. Das Skalierungsverhalten eines
auftretenden Periodenverdopplur}gs—Szenarios muf} fiir b = 0 also auf die beiden
Konstanten (A.7) fithren?. Die Ubereinstimmung der Skalierungskonstante § 148t
sich anhand der Transformation

n /=2 (A.14)

'_)
a +— 1d(d-2),

die einen Diffeomorphismus zwischen der Hénon-Abbildung (A.13) und der logisti-
schen Abbildung (A.4) erzeugt, wegen

il —2) — (=) (=) (e = 2)

n—oco ay(a, —2) — a;H-l(a;H-l —2) n—oco (ay, — a’n+1)(% + apig — 2)

a . —ad a _4+a —2
lim(j“l—/”)- im(7‘1 " ):5
n—0oo (an - an—i—l) 1\1~>oo (an + an+1 - 2)1

= =

beweisen. Ein entsprechender Beweis 1é3t sich auch fiir die Skalierungskonstante «
angeben.

Die Determinante der Jacobi-Matrix der Abbildung (A.13) ist —b. Das bedeutet,
daf sie fiir [b] < 1 dissipativ, und fiir |b] = 1 konservativ ist. Fiir b = 0.3 erhalt
man aus den Nullstellen des grofiten Lyapunov-Exponenten A; (siehe Tabelle A.3)
ebenfalls die beiden Skalenkonstanten (A.7). Fiir die konservative Hénon-Abbildung
mit b = —1 ergibt sich ebenfalls ein Periodenverdopplungs-Szenario, dessen Skalie-
rungsverhalten aber durch zwei andere Konstanten

~ 4.018...

8.721. .. (A.15)

S O

bestimmt wird (siehe z.B. [147]). Dies ist ein weiteres Indiz dafiir, daf§ die schon
angesprochene Dissipation und die damit verbundene Abnahme des Zustandsraum-
volumens eines Attraktors dazu fiihrt, da Periodenverdopplungs-Szenarien dissipa-
tiver Systeme auf die Skalierungskonstanten eindimensionaler zeitdiskreter Abbil-
dungen fithren®. Die Abbildung A.2 zeigt das Bifurkationsdiagramm der Variable x

4Siehe hierzu die Anmerkung Al auf Seite 155
5Siehe hierzu die Anmerkungen Al und A2 auf Seite 155.
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der Hénon-Abbildung zusammen mit den beiden numerisch bestimmten Lyapunov-
Exponenten als Funktion des Kontrollparameters a im Intervall [0,1.4] beim Pa-
rameterwert b = 0.3. Das Periodenverdopplungs-Szenario vor dem kritischen Wert
(s ~ 1.05805... des Kontrollparameters und die periodischen Fenster im chaoti-
schen Regime sind deutlich zu erkennen.

Periode vor der _ an_1—an
n Parameter a,, . . 0 = ==
Bifurkation On—0n+1
0 0.36749 + 107° 1 —
1 0.91250 + 10~° 2 4.808 + 1073
2 1.02585 + 107° 4 4.486+4-1073
3 1.05112 + 10~° 8 4.645+2-1072
4 1.05656 + 10~° 16 4.650 + 1071
5 1.05773 £ 10~° 32 4.665+3-107!
6 | 1.0579808 + 10~7 64 4670 +2-1071
7 | 1.0580345 + 10~ 7 128 4.669 + 107!
8 | 1.0580460 + 10~ 7 256 4.832+3-1071
9 | 1.05804838 + 1078 512 —

Tabelle A.3: Hénon-Abbildung: Parameterwerte der Bifurkationspunkte
des Periodenverdopplungs-Szenarios

Die ersten kritischen Parameterwerte a,, der Bifurkationspunkte des
Periodenverdopplungs-Szenarios und die daraus ermittelten Werte &y,
fir b = 0.3. Die a,-Werte entsprechen den Nullstellen des gréfBten
Lyapunov-Exponenten vor dem chaotischen Regime (vgl. Abbn. 5.2, 5.6
und A.2).

In der Tabelle A.4 sind fiir die in der Literatur haufig verwendeten Standard-
Parameter a = 1.4,b = 0.3 die mit Hilfe des Verfahrens von Wolf et al. [179] (siche
Abschnitt 5.5) numerisch bestimmten Lyapunov-Exponenten und die sich daraus
ergebende Lyapunov-Dimension explizit angegeben.

Lyapunov-Exponenten: A; &~ 0.4211, Ao ~ —1.6248
Lyapunov-Dimension: Dy =1+ Ii—;l ~ 1.259

Tabelle A.4: Hénon-Abbildung: Lyapunov-Exponenten und Lyapunov-
Dimension fiir die Standard-Parameter a = 1.4,b = 0.3.
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Abbildung A.2: Hénon-Abbildung: Bifurkationsdiagramm

Dargestellt ist das Bifurkationsdiagramm der Variable x (oben) und
die beiden geméf (5.36) numerisch bestimmten Lyapunov-Exponenten
(unten) als Funktion des Kontrollparameters a im Intervall [0, 1.4] beim
Parameterwert b = 0.3. Die gestrichelten vertikalen Linien markieren die
ersten vier Bifurkationspunkte des Periodenverdopplungs-Szenarios. Der
grofite Lyapunov-Exponent A1 nimmt an den entsprechenden Stellen im
Parameterraum den Wert Null an.
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A.1.4 Dissipative Standard-Abbildung
Die dissipative Standard-Abbildung ist definiert durch:

Tpr1 = x, — Ksin(z,) + by, ,
Yn+1 = —Ksin(xn) + byn ) (A16)
mit  x,,y, €R, K,be (0,00).

Sie 1dBt sich aus dem zeitkontinuierlichen System des periodisch angestoflenen star-
ren Rotators ableiten und stellt somit ein Beispiel fiir die in Kapitel 4 erwéhnte
stroboskopische Darstellung eines zeitkontinuierlichen Systems dar. Die drei Frei-
heitsgrade des zeitkontinuierlichen Systems werden auf zwei Freiheitsgrade des zeit-
diskreten Systems reduziert. Die gesamte relevante Dynamik des zeitkontinuierlichen
Systems kann anhand der zweidimensionalen zeitdiskreten Abbildung untersucht
werden. Ein Herleitung findet sich beispielsweise in [108], [109]. Fiir b = 0 geht die
dissipative Standard-Abbildung in die bekannte konservative Chirikov-Abbildung
[25] iiber.

Abbildung A.3: Dissipative Standard-Abbildung: Lyapunov-Exponenten

Dargestellt sind die beiden geméiB (5.36) numerisch bestimmten
Lyapunov-Exponenten der zweidimensionalen dissipativen Standard-
Abbildung (A.16) als Funktion des Kontrollparameters K im Intervall
[0,10] beim Parameterwert b = 0.1.

Abbildung A.3 zeigt die beiden numerisch bestimmten Lyapunov-Exponenten die-
ses Systems fiir das Intervall [0,10] des Parameters K zum Parameterwert b =
0.1. Der chaotische Attraktor zusammen mit der lokalen Divergenzrate bei den



162 ANHANG A. TESTSYSTEME

Parameterwerten K = 4.1, b = 0.1 ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Der Uber-
gang ins chaotische Regime bei K ~ 3.95 findet auch bei diesem System iiber ein
Periodenverdopplungs-Szenario statt. Deutlich zu erkennen sind auch hier wieder
periodische Fenster im chaotischen Regime.

In der Tabelle A.5 sind fiir die in der Literatur héufig verwendeten Standard-
Parameter K = 4.1,b = 0.1 die mit Hilfe des Verfahrens von Wolf et al. [179] (siehe
Abschnitt 5.5) numerisch bestimmten Lyapunov-Exponenten und die sich daraus
ergebende Lyapunov-Dimension explizit angegeben.

Lyapunov-Exponenten: A1 ~ 0.65193629, Ay ~ —2.95453525
Lyapunov-Dimension: Dy =1+ &—1| ~ 1.221
2

Tabelle A.5: Dissipative Standard-Abbildung: Lyapunov-Exponenten und Lyapunov-
Dimension fiir die Standard-Parameter a = 1.4,b = 0.3.

A.2 Zeitkontinuierliche Systeme

A.2.1 Das Lorenz-System

Das Lorenz-System ist durch die drei gewohnlichen Differentialgleichungen

Sla &l &=
<

(1) =« —z(t) —y®), (A.17)
)

mit x,y, z,0,r,b € R definiert und besitzt die drei Fixpunkte:

F, = (0,0,0), (A.18)
Fi = (£/b(r—1),£/b(r —1),7r —1). (A.19)

Das System wurde erstmals von Lorenz [112], [113] im Jahr 1963 bei der Entwick-
lung von meteorologischen Modellen fiir die Wettervorhersage hergeleitet. Bei der
theoretischen Behandlung des Lasers lassen sich fiir die makroskopischen Variablen
E(t) (Amplitude des elektrischen Feldes), P(t) (Amplitude der Polarisation) und
D(t) (Inversion) Bewegungsgleichungen ableiten, die unter bestimmten Ndherungen
ebenfalls auf das Lorenz-System fiithren [67], [68], [72].

Die Gleichungen (A.17) wurden zu einem Paradigma der Chaos-Forschung und sind
inzwischen sehr genau untersucht worden (siche beispielsweise [97]), [156]. Die fol-
gende Abbildung A.4 zeigt die drei numerisch bestimmten Lyapunov-Exponenten
des Lorenz-Systems. Die Divergenz der rechten Seite des Gleichungssystems (A.17)
148t sich zu

—(c+1+0) (A.20)
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bestimmen. Sie ist zeitunabhéngig und daher folgt aus der in Anhang B abgeleiteten
Gleichung (B.13) fiir die Summe der Lyapunov-Exponenten:

XN = —o-1-b. (A.21)

Dieses Resultat haben wir natiirlich zur Uberpriifung der numerisch bestimmten
Lyapunov-Exponenten herangezogen.

Abbildung A.4: Lorenz-System: Lyapunov-Exponenten

Dargestellt sind die drei gemé# (5.36) numerisch bestimmten Lyapunov-
Exponenten als Funktion des Kontrollparameters r im Intervall [0, 110]
bei den Parameterwerten o = 16.0, b = 4.0. Deutlich zu erkennen ist die
erste Bifurkation bei r = 1. Hier wird der Fixpunkt Fy instabil und die
beiden anderen Fixpunkte Fy werden stabil. Bei r ~ 32 werden diese
ebenfalls instabil und es erfolgt ein Ubergang zu chaotischem Verhalten
iiber transientes Chaos. Aufierdem sind die bei héheren r-Werten auf-
tretenden periodischen Fenster zu erkennen. Hier wurden verschiedene
Periodenverdopplungs-Szenarien ins Chaos beobachtet (siehe beispiels-
weise [156]), die wie bei der logistischen Abbildung auf die nach Feigen-
baum benannten universellen Skalierungskonstanten (A.7) fiihren.



Anhang B

Das Volumenelement im
Zustandsraum

Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen ist das m-dimensionale zeitkonti-
nuierliche dynamische System ohne zeitliche Verzogerung (4.6):

d

72 = [t 2(), {on}) - (B.1)
Fiir ein infinitesimales Zeitintervall At gilt:
2(t+At) = z(t)+ f(t,2(t), {ox}) At + O ((At)?) . (B.2)

Betrachtet man nun diese infinitesimale Zeitentwicklung bis zur ersten Ordnung in
At als eine Koordinatentransformation

() = st A =)+ fi(t2(0), {o) AL, i=1..m,  (B.3)
so sind die Elemente der Transformationsmatrix («a;;) gegeben durch:

oAl 0f(aD o))
s B A SN R

Ein infinitesimales Volumenelement dV transformiert sich geméafl

Jadv, (B.5)

wobei g die Determinante des durch die Koordinatentransformation (B.3) erzeugten
metrischen Tensors (gx;) ist. Seine Koordinaten lassen sich aus der Transformations-
matrix (o) zu

ij=1...m. (B.4)

Zaikaih k,lzlm (BG)
=1

bestimmen. Beriicksichtigt man auch hier nur Terme erster Ordnung in At, so folgt:

_ 1+228f1 t(,fz {Uk})At—1+2Atd1vf( (t),t, {or}) . (B.7)
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Fiir das transformierte Volumenelement dV erhélt man dann durch Einsetzen in die
Gleichung (B.5) und anschlieende Entwicklung bis zur ersten Ordnung in At:

dV = (14 Atdiv f (¢, 2(t), {ok})) dV . (B.8)
Aufgrund der Transformation (B.3) ist dies gleichbedeutend mit
dV(t+ At) = (14 Atdiv f(t,2(t),{ox})) dV (), (B.9)

woraus man im Grenziibergang At — 0 folgende Differentialgleichung fiir das Volu-
menelement dV erhélt:
d

ZAV(6) = div £ (¢, 2(t), {on}) AV (1) (B.10)

Deren formale Losung kann man sofort angeben:
dV(t) = dV(0)elo VW) fod)dt (B.11)

Da die Lyapunov-Exponenten A; eines Attraktors A eines dynamischen Systems die
exponentielle Divergenz, Indifferentheit beziehungsweise Konvergenz benachbarter
Trajektorien im zeitlichen Mittel beschreiben (siehe Kapitel 5), besteht zwischen ih-
nen und der zeitlichen Verédnderung eines Volumenelements im Zustandsraum eben-
falls ein Zusammenhang. Es 148t sich zeigen (siehe beispielsweise [33]), daB gilt:

t in: A,
av(t) = dV(0)e = . (B.12)
Durch Vergleich von (B.11) mit (B.12) und unter Beriicksichtigung der Tatsache,

daB die Lyapunov-Exponenten nur im Grenzfall ¢ — oo definiert sind (siehe Kapitel
5), erhélt man schliefllich die wichtige Gleichung:

m

Yo o= lim tdiv F . 2(t), {ox}) dt’. (B.13)

t—o0

i=1 0



Anhang C

Numerische Integrationsverfahren
fiir zeitlich verzogerte Systeme

C.1 Diskretisierung

Unabhéngig von der Wahl des Integrationsverfahrens wird bei der numerischen Inte-
gration von dynamischen Systemen eine Diskretisierung vorgenommen. Bei partiel-
len Differentialgleichungssystemen werden der Ort und die Zeit und bei gewhnlichen
nur die Zeit diskretisiert. Dabei konnen die bei gewthnlichen Differentialgleichungs-
systemen ohne zeitliche Verzogerung anwendbaren Verfahren wie Fuler-Vorwdrts,
verbesserte Fuler-Vorwirts, Fuler-Rickwdrts oder Verfahren vom Runge-Kutta-Typ
auch auf solche mit zeitlicher Verzogerung angewendet werden, wenn man die Re-
tardierung entsprechend beriicksichtigt.

Um die Darstellungen iibersichtlich zu halten, soll auf die Angabe der expliziten
Abhéngigkeit der Funktion f vom Satz der &uleren Parameter {0} verzichtet wer-
den. Ohne weitere Beschriinkung der Allgemeinheit ist der Ausgangspunkt unserer
Betrachtungen damit das folgende Anfangswertproblem des m-dimensionalen, zeit-
kontinuierlichen und zeitlich verzégerten Differentialgleichungssystems:

—z(t) = f(tz(t),z(t—7)) fir t>0,

’ (C.1)
mit z(t) = g(t) fir te[-7,0],
wobei z(t) wieder den Zustandsvektor im m-dimensionalen Zustandsraum I' dar-
stellt. Das Differentialgleichungssystem (C.1) kann, wie bereits in Kapitel Abschnitt
4.5 erwahnt, durch Skalierung der Zeit t = 7t und Einfiihrung des neuen Zustands-
vektors 2/(t') = z(7t') in das folgende dquivalente System iiberfithrt werden, wenn
man die gestrichenen Groflen wieder durch ungestrichene ersetzt:

d .
52t = T f(rtz(t),2(t = 1)) fir t>0,

(C.2)
mit  z(t) = g(t) fir te[-1,0].
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Das System (C.2) ist der zeitlichen Verzégerung besser angepafit!, da die fiir die
Integration des Systems notwendige Diskretisierung nun fiir ein festes, von der zeit-
lichen Verzogerung 7 unabhéngiges Intervall durchgefiihrt werden kann. Wie schon
in Kapitel Abschnitt 4.5 angemerkt, ist der mathematisch addquate Rahmen fiir die
Beschreibung der Dynamik zeitlich verzogerter Systeme der erweiterte unendlich-
dimensionale Zustandsraum C der auf dem Intervall [—7, 0] beziehungsweise [—1, 0]
definierten vektorwertigen Funktionen. Man kann sich den Zustandsvektor z,(©)
mit —7 < © < 0 beziehungsweise —1 < © < 0 im erweiterten Zustandsraum C
zur Zeit t im Zustandsraum I' | festgeheftet denken, wobei das Retardierungsinter-
vall durch die neue unabhéingige Variable © vollstéindig ,,abgegriffen® wird. Bei der
numerischen Integration des Systems mufl daher das Intervall [t — 7, ¢] beziehungs-
weise [t — 1,t] diskretisiert werden. In Abbildung C.1 ist zum Vergleich sowohl die
Diskretisierung des unskalierten Intervalls [t — 7,¢] als auch des skalierten Intervalls
[t — 1,t] schematisch dargestellt.

z(t—T) z(t)
t—T t—T+At t—At t t+At .
} } } } } } } » Zeit
t—1 t—1+At t—At t t+ AL
z(t—1) z(t)
Y Y 2 1

Abbildung C.1: Schematische Diskretisierung der Zeitintervalle [t — T,t], [t — 1, ]

Die Zeitintervalle [t — T,t] beziehungsweise [t — 1,t] werden in n — 1
gleiche Zeitabschnitte der Dauer At = T3 beziehungsweise At = ﬁ
unterteilt.

Die Giite der Approximation der auf dem Intervall [t — 7, ¢], beziechungsweise [t — 1, t]
definierten Funktion héngt nun entscheidend von der Anzahl der n — 1 Teilintervalle
der Diskretisierung ab. Wie bei allen numerischen Integrationsverfahren mufl dabei
beriicksichtigt werden, wie die Zeit der numerischen Berechnungen von der Zahl
der Teilintervalle abhéngt, um den Rechenaufwand in verniinftigen Grenzen zu hal-
ten?. Zu Beginn der Integration wird die vorgegebene Anfangsbedingung g(t) mit
t € [~1,0] fiir die m Komponenten des Zustandsvektors z(t) an den n Stiitzstel-
len ausgewertet und als (n x m)-, Gedéachtnis“-Matrix M abgespeichert (siche Abb.
C.2). Dabei reprisentiert jede Spalte der ,Geddchtnis“-Matrix M den Zustands-
vektor z zu einer bestimmten Zeit. Wie in Abschnitt C.2.2 gezeigt wird, muB man
beim verbesserten Euler-Vorwérts-Verfahren zwei Zeitintervalle beriicksichtigen und

!Die zeitliche Verzogerung 7 ist ein Kontrollparameter des Systems und kann daher auch
verdndert werden. Dies fiihrt bei dem unskalierten System (C.1) zu einer ungewiinschten Veréinde-
rung in der Diskretisierung des Zeitintervalls ¢ — 7.

’Bei der Integration des Systems hiingt der Rechenaufwand nur linear von der Anzahl der
Teilintervalle ab. Bei der Berechnung der Lyapunov-Exponenten hingegen (vgl. Anhang D) geht
sie quadratisch ein, was dazu fiihrt, dafl man hier mit weniger feinen Unterteilungen arbeiten mufl.
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daher eine (2n x m)-,, Geddchtnis“-Matrix verwenden. Bei jedem Integrationsschritt
wird nun eine Niherung des Zustandsvektors z(t) an der Stelle £+ At berechnet und,
um den Speicherplatz zu begrenzen, an geeigneter Stelle in der ,, Gedédchtnis“-Matrix
M abgespeichert (siche Abb. C.2). Dies ist moglich, da zur Berechnung des néchsten
Niherungswertes fiir den Zustandsvektor z(¢ + 2At) der Wert des Zustandsvektors
zur Zeit t —1 nicht mehr benotigt wird, das heiflt, sein Speicherplatz kann neu belegt
werden. Beim verbesserten Fuler-Vorwérts-Verfahren ist die Situation analog, nur
wird hier der Zustandsvektor zur Zeit ¢ — 2 nicht mehr benotigt.

Belegung der ,,Ged&chtnis“-Matrix M aktuelle Zeit
2(t—1)  z(t—1+At) 2(t—At)
t—1 t—1+At t—At t :
2(t—1+At) 2(t—At) 2(t)
t+At t—1+At t—At t
[ } } } } | t+ At

z(t+At) z(t—At) 2(t)

t+At t+2At t—At t
| : } } : | t + 2At
2(t+At)  z(t+2At) 2(t)
t+AtL t+2At t+(n—1)At=t+1 t
[ : f } : | t+1
2(t+AL)  z(t+2At) 2(t+1)
t+AtL t+2At t+1 t+1+AL
| } t } t | t+ 1+ At
1 2 . n—1 n Zeilenindex

Abbildung C.2: Sukzessive Belegung der ,,Gedéchtnis“-Matrix M

Sukzessive Belegung der ,,Gedéchtnis“-Matrix M mit den Zustandsvek-
toren z(t) zu verschiedenen Zeitpunkten bei der numerischen Integration
eines Systems mit zeitlicher Verzdgerung.

Integriert man die Gleichung (C.2) formal iiber ein Zeitintervall At, so erhélt man:
dz=z [y = 2(t+ AN -z(t) =

(1) (C.3)
TR F ot 2(t), 2(t = 1) dt | = TALE,, (tt2(t),2(t — 1)) .
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Das in (C.3) auftretende Integral kann nun auf verschiedene Weise approximiert
werden. Dies fithrt auf die unterschiedlichen Approximationsfunktionen F,, und
die zugehorigen Integrationsverfahren.

C.2 Explizite Verfahren

C.2.1 Euler-Vorwarts-Verfahren

Die einfachste Ndherung fiir das Integral (C.3) ist die Riemannsche Untersumme.
Man verwendet also die folgende Approximationsfunktion (siche z.B. [148], [158]):

S f a0, 26— ) de | = ALFE] (7, 2(), 2(0 = 1)) =
(C.4)
At f(rt,2(t),2(t = 1)) + O ((At)?) .
Damit erhélt man die folgende explizite Integrationsvorschrift:
2(t+A) = z(t)+ A7 f (7, 2(t),2( — 1)) . (C.5)

Da das Verfahren konsistent mit der Ordnung 1 ist®, mufl At sehr klein gewé#hlt
werden, um eine entsprechende Genauigkeit zu erreichen. Um beispielsweise die
Verinderung des Radius eines Grenzzyklus nach einer Hopf-Bifurkation (siehe die
Kap. 6, 7 und 8) quantitativ in Abhéngigkeit vom Kontrollparameter zu bestimmen,
mufl At in der Gréfienordnung von 107°... 1077 liegen.

Eigenschaften:

1. Die ,,Gedéchtnis“-Matrix M bendtigt wegen der sehr feinen Unterteilung sehr
viel Speicher.

2. Der Vorteil der schnelleren Ausfiihrung durch die einfache Implementierung?
ist wegen des sehr kleinen Zeitschritts nur gering.

3. Das Verfahren ist nicht selbstkorrigierend, Fehler kénnen sich also aufsummie-
ren und das Ergebnis einer langen Integration erheblich verfalschen.

4. Es ist nur fiir qualitative Auswertungen zu empfehlen.

3Ein Verfahren heifit konsistent mit der Ordnung p, wenn fiir den ,,Defekt“ Da¢(t), das ist die
Abweichung der exakten Losung z(t) des Anfangswertproblems von der Approximationsfunktion,
fiir alle ¢ im Integrationsintervall gilt:

(2(t + At) — 2(t))

Dae(t) = A/ — 7 Fpy (tt2(1), 2(t — 1)) = O((At)PTY)

4Pro Zeitschritt ist nur eine Funktionsauswertung durchzufiihren.
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C.2.2 Verbesserte Euler-Vorwiarts-Verfahren

Bei den verbesserten Euler-Vorwiérts-Verfahren macht man fiir die Approximations-
funktion F,, folgenden Ansatz (siche z.B. [148], [158]):

[ rt2(), 2= 1)) dt | = AtEXFY (rt,2(1), 2(t — 1)) =

t L

At [ay f (18, 2(t), 2(t — 1)) + (C.6)
asf (T(t+ p1At), z(t + p2At), z(t — 1+ p2AL))] + O ((AL)?) .
Wobei die Konstanten ai,as und py, po unter den folgenden Nebenbedingungen

a;+ay =1, ap = %, (P2 = % (C.7)

so zu bestimmen sind, dafl der Defekt konsistent mit einer moglichst hohen Ordnung
in At ist. Beispielsweise sind in [158] die beiden folgenden Verfahren aufgefiihrt:

1. Das Verfahren von Heun mit

1 1
a2 = =, 1= 17 D2 = 1. (CS)

“=g 2

2. Das Verfahren von Collatz mit

1
ap =0, ay=1, =g PR=g- (C.9)

Fiir zeitlich verzogerte Systeme ist das Verfahren von Heun dem von Collatz vorzu-
ziehen. Das liegt daran, dafl bei diesem Verfahren durch den Wert p, = % und die
zeitliche Verzogerung auf Werte des Zustandsvektors z(t) zuriickgegriffen wird, die
in der ,,Gedachtnis“-Matrix M nicht gespeichert sind und daher interpoliert wer-
den miissen. Wir werden uns daher auf das Verfahren von Heun konzentrieren. Es
gibt nun zwei Moglichkeiten aus Gleichung (C.6) mit den Konstanten (C.8) explizite
Integrationsvorschriften abzuleiten:

1. Man entwickelt die Ausdriicke z(t+ At) und z(t — 14 At) mit Hilfe der Euler-
Vorwiérts-Approximationsfunktion F' E,Y bis zur ersten Ordnung in At.

2(t+At) & z(t)+ AT FRY (tt,2(t), 2(t — 1))
2(t) + At T f (18, 2(t), 2(t — 1))
= V).
2t—1+A1) ~ z2(t—1)+A7FY (r(t—1),2( — 1), 2(t — 2))
2t =1)+At7 f(7(t = 1), 2(t = 1), 2(t = 2))
= V(i -1).
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Mit den so eingefiihrten Abkiirzungen zEV(¢) und 2BV (¢t — 1) ergibt sich dann
die explizite Integrationsvorschrift:

A = ()4 Ser St 2(t), 20— 1) +

(C.10)
% rf (T<t A, 2BV (1), 2BV (¢ - 1)) .

2. Man entwickelt die Ausdriicke z(t + At) und z(t — 1 + At) nach Taylor bis zur
ersten Ordnung in At und erhélt:

Z(t+At) ~ z(t)+ At %g(t) .

z(t — 1+ At) g(t—l)—i—At%g(t—l).

Q

Setzt man diese Ausdriicke wieder in (C.6) ein und entwickelt anschlieSend
die Funktion f nach Taylor bis zur ersten Ordnung in At, so erhélt man die
folgende ebenfalls explizite Integrationsvorschrift:

2(t+At) = z(t)+AtTf(7t,2(t),2(t — 1)) +
1 o[ Of of of
2 @ 5|+ ] e ) O

ot |,
wobei die Markierungen |, und |,_, bedeuten, dafl die entsprechenden Terme
an den Stellen 7t, 2(t), z(t —1) und 7(t — 1), 2(t — 1), z(t — 2) auszuwerten sind.

Beide Verfahren sind konsistent mit der Ordnung 2. Wie man erkennt, wird auf den
Zustandsvektor z nicht nur zu den Zeiten ¢t und ¢t — 1, sondern auch zu den Zeiten
t — 1 und t — 2 zugegriffen, daher muf} die ,,Gedédchtnis“-Matrix M die zweifache
Spaltenanzahl besitzen. Das Diskretisierungsschema (siche Abb. C.1) und die suk-
zessive Belegung der ,,Gedéchtnis“-Matrix M bei der Integration (siehe Abb. C.2)
148t sich leicht auf diesen Fall erweitern. At muB nicht mehr so klein gewiihlt werden
wie beim Euler-Vorwérts-Verfahren (vgl. Abschnitt C.2.1). Um die schon erwéhnte
Verénderung des Radius eines Grenzzyklus nach einer Hopf-Bifurkation (siche die
Kap. 6, 7 und 8) quantitativ zu bestimmen, mufl A¢ nur noch in der Gréfenordnung
von 1072...107° liegen.

Eigenschaften:

1. Die ,,Gedéchtnis“-Matrix M benotigt trotz der zweifachen Spaltenanzahl vor
allem bei hoherdimensionalen Systemen erheblich weniger Speicher als beim
Euler-Vorwiarts-Verfahren.

2. Der durch die kompliziertere Implementierung® gegeniiber dem Euler-Vorwérts-
Verfahren bestehende Nachteil der langsameren Ausfithrung ist nur gering.

®Pro Zeitschritt sind drei (C.10) beziehungsweise fiinf (C.11) Funktionsauswertungen durch-
zufiihren.
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3. Das Verfahren ist ebenfalls nicht selbstkorrigierend, Fehler konnen sich eben-
falls aufsummieren und das Ergebnis einer langen Integration verfalschen.

4. Es eignet sich sowohl fiir die qualitative als auch fiir die quantitative Auswer-
tung.

C.2.3 Verfahren vom Runge-Kutta-Typ

Wie bei den verbesserten Euler-Vorwérts-Verfahren macht man hier einen Ansatz,
wobei die auftretenden Konstanten unter bestimmten Nebenbedingungen so zu be-
stimmen sind, daf§ das Verfahren konsistent mit einer moglichst hohen Ordnung in
At ist. Ein Teil der numerischen Resultate dieser Arbeit wurden mit der IMSL-
Routine DIVPRK erzielt. Diese verwendet ein Runge-Kutta-Verner-Verfahren kon-
sistent mit der 4. — 5. Ordnung in At mit automatischer Schrittweitenanpassung.
Bei allen Verfahren dieses Typs wird auf Werte des Zustandsvektors z(t) zuriick-
gegriffen, die nicht in der ,,Gedéchtnis’’-Matrix M gespeichert sind, weshalb man
Interpolationen zwischen den gespeicherten Werten verwenden muB®. Die bei un-
seren Integrationen verwendeten Werte von At liegen in der Gréflenordnung von
1073...1074.

Eigenschaften:
1. Die ,Gedéchtnis“-Matrix M bendtigt relativ wenig Speicher.
2. Es existiert ein Nachteil gegeniiber dem Euler-Vorwirts-Verfahren und den
verbesserten Euler-Vorwirts-Verfahren durch die kompliziertere Implementie-
rung.

3. Das Verfahren ist nicht selbstkorrigierend, aber durch die automatische Schritt-
weitenanpassung sehr genau.

4. Es eignet sich sowohl fiir die qualitative als auch die quantitative Auswertung.

C.3 Implizite Verfahren

C.3.1 Euler-Riickwarts-Verfahren

Das in Gleichung (C.3) auftretende Integral wird bei diesem Verfahren durch die
Riemannsche Obersumme angenéhert, das heifit, man verwendet die folgende Ap-
proximationsfunktion (siehe z.B. [148], [158])

SDurch die automatische Schrittweitenanpassung it sich dies auch durch eine VergréSerung
der ,,Gedéchtnis“-Matrix M nicht vermeiden.
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[t 2(t),2(t = 1) dt | = AERS (78, 2(t), 2(t — 1)) =

t L

(C.12)
At f(T(t+ Ab), z(E+ At), 2(t — 1+ At)) + O ((A1)?)

die den Nachteil hat, da} die Funktion f an der Stelle t + At ausgewertet wer-
den muB. Da der Zustandsvektor zu diesem Zeitpunkt aus der Integrationsvorschrift
selbst erst berechnet werden soll, ergibt sich somit die folgende implizite Integra-
tionsvorschrift:

S+ At = 2(t)+ AtT f(r(t+ AL), 2(t + Ab), 2(t — 1 + At)) . (C.13)

Diese implizite Gleichung fiir z(t+At¢) mufl dann zu jedem Zeitschritt durch Iteration
gelost werden. Die Iterationsvorschrift lautet:

2(t+ A = z(t) +AtT f(T(t+ AL), 2(t + At)s, 2(t — 1+ At)) , (C.14)

mit dem Startwert z(t + At)y = z().

Es 148t sich zeigen, dafl fiir geniigend kleine At die durch die Iterationsvorschrift
(C.14) gegebene Abbildung kontrahierend ist mit dem Fixpunkt z(t + At). Als
Abbruchkriterium der Iteration wéhlt man oft den Abstand zweier aufeinander-
folgender Approximationen fiir den Zustandsvektor z(t + At), das heifit, man ver-
sucht durch die Iteration die folgende Ungleichung zu einem vorgegebenen kleinen
e~ 1077...1071 zu erfiillen:

Eigenschaften:

1. Da die ,,Gedéchtnis“-Matrix M alle Zustandsvektoren zwischen den Zeiten
t—1 und ¢ im Abstand At enthélt, ist in ihr auch der in der impliziten Gleichung
(C.13) auftretende Zustandsvektor z(t — 1+ At) gespeichert. Er muf also nicht
wie der Zustandsvektor z(t + At) durch die Iteration approximiert werden.

2. Der Zeitschritt At fiir die Diskretisierung kann nochmals um eine Groflenord-
nung grofer gewahlt werden als beim verbesserten Euler-Vorwérts-Verfahren
(vgl. C.2.2), da die implizite Bestimmungsgleichung (C.13) zu jedem Zeit-
schritt durch Iteration gelost wird.

3. Das Verfahren ist aufgrund der zu jedem Zeitschritt durchzufithrenden Itera-
tionen langsamer als die Euler-Vorwérts-Verfahren.

4. Es ist selbstkorrigierend, da die implizite Gleichung (C.13) zu jedem Zeitschritt
durch Iteration gelost wird. Fehler wirken sich zum einen durch einen unter
Umstédnden ungiinstigen Startwert z(t + At), fiir die Iteration (C.14) und
zum anderen in einem fehlerbehafteten Zustandsvektor z(t — 1+ At) aus. Die
Iteration sorgt dafiir, dal sich Fehler nicht so stark aufsummieren kénnen wie
bei den Euler-Vorwérts-Verfahren.
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5. Es eignet sich sowohl fiir die qualitative als auch fiir die quantitative Auswer-
tung.

Anmerkung: Es zeigt sich, daf} die von uns numerisch behandelten Probleme nicht
steif sind, weshalb die mit den verschiedenen Verfahren C.2.2, C.2.3
und C.3.1 erzielten Ergebnisse kaum differieren. Um die Zuverldssig-
keit unserer Aussagen zu erhchen, wurden einige Ergebnisse mit un-
terschiedlich feinen Diskretisierungen und verschiedenen Integrations-
verfahren durchgefiihrt und die Ergebnisse verifiziert.



Anhang D

Lyapunov-Exponenten zeitlich
verzogerter Systeme

D.1 Das zeitkontinuierliche System

Um die Darstellungen nicht zu iiberfrachten, werden wir uns im folgenden auf eine
eindimensionale Differentialgleichung mit zeitlicher Verzégerung beschrénken und
die explizite Abhéngigkeit der Funktion f vom Satz der Kontrollparameter {o)}
nicht mit angeben. Desweiteren konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
von der zeitskalierten Form

d
Zat) = Tf(rt(t). 2t = 1) (D.1)

ausgehen. Bevor wir uns mit der numerischen Berechnung der Lyapunov-Exponenten
befassen, miissen wir etwas néher auf die Definition der Lyapunov-Exponenten fiir
zeitverzogerte Systeme eingehen. Sie geht aus einer Verallgemeinerung der Definition
fiir zeitkontinuierliche Systeme hervor.

D.2 Definition der Lyapunov-Exponenten

Die bei den weiteren Ausfithrungen auftretenden Gréflien und Operatoren sind wie
in Abschnitt 4.5 definiert. Zunéchst betrachten wir, analog zu Gleichung (5.22), das
zu (D.1) gehorende linearisierte Problem im erweiterten Zustandsraum C der auf
dem Intervall [—1, 0] definierten Funktionen

d
EQ(G) = (QLQ) (@) (D-Q)

Integriert man nun iiber das Zeitintervall von 0 bis ¢ und ordnet die Terme um, so
erhélt man:

4@ = GO+ it (Gu6) (6. (D.3)
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Zur Losung dieser Gleichung kann man wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen
das folgende Iterationsverfahren

GO) = GO+ / dty (G.G7Y) () mit 2(©)=G(O)  (DA)

entwerfen, das die selbstkonsistente Losung der Gleichung (D.3) sukzessive approxi-
miert. Nach n Iterationen ergibt sich

O) = (0) + ( /0 t dtlngO) )+ ( /O e ( /0 ’ dtggLCo)> ©)
- (/OtdtlgL (/Otldt2gL~~ (/Otndtngmo) )) ©)

und daraus schliellich im Grenziibergang n — oo unter Verwendung des Zeitord-
nungsoperators Z:

(D.5)

G(6) = lim ¢(0) = (2ehi®g) (©) = (FU¢,) (6). (D)

n—oo

Die durch Konvention der Gréfle nach sortierten Lyapunov-Exponenten
A1 > A >l

werden nun analog zu gewohnlichen Differentialgleichungssystemen durch
o1
A = lim — |\ (D.7)
t—oo ¢
definiert, wobei die \; die Eigenwerte des Flusses
Fll — zelydtor (D.8)

des linearisierten Problems (D.2) sind!. Die Tatsache, daf§ der Operator Gy, ein reines
Punktspektrum abzéhlbar unendlich vieler Eigenwerte hat (siehe Abschnitt 6.2.2),
legt die Hypothese nahe, dafi dies auch fiir den Zeitentwicklungsoperator (D.8) gilt.
Die numerischen Untersuchungen von Farmer [34] wie auch unsere eigenen bestéti-
gen diese Vermutung. Bei einer ersten oberflichlichen Betrachtung des Problems
wiirde man vermuten, dafl an die Stelle der Lyapunov-Exponenten bei gewthnlichen
Differentialgleichungen bei zeitverzogerten Systemen eine auf dem Intervall [—1, 0]
definierte Lyapunov-Exponenten-Funktion tritt. Unsere Analysen ergeben jedoch,
dafl dies nicht der Fall sein kann. Verfeinert man néamlich die, fiir die numerische
Bestimmung der Lyapunov-Exponenten notwendige, Diskretisierung beispielsweise
von n auf 2n Teilintervalle, dann stellt man fest:

!Da der linearisierte Operator Gy, bei den in dieser Arbeit untersuchten Systemen nicht expli-
zit von der Zeit abhingt, ist die Anwendung des Zeitordnungsoperators Z iiberfliissig (vgl. auch
Abschnitt 5.4) und man erhilt:

Fltl = Zelg dt'6r — ¢t9r,



D.3. DISKRETISIERUNG 177

AZr = AP fir i=1,...,n

D.9
A2 <A™ fir i=n+1,...,2n, (D-9)

wobei der obere Index der Lyapunov-Exponenten die entsprechende Diskretisierung
angibt. Eine Lyapunov-Exponenten-Funktion wiirde bei einer feineren Diskretisie-
rung entsprechend besser approximiert werden, tatsédchlich aber werden durch eine
feinere Diskretisierung lediglich weitere der abzdhlbar unendlich vielen Lyapunov-
Exponenten berechnet. Bei der numerischen Berechnung der Lyapunov-Exponenten
ist dies von Vorteil.

1.) Ist man nur an der Entscheidung interessiert, ob ein zeitverzogertes System
bei einem bestimmten Satz der Kontrollparameter {oy} chaotisches Verhal-
ten zeigt oder nicht, dann ist es ausreichend, nur den groéfiten Lyapunov-
Exponenten zu bestimmen.

2.) In die Bestimmung der Lyapunov-Dimension Dy, (5.27) (sieche Abschnitt 5.3.4)
gehen nur die grofiten Lyapunov-Exponenten ein. Um diese beispielsweise bei
einer Diskretisierung des Zeitintervalls in 1000 Teilintervalle zu bestimmen,
geniigt es in den meisten Féllen die 20 grofiten Lyapunov-Exponenten zu be-
rechnen?.

Wie bei gewohnlichen zeitkontinuierlichen Differentialgleichungen ist sowohl die ana-
lytische als auch die numerische Berechnung der Lyapunov-Exponenten durch Glei-
chung (D.7) fast immer unmoglich. Daher wurde das von Wolf et. al. [179] fur
gewohnliche Differentialgleichungen entwickelte Verfahren (vgl. Abschnitt 5.5) von
Farmer [34] auf Differentialgleichungen mit zeitlicher Verzogerung erweitert.

D.3 Diskretisierung

Wie bei der gewohnlichen numerischen Integration der Gleichung (D.1) mufl das
Intervall [t — 1,¢] diskretisiert werden (vgl. Abschnitt C.1). Die addquate Wahl ist
auch hier die Aufteilung in n — 1 dquidistante Zeitintervalle. Den dadurch entste-
henden n Zeitpunkten im Intervall [t — 1,¢] wird jeweils eine zeitdiskrete Variable
zF i =1,...,nzugeordnet (siche Abb. D.1). Diese n diskreten Variablen im Intervall
[t — 1,¢] werden nun zu einem n-dimensionalen Vektor z* zusammengefaft:
(21,25, 28) =2 = (2t = 1), 2(t = 1+ Ab),...,2(t — At),2(t)) . (D.10)

’n

Der Index k gibt dabei die jeweilige Iterationsstufe an. Die Zeitentwicklung des
Systems wird nun durch Iteration der diskreten Abbildung z¥ — 2+ erfolgen,
dabei bedeutet die Ausfithrung einer Iteration eine zeitliche Entwicklung um 1+ At
(siehe Abb. D.1).

’Da die Lyapunov-Dimension Dj, zeitlich verzogerter Systeme mit chaotischen Attraktoren
linear mit der Zeitverzégerung 7 wichst (siehe die Anmerkung auf Seite 88), miissen bei grofien
Zeitverzogerungen entsprechend mehr Lyapunov-Exponenten berechnet werden.
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z(t—1) z(t) z(t+ 1)
t—1 t—14+At t—At t  t+At t12At t41 t+1+At )
: : : t t t t t : : : — Zeit
k k k ko ket kel s
zk 2k e zk 2F 27T 2z . zZpaly zE
Iterationsstufe k : z* Iterationsstufe k + 1 : zk+1

Abbildung D.1: Erzeugung einer diskreten Abbildung

Durch die Diskretisierung des Zeitintervalls [t — 1,¢] in n — 1 gleiche
Zeitabschnitte der Dauer At = ﬁ wird eine zeitdiskrete Abbildung
definiert.

D.4 Die zeitdiskrete Abbildung

Bei der Definition der diskreten n-dimensionalen Abbildung z* — z**! kann prinzi-
piell jedes der in Anhang C vorgestellten expliziten Integrationsverfahren mit fester
Schrittweite gewéhlt werden. Da bei der Berechnung der Lyapunov-Exponenten je-
doch nur die linearisierte diskrete Abbildung verwendet wird, ist es sinnvoll, hier das
einfachste Integrationsverfahren, also das Euler-Vorwérts-Verfahren, zu verwenden.
Die explizite Integrationsvorschrift lautet (siche Gl. C.5):

2(t+ At) = z(t) + At7 f(rt,2(t),2(t — 1)) . (D.11)
Die nichtlineare, n-dimensionale diskrete Abbildung

G:(2f,25,. .., 28) =250 (T 47 ) h (D.12)

’1n rn

Il
[

wird nun wie folgt definiert:

P 2K+ At 7 f (to, 25, 2F)
z§+1 k“ +AtTf (Ttl, k“, 25)
zf“ = I<:+1 Y ALTf (Ttl Lz lk+11’ Zlk) ) (D.13)
S A f (2 28)
—_——— ~ ~
P G(2")

wobei wir zur Abkiirzung die Zeitpunkte t; = t + 1At eingefiihrt haben. Bei einem
mehrdimensionalen zeitverzogerten System mufl die Abbildung G dem folgenden
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Schema entsprechend erweitert werden

z(t) = 22k
2(t) = AT
Zn(t) = 2 g1 Fn

179

Das bedeutet, dafi das m-dimensionale, zeitkontinuierliche, zeitverzégerte dynami-

sche System auf ein mn-dimensionales zeitdiskretes abgebildet wird.

D.5 Die linearisierte zeitdiskrete Abbildung

Fiir die Berechnung der Lyapunov-Exponenten wird, wie in Abschnitt 5.5 bereits

erwahnt, zusédtzlich die linearisierte diskrete Abbildung

Ck+1 ~- G, (Ck) _ GQ(g’“)Ck

> > @gk >

(D.14)

benotigt. Beriicksichtigt man die spezielle Struktur der Abbildung G von (D.13), so

ergibt sich fiir die rechte Seite der Gleichung (D.14):

of k _of
1+AtT 92(0) Tto,z,’g,z’f> Cn + At 0z(t=1) | 14y ok b
of k1 af
L+ Atr 0z(t) Tt1,20 L ok ! AT 92(t-1) Ttz Tk
of k+1 _of
(1 + AT 575 Tti_l,zfﬂl,zf) Go1 T AT 5 .
of k+1 of
(1 + AtT 9200 B zk> Cnfl + Atr 0z(t—1)

k+1
Ttn—1,28 11,2k

(D.15)

Zur Abkiirzung wurden wieder die Zeitpunkte t; = t + iAt verwendet. Die Berech-
nung der Lyapunov-Exponenten eines zeitverzogerten dynamischen Systems ist so-
mit auf das Problem zuriickgefiihrt, die n Lyapunov-Exponenten einer n-dimension-
alen zeitdiskreten Abbildung zu bestimmen. An dieser Stelle sind allerdings noch

zwei Anmerkungen zu machen:

Al : Um die Losungsfunktion des nichtlinearen Problems im erweiterten Zustands-
raum C gut zu approximieren, mufl die Diskretisierung entsprechend fein sein.
Dies hat allerdings die Konsequenz, dal der Speicherbedarf vor allem bei mehr-
dimensionalen Systemen sehr grof§ ist. Um beispielsweise bei einem zweidi-
mensionalen, zeitverzogerten dynamischen System mit einer Unterteilung in
n = 1000 Teilintervalle alle 2n Lyapunov-Exponenten zu bestimmen, benotigt
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man allein fiir das Datensegment mindestens 8(4n? + 2n)Byte ~ 32 M Byte.
Bei n = 10000 sind es sogar 3.2 GByte. Da man in der Praxis aber meistens
nur die | < n groBten Exponenten bestimmt, kommt man in der Regel mit
deutlich weniger Speicher aus.

Man erkennt sofort, dafl sich die ,,ausgediinnte“ Struktur der Abbildung G
auf die linearisierte Abbildung G, iibertragt. Will man nun alle n Lyapunov-
Exponenten berechnen, dann darf man fiir die n linear unabhéngigen Start-
vektoren ¢ ;i =1,...,n (sieche Abschnitt 5.5) nicht die Basisvektoren des R”
der Form

¢, =(1,0,...,0),¢,=(0,1,...,0),....¢ =(0,0,...,1)

2 2n

verwenden, sondern normierte Zufallsvektoren. Die ,ausgediinnte* Struktur
der linearisierten Abbildung G; und die der oben angefithrten Basisvekto-
ren fithrt ndmlich dazu, daf§ die Berechnung in separaten Teilrdumen des R™
stattfindet. Das hat zur Folge, dafl die Lyapunov-Exponenten falsch berech-
net werden®. Dieser Artefakt ist leicht zu erkennen, da die durch das Verfah-
ren erzeugte Ordnung der Lyapunov-Exponenten der Gréfle nach innerhalb
eines jeden Teilraums separat stattfindet, nicht jedoch fiir alle n Lyapunov-
Exponenten. Falls weniger Lyapunov-Exponenten berechnet werden sollen, gilt
dies ganz besonders, da nur stochastische Startvektoren dazu fiithren, daf} alle
Raumrichtungen beriicksichtigt werden.

3Vgl. hierzu die Anmerkung A4 auf Seite 59.



Anhang E

Zur Normalform der
Hopf-Bifurkation

Motiviert durch die in Kapitel 6, 7 und 8 hergeleiteten Ordnungsparameterglei-
chungen werden wir uns in diesem Kapitel mit Normalformen befassen. Dabei geht
es um die Frage, wie man Ordnungsparametergleichungen, deren charakteristisches
Losungsverhalten identisch ist, klassifizieren und der so entstehenden Klasse einen
spezifischen charakteristischen Gleichungstyp zuordnen kann, den man Normalform
nennt. In der Normalform sind alle fiir das charakteristische Verhalten irrelevanten
Terme eliminiert, so daB sie in diesem Sinn gleichzeitig auch eine Minimalform dar-
stellt.

Wie wir wissen, fithren die verschiedenen Ordnungsparametergleichungen (6.81) aus
Kapitel 6, (7.57) aus Kapitel 7 und (8.35) aus Kapitel 8 zu einer Hopf-Bifurkation.
Um aus diesen Gleichungen die Normalform der Hopf-Bifurkation abzuleiten, werden
wir eine nichtlineare Transformation der Ordnungsparameter durchfithren, um die
nichtrelevanten Terme zu eliminieren. Zur Theorie der Normalformen und insbeson-
dere der hier verwendeten Klasse der ,near identity transformations“ verweisen wir
auf [66], [107], [120], [138] und [160]. Um die Ausfithrungen so einfach wie moglich
zu halten, werden wir in zwei Schritten vorgehen.

1.) Behandlung der kubischen Terme:
Hier werden wir uns auf die Klasse der Ordnungsparametergleichungen be-
schrinken, die ausschliefllich Terme dritter Ordnung in den Ordnungsparame-
tern enthalten. Wie sich herausstellen wird, lassen sich durch eine der dritten
Ordnung angepaflte nichtlineare Transformation der Ordnungsparameter von
den insgesamt vier Termen dritter Ordnung nur drei eliminieren. Fiir die Nor-
malform der Hopf-Bifurkation bedeutet dies, dafl sie neben dem linearen Anteil
einen einzigen kubischen Term enthalten wird. Beriicksichtigt man, daf} sich
die Ordnungsparameter in der Ndhe der Instabilitiat wie it verhalten, dann
stellt man fest, daf3 der verbleibende kubische Term gerade der zum linearen
Term resonante ist. Daher ist die hier dargestellte Herleitung der Normalform
der Hopf-Bifurkation mit Hilfe einer geeigneten nichtlinearen Transformation
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die mathematisch fundierte Begriindung fiir die in diesem Zusammenhang sehr
hdufig angewandte Methode der ,,rotating wave approximation®.

2.) Behandlung der quadratischen Terme:

Hier werden wir uns auf die Klasse der Ordnungsparametergleichungen be-
schrinken, die ausschliellich Terme zweiter Ordnung in den Ordnungspara-
metern enthalten. Wie sich in diesem Fall herausstellen wird, lassen sich durch
eine der zweiten Ordnung angepaflte nichtlineare Transformation der Ord-
nungsparameter alle Terme zweiter Ordnung eliminieren, wobei in den neuen
Ordnungsparametergleichungen nun Terme dritter Ordnung auftreten. Falls
die urspriinglichen Ordnungsparametergleichungen bereits Terme dritter Ord-
nung enthalten, werden diese entsprechend modifiziert.

Wir werden im folgenden eine kompakte Schreibweise verwenden, wobei alle Grofien,
die mit oberen Indizes + behaftet sind, zueinander konjugiert komplex sind.

E.1 Behandlung der kubischen Terme

In diesem Abschnitt betrachten wir die Klasse von Ordnungsparametergleichungen

iui(t) = M) + kFut ()] + Bt ) uT () + krut(t)uT () +

dt
kEuT (1) (E.1)

mit ausschlieflich kubischen Termen und fiihren durch die folgende, der dritten
Ordnung angepafite, nichtlineare Transformation

uE(t) = () + BEoER) + BEE () T () + SoE)eT () + BET() (E2)

neue Ordnungsparameter v*(t) ein. Diese werden wie die alten Ordnungsparameter
in der Nahe der Instabilitéit kleine Grofien sein, weshalb wir nach ihnen entwickeln
konnen. Setzen wir die Transformation (E.2) in die Ordnungsparametergleichungen
(E.1) ein, so erhalten wir ein System von Differentialgleichungen der Form

w(t) (E.3)

5
~
S~—
5|
|
=~
SN—

I

Mu(t) = 1438507 (0)" +28f v (o (t) + v (1)°,
Mp(t) = Bt () + 285 v (t)o(t) + 38 v (1),
My (t) = 6fv’(t)2+265 (o (t) + 3650 (1)°
Myn(t) = 1+38v(8)° + 28 v (v (t) + By vt (t)”
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gegeben sind und

u(t) = (v(t) ) : (E.4)

Wir verzichten hier auf die explizite Darstellung des Vektors w(t), merken aber
an, daf} seine Koordinaten die neuen Ordnungsparameter v*(¢) in erster Ordnung
enthalten. Multiplizieren wir die Gleichung (E.3) von links mit der zu M(t) inversen
Matrix

5

~

S~—
L
|

1 Moo (t)  —DMis(t)
M) = —Det%m(—m(w My (2) ) (E5)

dann erhalten wir:
d
) = M) w(t). (E.6)

Die Determinante der Matrix M (), die nun im Nenner der rechten Seiten der Glei-
chungen (E.6) auftritt, ist von der Form:

L+ f (v*(t), v (1)) (E.7)
mit

Ft@),v 1) = ot () (365 + By) + 20T (W) ()3 +

vt (1) (81 By — B B7) + 6v™ (1)*0(t) (B BT — B B5) +
S (1) ()7 (36505 + 03 B — 05 — 3065) +cc..

Wegen der in w(t) auftretenden ersten Ordnung entwickeln wir den Nenner bis zur
zweiten Ordnung. Das so erhaltene Ergebnis ist daher bis zur dritten Ordnung exakt.
Wir setzen also die Entwicklung

1
L+ f (vt (1), 0™ (1))

in die Gleichungen (E.6) ein, beriicksichtigen alle Terme bis zur dritten Ordnung in
den Ordnungsparametern und erhalten:

%vi(t) = M0oF(t) + (k§ — 265 0F) vE (1) +

2

1= f (v (t),v= () + f (v (t), v (1)) (E.8)

(ki = BEOE + A7) vt (1) 0 (1) +
(k3 — 2BEAT) o= (T (1) + (kF + 65 (AT —3AT) oT(1)°.  (E.9)

Die Koeffizienten 35, 37, 35" und (5 der nichtlinearen Transformation (E.2) bestim-
men wir nun so, daf§ die kubischen Terme in (E.9) verschwinden. Aus (E.9) folgt
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dann:
e
By = oy (E.10)
+
gr = )@Fkﬁa (E.11)
s
s = o2 (512
uki
pr = ﬁ (E.13)

Da die Eigenwerte A\ zueinander konjugiert komplex sind und zumindest in der
Néhe der Instabilitdt einen von Null verschiedenen Imaginérteil besitzen, folgt, daf3
die Nenner der Koeffizienten ﬁgt, ﬁ;ﬁ und ﬁgjf von Null verschieden sind und die
Koeffizienten somit definiert sind. Die beiden Koeffizienten 3 hingegen sind nicht
definiert, da der Nenner in (E.11) Null ist, weil die Eigenwerte A\* zueinander konju-
giert komplex sind. Aus diesem Grund konnen die zu diesem Koeffizienten gehoren-
den Terme in den Ordnungsparametergleichungen (E.1) nicht eliminiert werden. Fiir
den Ansatz (E.2) bedeutet dies, daB die beiden Koeffizienten 3f Null gesetzt werden
miissen. Damit ist gezeigt, dal die Normalform der Ordnungsparametergleichungen
(E.1) die folgende Struktur

d . _ \E,E + +n\2 F
() = M) + bR () 0T () (E.14)

besitzt. Der Koeffizient b der Normalform (E.14) ist also fiir die in diesem Abschnitt
behandelten Ordnungsparametergleichungen mit ausschliellich kubischen Termen

durch
b* = ki (E.15)
gegeben.

Die Verbindung zur ,rotating wave approximation® ist nun offensichtlich. Da sich
die Ordnungsparameter v=(¢) in der Nithe der Instabilitit wie it verhalten, ist
der einzig relevante kubische v*(¢)*07 (¢)-Term dann gerade der zum linearen Anteil
AEvE(t) der Ordnungsparametergleichungen resonante Term.

E.2 Behandlung der quadratischen Terme

In diesem Abschnitt betrachten wir die zunachst einfacher erscheinende Klasse von
Ordnungsparametergleichungen

%ui(t) = M)+ gt (1) + et (uT (1) (1) (EL6)
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mit ausschliefSlich quadratischen Termen und fiithren durch die folgende, der zweiten
Ordnung angepafte, nichtlineare Transformation

wE) = o) 4+ ot vt () + o vt ()T (E) + o (1) (E.17)

wieder neue Ordnungsparameter v=(t) ein, die auch in diesem Fall in der N#he der
Instabilitéat kleine Grofien sein werden. Durch Einsetzen der Transformation (E.17)
in die Ordnungsparametergleichungen (E.16) erhalten wir wie in Abschnitt E.1 ein
System von Differentialgleichungen der Form (E.3) mit

1+ 2agv () +afv(t)  of v () + 2050 (1)
( a; v (t) + 2a5 v (1) 14 2050~ () + ayvt(t) ) - (E.18)

Die weiteren Schritte sind identisch mit denen in Abschnitt E.1 ausfiihrlich darge-
stellten und wir erhalten somit das (E.6) entsprechende Gleichungssystem, wobei
der durch die Determinante der Matrix M (t) entstehende Nenner wieder von der
Form

M(t) =

L+ f (vh(t),v (1)) (E.19)
mit
ft@),v=() = v () (2a5 +ay) + 20T ()v (1) (agag —afay) +
20t (1)" (o oy — afay) + c.c.
ist. Wir verwenden daher auch in diesem Fall die Entwicklung (E.8) und berticksich-
tigen zusétzlich die in Abschnitt E.1 gewonnene Erkenntnis, dafl von den Termen

dritter Ordnung nur der v=(¢)*v¥ (t)-Term nicht eliminiert werden kann. Durch Ver-
nachldssigung der iibrigen Terme dritter Ordnung erhalten wir somit:
d

Evi(t) = Xot(t) + (q — Qg Ai) () + (% — o )‘jF) (v (t) +

2
(43 +a (AN =2X7)) v ()" + (g5 (o — ag) —gf o +
q1 ozl + 2q2 a3 —2q5 a2 + 041 )\i + 2a2ioz;F(2Ai — A7) +

agaf(ZE +207)) vt (1) 0 (1) . (E.20)
Die Koeffizienten af, af und o3 der nichtlinearen Transformation (E.17) kénnen

wir nun so bestimmen, daf} sdmtliche quadratischen Terme in (E.20) verschwinden.
Dies ist offensichtlich der Fall fiir

= ﬁ E.21
O{O - )\i’ ( . )
b = O (E.22)
1 )\1:117 *
+ QQi

ay = ———. (E.23)

AT — AE
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Da die Eigenwerte AX, wie bereits mehrfach erwihnt, zueinander konjugiert kom-

plex sind und zumindest in der Nédhe der Instabilitdt einen von Null verschiedenen
Imaginérteil besitzen, ist sichergestellt, daf die in (E.21), (E.22) und (E.23) auftre-
tenden Nenner von Null verschieden und daher die Koeffizienten o, af und o
definiert sind.

Fiir die Normalform der Ordnungsparametergleichungen (E.16) erhalten wir schlief3-
lich mit (E.21), (E.22) und (E.23) aus (E.20)

%vi(t) = MoE() + b ot () 0T (1) (E.24)
mit

bt = G qi (ANT2 — XF2) 4 g qf (2AFAT — AT?) 4 23 g AFAT (£.25)
B AEATF(20E — \F) ‘ ‘

Wie wir sehen, fithren die quadratischen Terme in den Ordnungsparametergleichun-
gen (E.16) durch die nichtlineare Transformation (E.17) zu kubischen Termen in
den neuen Ordnungsparametergleichungen.

Treten in den Ordnungsparametergleichungen sowohl quadratische als auch kubi-
sche Terme auf, dann kann man die beiden nichtlinearen Transformationen (E.2) und
(E.17) nacheinander ausfithren. Die erste Transformation (E.2) fithrt zur Elimination
der nichtresonanten kubischen Terme in den neuen Ordnungsparametergleichungen.
Die zweite Transformation (E.17) fithrt zur Entfernung sémtlicher quadratischer
Terme und zu einer Modifikation des resonanten kubischen Terms. Der Koeffizient
b* in der Normalform setzt sich somit additiv zusammen aus dem Koeffizient k;
(E.15) des resonanten kubischen Terms in den alten Ordnungsparametergleichungen
und dem Beitrag der quadratischen Terme (E.25).

E.3 Behandlung héherer Terme

Abschlieend mufl noch bemerkt werden, dafl die hier dargestellte Methode der
nichtlinearen Transformation der Ordnungsparameter ohne Schwierigkeiten auch
auf hohere Ordnungen erweiterbar ist. Dies ist beispielsweise dann nétig, wenn die
Ordnungsparametergleichungen ausschlieflich Terme hoherer Ordnung enthalten.
Es 148t sich dann feststellen, dal durch eine der Ordnung entsprechend angepafite
Transformation! die Terme mit geraden Potenzen der Ordnungsparameter stets eli-
miniert werden kénnen, wiahrend bei den ungeraden Potenzen immer ein relevanter
Term auftritt, der durch die Transformation nicht eliminiert werden kann.

"Wenn r die niederste Ordnung der Nichtlinearitit in den Ordnungsparametergleichungen ist,
dann ist die Nichtlinearitéit der Transformation eine komplexe homogene Funktion vom Grad r.
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