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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich sowohl mit der theoretischen als auch exper-
mentellen Untersuchung des Einflusses zeitlicher Retardierungen auf die dynamischen
Eigenschalten nichilinearer Systeme. Solche Retardierungseffekte, die ihre physikali-
sche Ursache in der Beriicksichtigung endlicher Laufeeiten innerhalb eines riickgekop-
pelten Systems haben, kfnnen zu einem oszillatorizehen oder chaotischen Zustand des
Ausgangssignals filhren. Die Bedeutung der Untersuchung versogerungsindusierter In-
stabilititlen hegt in der Tatsache begrindet, dafl jedem physikalisehen System zeitliche
Yerzogerungen inhirent sind und selbst einfache Systeme, deren Stabilitit bei Ab-
wesenheil von zeitlichen Retardierungen wenig beeinflufit werden kann, durch deren
Auftreten ithre dynamischen Eigenschaften qualitativ verandern.

Die theoretischen Untersuchungen hatten zum Ziel, ein systematisches Verfahren za for-
mulieren, welches die Methodik der Synergetik dahingehend erweitert, dafl sie auf eine
allgemeinere Klasse von zeitlich versdgerten Systemen anwendbar wird. Ausgehend von
der Notwendigkeit, den Zustand cines solchen Systems in einem unendlich dimensiona-
len Zustandsraum durch eine abstrakte Funktionaldifferentialgleichung zu beschreiben,
mufiten die Konzepte der Synergetik, die in ihrer bisherigen mathematischen Formulie-
rung aufl Selbstorganisationsprogesse mit zeitlich lokalen Wechselwirkungen beschrankt
sind, auf diesen erweiterten Zustandsraum fiberiragen werden. Dazu wurde ein verall-
gemeinertes Ordnungsparameterkonzept entwickelt, welches den Spektraleigenschaften
von Funktionaldifferentialgleichungen Rechnung trigi und mit dem Versklavungsprin-
zip eine Elimination des unendlich dimensionalen Satzes von stabilen Moden gestattet,
Das damit bereitgestellte Eliminationsverfahren erlaubt eine systematische Beschrei-
bung von Selbstorganisationsprozessen, bei welchen geitlich nichtlokale Effekte eine
entscheidende Raolle Gbernehmen.



& Zusammenfassung

Ziel der experimentellen Untersuchungen, die an einem Phasenregelkreis 1. Ordnung
mit integrierten analogen und pumerischen Verzdgerungsleitungen durchgefihrt wur-
den, war es, einerseits ein reales System zur Verfigung zu haben, an dem die theore-
tischen Resultate im Detail iberprift werden konnten. Andererseits sollte anfgezeigt
werden, daf selbst dieses einfachst denkbare nichtlineare Rickkopplungssystem un-
ter dem Einflufl endlicher %dlmﬁeiten eine Hierarchie von verzdgerungsindusierten
Instabilititen durchlaufen kann. Dieses unerwartete Verhalten des nichtlinearen Hegel-
kreises wird ausfahrlich diskutiert.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: Nach einer Einfihrung in die grund-
legenden Kongepte der Synergetik in Kapitel 2, wird in Kapitel 3 ein Verfahren ent-
wickelt, welches die Anwendung des mathematischen Formalismus der Synergetik anf
eine allgemeine Klasse von zeitlich versogerten Systemen erméglicht. Wir formulie-
ren dazu guerst die Dynamik eines zeitlich verzbgerien Systems in einem erweiterten
unendlich dimensionalen Zustandsraum und diskutieren die Spektraleigenschaften des
linearisierten Problems. Darauf aufbauend wird cin Projektorformalismus entwickelt,
der eine Aufspaltung des Zustandsvektors in Ordnungsparameter und stabile Moden
ermbglicht. Schliefilich seigen wir auf, wie sich die stabilen Moden in der Umgebung
einer Instabilitit systernatisch eliminieren lassen und niherungsweise zu einem endlich
dimensionalen Satz von Ordnungsparametergleichungen fiihren, die keine Gedachini-
sterme mehr enthalten. Der entwickelte Formaliszus wird in Kapitel 4 explizit auf sine
skalare nichtlineare Delay-Differentialgleichung angewandt, die das Synchronisations-
verhalten eines geitlich verzégerten Phasenregelkreises 1. Ordnung beschreibt. Daran
schliefit sich eine cingehende experimentelle Untersuchung des dynamischen Verhaltens
des Regelkreises an. Kapitel 5 fafit die Ergebnisse zusammen und diskutiert die sich
ergebenden Anwendungsmoglichkeiten.



Kapitel 1

Einleitung

Das Verstindmis fir das Entstchen hochgeordneter Strukiurbildungen in der beleb-
ten wie unbelebten Natur hat in den letzten beiden Jahrzehnten entscheidende Fort-
schritte erlebt, Waren friher Erklarungsmodells vielfach rein empirischer Natur und
dariiber hinaus auf das jeweilige Naturphinomen beschrinkt, so gelangi man heute
immer mehr zu der Uberzengung, da# diesen Strukturbildungsprozessen in komplexen
Systemen universelle Entstehungsmechanismen sugrunde legen. Theoretische Ansitze,
die ans physikalischen Anwendungen stammen, konnten, nicht zuletzt aufgrund des
Einsatzes moderner Hochleistungscomputer, selbst in so komplexe Gebiete wie die Bio-
logie, Physiologie oder die Kopnitionswizsenschaften Einzug halten. Die theoretischen
Vorhersagen fiber das Aufireten von makroskopischen Ordnungszust3nden kamen da-
bei den in der Realitit beobachieten Gepgebenheiten erstaunlich nahe. Aus der Er-
kenntnis heraus, daf diess Ordoungszustinde dem jeweiligen System nicht von auffen
anfgepragt werden sondern gewissermafien spontan entstehen, wurden mathematische
Konzepte entwickelt, die man als Selbstorganisationstheorien bezsichnet. Dhe Stirke
einer solchen Theorie zeichnet sich dadurch aus, daff sie Erklarungsmechanismen fir
das kooperative Zuzammenwirken von unabhingigen Untersystemen bereitstellt, aus
denen sich das zu beschreibende Objekt zusammenszetzt und damit auf sine Vielzahl
naturwissenschaftlicher wie auch gesellschaftswissenschaftlicher Disziplinen anwendbar
wird. Das interdisziplinire Porschungsgebiet der Synergetik, von Hermann Haken 1969
an der Universitit Stuttgart begriindet [34, 35|, trigt diesem Anspruch Rechnung,

indem es ein umfassendes Konzept zur Beschreibung von geitlichen, riumlichen, raum-
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geitlichen ader funktionalen Strukturbildungsprozessen in komplexen Systemen bereit-
gtellt. Dabei erstreckt sich die mathematische Beschreibungsebene der Synergetik von
gewohnlichen dber partielle Differentialgleichungen bis hin zu deren stochastische Ver-
allgemeinerung und d::l;i_d_:mit eine breite Klasse von dynamischen Systemen ab, die
durch rinmliche und zeitliche Lokalitit ausgezeichnet sind.

Selbstorganisationsprozesse dagegen, die durch die Berticksichtigung endlicher Laufzei-
ten innerhalb eipes Systems zustande kommen, haben in der Vergangenheit in phy-
sikalischen Problemstellungen nur eine untergeordnete Rolle gespielt. Dies lag zum
einen daran, daf zeitliche Retardierungen oftmals als zu klein angesehen wurden, um
eine qualitative Auswirkung auf das dynamische Verhalten ausiiben zu kfnnen. Zum
anderen verhinderten die mathematischen Schwierigkeiten, die mit einer korrekten For-
mulierung des Anfangsweriproblems verbunden ist, eine systematische Theorie, wie sie
fiir gewdhnliche Differentialgleichungen bereits seit langem existiert.

In den ingenieurwissenschaftlichen Bereichen, insbesondere in der Regelungstechnik,
werden seit langem Stabilititskonzepte diskutiert, die méglichen Einfiissen endlicher
Signallaufzeiten Rechoung tragen. Anwendungsbedingt stehen dabei jedoch gerade
Untersuchungen zur Vermeidung versogerungsindugierter Instabilititen im Mittelpunkt
des Interesses (siehe z.B. [57|). Bemerkenswert erscheint deshalb die Tatsache, daf
dennoch bereits im Jahre 1979 erste systematische Untersuchungen sum chaotischen
Verhalten zeitlich retardierter Rickkopplungssysteme durchgefihrt wurden [56].

Der in den letzten Jahren im naturwissenschaftlichen Bereich begonnene Versuch ein
tieferes Verstindniz des Einflusses von Cedichtnistermen auf das dynamische Verhal-
ten komplexer Systeme zu erhalten, geht auf fundamentale Arbeiten von lkeda et al.
[47, 48, 49], Farmer 23] sowie der Arbeitsgruppe um Hopf und Gibbs [28, 45] surick.
Darin wurde sum ersten Mal auf die Maglichkeit verzégerungsinduzierter chaotischer
Instabilitaten in optisch bistahilen Systemen hingewiesen. In den darauf folgenden
Jahren wurden darauf aufbauend, verschiedenartige experimentelle und theoretische
Untersuchungen vor allem an Halbleiterlaser mit zeitlich verzdgerter Rickkopplung
[11, 27, T2, B1] sowie zeitlich verzégerten elekiro— und akusto—optisch bistabilen Syste-
men durchgefihrt. (Fir einen Tberblick siehe z.B. [28, 53, 68, 71].) Dort konnten in
Analogie zu nichtlinearen Systemen mit zeitlich lokaler Dynamik Periedenverdopplun-
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gen (24, 25, 26, 32, 73, 83, 85, 86], Quasiperiodizitat [2, 6, 5, 61, 63] und intermittentes
Verhalten |41, 54, 62, Tl] experimentell nachgewiesen werden. Auswirkungen mehrerer
Hetardierungen auf das Stabilititsverhalten [50, 70, 95] wurden ebenso untersucht wie
stochastische Einflisse [15, 64, 67, 79]. Gekoppelte zeitlich verségerte Systeme wur-
den zur Untersuchung raum-geitlicher Instabilititen herangezogen [10, 77, 78], Eine
theoretische Erklirung all dieser Erscheinungen steht, abgesehen von einigen wenigen
Erklarangsmodellen [40], allerdings noch aus.

Besonderes physikalisches Interesse wird ingwischen zeitlich verzigerten nichtlinearen
Systemen bei der Untersuchung der Struktur seltsamer Attraktoren entgegengebrachi.
In einer Vielzahl von Experimenten konnte dabei nachgewiesen werden, dafl die Dimen-
sion chaotischer Attraktoren unabhingig von dem speziell gewihlten System propor-
tional zur Retardierung ansteigt [17, 23, 59, 60]. Die sich daraus ergebende Maglichkeit
hochdimensionale seltsame Attraktoren durch einfache Erhéhung der Retardierung zu
erzeugen, stellt eine neve Méglichkeit als Zugang zur Deutung des noch unvollstindig
verstandenen Phinomens der vollentwickelten Turbulens dar |17, 51, 52, 58, 60].

Ferner dienen verzbgerungsindusierte Instabilititen in physiologischen Kontrollsyste-
men in zunchmenden MaBe als Erklirungsmodelle komplexer Erscheinungen. Expe-
rimentelle Untersuchungen neurophysiologischer Kontrallfunktionen belegen, daf zeit-
liche Verzigerungen zu Instabilititen im Kontrollsystem fihren kdnnen. So ist be-
kannt, dall hinreichend lange akustische Verzfgerungen in einem Auditorium zu einer
merklichen Absenkung der Sprechgeschwindigkeit oder einem Stottern des Vortragen-
den fihren konnen. Visuelle Verzégerungen kémnen es Testpersonen unméglich ma-
chen, selbst einfache geometrische Figuren szu zeichnen (siche z.B. [30]). Wihrend
jedoch frithere Untersuchungen auf oszillatorische Stérungen im Kontrollsystem be-
schrfinkt waren, lassen neuere Experimente die Folgerung zu, daf zeitliche Verzégerun-
gen ein weitaus komplexeres dynamisches Verhalten bewirken kinnen, Das sogenannte
Mackey—Glass Modell beispielsweise, eine skalare nichilineare zeitlich versagerte Diffo-
rentialgleichung, warde zur Beschreibung von beobachteten Anomalien in der Regene-
ration weiller BlutkSrper infolge des Einflusses endlicher Aushreitungsgeschwindigkei-
ten chemosensitiver Substanzen im Blutkreislauf aufgestellt. Im chaotischen Bereich
erlaubt dieses Modell cinen qualitativen Vergleich mit experimentellen Daten 31).
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Von besonderer Bedeutung bei der Untersuchung verzégerungsbedingter Llnstabilititen
sind Experimente des menschlichen Pupillenreflexes [65, 66], da es in diesem Fall durch
einen nichtinvasiven Eingriff in das menschliche Kontrollsystem sum ersten Mal méglich
wurde, den Einfluf zeitlicher Verzégerungen systematisch zu untersuchen.

Dafl Verzdgerungseflekte in neverster Zeit auch in wirtschafiwissenschaftliche Fragestel-
lungen [9] oder in der Theorie neuronaler Netze [8, 18, 75| Einzug gehalten haben, mag
als ein Anzeichen dafiir gesehen werden, daf sich aus der Bericksichtigung des Einflus-
ses endlicher Laufzeiten auf das dynamische Verhalten nichilinearer rickgekoppelter
Systeme ein weites Cebiet fiir sukfinftige Forschungsaktivititen erdffnen wird.



Kapitel 2

Die Methodik der Synergetik

Das interdisziplinire Forschungsgebiet der Synergetik wurde von Hermann Haken 1969
mit dem Anliegen gegrindet, allgemeingiltige Pringipien aufruzeigen, die einer spon-
tanen Entstehung von zeitlichen, raumlichen, raum-zeitlichen oder funktionalen ma-

kroskopischen Strukturen rugrundeliegen [34, 35].

Als Beispiel eines solchen Selbstorganisationsprozesses kann man etwa die Lasertitig-
keit auffihren. Hier ordnen sich lichtemittierende Atome intern spontan aufl einem
makroskopischen Mallstab an und strahlen koh@rentes Laserlicht aus. In Flissigkei-
ten und Gasen treten Instabilititen auf, die als makroskopisch geordnete Bewegung
der Stromungselemente gu interpretieren sind, Autokatalytische chemische Reaktio-
nen -eines der prominentesten Beispiele ist die Belousov-Zhabotinsky Reaktion- sei-
gen riumlich, zeitlich und raum-—zeitlich geordnete Reaktionszustinde von hohem Ord-
nungsgrad. Das Besondere an diesen Phinomenen ist, daff die Strukturen dem jewsili-
gen System nicht von auen aufgeprigl, sondern vom System selber erzeupt werden.

Besonders reichhaltige Formen der Musterbildung trifft man in der Morphogenese,
einem Teilgebiet der Biologie, an. In der Physiologie ist es etwa die Koordination
von Bewegungsvorgingen, die eine bemerkenswerte Realisierung spontan generierter
Ordnungsformen reprisentiert. Ferner ist von herausragender Bedeutung fiir beide
Wissenschafiszweige die Funktionsweise des menschlichen Gehirns, su dessen tieferem
Versthndnis Selbstorganisationsphinomene grundlegende Bedeutung erlangen,

Die Synergetik geht bei ihrer mathematischen Beschreibung von Selbstorganisations-
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prozessen von Vielteilchensystemen aus, deren Untersysteme nichilinearen Evolutions-
gleichungen genfigen. Dabei soll durch einen von auflen zugefihrien unspezifischen
Flufl von Energie, Materie oder Information das System fernab vom thermodynami-
schen Gleichgewicht betrieben werden, Diese iuBere Anregung wird dber cinen Satz
von Kontrollparametern beschrieben. Um das Anliegen der Synergetik verstindlich
tu machen, betrachten wir ein solches offenes System, das sich durch eine Energie-
und/oder Materiezafuhr in einem Nichtgleichgewichtszustand befindet. Verindert man
die Kontrollparameter, so wird das System bei cinem kritischen Wert seine urspriing-
liche Stabilitat verlieren und in einen neven Ordoungszustand Gbergehen. Durch eine
weitere Verinderung der Kontrollparameter kann so das System eine ganee Hierarchie
von Instabilititen durchlaufen, bis es schlieBlich in den Einzugsbereich eines chaotischen
Attraktors mindet, der die Ordnungsstruktur zumindest teilweise zerstren wird. Wie
in diesem Kapitel ausgefiihrt werden soll, beruht der interdisziplinire Charakter der
Synergetik gerade darauf, eine universelle Theorie bereitzustellen, die, unabhingig von
der Art der Untersysteme, das dynamische Verhalten von komplexen Systemen in der
Nihe solcher Instabilitaten vorhersagen kann.

Fitr des im folgenden heschriebene Verfahren einer synergetischen Systemanalyse den-
ken wir uns das zu analysierende System durch Abbildung 2.1 schematisch reprasentiert.

1. Modellierung

Aufgabe einer jeden Fachdisziplin ist es, dynamische Modellgleichungen in Form von
Evcluticnsgleichungen fir die verschiedenen Untersysteme aufrustellen. Fafit man de-
ren Variablen in cinem Zustandsvektor § zusammen, der den n-dimensionalen Zu-
standsraum ' aufspannt, so lautet eine typische Evolutionsgleichung fir §, die raum-
geitliche Strukturbildungsprozesse unter dem Einflufl Guflerer Flukinationen beschrei-
ben kann

%g‘{:—:.:] =N [ﬂf,:), 1V, {.:.-}] + F(§(3,4),4). (2.1)

Das nichtlineare Vektorfeld ¥ kann explizit von Ort £ und Zeit t abhingen. Der Nabla-
Operator WV steht far riumliche Inhomogenititen und {_ﬂ".‘}' faBt den Satz von Kontroll-

parametern zusammen. Zusdtzlich zu diesem deterministischen Anteil kiinnen auch
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Abb. 2.1: Schematische Darstellung eines synergetischen Systems. Das
nichtlineare System, bestehend aus einer Vielzahl von Untersystemen mit
nichtlinearer Dynamik und/oder nichtlinearer Kopplung, wird von auflen
durch einen Satz von Kontrollparametern angeregt. Durch die Riickwir-
kung des Ausgangssignals aufl den Eingang kénnen sich selbst organisierende
Strukturen auf einem makroskopischen Mafistab ausbilden.

noch Raunschprozesse, die durch F beschrieben werden, zu dem dynamischen Verhalten
beitragen. Da das vollstindige System von nichtlinearen partiellen stochastischen Diffe-
rentialgleichungen (2.1) den Rahmen einer einfiihrenden Darstellung der Methodik der
Synergetik sprengen wiirde, beschrinken wir uns im folgenden auf die einfachere Klasse
geitlich und raumlich homogener deterministischer Systeme, die durch einen Satz von
gewohnlichen nichtlinearen autonomen Differentialgleichungen

Z5(t) = N (3(0). o) (22)

beschrichen werden.

2. Stationfre Lisungen

In den allermeisten Fillen wilsrde eine vollstindige globale Analyse des nichtlinearen Sy-
stems (2.2) ein hoffnungsloses Unterfangen darstellen. Daher ist man gezwungen, die
TUntersuchung des dynamischen Verhaltens auf die Umgebung eines Referenzzustandes
§5ear #0 beschriinken. Im einfachsten Fall, und dies reicht fiir eine schematische Darstel-
lung der Methodik der Synergetik aus, geht man von einer zeitunabhingigen Lésung
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J51as wus, die sich aus
'I.;' {ér-ﬂ-ih'[gl'}} =) {2.3'}

bestimmen 1808t. Es bleibt anzumerken, dal man sich bei dieser Wahl einer stationiren
Lésung unter Umstinden noch im thermodynamischen Lisungszweig befinden kann
und infolgedessen Stabilititsaussagen auch noch mit Hilfe der Methoden der irreversi-
blen Thermodynamik méglich sind, Dhie Methodik der Synergetik geht in ihrer allge-
meinen Formulierung jedoch weit dber diesen Spesialfall hinaus, indem sie auch lokale
Untersuchungen um periodische oder quasiperiodische Attrakioren erlaubt, die echien
Nichtgleichgewichtszustinden entsprechen.

3. Linearisierung um die stationfre Lisung

Um zu entscheiden, ob die stationire Losung §su., stabil gegenfiber Sufleren Storungen
ist, lenkt man den Zustandsvektor § um eine kleine Gréfe § aus seiner Rubelage i

akkLs
§t) = Foea + §(1). {2.4)

Gleichung {2.2) geht in einer linearen Stabilititsanalyse Gber in eine lineare Diflerenti-

algleichung fir die Auslenkungen §
£506) = L (@ (o) 710). (25)

Die zeitunabhingige Matrix L ergibt sich aus

8N
by o (2.6)

Mit dem Ansatz
git) = g (2.7)

lassen sich die Stabilititseigenschaften aus dem linearen algebraischen Eigenwertpro-
h‘El"

Lg* = Ap* (2.8)
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gewinnen. Nichttriviale Losungen erfordern das Verschwinden der Koeffizientendeter-

minante
det (L - Al =10, (2.9)

woraus sich Eigenwerte A; und mit (2.8) die dazugehdrigen Eigenvektoren #* bestimmen
lassen. Finen beziiglich des kanonischen Skalarproduktes zu {¢*} biorthonormalen
Satz von adjungierten Eigenvektoren {#1} erhilt man ans der zu (2.8) adjungierten
Cleichung

YL = At {2.10)

Die Orthonormalitiitsrelationen lauten

(ﬁ""" . 5‘*} =&, (2.11)
Die Vollstindigkeit des biorthonermalen Eigenfunktionensystems ergibt sich in der
Form

kil

P e (2.12)

=1
4. Ordnungsparameterkonzept

Die allgemeine Lasung der nichtlinearen Evolutionsgleichung (2.2) 1aft sich in der Form

F(t) = Goeae + 3 () (2.13)

=1
mit noch zu bestimmenden zeitabhiingigen Modenamplituden £;(t) schreiben. Setzt

man (2.13) in (2.2) ein, so erhilt man einerseits

d
Sa0 =Y LEOP. (214

#=1
Andererseits ergibt sich fiir das nichtlineare Vektorfeld N mit (2.3), (2.6) und (2.8)
W (fow+ 26008 ) = 3 A&(08Y + G UGN (2.15)
=1
wobei das Vektorfeld G nichtlinear in seinen Argumenten ist. Bildet man das Skalar-
produkt mit den adjungierten Eigenfunktionen 4™, so erhalt man mit den Orthenor-
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malititsrelationen (2.11) das folgende gekoppelte Systeme von Bewegungsgleichungen
fir die Modenamplituden £;(#)

d i
5 6(t) = A&t} + N({&H (2.18)
Die nichtlineare vektorwertige Funktion N hat dabei die explizite Darstellung

Fi({&h = (3™, &) = 1 A -6 (217)
PR
Das Gleichungssystemn {2.16) ist exakt und Aquivalent su den Ausgangsgleichungen
{2.2). Der Vorteil, der sich aus einer Formulierung des dynamischen Verhaltens in Form
von Modenamplitudengleichungen (2.16) ergibt liegt darin, daf diese das kollektive
Verhalten der Untersysteme bezogen aufl den Heferenzzustand beschreiben, wihrend
(2.2) eine Bewegungegleichung fir die einzelnen Untersysteme darstellt.

Mit demn Ordnungsparameterkonzept der Synergetik gelangen wir zu einem zentralen
Punkt des synergetischen Formalismus. Die Stabilitit der stationfiren Lisung §ees
driickt sich dadurch aus, dafl fiir einen gewissen Bereich der Kentrollparameter simtli-
che Realteile der Figenwerte A; = A;{{s:}) negativ sind. Erreicht man einen kritischen
Kontrollparameterwert {o;} = {7}, so wird der Realtei] einiger weniger Eigenwerte
A, verschwinden, wihrend der iberwiegende Anteil an Eigenwerten A, einen negativen
Realteil behalt

Hcl{:lu{{ﬂ.-lm"}]] =0, w=l..m, (2.18)
m{a,[{ﬁ}*ﬁ”}]] £ 0, s=m+l,... 0. (2.19)

Die Modenamplituden werden daher an einer solchen Schwelle in linear instabile Moden
£.(1), die sogenannten Ordnungsparameter sowie linear stabile Moden £,(t) gem&f

L) =H(t) {u = unstable)
ZUH (2.20)
Ef)=7(t) (5= stable)
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aufgespalten. FaBt man die jeweiligen Eigenwerte A, bew. A, zu den Matrizen
-1.1 ':h'ﬂ'l'i"l.
A= . A= (2.21)
Am An
zusammen (die wir hier in Diagonalgestalt vorliegend annehmen), dann geht (2.16) in
das gekoppelte System von Modenamplitudengleichungen

%a(:} = A+ NS00, 7)), (2.22)
%*(:] — A+ W@, 5) (2.23)

5. Versklavungsprinzip

Befindet man sich in der Nahe einer Instabilitit, so gilt fir die Eigenwerte wegen (2.18)
und (2.19)

1&:(1_}

< |H={::..]|

. (2.24)

Interpretiert man die Realteile der Eigenwerte A; als Dimplungskonstante des Systems,
so kann man Relaxationszeiten r; dber
1

- — [2.25)
IR:{J..-]|

einfiihren. Mit (2.25) sieht man, daB in der Umgebung einer Instabilitit eine Hierarchie
von Zeitskalen gemal

Ta @ T, (2.26)

erzeugt wird. Gleichung (2.26) besagt, daf die Dynamik der stabilen Moden, bezogen
auf die Zeitskala der Ordnungsparameter, sehr schnell abliuft. Anders ausgedriickt,
die Dynamik der stabilen Moden wird nach einer kurzen Einschwingphase durch die
Ordnungsparameterdvnamik vollstindig vorgeschrieben, die stabilen Moden also von
den Ordnungsparametern gewissermafien wersklavi., Mathematisch driickt sich diese
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Versklavung durch die Relation
Fit) = hli (1) (2.27)

aus [33, 34, 35, 92]. Eine Bestimmungsgleichung fir die zentrale Mannigfaltigheit £
erhilt man, indem man Gleichung {2.27) in das gekoppelte System von Modenglei-
chungen (2.22) und (2.23) einsetat

%, E{i{!}}ihui‘{i} + N.(E(), E[ﬁ{i]}}] = AR(E()) + N (2 (), R(&(1)) . (2.28)

List man Gleichung (2.28), so erhilt man mit (2.27) und (2.22) ein niedrigdimensionales
geschlossenes Differentialgleichungssystem fiir die Ordnungsparameter o

d = o
() = AT () + No (T(0), K@) . (2.29)

Diese sogenannten Ordnungsparametergleichungen beschreiben die sich in der Nihe
einer Instabilitit ausbildenden makroskopischen Strukturen wvollstindig. Nach einer
Klassifizierung in ihre jeweiligen Normalformen lassen sich die Ordnungsparameterglei-
chungen mit den Methoden der Bifurkationstheorie von einem universellen Standpunkt

weiter diskutieren.,

Um die zentrale Mannigfaltigkeit in niedrigster Ordnung (adiabatische Elimination) zu
bestimmen, nehmen wir an, dafl die nichtlineare Funktion N in (2.17) mit Termen der
Ordnung © [l.ﬂ} startet. Es gilt dann niherungsweise

.I.l:r-.i =] ﬁi:jh ‘.i'_uﬁ-"ﬂ_.‘._, {2-3‘0}
Nlli = -il;r;:'.'lﬂ__é'kh "u_-h,- {2-31}

Um die zentrale Mannigfaltigkeit bis zur Ordnung O/ |i|") zu bestimmen, setzt man
den Ansats

hi(ii(e)) = Hip souy -, (2.32)

mit noch zu bestimmenden Koefizienten H;;, ;. in Gleichung (2.28) ein. Unter Beriick-
sichtigung von Gleichung {2.17) erhidlt man

o
'Hl-hﬁr == [ﬂl - t-:"f. S i ln}f].j N-.r;,-.,j. . [2'33]'
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Der Eigenwert A;, entspricht dabei dem i-ten Eigenwert von A,. Zusammen mit Glei-
chung (2.32) liefert (2.33) schliefilich eine Bestimmungsleichung fiir die zentrale Man-

nigfaltigheit f.

Die zentrale Bedeutung des Versklavungsprinzip zur Beschreibung selbstorganisierter
Strukturbildungen in komplexen System liegt darin begriindet, daB hierdurch ein kon-
struktives Verfahren bereitgestellt wird, das in der Umgebung siner Instabilitdt zu einer
systematischen Reduktion der Freiheitsgrade und zu einer niedrigdimensionalen Ord-
nungsparamelergleichung fihrt. Um zu verdeutlichen, weshalb bei den meisten in der
Matur anftanchenden selbstorganisierten Phinomenen nur wenige Moden instabil wer-
den, betrachten wir die Bedingung [2.18). Diese beschreibt im Raum der Kontrollpara-
meter {m;} eine Fliche der Kodimension 1 und fihrt daher zu einem (recllen) oder zwei
(komplexen) Eigenwerten, die linear instabil werdenden Moden entsprechen. Natiirlich
kann die Instabilitiétsbedingung (2.18) fiir eine Vielzahl von Eigenwerten A; erfiillt wer-
den. Allerdings wird dies im allgemeinen bei verschiedenen kritischen Kontrollparame-
tern {1} der Fall sein. Der gemeinsame Schritt der daraus resultierenden Flachen
wird jedoch von hiherer Kodimension sein und darf daher von einem physikalischen
Standpunkt aus betrachtet als wenig relevant angeseben werden. In Abbildung 2.2
ist dieser Sachverhalt schematisch fiir den Fall sweier Eigenwerte dargestellt, die der

Bedingung (2.13) genfigen.

Fum Abschiufl soll anhand Abbildung 2.3 der allgemeine Formalismus der Synergetik
noch einmal graphisch dargestellt und nevers Entwicklungen diskutiert werden,

In dem bisher vorgestellien sogenannten Botforn up Zugang versucht man aus der
mikroskopisch oder mescskopischen Kenntniz der Untersysteme Ordnungsparameter-
gleichungen herzuleiten. Dvie Problematik dieser Vorgehensweise ergibt sich aus der
Beobachtung, dafi es komplexe Systeme gibt, deren Untersysteme selbat schon so kom-
plizierte Gebilde darstellen, dafl ihre Dynamik und thre Wechselwirkungen nicht be-
friedigend darstellbar sind. Damit ist gemeint, dafl wir auf der mikroskopischen Ebene
der Untersysteme keine vollsifndigen Gleichungen der Form (2.2) aofstellen kénnen.
Beispiele fir derartige Untersysieme bilden etwa die Zellen, die Organe aufbauen, die
Organe selbst, die den Organismus konstiiuieren, Menschen in sozialen Systemen oder
Gesellschaften usw. Solange man nur an den resultierenden makroskopischen Prozessen
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P

Abb. 2.2: Flichen mit Re(A,) = 0 im Kontrollparameterraum {;}. Jeder
Eigenwert, der die Bedingung (2.18) erflllt, erzeugt im Kontrollparameter-
raum cine Fliche der Kodimension 1. Abgebildet sind zwei derartige Flachen.
Thre gemeinsame Schnitthinie ist von Kodimension 2. Andert man nur einen
Kontrollparameterwert, z.B. oy, s0 wird i.a. nur eine Fliche der Kodimension

1 durchstofen.

interessiert 1st, kann man mit dem Verweis auf die UnabhBagigkeit des makroskopischen
Verhaltens von den Details der Untersysteme absehen [87]. Allerdings 1auft man dabei
Gefahr, dafi man in der Interpretation der kollektiven Phinome oft auf zu vereinfachte,
im Mikroskopischen entwickelte Vorstellungen surfickgreift.

In der phanomenologischen Synergetik beschrinki man sich von vornherein auf rein
makroskopische Daten und Becbachtungen. Man versucht die Kontrollparameter und
Ordnungsparameter von diesen makroskopischen Daten her zu identifizsieren und die
demn makroskopischen Verhalten sugrunde liegende Dynamik zu rekonstruieren.

Diese Methode des Top down Zugangs ist an ganz verschiedenartigen Systemen er-
probt worden. Als Beigpiel benennen wir Modelle zur Koordination von Bewegun-
gen bei Tieren und Menschen, kollektive Erscheinungen bei der Meinungsbildung
usw.[37, 90, 93, 94]. Diese Modelle geben allerdings nur wenig Aufschlufl dber die
rugrundelisgende mikroskopische Divnamik. Thre Kesultate sind auch nicht immer ein-
dentig und thr Wert ist stark mit der Gite der angegebenen Interpretation korreliert.

Als eine bemerkenswerte Anwendung dieser Methode erwihnen wir hier die Konstrukti-



i—i Kontrollparametsr: o

[ ] Mustertilinng

h:dnmg:pqmmm:u Muster
[ Mustererkenrnng

| I

Versklavang: s = s(u)

| L] [ O

f Uniersysteme: Lf

| |

Abb. 2.3: Botlom up und Top down Zugang einer synergetischen Systemana-

S 200w

lyse. In dem Bottorm up Zugang startet man von mikreskopischen oder me-
soskopischen Evolutionsgleichungen und leitet daraus die entstehenden Ord-
nungsparametergleichungen ab. Der Top down Zugang startet hingegen von
rein makroskopischen Daten. Davon ausgehend versucht man die Ordnungs—
und Kentrollparameter von diesen Daten her zu identifizieren und die dem
makrozkopischen Verhalten zugrundeliegende Dynamik zu rekonstruieren.

23
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ansvorschriften fiir einen synergetischen Computer der auf dem makroskopischen Kon-
zept der Ordnungsparameter basiert [36]. Es geht hier insbesondere darum, Prozesse,
die in einem assoziativen Verhalten des Gedichinizses ablaufen, zu simulieren. Dhes
gelingt durch eine massive Parallelverarbeitung der aufgenommenen Signale, die durch
die makroskopische Dynamik der Ordnungsparameter koordiniert wird.

Wir bemerken hier der Vollstindigkeit wegen, daB cin um den statistischen Aspekt
erweiterter makroskopischer Zugang als ‘Methode der makroskopischen Synergetik’ be-
zeichnet wird. Sie basiert auf von Jaynes und Haken erweiterten Konzepten der Shan-
nonschen Informationstheorie. Fluktuationen spielen dabei bei der Beschreibung des
makroskopischen Verhaltens von komplexen Systemen eine entscheidende Rolle.



Kapitel 3

Erweiterung der synergetischen
Konzepte auf zeitlich verzdgerte

Systeme

Die Methodik der Synergetik, wie sie im vorangegangenen Kapitel ausfihrlich darge-
stellt wurde, stellt ein umfassendes Konszept sur mathematischen Beschreibung von
Nichtgleichgewichtsphaseniibergingen in Vielteilchensystemen dar. Formuliert wurde
sie fiir gewBhnliche und partielle Differentialgleichungen mitsamt ihren stochastischen
Verallgemeinerungen. Thr Anwendungsbereich umfafit daher die Beschreibung won
Selbstorganisationsprozessen in rumlich homogenen wie auch inhomogenen Medien.
Effekie, die durch die Bericksichtigung endlicher Laufzeiten innerhalb eines Systems
hervorgerufen werden, sind bisher jedoch noch micht mit dem Formalismus der Syner-
getik behandelt worden. Ziel dieses Kapitels ist es daher, die der Beschreibung zeitlich
retardierter Systeme mathematisch sugrundeliegenden Methoden so zu entwickeln, daf
cine Anwendung der Konzepte der Synergetik darauf maglich wird.

Nach einer allgemeinen Diskussion zur Einordnung zeitlich verségerter Systeme in un-
terschiedliche mathematische Klassen (Abschnitt 3.1) wird in Abschnitt 3.2 anfgez=igt,
wie sich Funktionaldifferentialgleichungen in einen unendlich dimensionalen Zustands-
raum cinbetten lassen. Dieser bildet in Abschnitt 3.3 die Grundlage zur Diskussion
des Eigenwertproblems von zeitlich verzagerten linearen Systemen. In Abschnitt 3.4
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wird ein Projektorformalismus eingefihrl, der eine Aulspaltung der Modenamplituden
in Ordnungsparameter und stabile Moden ermbglicht. Schliefilich wird in Abschnitt
3.5 das Ordnungsparameterkonzept fir eine allgemeine Klasse von zeithich verzégerten
nichtlinearen Systemen formuliert und sin Eliminationsverfahren der stabilen Moden
vorgestellt.

3.1 Einordnung zeitlich verzigerter Systeme in

Klassen

Bei der Beschreibung des dynamischen Verhallens eines synergetischen Systems in Form
von Evolutionsgleichungen (vgl. Kapitel 2) wurde implizit von der Annahme ausgegan-
gen, dafl aus der Kenntnis des momentanen Systemzustandes, die zeitliche Anderung
des Zustandsvektors bereits eindeutig festliege. Diese Annahme schliefit jedoch die
Behandlung jeglicher Ged&chiniseffekte aus. In diesen Fillen ist zur eindeutigen Fest-
legung der zeitlichen Anderung des Zustandsvektors die Kenntnis friherer Zustinde
notwendig. An die Stelle gewbhnlicher oder partieller Differentialgleichungen, die die
Grundlage des mathematischen Formalismus der Synergetik bilden, treten nun Funktio-
naldifferentialgleichungen, die gur Beschreibung zeitlicher Verzdgerungsvorginge besser
geeagnet sind. Das allgemeine Schema eines synergetischen Systems, welches die Grund-
lage der nachfolgenden Betrachtungen baldet, ist in Abbildung 3.1 dargestellt,

Ist die Retardierung in der Rickkopplungsschleife so beschaffen, dafl die zeitliche Ent-
wicklung des Zustandsvektors von einer festen {riheren Zeit abhangt, so l5Bt sich die

Evolutionsgleichung fiir ein solches System in Verallgemeinerung von (2.2) schreiben
als

Sa0 = W (g)d( — 7). {o)) - (3.1)

Das um die Zeit v retardierte Argument des Zustandsvektors macht Gleichung (3.1)
nichilokal in der Zeit. Dieser Gleichungstyp stellt einen wichtigen Spesialfall einer re-
tardierten Funktionaldifferentialgleichung dar und wird als Delay-Differentialgleichung
bezeichnet. Treten Hetardierungseffekte auler im Zustandsvektor selbst auch noch in
dessen Ableitungen auf, so spricht man von neutralen Funktionaldifferentialgleichun-
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Eontrollparameter

vidd

Aubere Michtlingares S Ausgangs-

Anregung System signal

Zedtliche
Retardierung

Abb. 3.1: Synergetisches System mit zeitlicher Verzigerung. FEin nichtli-
nearcs System wird, gesteuert dber unspezifisch wirkende Kontrollparame-
ter, von suflen angeregt. Das Ausgangesignal wird gu einem bestimmiten
Bruchteil zeitlich verzgert an den Eingang zuriickgekoppelt.

gen, belspiclsweizse stellt

S8 =) = F(§(0,80 - ), {o)) (32)

einen entsprechenden Heprisentanten dar, Integrodifferentialgleichungen liegen dann
vor, wenn der Zustandsvektor von einem gansen Intervall vergangener Zeiten abhingt

770 = [ Rigu-e) o0 (33)

Ein System, welches von zukiinftigen Zeiten beeinflubt wird, kann im einfachsten Fall
durch eine avancierte Funktionaldifferentialgleichung der Form

710 = F (0,304 ), (o)) (3.4)

beschriehen werden, Anwendungen diesbeziiglicher Art sind in naher Zukunft vor allem
in den Kognitionswissenschaften zu erwarten, wo es um das Verstindnis antizipierter
Vorgange geht. 5o lassen neurophysiologische Experimente den Schluf zu, dad Hand-
lungen bereits vor ihrer Ausfihrung im Gehirn vorweg genommen werden [58).

Funktionaldifferentialgleichungen beinhalten die oben erwihnten Systeme als Spesi-
alfille, beschreiben aber cine noch viel allgemeinere Klasse von zeitlichen Verzbgerun-
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gen, bei denen 2.8, die Retardierung vom Zustandsvektor selber abhingen kaon'.

Da eine hinreichend ausgearbeitete Theorie bisher nur fiir antonome Delay-Differen-
tialgleichungen existiert, werden wir uns im folgenden auf Systeme dieser Art kongen-
trieren. Wo immer es jedoch maglich wird, werden die Begriffe so allgemein gehalten,
daf das Verfahren auch auf die allgemeinere Klasse ven Funktionaldifferentialgleichun-
gen angewandt werden kann. FEine Einordnung zeitlich versdgerter Systeme in die
erwihnten mathematischen Klassen wird im folgenden Diagramm noch sinmal susam-

ulm&el’aﬂ'l..

Funktional-
Dafferentialgleichungen
(FDMGL)
Meautrale Retardierte AVERCiEme
FDGL FDeGIL FD5L
Delay- Integro-
DG DL
Crewihnlache
DGL

Abb. 3.2; Thersicht zur Einordnung zeitlich verzigerter Vorginge in Klassen.

iDiies ist z.B. der Fall b= den Lifnard-Wiechert-Fotentialen der Elektrodynamik.
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3.2 Dynamik im unendlich dimensionalen

Zustandsraum

Das dynamische Verhalten eines komplexen Systems wird gewdhalich durch die zeitliche
Evolution eines, das System vollstindig charakterisierenden Zustandsvektors §'in einem
n—dimensionalen Zustandsraum ' beschrieben. Der mathematische Grund, weshalb
dieses Vorgehen bei der Einbegiehung seitlich retardierter Vorginge zu Schwierigkeiten
fithrt, rithrt von den besonderen Anfangsbedingungen her, die einem aeitlich verzager-
ten System aufsuerlegen sind. Hat man z. B. eine Evolutionsgleichung der Form {3.1)
im Zustandsraum I gegeben, so erfordert die cindeutige Charakterisierung des dynami-
schen Systems die Vorgabe des Zustandsvektors § auf dem gesamten Intervall [—+,0].
Das Anfangswertproblem wird also definiert durch Gleichung (3.1} zusammen mit der
Anfangsbedingung

§l8)=§(®), -r<O<0D, (3.5)

wobei § eine anf einem geeignet gewihlten Funktionenraum vorgegebene vektorwertige
Anfangsfunktion darstellt.

Das Anfangswertproblem (3.1} und (3.5) stellt insofern eine unbefriedigende Situation
dar, als eine in einem unendlich dimensionalen Funktionenraum definierte vektorwer-
tige Anlangsfunktion, in den n-dimensionalen Zustandsraum I" abgebildet wird. Damit
verbunden ist der Verlust der Existenz einer eindeutigen Lésung. Gibt man namlich als
Anfangsbedingungen zwei unterschiedliche Funktionen §°) und §® auf dem Intervall
|=7,0] vor, die sich in einer endlichen Anzahl ven Punkten iiberschneiden, dann bedeu-
tet dies, dafl sich im endlich dimensionalen Zustandsraum ' anch die dazugeharigen
Trajektorien §'N¢) und §%)(f) dberschneiden werden. Die Eindeutigkeit der Lésung
einer Funktionaldifferentialgleichung 1i8t sich daher nichi punktweise in I' herstellen.
Vielmehr ist es erforderlich, den das System charakterisierenden Zustand durch einen
erweiterten Zustandsvekicr § in einem, durch die Anfangsfunktion § vorgegebenen

unendlich dimensionalen Zustandsraum C zo beschreiben,? Dieser erweilerte Fustands-

*Dies jat auch der Grund dafiir, warem selbst fir Delay-Differentinlgleichungen mit diskreten Retar-
dierungen eine Anfangsfunkiion iber dem gesamien Retardierungsintervall vorgugeben ist
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vektor wird aus der Trajektorie gif) € I' durch die Vorschrift
@O =g(t+8), -r<0<D (3.6)

gewonnen. Man greift also die Trajektorie () im Intervall |t — 7,¢] ab und ordnet
diesen Abschnitt dem erweiterten Zustandsvektor § zu (vgl. Abbildung 3.3).

AT

i
!
i

4

.C ()

..H"F-- -".F.ﬂ -II' I r __...-r.---d-'_'_.. ﬂ Em‘

Abb. 3.3: Zusammenhang der Lisungskurve §(¢) mit dem erweiterten Zu-
standsvektor §;(€)). Sei die Trajektorie im Zustandsraum I' durch den Zu-
standsvektor q{t) gegeben, dann erhili man hierans den erweiterten Zu-
standsvektor §, indem man die Trajektorie im Intervall [t — v, 8 abgreift
und dieses Intervall auf die (i, 8}-Ebene umklappt.

Gleichung (3.6) ermdglicht es, die Dynamik des zeitlich verzdgerten Systems vollstindig
im erweiterten Zustandsraum € zu beschreiben. Fihrt man ndmlich dazu einen nicht-

linearen Lésungsoperator T ein, der die Anfangsfunktion § aufl den erweiterten Zu-
standsvektor § zur Zeit § abbildet (vel. Abbildung 3.3)

@(@) = (Tg(8), -v=8:0, (3.7)
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dann folgt die Eindeutigheit dieser Abbildung aus den Halbgruppeneigensehaften des
nichtlinearen Lisungsoperators

T{t+4) =T(t)T(s), 4s>0, mit T(0)=1I. (3.8)

Um zu einer (3.1} und (3.5) entsprechenden Formulierung des Anfangswertproblems im
erweilerten Zustandsraum C zu gelangen, differenziert man (3.7) beziiglich der Zeit ¢
und erhalt

24(0) = (A7) (0), ~r<@<0. (3.9)
Der zu T gehdrende infinitesimale Generator A wird hierbei durch
MﬁJ{EF1@;%[”&}&}{9:—&.‘(9}] (3.10)

definiert. Um den Grengiibergang durchzufihren, hat man zu beachten, daB nach
Abbildung 3.4 der Lésungsopertor T(e) bei einer Anwendung auf § verschiedenartig

wirkt.

a A

=T

Abb. 3.4 Definitionsbereich einer Funktionaldifferentialgleichung. Im
schraffierten Gebiet wirkt der nichtlineare Lésungsoperator T auf den er-
weilerten Zustandsvektor §; selbat, wihrend im nichtschraffierten Gebiet die

Anfangsbedingung § mafgebend ist.
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Mit den Gleichungen (3.1} und (3.5) ergibt sich n&mlich
qlt+6+¢) , E+B 4 t,

(Tielg) (B) = ﬁ'fi}+!+_?+rﬂ{ﬁ'lf4}:f("_r}}lﬁ , t+B+e> ¢t

(3.11)
Die explizite Gestalt des infinitesimalen Generators A4 kann folgendermalen bestimmt
werden: Nimmt man an, dafi sich das nichtlineare Vektorfeld N in eine Taylorreihe um
eine stationfire Lésung s, entwickeln lidt, so hat die i-te Komponente eines typischen
Terms sweiter Ordnung die Form

Nla(talt = 7). (3.12)

Dritekt man die in dem Argument von ¥ auftauchenden Zustandsvektoren §(t) und

gt — ) durch den erweiterten Zustandsvektor ¢, dber

[ 1]
fit) = f d060)§(0) uwnd §(t-7)= f 4050 + r)§(8) (3.13)

aus und fihrt diese Progedur fiir jeden Term in der Taylorreihe durch, dann wird das
pichtlineare Vektorfeld J'F{{l'fi], g(t — r)) in ein Funktional von § mit der expliziten
Darstellung
NG = 3 Mg ()], (3.14)
k=l
mit
g

0
NEE()] = fdﬁiwrfdﬂkww_ Al g, (B0 ) g (B} (3.15)

-
iberfihrt. Fiir den Fall von Delay-Differentialgleichungen sind die matrixwertigen
Dichten w'*! Linearkombinationen von §-Funktionen. Integro—Differentialgleichungen
werden hingegen durch stiickweise stetige Dichten w'*! beschrieben.

Die explizite Gestalt des infinitesimalen Generators erhilt man aus Gleichung (3.10)
im Grenzfall ¢ — 0 zu

%00 , —v£8<0,
Nigl . e=b.

Mit (3.9) und (3.16) ist es gelungen, das dynamische Verhalten eines zeitlich verzdge:-
ten Systems alleinig durch Grofen zu beschreiben, die in dem unendlich dimensionalen

(Ag)(8) = { (3.16)
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erweiterten Zustandsraum C definiert sind.? Erwihnt sei an dieser Stelle, da man zu
dem Grenzfall gewShnlicher Differentialgleichungen gelangt, indem man das Retardie-
rungsintervall aul die Linge Null schrumpfen 188t, wodurch der Umklappmechanismus
in Abbildung 3.3 entfillt und §(0) mit der Lisungskurve §[t) susammenfallt. Mathe-
matisch driickt sich dieser Grenzfall aus dureh

lim §(8) = lim §(©) = &(0) = §1). (3.18)

3.3 Lineare Systeme

Die folgenden Ehule;gungm dienen dazu, Aussagen iiber das Spektrum des infinitesi-
malen Generator A des linearen Problems zu gewinnen, um damit das lineare Eigen-

wertproblem vollstindig su l6sen.

3.3.1 Stabilititsanalyse in unendlich dimensionalen Systemen

Eine Systemanalyse der Synergetik startet in der Regel mit dem Auffinden sines Refe-
renzzustandes, welcher flir einen gewissen Kontrollparameterbereich stabil ist. Durch
Verindern der Kontrollparameter kann diese stabile Lésung destabilisiert werden und
zu selbstorganisierten Strukturbildungen fiihren. Eine zentrale Rolle zur Bestimmung
der Instabilitatsgrenzen kommt dabei der linearen Stabilititsanalyee zu. Thre Bedeo-
tung gewinnt sie in der Untersuchung endlich dimensionaler Systeme dadurch, dafl sie
nicht nur Aussagen {iber das Stabilititsverhalten eines infinitesimal gestéirten Systems
machen kann, sondern Riickschlisse auf das lokale Stabilitatsverhalten des vollen nicht-
linearen Systems erlaubt. Wir werden sehen, dafi eine entsprechende Aussage auch auf
den Fall unendlich dimensionaler Systeme fibertragbar sein wird.

*In der mathematischen Literatur wird eine Funktioanldiferentialgleichung biufig durch
SEO=NE), 20 mit FeR, §ecf|-nol & (3.17)
eingefihrt. Obwohl sich kiermit Existens und Eindeotigheit einer Lisung machweisen lassen, sieht dem-
gegeniiber der Nachieil, dafl die seitlicke ﬂ.ndsrun‘, des Tustandsvektors weiterhin in elnem endlich
dimensionalen Zustandstaum beschricben wird, wihrend das michilinenre vektorwertige Funktional A
aul Elemente des erweiterten unendlich dimensionslen Zustandsraumes wirkl,
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Angenommen, das nichilineare zeitlich verzdgerte System hefinde sich fir cinen gewis-
sen Kontrollparameterbereich in dem Referenzzustand e € . Im einfachsten Fall ist
dieser geitunabhingig und kann entweder mit Gleichung (3.1) oder (3.9) und (3.16 jaus

N (@seat: Great) = 0, baw. N|die] =0 (3.19)

bestimmi werden. In Analogie zu Kapitel  analysieren wir das Verhalten des nichili-
nearen Systems in der Umgebung dieses Referenzzustandes, indem wir kleine Abwei-

chungen :i', VOIL Geygy Detrachien. Setzi man
GO) = fome + 4(O), -T<O <0 (3.20)

in die Gleichungen (3.9), (3.14) und (3.16) &in, so ergibt sich in einer linearen Niherung

24(0) = (Mg)e), —r<eO<0, (3.21)
45(0) , -r<B8<0,
(Ac@)(@) = { =% (3.22)
) {ﬂ[ii-jl] . @=o,
i
gy = f d0w(B)5(O), (3.23)

wohbel wir die Tilde wieder weggelassen haben. Das vektorwertige Funktional £ stellt
die lineare Approximation von A in der Umgebung des Referenzzustandes gsy.. dar.

Seine matnixwertige Dhchteverteilung w ergibt sich ans der Funktionalableitung

_ N ()]

w(8) = —r<@<0. (3.24)

'Eﬁ[g} Hi=Frran s - -

3.3.2 Eigenwertproblem

Die Kenntnis des infinitesimalen Generators A; gestattet es uns, Eigenfunktionen &*
gu Ap in dem erweiterten Zustandsraum © zu konstruieren. Setzt man hierzu den

Anzats

qi(8) = §}B)e™, —r<@B <0 (3.25)
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in die lineare Evolutionsgleichung (3.21-23) ein, so erhalt man fir den infinitesimalen
Generator Ay das folgende Eigenwertproblem

(A3*) (0) = Aé%@), -r<@<0. (3.26)

Wertet man dieses Eigenwertproblem in dem halboffenen Intervall [—r,0) aus, so ergibt
sich fiir die Eigenfunktionen ¢*

¢18) =440, -r<@<0. (3.27)

Die noch unbestimmten Eigenwerte A werden durch die Anschlufbedingung an der
Stelle 8 = 0 festgelegt, die 2o folgender Eigenwertgleichung fiir die Matrix L{A) fiihst

n
LOMNO) = AGM0), mit L(}A) = f d0w(©}e*® (3.28)

Nichttriviale Losungen erfordern das Verschwinden der Koefizientendeterminante. Dies
fihrt zu einer transzendenten charakteristischen Gleichung fir die Eigenwerte A

det (LX) — Al} = 0. (3.29)

Fiir eine nichtlineare Analyse des zeitlich verzigerten Systems sind die Spektraleigen-
schaften von Ay von entscheidender Bedeutung. Deshalb soll im folgenden Abschnitt
die charakteristische Gleichung (3.29) ausfihelich diskutiert werden.

3.3.3 Die charakteristische Gleichung

Die transzendente Eigenwertgleichung (3.29) besitzt eine unendliche Anzahl von kom-
plexwertigen Eigenwerten A, Diese Struktur der charakteristischen Gleichung ist al-
len Funktionaldifferentialgleichungen mit beschrinkter Retardierung® gemein und er-
schwert cine mathematische Theorie auflerordentlich. Da diber die Lage der Eigenwerte
in der komplexen Ebene selbst fiir die einfachsten Funktionaldifferentialgleichungen
wenig bekannt ist, und ein Verfahren zur genauen Bestimmung der Eigenwerte sich

kaum finden lassen wird, ist man auf die wenigen Resultate angewiesen, die iiber diese

“Fiir seitlich unbeschrinkte Retardierungen ist die charakteristische Gleichang von anderer Strukiae.
Insbesonders kdnnen in diesem Fall much nur endlich viele Eigenwerte exisitieren.
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Gleichung existieren. Dabei kommt dem Begnff cines exponentiellen Polynoms eine
entacheidende Holle zu.

Wihrend die charakteristische Gleichung einer gewdhnlichen Differentialgleichung
die Form eines Polynoms fiir den komplexen Eigenwert A annimmt, hat die cha-
rakteristische Gleichung einer Funktionaldifferentialgleichung mit zueinander kom-
mensurablen zeitlichen Verzdgerungen die allgemeine Gestalt P (A, e*) = 0, wobei
P (A, e*) ein sogenanntes exponentielles Polynom | Quasipolynom) der Form P (A, ¢*) =
N s o o dmnA™e™ darstellt. Unter dem fiihrenden Term eines solchen exponenti-
ellen Polynoms (falls es einen solchen geben sollte) versteht man den Koeffizienten
a,, A e* falls ay, # 0, und falls fiir jeden anderen Term apa A™e™ mit dpe # 0 entweder

rxm,a>noderr =m s }nﬂ-ﬂe:::n,r}msﬂl.

Hat das zu einer Funktionaldifferentialgleichung gehdrende exponentielle Polynom einen
fiihrenden Term, dann gelten folgende Aussagen [38):

® Ag besitzt ein reines Punkispekirum mit einer unendlichen Anzahl von Eigen-

werten.

# In jedem endlicken Sireifen parallel zur imagingren Achse hiegen nur endlich viele
Eigenwerte.

» Die Eigenwerte hBufen sich fiir fe{A) — —oo.

» Unabhangig von der Wahl der Kontrollparameter ist das Spektrum des infinite-
simalen Cenerators Ap nach oben beschrankt.

Hat das exponentielle Polynom P (A, ¢*) dagegen keinen filhrenden Term, so hat die
dazugehirige charakteristische Gleichung P (A, ) = 0 unendlich viele Eigenwerte mit
beliehig grofiem Realteil ®

Das fundamentale Stabilititsresultat fiir Funktionaldifferentialgleichungen geht auf eine
Verallgermneinerung des Routh-Hurwitz Kriteriums durch Pontryagin aus dem Jahre
1942 zuriick (siehe 2z.B. [3]):

Es liege ein exponentielles Polynom P (A, ¢*) mit fihrendem Term wor. Dieses soll

YEin Beispiel fir ¢in cxponcsticlles Polynom ohae fikrenden Term stelll 5. B. die lincare svancierte
Funktionaldifferentialgleichung £{1] = ax(f + v} mit beliebigem reellen Koeffirienien o dar,
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fir A = #fl, mit {} € R einer beliebigen reellen Zahl in seinen Real- und Imagingstei]
geméfl P (if, ¢} = F{{l) +iG(1) aufgespalten sein. Eine notwendige und hinreichende
Bedingung, dafi alle Eigenwerte der zu dem exponentiellen Polynom gehdrenden cha-
rakteristischen Gleichung die Bedingung Re{A} < 0 erfilllen, ergibt sich aus den drei
folgenden sueinander Squivalenten Bedingungen:

» Alle Nullstellen der reellen Funktion F(fl) sowie ven ({1} sind reell, einfach
und zwischen je rwei Nullstellen einer der beiden Funktionen befindet sich min-
destens eine Nullstelle der anderen Funktion. Weiterhin wird die Ungleichung
G F(1l) — G(N)F'(N) = 0 fir zumindest cine Nullstelle §} erfillt.

» Alle Nullstellen von F(fl) sind reell und einfach, und die Ungleichung
CRifY) F(§2) < 0 wird fiir alle Nullstellen 1 von F(0) erfilit.

¢ Alle Nullstellen von G(f) sind reell und einfach, und die Ungleichung
G'({1)F(1l) = 0 wird fir alle Nullstellen {1 von G(11) erfillt.

Dtic anfgefihrien Eigenschaften sind, wie bereits erwihnt, auf Funktionaldifferentialglei-
chungen beschrinkt, deren zeitliche Retardierungen rationale Verhiltnisse rusinander
bilden, denn nur in diesem Fall 1iBt sich ein expeonentielles Polynom der oben angege-
benen Form einfilhren. Einen Uherblick diber Stabilititsaunssagen fir Funktionaldif-
ferentialgleichungen mit inkommensurablen zeitlichen Verzdgerungen findet man in [57).

3.3.4 Adjungiertes Eigenwertproblem

Dia der infinitesimale Generator 4 keinen selbstadjungierten Operator darstellt, erweist
e sich als notwendig, sustelich zu dem Eigenfunktionensystem {¢ '} ein dazu adjue-
giertes in einem zu € dualen Raum zu konstruieren. Die Verbindung beider Funktio-
nenrdume {iber eine geeignet zu wihlende Bilinearform wird durch den Fredholmschen
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Alternativsatz® fiir die inhomogene Version der Gleichung (3.28) motiviert

([4c-27]¢*) @) =7(@), -r<e=o. (3.30)

Deren Lésung 146t sich fir das Intervall 8 € |-, 0) schreiben als
a
(@) = (0} + [ dee"®-95(s). (3.31)
o
Im Falle & = 0 geht Gleichung (3.30) dber in
¥
[ d0uie)i®) - 380 = %(0). (3.32)
Setzt man (3.31) in (3.32) ein, erhdlt man die Losungsbedingung
-] -]
(203 - M| 20) = s10) - j 46 f dse M@} (5] (3.33)
- ¥
Aus den Gleichungen (3.31) und (3.33) ist ersichtlich, daf die inhomogene Gleichung

(3.30) nur dann cine sindeutige Lisung besitzt, wenn die transgendente Gleichung {3.29)
nicht arfillt ist. In diesem Fall lautet die Lésung

ey = ([,4;,— :ar]"f) (©)

[LH} ~ :«1]_’ [ﬂn} = f e j du'”*-**w{a}f{;]] eh®

£ ]
1 [ dseM®-1155). (3-34)
/

Diese Lésungsbedingung legt dariiber hinaus die Einfihrung des erweiterten dualen
Zustandsraums C' und einer Bilinearform nabe. Angenommen, ' bestehe aus n-
dimensionalen vektorwertigen Funktionen, die aul dem Intervall [0, 7| definiert sind,

*Der Fredholmiche Altsrmativants besagt, daf die Operatorgleichung Ts = y gensu dann Msbar ist,
wenn das Skalsrprodukt (:;p-. .} =0 ¥ wobsi z im Nulltaum des adjangierien Operators T7 licgen
soll, alss TT: = O erfRllt sein muB. Dabei spielt e keine Holle, ob der Funklionenrsam bagl. einer
vorgegehenen Norm vollstdndig ist.
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dann 138t sich die gewiinschte Bilinearform durch

] -

(#,6) = (#0).80)) - [ a0 [ as((s - 0}, u(@)d(0)) (3.35)

fir alle ¢ € C und §' € €' definieren.”. Im Grenzfall (v — 0) geht die Bilinearform
{3.35) in das kancnische Skalarprodukt iber.

Wir kinnen mit diesen Definitionen Gleichung (3.33) in der dbersichtlicheren Form
[Wald) - 25} = (&)%) (3.36)

schreiben. Die vektorwertigen Funktionen &', die im dualen Zustandsraum C! definiert
sind, ergeben sich zu

&lls) = e ™!, ael0,7], (3.37)

wobei &/ die i—th Spalte der Einheitsmatrix [ darstellt. Die cingefihrte Bilinearform
ermbglicht es also, die Fredholmalternative in derselben Weise sinzufiihren wie im Falle
einer gewohnlichen Differentialgleichung, fir die ein kanonisches Skalarprodukt exi-

stiert.

lm folgenden wird die Bilinearform (3.35) dazu verwendet eine Evolutionsgleichung
des linearen Systems in dem dualen erweiterten Zustandsraum C! zu formulieren. Die
Dynamik des zeitlich verzégerten Systems kann entweder durch einen erweiterten Zu-
standsvektor ¢ © C eder, Squivalent dazu, durch einen adjungierten Zustandsvektor
g € C! beschrichen werden. Dabei ist zu berdicksichtigen, da eine Beschreibung durch
qe winer Vorwartsentwicklung fir ¢ > () entspricht, eine Beschreibung durch den dualen
Zustandsvektor § hingegen einer seitlich riickwirts gerichteten Evolution fiir ¢ < 0,
Beide kénnen jedoch durch

F@is)=q%(-s), Da<~ (3.38)

TEs bleibt ansumerken, dafl durch diese Wahl dec Bilinearform jedes seitlich versigerte System sein
vigemes Skalarprodukt indusiert, welches i.n. nicht die Eigroschafien des gewihalichen Skalarprodukies
nufwsist. [Hese simd nur in dem spesicllen Fall erfilli, wenn die matrixwertigen Dichteverteilungen wig)
symmetrisch und positiv definit fGr alle Werte von & £ [—#, 0] sed.
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miteinander in Verbindung gebracht werden. Eine Evolutionsgleichung im Dualraum
C! erhiilt man aus der Forderung einer zeitunabhangigen Bilinearform, d.h.,

<(aa) =0, (3.99)

die unmittelbar zu der Bewegungsgleichung

%;}[;) =—(Alg)(s), 0<az<r (3.40)

fihst, Die explizite Form des infinitesimalen Generators wird fiber die Bilinearform
durch

(i Acdi) = (Ad).5) (3.41)

gewonnen. Wendet man deshalb Gleichungen (3.22-23) auf die Gleichungen (3.35)
und (3.41) an und fihrt eine partielle Integration durch, dann lidt sich der duale
infinitesimale Generator A} schreiben als

d =t
I =k o _I'II:{’]' ¥ ']":'ET:- 3.42
(4Lg!) (s) {ETlE."[-}i W (3.42)
cHE) = f dsg){ajuw(—a). (3.43)
a

Das zu Gleichung (3.26) duale Eigenwertproblem fiir die linksseitigen Eigenfunktionen
¥ lautet infolgedessen®

{A}ﬁ*}(a] =3'a), D<s<r, (3.44)

In Analogie zu dem urspriinglich formulierten Eigenwertproblem kann man $'* wieder
in Vektor- und Funktionsanteil gemall

¥ s) = ¢ 0)e™, D<a<r (3.45)

*Die Verwendung unterschiedlicker Notationen fiiy die Eigenfunktionen ¢* wnd den dasu dualen
Eigenfunktionen ¥'* rihrt daher, dafl der infinitesimals Generator Ay im allgemeinen nicht selbstad.
Jjungiers ist. Dadurch wird ansgeschlossen, dafl die jewriligen Eigenfonktionen durck Transposition und
Subatitution von B = —g ineinander dberflhet weeden kinnen,
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separieren, wobei 41*(0) den linksseitigen Eigenvektor su der Matrix L{A) darstellt
¥O)L{A) = 2"(0). (3.46)

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dafl die Eigenfunktionen ¢* und ¥ biorthonormal

zuecinander sind,

3.3.5 Biorthonormalititsrelationen

Um die Biorthogonalitit fiir verschiedene Eigenwerte g # A gu zeigen, beniitzen wir
die explizite Form der Bilinearform (3.35) und wenden darauf die Gleichungen {3.27)
und (3.45) an

o &
(F1.8") = ($"(0).8%(0)) - (J”{n], [ f do f du“"l"“]wl[ﬂ}c""] -:-.'5'“{1:|J> (3.47)
—r o
Fiihrt man die Integration fiber s aus, so ergibt sich fir die rechte Seite
o
S ; [els-318 _ 1] g8 .
(F™{0)d(0)) - <¢'”{ﬂ}, [_fdﬂ T w@) @) . (348)

Die Biorthogonalitat folgt nun unmittelbar aus der Eigenwertgleichung (3.28)

(¥(0), 440 - ;%x {9*4(0), [Llw) - L] 64(0)) = 0. (3.49)

Um den biorthogonalen Satz von Fjgtnfu]ﬂ:iium_-u zu normieren, fMihren wir eine Nor-
mierungskonstante NV, durch

$M0) = Magie{0),  #™(0) = Ml (D) (3.50)
ein. Aus der Forderung
{Jra.ﬁ'*} e (3.51)

kann man die Normierungskonstante Ny durch ein analoges Vorgehen wie im vorigen
Fall, nur diesmal fir g = A gewinnen. Es ergibt sich

Wy = = : == {3~52}

ﬁ G0, [ - I, dow(®)0e®] G3(0))
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Zusammengefabi lauten die Biorthonormalit&tarelationen jetzt

{1?“,5") = i - (3.53)

3.4 Projektorformalismus

Im folgenden soll das dynamische Verhalten des nichtlinearen zeitlich verzigerten Sy-
stems in der Umpgebung einer Instabilitdt untersucht werden. Dazu betrachien wir
eine Situation, bei der die Kentrollparameter {o;} so gewihlt sind, dafl das Spektram
des infinitesimalen Generators A4; durch die imaginire Achse von oben beschrinkt ist.
Andert man die Kontrollparameter dahingehend, dal einige Eigenwerte die imaginfire
Achse fiberschreiten, dann garantieren die Spektraleigenschaften von Ap (vgl. Ab-
schmitt 3.3.3), dal nur eine endliche Anzahl von Moden instabil werden. In Abbildung
3.5 ist das zu dieser Situation gehdrende Spektrum schematisch dargestellt.

Im {lh'«

e
1

E i Keine Eigenwerte
et > Re (k)
1]

in diesem Ciebigl

1 1
tl
i |
|
| L ] i
- | | |
|
| S—

Suabiler Anteil Instabiler Anteil
Abb.  3.5: Schematische Darstellung des Spektrums einer Delay-
Differentialgleichung an einer Instabilitit. Der instabile Teil des Spekirums
wird durch diejenigen Eigenwerte aufgespannt, deren Realteil verschwindet.
Diie Eigenwerte der verbleibenden stabilen Moden sind durch einen endlichen

Abstand von den instabilen getrennt.

Diese Spektraleigenschaften legen eine Aufspaltung des erweiterten Zustandsraumes
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in einen endlich dimensionalen Unterranm &, der von den linear instabilen Moden (den
spiteren Ordnungsparametern) anfgespannt wird und einen unendlich dimensionalen
Unterraum 5, in dem die Dynamik der stabilen Moden ablauft nahe.

Im Falle gewdhnlicher Differentialgleichungen liefert die Methodik der Synergetik, aus-
gehend von einer linearen Stabilittsanalyse, eine Aufspaltung der Bewegungsgleichun-
gen in linear instabile Moden, die spiteren Ordnungsparameter, sowie den verbleiben-
den Teil von linear stabilen Moden. Diese Aufspaltung stellt eines der fundamenta-
len Konzepte der Symergetik dar, erlanbt sie doch, dicjenigen kollektiven Moden zu
bestimmen, die fiir eine selbstorganisierte makroskopische Musterbildung verantwort-
lich sind. Eine Verallgemeinerung dieser Vorgehensweise auf Funktionaldifferentialglei-
chungen erscheint nicht offensichtlich, da man es in diesern Fall mit einem unendlich
dimensionalen Systemn von Evolutionsgleichungen su tun hat. Um 2u einer entspre-
chenden Aufspaltung in kollektive Moden zu gelangen, bedarf es geeignet gewihlter
Projektionsoperatoren, die diess Aufspaltung erméglichen.

3.4.1 Definition der Projektoren

Um die Projektoren, mit denen eine Aufspaltung des unendlich dimensionalen Zu-
standsraums C in die beiden invarianten Teilriume i und § erméglicht wird, explizit
angeben ru kénnen, nehmen wir an, dafl sich genau m Eigenwerte in unmittelbarer
Umgebung der imaginiren Achse befinden. Die zu diesen Eigenwerten gehdrenden Ei-
genfunktionen ¢* ... §*= stellen somit eine Basis des Unterraums & dar. Fafit man

diese Eigenfunktionen zu der n = m—matrix

2.(0) = (§(8)---P~(@)) (3.54)
susammen und analog daga die adjungierten Eigenfunktionen in sine m » n-Matrix
Vi)
W) = : : (3.55)
wit=(s)

dann 188t sich die Biorthonormalititsrelation (3.53) in Matrixform sehreiben als

(¥, %) =1. (3.56)
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Mit diesen Definitionen nehmen das Eigenwertproblem {3.26) und das dagu adjungieris
{3.44) die Form

(Ace.)(@) = .04,  (ALEL)(s) = AEL(s) (3.57)

an. A, stellt eine m = m-Matrix in kanonischer Form dar. Der Projeklionsoperator
Py, der auf den endlich dimensionalen Unterraum & propzert, lautel

Pue = &,(0)(E],0). (3.58)

Entsprechend filhren wir die Projektion auf den zu i komplementiren unendlich di-

mensionalen Unterraum & durch den Operator
Qe =(T- ﬁ,} . (3.59)

ein. Idempotenz und Disjunktheit von P, und @, folgen unmittelbar aus Gleichung
(3.56).

3.4.2 Untersuchung der Projektoren

Bevor wir die Projektoren anf das nichilineare Problem (3.9) und (3.16) anwenden,
sollen deren Eigenschaften niher untersucht werden. Es wird sich dabei herausstellen,
dafl die in (3.58) und (3.50) eingefiihrten Projektoren nur niherungsweise auf einen
endlich und einen dazu komplementfiren unendlich dimensionalen Teilraum projizieren.
Um dies zu sehen, spalten wir den erweiterten Zustandsvektor § des nichtlinearen

Problems in die beiden Anteile
&(9) = U\{8) + 5.(9), (3.60)

auf. U, und 5, sind im folgenden noch niher gu spegifizieren. In Analogie zu gewdhn-
lichen Differentialgleichungen betrachien wir zuerst eine lineare Evolution, fir die 0,
folgendermafien gewahlt werden kann

04(@) = (Pudi)(8) = 2.(8)e**T (D). (3.61)

i:'{ﬂ]l wird dabei durch die Anfangshedingungen festgelegt, Mit diesem Ansatz wird
gewihrleistet, dafl U, und 5, fiir alle Zeiten Elemente der jeweiligen Unberriume I
und & sind. Dariiber hinaus 188t sich aus dem dynamischen Verhalten won 7, im
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erweiterten Zustandsraum C die Dynamik im dagu entsprechenden Zustandsraum [
ableiten, Definiert man daru den Fustandavektorin I' durch [,-r{i} = I..l',[ﬂ}, so diberpriift
man unmittelbar, daff die Bedingung

Uje)=0it+8) (3.62)

erfiillt ist. Im nichtlinearen Fall hingegen mufl & in Gleichung (3.61) als eine zeitlich
verinderliche Grille betrachtet werden. Daraus resultieren zwei gegensitzliche Vorge-
hensweisen: Einerseits sollte ein sich seitlich inderndes @ (0) weiterhin im invarianaten

Unterraum I liegen. Dies wiirde den Ansatz
(@) = ¢.(8)e " 5t) {3.63)

motivieren. Wihrend diese Bewegung zwar weiterhin in I ablauft, was man daran
sieht, dafl die Bedingung

P )(©) = Te) (3.64)
(Pt)

erfilllt wird, zerstirt der gewdhlte Ansatz (3.63) den Zusammenhang zwischen den
Zustandsraumen [ und C, da die Bedingung (3.62) ofensichilich nicht erfdllt ist.* Um
diesen Zusammenhang weiterhin zu gewihrleisten, liegt es nahe, den Ansatz (3.63)
durch

7(0) = 8,(0)e*40,(0) mit ©(0) =4t +8) (3.65)

zu verallgemeinern. Diesmal jedoch zeigt es sich, daB eine solche Bewegung nicht mehr
in dem endlich dimensionalen Unterranm & ablaufen wird. Wendet man nimlich den
Projektor Py auf I, an, so @it

{’F,. L‘r.] (B} # Fi(8). (3.66)

Die Ungleichung {3.66) sagt aus, daB [}, Anteile aus dem Unterraum § enthalten muf.
Dieser Gegensatz 1Bt sich nur durch eine geeignete Niherung l8sen, die wir im folgenden
motivieren méchten. Aus dem Ansatz (3.65) ist ersichtlich, da8 sich P, und [, nur
durch die Abweichung i, &) — li{ﬂ} unterscheiden. In der Umgebung einer Instabilitat
stellt i, jedoch eine langsam verinderliche Grifle in beiden Variablen ¢ und © dar.

“Strenggenommen bedeutet dins, dafl die sich ergebenden Evclutionsgleichungen fir l'.T. and dsmii
aiich 5, kein= Funktionaldiferentialgleichungen mehr darstellen.
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Daher ist es nichi unverniinftig, anzunehmen, daf die Kontrollparameler so gewihli
werden kinnen, dad in dem Intervall 8 € [—+ 0] die folgende Bedingung erfillt ist

T

& "
550 < [io) (3.6)

In diesem Fall wird die Bedingung (3.64) niherungsweise erfiillt, so dafl die langsam
verdnderliche Dynamik der linear instabilen Moden im Unterranm I durch sinen Satz
von gewbhnlichen Differentialgleichungen beschrieben werden kann.

3.5 Das verallgemeinerte Ordnungsparameterkon-
zept
Um die Resultate aus Abschnitt 3.4 auf das vollstindige nichtlineare Problem anzu-

wenden, spalten wir das nichtlineare vektorwertige Funktional A7g)] in seinen linearen
£|g] und nichtlinearen Anteil A'j§] gemab

NI = L&)+ Ngi-)]- (3.68)

aul. Mit den Gleichungen (3.16) und {2.22) nimmt die nichtlineare Evolutionsgleichung
(3.9) in dem unendlich dimensionalen erweiterten Zustandsraum C die Form

d 2 Gt
910 = (Az)(8) - Xu(@W(a()), -r<e<o, (3-69)
an. Xp stellt eine matrixwertige Funktion dar mit den Eigenschaften
0 -7 =
Xo(B) = i SRl {3.70)
- 8=0.

3.5.1 Modenamplitudengleichungen

Im Rahmen der in Abschnitt 3.4 diskutierten Naherungen kann man nun die Projekto-
ren P, und @, aufl das nichtlineare Problem (3.69) anwenden und nach [12, 34, 35, 38|
verallgemeinerte Ordnungsparameter & durch

U8) = (P.i)(0) = &.(0)i(1), (3.71)
at) = (¥l.q) (3.72)
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definieren. Die stabilen Moden 7, werden durch

5(8) = (Q.3)(8) = 7(8) (3.73)
definiert,’®
Prajiziert man die nichtlineare Evolutionsgleichung (3.69) auf die beiden Unterriume

U und 8, so erhilt man ein gekoppelies System von nichtlinearen Modenamplituden-
gleichungen

i)

55(0) = (4:5)(6) + {{Xef@) - 2.(O)RL(0)} HI&()T () + (N} . (3:75)

AL () + (#L(0), N [RCHT(E) + 5(]) (3.74)

3.5.2 Eliminationsverfahren

Gelingt es, das Versklavungsprinzip der Synergetik auch in dem unendlich dimensio-
nalen Zustandsraum C zu formulieren, dann lassen sich die stabilen Moden systema-
tisch eliminieren, wodurch ein niedrigdimensionales System von Ordnungsparameter-
gleichungen verbleibt, welches das dynamische Verhalten des nichtlinearen Systems in
der Umgebung einer Instabilitit beschreibt. Ein solches Eliminationsverfahren 138t
sich in der Tat formulieren. Dabei kommt insbesondere der linearisierten Funktional-
differentialgleichung (3.21-23) besondere Bedeutung zu. Sei nimlich A ein beschrinktes
stetig differenzierbares vektorwertiges Funktional seiner Arguments mit ,.ﬁ:"[.i'ﬂ_d =0
sowie Eq%ﬁ”ﬁ#:m: 0 und liege weiterhin kein Eigenwert der linearisierten Gleichung
auf der imaginiren Achse, dann stimmt das lokale Stabilititsverhalten der stationiren
Losungen von (3.21-23) mit dem der nichtlinearen Funktionaldifferentialgleichung [ 3.69)
iiberein® (siehe z.B. [39]).

LWz vermeiden es, eine explizite Darstellung der stabilen Maoden 7 2u gehen, da nicht gewihrleistet
ist, dafl das Eigenfunktionensystem (3.1T) den wnendlich dimensionalen Zustandsranm © vollstindig
nufspannt,

UFar endlich dimensionale Systeme folgh dieses Theorem dieekt ams dem Hsrtman-Crobman—
Theotrem, welches besagt, dafl & cinen HomSomerphlsmus gibt, welcher den Phasenfluf des michilinearen
Problems lokal auf den dasugehdrigen linearen Phasenflaf abbildet. Fiir Funktionaldifferentinlgleichan-
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Durch die Transformation auf das unendlich dimensionale gekoppelte System von Mo-
denamplitudengleichungen (3.74) und (3.75) ist es also moglich, die stabilen Moden
mittels des Versklavungsprinzips der Synergetik su eliminieren. Die notwendige Zeit-
skalenhierarchie wird dadurch gewshrleistet, dab an einer Instabilitst der Realteil der
Eigenwerte der Osdnungsparameter i (#) verschwindet, wihrend der der stabilen Mo-
den i, negativ bleibt. Mit denselben [berlegungen wie in Kapitel 2 (vgl. (2.25]) kann
man Helaxationszeiten v, und 7, durch

1

s ™ TR T %l A6

™ Rl N
einfiihren. Die Zeitskalenhierarchie ergibt sich wieder aus der Bedingung

> T, (3.77)

Gleichung (3.77) driickt aus, daf sich die stabilen Moden auf einer gegeniiber den Ord-
nungsparametern viel schnelleren Zeitskala bewegen. Die Dynamik der stabilen Moden
wird daher nach einer kurzen Einschwingphase vollstindig von den Ordnungsparame-
tern vorgeschrieben. Anders ausgedriickt; die asymptotische Dynamik wird auof ei-
ner zentralen Mannigfaltigkeit ablaufen, die von den Ordnungsparametern aufgespannt
wird. Wie in [7, 13, 14| gezeigt wird, lift sich auch fiir unendlich dimensionale Sy-
steme die Existenz einer zentralen Manngigfaltigkeit £(©),(¢)) mit den Eigenschaften
h(©,0) = 0 und i_"‘.{?ﬁ = [ zeigen. Das Versklavungsprinzip der Synergetik kann daher
in Verallgemeinerung von Gleichung (2.27) folgendermaflen formuliert werden [91]

5(8) = R{@,(1)). (3.78)

Setst man Gleichung (3.78) in die Gleichungen (3.74) und {3.75) ein, so erh&lt man sine
implizite Bestimmungsgleichung fiir die zentrale Mannigfaltigkeit h

OO [ (e 4 (wh(0), M (1300 + R, )]} ] =

(AhL 22 ) (8) + ({Xa(©) — 2.(0)¥L(0)} K@) (1) + AL HeN]) . (3.79)

Setzt man die Ldsung von Gleichung (3.79) in (3.74) ein, so wird das dynamische
Verhalten des nichtlinearen zeitlich verségerten Systems unter den bereits erwihnten

gen 1ift sich hingegen bisher keine Veraligemeineruny des Hartmon-Grobman-Thecrems angeben [39].
Umso bedeutsamer ist daber die Aussage obigen Theorems.
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Naherungen durch das geschlossene endlich dimensionale System von Ordnungspara-
metergleichungen

La(0) = Auii(e) + (L(0), M(8,()T(0) + A, 7)) (3.50)
beschriehen.

Um die zentrale Mannigfaltigkeit h in piedrigster Ordnung zu bestimmen, nimmt man
entsprechend dem Vorgehen in Kapitel 2 an, dafl das nichilineare Funktional A" mit
Termen der Ordnung O(|§|") startet. Beschrinkt man sich daher auf das gengherte
Funktional

Mi[#(NT () + ALy ()] = A (@) (2)] (3.81)
und beniitzt die explizite Darstellung aus Gleichung (3.15), so erhilt man
N (O] = B jua () wal), (3.82)

wobei der n % m % - - x m-Tensor NU"! die explisite Darstellung
8 0
R = f de, .- f 46, w::‘__q,'{a,,---,e,}au_ pal@®)- 8, . (0,) (3.83)

hat. Bis sur Ordnung O (|&]") kann man die zentrale Mannigfaltigkeit & aus dem Ansatz
h(©, 2(t)) = Hiy, 5 (0 )y, (£) - ug, (1), (3.84)

mit dem in seinen letzten r Indices vollsymmetrischen n x m % ... x m~Tensor H
bestimmen. In Gleichung (3.79) eingesetzt, erh@lt man fiir H mit der Niherung (3.81)

B, (8)= iﬁf;?..ﬁ{[“‘i . FHEE S -‘-f-}-I]_::-c
=1

|22 2 (I# 1(0) - Xoa)] (@), (3.85)
B'=1

wobei A; fiir den j-ten Eigenwert von A, steht, Es ist zu beachten, dafl in Gleichung
{3.85) diber doppelt vorkommende Indices nicht zu summieren ist. Da der Operator
[.ll; — (A + ...+ JL;,JI]_! in Gleichung (3.85) nur auf Elemente in dem stahbilen
Unterraum § wirkt, kann dieser ilber die Relation (3.34) ausgewertet werden. Um
den Formalismus nicht unnitig zu dbecladen, fihren wir die Bestimmung der zentralen
Mannigfaltigkeit & in dem folgenden Kapitel fir den einfacheren Fall siner skalaren
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Delay-Differentialgleichung explizit aus.

Mit diesen Ergebnissen ist die Erweiterung der Methodik der Synergetik auf eine
allgemeinere Klasse von autonomen Funkticnaldifferentialgleichungen abgeschlossen.
Durch (3.80) wurde ein geschlossenes endlich dimensionales System von verallgemeiner-
ten Ordnungsparametergleichungen fir die nichtlineare Funktionaldifferentialgleichung
(3.69) konstruiert, welches n&herungsweise die Form von gewdhnlichen Differentialgle-
chungen annimmt, also keine Gedichtnisterme mehr enthilt, Die spontane Entstehung
von selbstorganisierten makroskopischen Strukturbildungen kann damit auch in zeitlich
verzogerten Systemen systematisch untersucht werden.



Kapitel 4

Dynamische Instabilitdten eines

zeitlich verzogerten PLL

Diein diesem Kapitel durchzufihrenden Untersuchungen an einem nichtlinearen zeitlich
versogerten Kontroflsystem dienen in erster Linie dazu, das in Kapitel 3 entwickelte
Verfahren auf ein konkretes System anzuwenden, bei welchem die Beriicksichtigung
endlicher Signallaufzeiten zu verzigerungsinduzierten InstabilitBten flhren.

Ausgangspunkt der nachfolgenden Experimente war ein elekironischer Phasenregelkreis
(PLL) 1. Ordnung’, in welchen analoge und numerische Yerzégerungsleitungen imple-
mentiert wourden, [he unproblematische Realisierung sowie das ungewdhunlich reichhal-
tige dynamische Verhalten haben uns bewogen, diesen Regelkreis als Modellsystem zur
Untersuchung von Laufzeiteffekten zu wihlen. Die einfache mathematische Struktur
der diesemn System zugrunde liegenden Modellgleichung erlaubt dariiber hinaus einen
quantitativen Vergleich der theoretisch abgeleiteten Ergebnisse mit den experimentellen
Daten,

PLL’s sind in der Regelungstechnik weit verbreitet. Thre Anwendung erfahren sie iber-
all dort, wo Information fber Frequenz und Phase von verrauschten Signalen gewon-
nen werden soll; so 5.8, in der Signalverarbeitung, wo sie zumeist gur Demaodulation
frequenz- oder amplitudenmodulierter Signale verwendet werden, ader aus sinem ver-

'Ein Phasenregelireis 1, Ordnung enthilt im Unterschied su Phasenregelkreisen hiherer Ordnung
keinen Filter wnd stelll deshalb des einfachst deskbaren PLL dac.
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rauschien Signal den deterministischen Antei]l herausfillern helfen.
Anwendungen ergeben sich in der Radartechnik oder bei der Erzeugung frequenz- und
phasenstabiler Systeme (Synthesizer) [18].

Obwohl das Grundpringip eines PLL seit mehbr als sechzig Jahren bekannt ist, wur-
den Untersuchungen des dynamischen Verhaltens meist nur auf der Grundlage einer
linearen Theorie durchgefihrt. Endliche Laufzeiteffekte, dber deren Einflufl man sich
in der Regelungstechnik seit langem bewufit ist, Auflern sich in dieser N&herung jedoch
nur in einem oszillatorischen Verhalten des Phasenfehlersignals. Es mag erstaunen, dafl
man erst in den letzten Jahren Gberhaupt begonnen hat, systematische Untersuchungen
der michtlinearen Dynamik von PLLs durchzufihren, 5o koonten an PLL's 2. Ordnung
mit einer dufleren Anregung in bestimmten Parameterbereichen chaotische Lisungen
aufgefunden werden [20, 21, 22, 44, T6]. Es sind uns jedoch keine entsprechenden Ex-
perimente an zeitlich verzbgerten Regelkreisen bekannt, obgleich das FPunktionsprinzip
ihres einfachsten Vertreters, des PLL 1. Ordnung, eng verwandt ist mit elekiro- und
akusiooplischen bistabilen Schaltkreisen (vgl. Abbildung 4.1}, welche zu den bestunter-
suchten zeithich versdgerten nichilinearen Systeme mit chaotischer Dynamik gerechnet
werden diirfen.

Andere wichtige

Akustooptisches bistabiles System | Phasenregelkreis |

Bragg-Zelle Phasendetekior |

Auflere Anregung mit Laserquelle Referenzsignal |
Akustischer Modulationsgenerator YCo

| Intensitt des Lasers Phasenfehlersignal |

Abb. 4.1: Vergleich optisch bistabiler Systeme mit Phasenregelkreizen

Hierflir diirfte malgebend sein, dall ein PLL 1. Ordnung in Abwesenheit von zeitlichen
Verzsigerungen und stochastischen Einflissen innerhall seines Synchronisationshereichs
grundsitzlich stabil ist. Die in diesem Kapitel beschriebenen Experimente kdnnen daher
ale die ersten systematischen Untersuchungen des chactischen Verhaltens angesehen
werden, die an diesem zeitlich verzigerten System durchgefiihrt wurden.

Dier Aufban des Kapitels gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 4.1 wird eine Modellgle-
chung fiir das dynamische Verhalten eines PLL 1. Ordnung unter Beriicksichtigung end-
licher Signallaufzeiten hergeleitet. Daran schlieBt sich in Abschnitt 4.2 eine theoretische
Analyse der Stabilititsgrenzen sowie eine vollstindige Beschreibung der Phasendyna-
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mik an der Schwelle zur ersten osszillatorischen Instabilitdt mit Hilfe des angegebenen
verallgemeinerten Konzeptes der Synergetik an. Schliefilich werden in Abschnitt 4.3
expenmentelle und numerische Hesultate des dynamischen Verhaltens des Phasenre-
gelkreises vorgestellt.

4.1 Herleitung der Modellgleichung

Ein PLL besteht im wesentlichen aus einem Referenzosgillator, einem lokalen span-
nungskontrollierten Oszillator (VCO), dessen Ausgangssignal mit dem Referenzsignal
sysnchronisiert werden soll, einem TiefpaBifilter und einem Phasendetektor, In dem
betrachteten Fall eines PLL 1. Ordnung mit zeitlicher Verzdgerung, wurde die endliche
Signallaufzeit durch die Implementierung einer Verzigerungsleitung in den Regelkreis
eingefithrt. Der schematische Aufbau geht ans Abbildung 4.2 hervor,

¥ 3
3 - Ausgangs

Ref -
eferenz aigial

signal

Abb. 4.2: Phasenregelkreis 1. Ordnung mit zeitlicher Verzdgerung

Fiir das Referenzsignal y;(1) wird eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz
wy [rad/s] und der Amplitude A [V /rad] angenommen
, : d
yi(t) = Asin(@{{)) , mit EE{:] = iy, (4.1}

Der spannungskontrollierte Oszillator liefert ein Signal y,(1), dessen Kreisfrequenz pro-
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portional zur ankommenden Spanmung ys(t) ist

ya(t) = Beos(¥(1)),  mit %"ﬂ']=”'?ﬂ'1m{f]- (4.2)

w ist dabei die zentrale Kreisfrequenz des VOO und K [rad/Vs| dessen Empfindlichkeit.

Die Versdgerungsleitung bewirkt, dafl das Ausgangssignal des VOO geitlich verzdgert
am Eingang des Mixers ankommt

wlt) = walt — 7). (4.3)

Der Mizer wird als Phasendetektor eingesetzt und stellt das einzige nichtlineare Element
des Phasenregelkreises dar. Filr den gewihlten Fall einer sinusoidalen Charakterisitk
liefert er ein Ausgangssignal yz(f), welches proportional ist zu dem Produkt der beiden
Eingangssignale

wa(t) = Bml(thus(t)

= p(sin|@(t) — ¥t — )] +sin|[O(f) + ¥t - 7))}, (4-4)

mit [ als einer charakteristischen Konstante des Phasendetektors und g = % [V /rad]
als Maf fiir dessen Empfindlichkeit.

Das Signal am Ausgang des Phasendetektors besteht aus einem niederfrequenten
(1. Term auf der rhs. von (4.4]) und einem hochfrequenten Anteil (2, Term auf
der r.h.s. ven (4.4)). Der hochfrequente Anteil wird durch einen Tiefpafifilter® elimi-
niert, so dafl am Ausgang des Tielpafifilters das gu messende Signal yy(t)

salt) = psin [B(t) — ¥t — )] (4.5)

vorliegt. Da es die Aufgabe des Regelkreises ist, den spannungskontrollierten Osail-
lator mit dem Referenzsignal zu synchronisieren, liegt es nahe, als ein Mafl fiir diese
Synchronization den Phasenfehler ¢ einzufihren. Dheser wird folgendermallen defimert

1) = o) - Bt - 7). (4.6)

Ziel ist es, eine Evolutionsgleichung fir den Phasenfehler ¢ abzuleiten. Differenziert

*Die Bandbreite des Tiefpafiilters wird dabei als so hoch angencmmen, dafl sie die Ordoung des Pha-
sentegelireises nicht beeinflulls. Wie die experimentellen Untersuchungen seigen, tnifft diese Annahme
jedoch erst flir grdBere Verzdgerungsaeiten su. Uber die fir kKleine Versdgerungseiten resultierenden
Madifikationen des dynamischen Verhaliens siche Anhang A.
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man dagu ¢ begl. der Zeit {, s0 erhilt man mit (4.2) und (4.5)

i

mqﬁ-[t}: —Ksin ¢t — )] + wp —w, {4.7)
wobei K = K.p [Hz] der sogenannte ‘open loop gain' des Regelkeeises ist.

Gleichung (4.7) stellt die gewiinzchte Evolutionsgleichung fiir das Phasenfehlersignal ¢
dar. Es handelt sich um eine nichtlineare Delay-Differentialgleichung fir die skalare
Variable ¢. Sie beschreibt das dynamische Verhalten eines PLL 1. Ordoung exakt und
bildet den Ansgangspunkt aller weiteren Uberlegungen. Die von auBlen beeinflubbaren
Griofien, die sogenannten Kontrollparameter, sind durch K, r und Aw = wp—w gegeben,
wobei diese jedoch nicht alle voneinander unabhlingig wihlbar sind (vgl. Anhang B).

Im synchronisierten Zustand liefert der Phasendetekior ein reines Gleichspannungssi-
gnal. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, dafl die Phasendifferenz ¢ gegen

sinen ihrer stationiren Fustinde

P 5ter = BICED (w_;-'_'w) (med 2r) (4.8)

strebt, Wie aus Gleichung (4.8} ersichtlich ist, kann nur dann eine Synchronisation
eintreten, wenn die Synchronisationshedingung

o — wol < K (49)

erfillt ist, die urspriinglich vorliegende Frequenzverschiebung Aw zwischen den bei-
denn Oszillaloren also den ‘open loop gain® K micht iiberschreitet, Wenn nicht an-
ders erwhhnt, soll im folgenden implizit daven ausgegangen werden, dall sich der PLL

innerhalb seines Synchronisationsbereiches befindet.

Wihrend die stationfren Zustinde bel einem PLL 1. Ordnung ohne zeitliche Verzoge-
rung stabil sind, und somit cine Synchronisation mit dem Heferenzsignal innerhalb des
Synchronisationsbersiches immer eintritt®, kann die Stabilitit der stationfren Zustinde
bei Vorliegen einer zeitlichen Verzbgerung von aullen beeinfluBt werden. Die daraus
resultierenden Maglichkeiten Instabilititen zu erzeugen, machen den zeitlich verzdger-

"Das Aufireten eimer Tmstabilitht ist nkchi swangslSullg mit einer Desynchronisstion des PLL wer-
bunden. 5o asigen 8.8, die sxperimentellen Untetsuchungen [siehe Abschnitt 4.3), dafl ein PLL im
cozillatorischen oder chactischen Zustsnd immer moch synchronisieren kunn. Hingegen folgt sss der
Nichtexisteny eines slationdren Zusiandes unmitielbar, dafl der PLL desymebronisiest wied.
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ten PLL 1. Ordnung zu cinem lohnenswerten Untersuchungsobjekt mit reichhaltiger
Dynamik.,

4.2 Anwendung des Eliminationsverfahrens

In der Motation von Hap'i.td 3 lautet die Mn:l-ﬂ.lgl:i:huug{i.?} des PLL 1. ﬂ!'liml.ﬂ,g mit
geitlicher Verzdgerung unter der Annahme einer verschwindenden fufleren Frequenzver-
schiebung &w

Za(t) = ~ K sinlg(t - 7)) (4.10)

Eine Anwendung des Eliminationsverfahrens auf die nichtlineare skalare Delay-
Differentialgleichung (4.10) erfordert eine Beschreibung des dynamischen Verhaltens
des PLL in dem unendlich dimensionalen erweiterien Zustandsraum C. Die entapre-
chende Evolutionsgleichung erhilt man aus den Gleichungen (3.9) und (3.14-16) fir
den Fall, daff die Dichte w'? die Form

wiB =y, Ban) = K{:::;—H;HEE'E}I +7) e 6Oy + 7], (4.11)

W@y, ., Bn) = 0, k=1,2,... (4.12)

annimmt.

4.2.1 Stabilititsanalyse

Eine Stabilititsanalyse der nichtlinearen skalaren Delay-Differentialgleichung lafit sich
nicht nur im erweiterten Zustandsraum C sondern schon in dem endlich dimensiona-
len Zustandsravm [* durchifthren. Der hier gewiihite Zugang fiber den erweiterten
Zustandsraum erweist sich aber als wesentlich allgemeiner und ist zur Herleitung der
Ordnungsparametergleichungen zwingend notwendig. Wir méchten jedoch anch aunf-
zeigen, dafl mittels einer Stabilititsanalyse in I' ebenfalls wesentliche Aussagen dber
die sich an einer Instabilitit neu heraushildende Lésung gewonnen werden kénnen und
verweisen fur Details auf Anhang C.
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Dvie stationdren Lisungen g, des zeitlich versigerten nichtlinearen Systems werden
durch die Gleichungen (3.19) in T bzw, C definiert. Es ergibt sich

Queae = I, (4.13)

mit [ einer beliehigen ganzen Zahl. In der Umgebung dieser stationfren Lésungen wird
das dynamische Verhalten durch die linearisierten Gleichungen (3.21-23) beschrieben.
Die Dichteverteilung w erhflt man mit der Funktionalableitung (3.24) zu

w(@) = (-1 K§8 + r). (4.14)
Spezialisiert man G‘Iui-:hung {3.28) auf das Beispiel

LX) = (-1 Ke ™, (4.15)
dann wird man auf die transzendente charakteristische Gleichung

A+(-1)YKe* =0 (4.16)

gefiihrt, die eine unendliche Anzahl von Lésungen fiir die Eigenwerte A in der komplexen
Ebene besitzt.* Aus (4.16) kann unmittelbar geschlossen werden, daB die stationdren
Lésungen s = @ (mod 2x) fiir alle Werte von K und r instabil sind, da genau ein
positiver recller Eigenwert existiert. Filr die restlichen stationfiren Losungen gsp = 0
{mod 2x) leiten wird im folgenden die Instabilitdtsbedingung her.

Gesucht wird nach der Bedingung, fiir welche der Realteil eines Eigenwertes X positive
Werte annimmt, wihrend alle anderen Realteile von A negativ bleiben. Spaltet man
den komplexen Eigenwert A dazu in seinen Realteil 4 und Imaginirteil 0 auf, so ist
Gleichung (4.16) Gquivelent zu

il

¥+ Ke™™ cos(fiT) 0, [4.17)

N— Ke " sin{fr) = 0. (4.18)

An der Schwelle einer Instabilitit (v = 0} kinnen (4.17) und (4.18) umgeschrieben

werden in

*Fiir den Fall eines PLL chne seitlicke Retardierang besitat [4,18) fir geradeahliges | aur die Lisung
A= —K, also cinen recllen negativen Eigenweri, was einer siabilen Lisung entspricht, deren Stabilitit
von auflen bher mieht Beeinflufibar jst.
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Keos(fir) = 0, (4.19)
{1 — Ksin(Dlr) = 0. (4.20)

Man erhilt also fir die Kreisfrequenz der einsetzenden Oszillation unmittelbar
iy =4 K. (4.21)

Gleichung [4.19] liefert aulerdem

nti’=:|:(2ﬂ+12)#, T (4.22)
was fir die erste instabil werdende Mode (n = 0) zu
—
2r
fihrt. Die Frequenz der Schwingung ist also an der Schwelle einer Instabilitit umge-
kehrt proportional zur zeitlichen Retardierung. Die Instabilititsbedingung l1aft sich
mut (4.21) in der Form

My =1 (4.23)

x
2
schreiben.® In Ubereinstimmung mit den Skalierungseigenschaften der Modellgleichung
(siche Anhang B) siebt man, daB die Instabilititsbedingung nur nech von dem Produkt
aus K und 7 abhangt. Um die Art der Instabilitit zu bestimmen, kann man sich daher
im folgenden auf ein festes r beschrinken und die Eigenwerte A = A{K') bis sur ersten
Ordnung in den Abweichungen von dem kritischen Wert K, = # /27 gemif dem Ansatz

Kr > (4.24)

ME)=alK - K.)+ :‘{h: +elK - x.}} +O((K - K.)") {4.25)

entwickeln. Setzt man diesen Ansatz in die charakteristische Gleichung (4.16) (fir
geradzahliges I) ein und fihrt einen Koeffizientenvergleich bis zur ersten Ordnung in
K — K, durch, dann ergibt sich die Lésung

K.7v 1
T+ (ETP 1T+ (Er)
Es handelt sich bei der berechneten Instabilitit also um eine Hopl-Bifurkation. An

AK) = (K- K.)£i K+ (K - K.))+0((K - K.F) (4.26)

"Um sichersusiellen, da8 an der Schwelle micht bereits Eigenwerte mit positivem Realteil varliegen,
kann man das versllgemeinerte Routh-Huarwits-Kriterium ans Abschnitt 3.3.3 anwenden.
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der Instabilititsschwelle K = K, liegen namlich swei zucinander konjugiert komplexe
Eigenwerte auf der imaginiren Achse, die oszillierenden Lisungen mit der Kreisfrequens

M = +X.. (4.27)

entsprechen. AuBerdem geht aus Gleichung (4.26) hervor, daB die Transversalitits-

bedingung %‘Jm:m # 0 erfiillt ist. Abbildung 4.3 verdeutlicht die Verteilung der
Eigenwerte in der komplexen Ebene knapp oberhalb der Schwelle (4.24).

.
w

]
o o &8 & @ B HE B S

Abb. 4.3: Ausschnitt des Spektroms der Modellgleichung knapp oberhalb
der Schwelle gu einer Hopf-Bifurkation.

Einen biorithonormalen Satz von links— und rechtsseitigen Eigenfunktionen erhilt man,
indem man die Gleichungen (3.27) und (3.45) entsprechend spezialisiert. Es ergibt sich

4B = Ne™®, $P(s) = Ny, (4.28)

Mit {4.14) und (4.16) bestimmen sich die Normierungskonstanten Ny aus Gleichung
{3.52) zu

M=o (4.29)
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4.2.2 Ordnungsparametergleichungen

Es sollen nun die Ordnungsparametergleichungen (3.80) fir den Fall der vorliegenden
Hopi-Eifurkation bis gur niedngsten Ordoung in den Nichtlinearititen hergeleitet wer-
den. Wir begeichnen die Eigenwerte (4.26) der beiden instabil werdenden Moden mit
Al. Da diese zucinander konjugiert komplex sein milssen, gilt A% = (A )". Der unend-
lich dimensionale erweiterte Zustandsraum C spaltet daher in der Umgebung der Insta-
bilitét auf in einen rweidimensionalen Unterraum i und einen verbleibenden unendlich
dimensionalen Unterraum 5. Gemi8 {3.54) und (3.55) 1Bt sich eine biorthonormale
Basis von If durch die Matnizen
e—Ade
8.(0) = ( AT ) und wis)= | VIZXNT [ (430
V1I+ AT 147 i
Vitdr

darstellen. Im folgenden begeichnen wir die Komponenten der Ordnungsparameter o
durch u(t) und u*(t) und fassen die entsprechenden Eigenwerte zu der Diagonalmatrix

A, fusammen

gty = (:f;‘]'j), Ao ("'j :: ) - (4.31)

Aus Gleichung (4.12) ist ersichtlich, dafl die Nichtlinearitit in niedrigster Ordnung mit
kubischen Termen beginnen wird. Die zgentrale Mannigfaltigheit b wird wegen (3.84)
ebenfalls mit Termen der Ordnung r = 3 starten. Zu deren Bestimmung reichi es
also aus, die Nichtlinearitdt in den Ordnungsparametergleichungen (3.80) bis gu dieser
Ordnung zu entwickeln

N (@) (8) + R(- (1)) = AP (-Ja (1)) (4.32)

Da die stabilen Moden in Gleichung (4.32) nicht mehr auftauchen, werden sie in nied-
rigster Ordnung keinen Einflul aul das dynamische Verhalten ausiiben. Es gilt nach
Gleichung (3.82)

N )7 (4] = Nyyiw () 3R u(thu (1) + 3N Hu(t)u"*(1)+ N u"*(1) (4.33)

Die Koeffizienten ergeben sich aus (3.83), (4.12) und (4.30) zu
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o _ __1 At
L BRI(1 + g7
i 1 AL

T TERI(1 4 ART)1 4 Ag T

'
e
I

&, (4.34)
o = R

Mit diesen Uberlegungen nimmt die Ordnungsparametergleichung {3.80) fir w(f) die

Form

d H Bpy®
Sult) = Mult) + ——=={Fllu’(t) + WD’ ()u"(0) +

ﬁ
+3N (1) + Fihu*(0)} (4.35)

an. Fiir u* erhilt man die dazu konjugiert komplexe Gleichung. Gleichung (4.35) kann
mit Hilfe der ‘rotating wave approximation' aufl Normalform transformiert werden.
Beachtet man dazu, daf die Ordoungsparameter in der Nihe einer Instabilitit mit

w(t) ~ e'fet () ~ oKt {4.36)

oszillieren, dann kénnen in Gleichung (4.35) nichtresonante Terme vernachlissigt wer-
den. Die Normalform fir die Hopl-Biforkation lautet

d
ult) = Alu(t) - blu(t) Pu(t), {4.37)

wobei sich fir den komplexwertigen Kocffizienten & nach (4.34) und [4.35)

2 Klr % K,
S A KPR AT (K

ergibt. Transformiert man Gleichung (4.37) durch den Ansatz

+ K — K,) {4.38)

u(t) = :I"[!}I:‘H{I] (4.39)

auf Polarkoordinaten und bericksichtigt die Entwicklungen (4.26) sowie (4.38), dann
wird der periodische Orbit bis zur Ordnung O{K — K,) im stationdren Fall durch
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v K_K,
2 - %:z T+(KrP —— + O((K - K.J) , (4.40)
%ﬂi} = Im(3}) —riIm(b) = K. {1 + O ((K — K.)")} (4.41)

charakterisiert. Auffallend an Gleichungen (4.40) und (4.41) ist, daB die durch die
NichtlinearitBt hervorgerufene amplitudenabhingige Frequenzverschiebung bis zur Ord-
nung (N K — K.) durch die Frequenzabhingigkeit aus der linearen Stabilititsanalyse
exakt kompensiert wird.

4.2.3 Adiabatische Elimination

Obwehl die stabilen Moden in niedrigster Ordnung keine Auswirkungen auf die Ord-
nungsparametergleichungen haben, wollen wir der Vollstindigkeit wegen die zentrale
Mannigfaltigheit h fiir die vorliegende skalare Delay-Differentialgleichung explizit be-
stimmen. Gleichung (3.84) spesialisiert sich im betrachteten Fall auf

h(O,u(t),u"(t)) = Hia(OW?(t) + 3050 (thu(t) +

+3H1n( 8 Ju(thu' ()’ + Haaa(B)u(2)" . (4.42)

Da kh eine reelle Funktion ihrer Argumente darstellt, missen die Koeffizienten den
Eigenschaften Hy;; = Hjyy und Hyy = Hy,, geniigen. Daher ist es ausreichend Hyp,
und Hyz #u bestimmen. Fiir die Modellgleichung ergibt sich aus (3.85) die wesentliche
Vereinfachung, daB die Koeffizsienten H, 1 ;, proportional zu ﬁ"}ﬂh aus Gleichung {4.34)

sind
H,5n(8) = Nl Gna(©). (4.43)
Der Wichtungstensor @, ,,,, bestimmt sich aus der Gleichung
Gun©) = ([Ac = i+ 34 4 2,01] " [0 - )] ) (0), (a08)

wobel die Eigenwerte A; mit den instabilen Eigenwerten A7 und A7 fiar 7 = 1,2 identi-
fiziert werden missen. Mit (3.34), (3.57) und (3.70) erhalt man

Cininn(®) = [£.(O)[A, — M| 1(0) - [(3) - A7) ] . (4.45)

Jl.uAjL +"'JI'+':"J;I
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zustand hervorgehen. Die Behandlung zeitabhingiger Referenzzustande wiirde nédmlich
schon im einfachsten Fall eine Floquettheorie erforderlich machen, die bislang nur fiir
Systeme ohne Gedichtnisterme formuliert wurde. Ungeniigend beriicksichtigt wurden
auch Wechselwirkungen zeitlicher Retardierungen mit dufieren Fluktuationen, obwohl
Hinweise darauf bestehen, daB geeignet gewihlte Retardierungen in nichtlinearen Ter-
men zu einer drastischen Reduktion der Diffusionkonstante filhren kénnen [79]. Von
grundlegender Bedeutung wire es deshalb, das Eliminationsverfahren auf stochasti-
sche Systeme zu erweitern. Mittels eines geeigneten Projektorformalismus miifite es
dann méglich sein, das Eliminationsverfahren, fiir notwendigerweise nichtmarkovsche
Prozesse, so zu formulieren, daff die Ordnungsparameter niherungsweise einer Master—

Gleichung geniigen sollten.

Die experimentellen Untersuchungen haben aufgezeigt, daf die Beriicksichtigung end-
licher Signallaufzeiten zu einer reichhaltigen Dynamik selbst in elementaren Regelkrei-
sen fiihren kann. Es ist durch die Untersuchungen nicht nur gelungen, die theoretisch
gewonnenen Ergebnisse experimentell zu untermauern, sondern es konnten dariber
hinaus bisher unbekannte Instabilititen eines Phasenregelkreises 1. Ordnung aufgefun-
den werden. Einen besonderen Stellenwert nimmt dabei die durch eine hinreichend
groBe Retardierung hervorgerufene Desynchronisation des Regelkreises ein. Das in
diesem Parameterbereich durch eine neuartige Detektionsmethode aufgefundene cycle
slipping Verhalten ist in Anwendungen von auflerordentlicher Bedeutung. Insbeson-
dere bei frequenz— und phasenstabil arbeitenden Systemen haben diese Phasenspriinge
grofien EinfluB auf die Giite des Kontrollsystems. Nicht zuletzt bieten die bisher unver-
standenen Spektraleigenschaften der irreguliren Phasenspriinge (1/f-Rauschen) noch

geniigend Raum fiir weitergehende Studien.
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