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1 Motivation

Die Physik hat mich schon seit den ersten Stunden in Klasse 7 fasziniert. Mit ihr
bekam man einen vollig neuen Blickwinkel auf Vorgédnge im Alltag. Auch konnte
man nun einige alltdgliche Phdnomene erkldren und als Formeln darstellen. All dies
fiihrte dazu, dass ich Physik als Leistungskurs wahlte, wodurch ich einen nur noch
tieferen Einblick in verschiedene Teilgebiete der Physik erhielt. Allerdings reichte
mir teilweise dieses Wissen, was ich in der Schule vermittelt bekam, nicht aus oder
ich hatte Fragen, die wir erst spater behandeln sollten, weshalb ich versuchte, mir
dieses Wissen selbst anzueignen. Dabei kam ich zum Beispiel mit der speziellen und
allgemeinen Relativitatstheorie sowie chaotischem Verhalten in Kontakt. Beide Dis-
ziplinen interessierten und interessieren mich sehr.

Da es in dieser Arbeit ausschlieklich um chaotisches Verhalten gehen soll, werde ich
mich hier darauf beschrinken. In Verbindung mit chaotischem Verhalten kam ich
erstmals mit dem relativ populdren Schmetterlingseffekt, der veranschaulichen soll,
dass bereits kleine Systeméinderungen grofe Auswirkungen haben kénnen. Spéiter
lernte ich dann die Mandelbrot-Menge kennen, aus der das sehr bekannte Apfel-
méannchen resultiert.

Wegen dieses Interesses, und schon vorhandenem oberflichlichem Vorwissen, schlug
meine Physiklehrerin, Frau StD’ Hecking, vor, diese Arbeit im Bereich der Chaosfor-
schung zu schreiben. Das genaue Thema der BLL legte ich dann in Zusammenarbeit
mit Herrn Priv.-Doz. Dr. Pelster von der Technischen Universitit Kaiserslautern
fest, der mich wiahrend der ganzen Arbeit unterstiitzte und mir als Ansprechpartner
zur Verfiigung stand. Wir entschieden uns fiir das Thema:

Der Weg ins Chaos am logistischen Wachstum.

Das logistische Wachstum wahlten wir aus, da es durch Periodenverdopplung ein
fiir chaotische Systeme typisches Verhalten aufweist. Zudem ist es der mathema-
tisch einfachste Weg, sich mit chaotischem Verhalten auseinanderzusetzen, da die
meisten anderen Wege weitergehende mathematische Fahigkeiten, wie zum Beispiel
das Lésen von Differenzialgleichungen, erfordern. Mein Ansprechpartner fiir mathe-
matische Probleme war Frau StR’ Schupp-Jacksteit.



2 Aufbau

Im folgenden Kapitel mdchte ich zunéichst einen Einstieg in chaotisches Verhal-
ten geben. In diesem Abschnitt der Arbeit stelle ich verschiedene Systeme vor, die
Charakteristika von chaotischem Verhalten aufzeigen. Darauffolgend werde ich die
logistische Abbildung einfithren und auf ihre Verwendung eingehen. Zudem werde
ich eine kurze Einfiihrung in die Programmiersprache 'Python’, das Plot-Programm
"QtiPlot’, sowie "Texmaker’, einen Latex-Editor, geben. Dies ist die Software, die ich
fiir die Umsetzung dieser Arbeit benutzte.

In Kapitel 6 und 7 leite ich das Bifurkationsdiagramm der logistischen Funktion her.
Zuerst werde ich mich dieser Aufgabe analytisch annehmen. Dann mdochte ich das
Bifurkationsdiagramm numerisch vervollstandigen. Nach der Vervollstindigung des
Bifurkationsdiagrammes widme ich mich noch besonderen Zusammenhéngen, wel-
che beim Bifurkationsdiagramm auftreten.

Nach diesem Kernstiick meiner Arbeit werde ich in Kapitel 9 das in den vorigen
Abschnitten Erarbeitete zusammenfassen. Anschliefend gebe ich noch einen Aus-
blick, wie man die Inhalte dieser Arbeit als Ausgangspunkt fiir weitere Forschung
verwenden konnte und in welche Richtung eine solche Forschung gehen konnte.

Im Anhang befinden sich Rechnungen, die zu umfangreich sind, um sie direkt in
diese Arbeit einzubinden, meine Python-Programme, ein Bildverzeichnis und das
Quellenverzeichnis.



3 Chaotisches Verhalten

In diesem Kapitel sollen einige Begrifflichkeiten, welche fiir die folgende Arbeit wich-
tig sind, eingefiihrt und definiert werden.

3.1 Dynamische Systeme

Ein dynamisches System steht mit anderen Systemen, wie zum Beispiel der Umwelt,
in Wechselwirkung. Dabei haben sowohl andere Systeme Einfluss auf das dynamische
System, als auch das dynamische System auf die anderen. Dies impliziert, dass alle
involvierten Systeme auch dynamische Systeme sein miissen.

3.2 Deterministische Systeme

Deterministische Systeme sind Systeme, denen zu jedem Zeitpunkt ¢ ein eindeutiger
Zustand zugeordnet werden kann. Diese eindeutige Zuordnung ist zudem fiir jedes
Experiment bei gleicher Priparation identisch. Das Wort ’deterministisch’ kommt
von dem lateinischen ’determinare’, was so viel heift wie festlegen.

3.3 Deterministisches Chaos

Zuerst scheint dieser Titel ein Widerspruch in sich zu sein. Denn in Abschnitt 3.2. ha-
be ich definiert, dass wenn ein System deterministisch ist, dessen Zustand zu jedem
Zeitpunkt t eindeutig festgelegt ist. Chaos jedoch bedeutet im normalen Sprach-
gebrauch das etwas nicht vorhersagbar ist beziehungsweise willkiirlich geschieht.
Dennoch ergibt der Begriff deterministisches Chaos’ Sinn. Dies ist so, da durch
den deterministischen Charakter alle Systeme, die der Stochastik unterliegen, also
rein zufilliges Verhalten aufweisen, abgegrenzt werden. Auferdem werden komplexe
mathematische Systeme von Anfang an ausgeschlossen und es bleiben nur mathema-
tisch relativ einfache Systeme zur Betrachtung iiber. Diese konnen sogar so einfach
sein, dass sie lediglich eine Variable bend6tigen. Ein Beispiel fiir ein solch einfaches
System ist die logistische Abbildung, welche in Kapitel 4 hergeleitet wird.
Trotzdem ist es auch in solch einfachen Systemen nach einer gewissen Zeit nicht
mehr moglich, den Zustand des Systems eindeutig vorherzusagen. Hier kommt der
chaotische Charakter der Systeme zum Vorschein, der verhindert, dass bei gleichem
Versuchsaufbau das gleiche Ergebnis entsteht.

In Computersimulationen kann man anders als in der Realitit bei gleichen Anfangs-
bedingungen auf gleiche Endzustédnde eines solchen Systems kommen. Hier zeigt
sich der chaotische Charakter darin, dass schon sehr kleine Anderungen an einzel-
nen Parametern zu sehr groften Systeméinderungen fiithren kénnen. Dieses Verhalten
liegt zum Beispiel beim logistischen Wachstum vor, aus dem sich die logistische
Abbildung ableitet.



3.4 Fixpunkte

Fixpunkte sind ein mathematisches Phidnomen. Man bezeichnet einen Punkt als
einen Fixpunkt, wenn die Gleichung

g(z) == (3.1)

erfiillt ist. Mit anderen Worten ist ein Punkt ein Fixpunkt, wenn er auf sich selbst
abgebildet wird.

In der Physik beschreibt ein Fixpunkt eine stabile Dynamik in einem Zustandspunkt.
Diese Stabilitdt muss jedoch nicht von bleibender Dauer sein, sondern besteht nur
fiir jeweils spezifische Intervalle.

3.5 Bifurkation

Eine Anderung in der Dynamik eines Systems nennt man Bifurkation. Eine sol-
che Anderung kann zum Beispiel durch einen Zuwachs oder Wegfall von einigen
Fixpunkten entstehen. In einem Bifurkationsdiagramm werden solche Systeménde-
rungen deutlich.

— X, stabil

== X4 instabil

— X stabil
X3 stabil

Xo

g

Abbildung 3.1: Schematisches Bifurkationsdiagramm - ein Fixpunkt (blau) verliert
seine Stabilitidt und zwei andere Fixpunkte (rot und griin) werden
stabil.

In Abbildung 3.1 ist dies gut zu erkennen. Die blaue Linie beschreibt einen stabilen
Fixpunkt x;. Dieser ist ab einem gewissen Punkt instabil. Eine durchgezogene Li-
nie besagt, dass ein Fixpunkt stabil ist. Eine gestrichelte steht fiir einen instabilen
Fixpunkt. Aus diesem Grund wird z; danach gestrichelt gezeichnet. In dem Punkt,
in dem der Fixpunkt x; seine Stabilitat verliert, beginnen zwei andere Fixpunkte
(x2 in rot und x5 in griin) stabil zu sein. Auf der z-Achse werden in diesem Fall, wie
auch im restlichen Teil der Arbeit, die o-Werte aufgetragen. Dabei ist o in dieser
Arbeit der einzige Kontrollparameter und somit alleine fiir Stabilitdtsdnderungen
verantwortlich. Auf der y-Achse werden die zo-Werte aufgetragen. Diese beschrei-
ben sowohl die Lage des Fixpunktes auf der y-Achse als auch auf der x-Achse, da
(3.1) gilt.



4 Die logistische Abbildung

In diesem Kapitel soll das logistische Wachstum erldutert werden. Anschliefend soll
es in einer Formel, der logistischen Abbildung, die Grundlage der Arbeit liefern.
Auch werden in diesem Kapitel die Intervalle fiir das Bifurkationsdiagramm festge-
legt.

Die logistische Abbildung wurde um 1838 von Verhulst entwickelt [Eckhardt, 2004,
S. 123]. Thr urspriingliches Anwendungsgebiet liegt in der Biologie. Mit der logis-
tischen Abbildung wird versucht, Populationsgrofken abhéngig von der Zeit nidher
zu beschreiben. Hierfiir geht man davon aus, dass die Populationsgrofse einer Art
immer von der Populationsgrofe des Vorjahres abhéngt. Wenn es im Vorjahr viele
Individuen einer Art gab, kdnnen sich auch viele paaren und somit der Population
zu einem Wachstum verhelfen. Um dies mathematisch zu beschreiben, stellt man
eine Folge auf:

No,y :f(Nao)- (4~1)

In dieser Folge steht N fiir die Anzahl der Individuen der Population. aq steht fiir
das Jahr 0 und a; fiir das Folgejahr 1. Wenn man dieses Verhiltnis zwischen Jahr 0
und 1 verallgemeinert, ergibt sich:

Na+1 = f(Na) (42)

Diese Gleichung beschreibt ein deterministisches System, solange die Funktion f(1V,)
fiir festgelegte Jahre a Giiltigkeit besitzt. Diese Funktion f mochte ich im Folgenden
naher definieren.

Um die Funktion f moglichst einfach zu gestalten, stelle ich zuerst ein paar Vor-
aussetzungen auf. Erstens lege ich fest, dass es eine Wachstumsrate o gibt. Diese
artspezifische Wachstumsrate beschreibt, wie schnell sich die Population vermehrt.
Dabei setze ich auch voraus, dass jeweils der gleiche Prozentsatz der Population
Nachkommen erhélt. Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich folgende Funktion:

f(Ng,0) =0N,. (4.3)

An dieser Stelle muss nun der Parameter o eingeschrankt werden. Denn bei einem
negativen o wiirde auch die Populationsgrofe N negativ werden, was nicht moglich
ist. Dementsprechend muss gelten:

g > 0. (4.4)

Auf die Realitét iibertragen wiirde bei o < 1 die Population aussterben, bei o > 1
unendlich wachsen. Dies ist allerdings aufgrund von begrenzten Ressourcen wie Le-
bensraum oder Futter nicht moglich. Aus diesem Grund erweitere ich die Funktion
f um den limitierenden Faktor 1 — N,. Diese Erweiterung sorgt dafiir, dass die Po-
pulation bei einer Uberpopulation schrumpft und bei einer Unterpopulation wiichst.
Damit dieser Kontrollparameter jedoch funktioniert, muss vorher definiert werden,
dass N kein absoluter Wert ist, sondern die Populationsgréfe relativ zu einem Mit-
telwert ist. Ansonsten wiirden die Werte der Populationsgrofe sehr schnell N < 0
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werden, was in der Realitdt nicht moglich ist. Dies ist ein Nachteil dieses stark verein-
fachten Systems und liegt daran, dass nur ein Parameter ¢ Verwendung findet. Fiir
diese Arbeit geniigt jedoch diese reduzierte Form. Mit dieser Vereinfachung ergibt
sich eine neue Funktion f:

f(Na,O') :UNa(l_Na)‘ (45)

Als néchstes wird die Gleichung (4.2) aktualisiert, da auch in ihr die Populations-
grofke abhéingig von meinem eingefithrten Parameter o ist:

Noi1 = f(Ngy,0). (4.6)
Anschliefend setzt man die Funktion f aus (4.5) in die Gleichung (4.6) ein:
Noi1 = oNo(1— N,). (4.7)

Dies ist die logistische Gleichung, an welcher ich nur noch eine kleine Verdnderung
vornehmen werde. Ich ersetze N durch x um diese Folge besser auf ein Koordina-
tensystem iibertragen zu kénnen. Die daraus resultierende Gleichung sieht folgen-
dermalfsen aus:

Tar1 = 0x4(1 — ). (4.8)

Aus dieser Folge ergibt sich nun die Funktion:

f(z) =ox(1 —2x), (4.9)

oder ausmultipliziert:
f(z) = —02® + ox. (4.10)

Diese Funktion wird auch logistische Abbildung genannt. Mit ihr beschaftigt sich
Kapitel 6 noch genauer. Dennoch soll an dieser Stelle sowohl x als auch ¢ noch
eingeschrinkt werden. Dafiir betrachtet man zuerst die Funktion f(z) aus (4.9)
ohne den Parameter o. Diese Gleichung soll J(x) sein:

J(z) = z(1 —x). (4.11)

Diese Funktion hat ihre Nullstellen bei 0 und 1 und das Extremum bei z = % mit

dem Funktionswert J(3) = 1. Der Parameter o hat in (4.9) im Vergleich zu (4.11)
eine streckende Wirkung. Auf die Nullstellen hat o keine Auswirkung. Um somit das
Intervall [0, 1] auf der z-Achse auf das Intervall [0, 1] der y-Achse abzubilden, muss
das Extremum von (4.10) bei 1 sein. Dies wird bei o = 4 erreicht. Diese Abbildung
mochte man erreichen, da somit Gleichung (3.1) Giiltigkeit besitzt. Auch ermoglicht
dieser Zusammenhang die grafische Bestimmung von Fixpunkten, welche in Kapitel

6.1. vorgestellt wird. Somit gilt:
0<o <4, (4.12)

und:
0<z<1. (4.13)
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5 Computerprogramme

Nachfolgend sind die Computerprogramme aufgelistet, welche fiir diese Arbeit im-
mens wichtig waren. Einerseits verwendete ich sie zum Erstellen von Grafiken und
andererseits fiir eine klare Strukturierung der fertigen Arbeit. Auch boten die Er-
gebnisse, welche diese Programme lieferten, einen anderen Blickwinkel auf schon
Erarbeitetes beziehungsweise halfen, sich in neue Gebiete einzuarbeiten.

5.1 Python

Python ist eine Programmiersprache, die zu den 'héheren Programmiersprachen’
gezdhlt wird. Sie ist sehr vielseitig, da sie einerseits projektorientiert programmiert
werden kann und andererseits auch als Skriptsprache benutzt werden kann. Fiir diese
Arbeit habe ich Python ausschlieflich als Skriptsprache benutzt.

Alle meine Programme, welche eigens fiir diese Arbeit angefertigt wurden, sind mit
kurzer Erklarung im Anhang zu finden.

5.2 QtiPlot

Das Programm "QtiPlot’ ist ein Plot-Programm. Das bedeutet, dass man mit diesem
Programm Grafiken aus Funktionen oder Wertepaaren erstellen kann. Die Grafiken
3.1, 6.3, 6.6, 7.1 und 7.2 wurden mit diesem Programm erstellt.

5.3 Texmaker

Texmaker ist ein Programm zur Erstellung von LaTeX-Dokumenten, mit einer sehr
einsteigerfreundlichen Umgebung. Es gibt einige Argumente fiir den Einsatz von
LaTeX. Eines von diesen ist, dass LaTeX sehr gut mit Formeln umgehen kann. Zu-
dem ist es mit LaTeX relativ einfach, ein Schriftstiick zu erstellen, welches strengen
formalen Anforderungen entspricht. Anders als zum Beispiel bei Word oder Writer
sieht man in LaTeX nicht sofort die fertige Ausgabe der Datei. Man sieht das fertige
Layout erst, nachdem man eine Ausgabedatei erstellt hat.
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6 Analytischer Weg

In diesem Abschnitt der Arbeit soll begonnen werden, das Bifurkationsdiagramm
der logistischen Abbildung zu erstellen. Um dies zu erreichen, werden die ersten
Fixpunkte bestimmt und ein Kriterium zur Bestimmung der Stabilitdt eines Fix-
punktes hergeleitet.

6.1 Ermittlung der ersten Fixpunkte

Um die ersten Fixpunkte der logistischen Abbildung f(z), die in Kapitel 4 hergeleitet
wurde, zu bestimmen, muss man diese Gleichung mit der Winkelhalbierenden g(x)
gleichsetzen. Daraus ergibt sich:

f(x) = g(x). (6.1)

Mit:
f(z) = —02® + oz, (6.2)

und:
g(z) =z, (6.3)

wird aus (6.1):

—ox® + o = 7, (6.4)

oder:
0=—02’+ox — . (6.5)

Diese Gleichung besitzt zwei Losungen fiir z. Diese kann man zum Beispiel durch
mehrfaches Ausklammern ermitteln. Hierfiir formt man (6.5) um:

0=—02®+ (0 — 1), (6.6)
und klammert als nachstes x aus:
0=2a(—ozx+ (0 —1)). (6.7)

Aus (6.7) kann man nun die erste Losung ablesen. Denn das Multiplikationsgesetz
besagt, dass wenn das Produkt 0 ist, einer der beiden Faktoren auch 0 sein muss.
Daraus ergibt sich, dass der erste Fixpunkt z; = 0 ist. Den zweiten Fixpunkt erhélt
man nun, wenn man den anderen Faktor von (6.7), —ox 4+ (0 — 1), gleich 0 setzt.
Die dabei entstehende Gleichung ist:

0=—oz+ (0 —1). (6.8)
Diese kann nun nach x umgeformt werden:
oc—1
= 6.9
=" (6.9)
oder:
-2 (6.10)
r=1——. .
o

Dies ist der zweite Fixpunkt z5. Bevor man nun den ersten Teil des Bifurkationsdia-
gramms erstellen kann, muss man noch priifen, bei welchen o-Werten die Fixpunkte
stabil sind. Diese Uberpriifung findet in Kapitel 6.3. statt.
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Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, die Fixpunkte von f(z) = —o2? + oz zu
bestimmen. Bei dieser grafischen Methode zeichnet man f(z) aus (6.2) und die Win-
kelhalbierende g(x) aus (6.3) in ein kartesisches Koordinatensystem. Nun wihlt man
einen beliebigen z-Wert zwischen 0 und 1, da diese Einschrinkung in Kapitel 4 fest-
gelegt wurde. Dieser Punkt wird hier nun als xy definiert und hat, wie die folgenden
Punkte, nichts mit den schon aufgestellten Fixpunkten z; und x5 gemein. Nun geht
man von diesem Punkt parallel zur y-Achse nach oben, bis man auf den Graphen
von f(x) trifft. Dieser Punkt hat nun den y-Wert f(zo). Von diesem Punkt aus geht
man parallel zur z-Achse zur Winkelhalbierenden. Der daraus resultierende Punkt
hat nun den a-Wert z; sowie den y-Wert f(x¢). Diese beiden Schritte wiederholt
man nun immer abwechselnd. Nach kurzer Zeit wird fiir 0 < 1 der Wert lim z,, = 0.

n—oo
Dies beschreibt exakt den vorher aufgestellten Fixpunkt 1, welcher zwischen 0 und
1 stabil ist und den z-Wert 0 besitzt. Nach dieser Theorie miisste also fiir 1 <o <3
dieses Verfahren zu dem zweiten Fixpunkt s fithren, was auch so ist.

F(x) '\ fix) A
x=f(x)
x,= Fx) ) =----+ Xy Ammmmmmmfomm e
X, ----e-
x,= Flx) === : N
i Lol -
Xa X X X

Abbildung 6.1: Grafische Methode zur Ermittlung von Fixpunkten 1 < o < 3
[Haken and Wunderlin, 1991, S. 389).

Abbildung 6.1 veranschaulicht die vorher beschriebene Methodik fiir 1 < ¢ < 3. In
Abbildung 6.2 ist diese Methodik fiir 1 < ¢ < 3 zu Ende gefiihrt. Man erkennt, wie
der Fixpunkt, Schnittpunkt der beiden Graphen, immer stirker angendhert wird.
Diese Annidherung ist am Ende genau.

13



Flx)

'
X

Abbildung 6.2: Anwendung der grafischen Methode zur Bestimmung eines Fixpunk-
tes im o-Intervall [1, 3] [Haken and Wunderlin, 1991, S. 391].

6.2 Stabilitat eines Fixpunktes

Im folgenden Abschnitt soll ein Kriterium zur Bestimmung der Stabilitit eines Fix-
punktes hergeleitet werden. Dieses Kriterium soll allgemeingiiltig sein, um zu erlau-
ben, dass man es fiir die restliche Arbeit ausnahmslos benutzen kann.

Da in Abschnitt 3.4. festgelegt wurde, dass ein Fixpunkt die Gleichung (3.1) erfiillen
muss, gilt fiir einen allgemeinen Fixpunkt x*:

fz*) ==z (6.11)

Um nun herauszufinden, fiir welche Werte dieser Fixpunkt stabil ist, definiert man
jeden abweichenden Wert als eine Abweichung von x*:

Tp =2+ qn. (6.12)

x, steht dabei fiir einen beliebigen Wert und ¢, fiir die dazugehérige Entfernung
von z*. Dementsprechend muss auch gelten:

Tnp1 =T+ Qny1 (6.13)
Mit Gleichung (4.2) und N = x, sowie a = n ergibt sich:
Tni1 = [(z). (6.14)
Aus Gleichung (6.12) folgt nun:
Tnt1 = [(2" + qn). (6.15)
Aus (6.13) und (6.15) ergibt sich dann der Zusammenhang:
T4 Q1 = [(@" + qn). (6.16)

Da die Funktion der logistischen Abbildung eine Gleichung zweiter Ordnung ist, ist
diese Funktion (4.10) eine Parabel. Ein Weg, um sich einem beliebigen Punkt auf
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dieser Parabel anzunéhern, ist, eine Gerade an die Parabel zu legen, welche die Para-
bel nur in einem Punkt schneidet. Dieser Schnittpunkt ist der allgemeine Fixpunkt
x* und die Gerade die Tangente an diesen. Die allgemeine Geradengleichung ist:

y =mx +b. (6.17)
Daraus ergibt sich einerseits:
t(x) = mz + b, (6.18)
und andererseits:
f(z™) = ma™ +b. (6.19)

Zuerst sollen sowohl m, als auch b fiir Funktion (6.19) ermittelt werden. Hierbei
beschreibt m in der allgemeinen Geradengleichung die Steigung. Dies ist dieselbe
Steigung, welche die Parabel im Schnittpunkt mit der Geraden besitzt. Dadurch,
dass die Steigung einer Funktion immer durch ihre Ableitung beschrieben wird und
dieser Schnittpunkt z* ist, ergibt sich fiir m:

m = f'(z"). (6.20)

Ferner legt b den Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse fest. Hierfiir muss man
miteinbeziehen, dass sowohl der Abstand des Punktes von der y-Achse, als auch die
Steigung Finfluss auf diesen Wert hat:

b= f(z*) — f'(a*)x*. (6.21)
Anschliefsend setzt man nun (6.20) und (6.21) in (6.19) ein:
f@®) = f(@")a” + fa7) = f(@")a" (6.22)

An dieser Gleichung kann man erkennen, dass m und b richtig berechnet wurden,
da eine offensichtliche Identitat vorliegt.

Setzt man nun die fiir den Fixpunkt ermittelte Steigung und den y-Achsenabschnitt
in (6.18) ein, kommt man auf:

t(x) = fl(a®)x + f(z*) — f(a")a". (6.23)
Diese Gleichung kann man noch zusammenfassen in:
t(z) = f(z*) + (@) (x — 27). (6.24)
Dies entspricht der Funktion:
f@™ + (x—a")) =t(x) = f(2") + [/(a")(z — 7). (6.25)
(6.12) kann man umformen in:
Ty, — " = qp. (6.26)
Aus (6.25) und (6.26) ergibt sich:
f@" +qn) = f(@") + f'(27)qn- (6.27)
Nun kann man (6.27) in (6.16) einsetzen und erhélt:
T+ g1 = f(27) + [ (27)qn: (6.28)
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Wenn man nun (6.11) beriicksichtigt, erhilt man:

i1 = /(2" (6.29)

Diese Folge will man nun umformen. Dafiir ersetzt man zuerst ¢, durch eine von n
abhéingige Variable und das Startglied der Iteration, A" - Z:

qn = \"Z. (6.30)
Dies setzt man nun in (6.29) ein:
N Z = f(a*)\"Z. (6.31)
Mit A"t = \" . X ergibt sich:
N'ANZ = fl(x")\"Z, (6.32)
und gekiirzt:
A= f'(z%). (6.33)
Wenn man nun (6.33) in (6.30) einsetzt erhélt man:
qn = [f' (@) Z. (6.34)
Mit n = 0:
g = [f'(2")]°Z. (6.35)
Die Mathematik schreibt vor, dass K° = 1 ist fiir 0 ¢ K. Somit ergibt sich:
[f'(@) =1, (6.36)
und:
g = Z. (6.37)

Diese Gleichung beweist die Giiltigkeit der vorher getétigten Aussage, wonach Z das
Startglied der Iteration ist.
Wenn man nun (6.33) und (6.37) in (6.30) einsetzt erhélt man:

an = [f'(=")]" 0. (6.38)

An dieser Gleichung kann nun ein Kriterium erarbeitet werden, mit welchem man
den Bereich, in dem der Fixpunkt stabil ist, berechnen kann. Hierfiir muss man sich
in Erinnerung rufen, wofiir ¢, steht. Namlich fiir die Abweichung des Wertes z,, von
x*. Wenn diese Abweichung gegen 0 geht, also x,, = z* ist, ist der Fixpunkt im Wert
x, stabil. Um dies zu berechnen, ldsst man n gegen oo laufen. Hierfiir muss man
vorher noch eine Differenzierung vornehmen. Denn | f/(z*)| kann kleiner, grofer oder
gleich 1 sein. Fiir |f'(2*)| < 1 ergibt sich:

lim ¢, = 0. (6.39)

n—o0

Dies bedeutet, dass fiir jeden Wert, fiir den |f'(z*)| < 1 ist, gilt, dass der Fixpunkt
x* stabil ist.
Als néchstes wird der Fall getestet, wenn |f'(2*)| > 1 ist. Hierfiir gilt:

lim g, = +o0. (6.40)

n—0o0
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Dies bedeutet, dass bei jedem Wert, fiir den |f'(z*)] > 1 gilt, der Fixpunkt z*
instabil ist.
Anschliefend wird noch berechnet, was passiert, wenn |f’'(z*)| = 1 ist:

lim g, = qo. (6.41)
n—oo

Das dabei entstehende Ergebnis beschreibt einen Grenzfall. Denn wenn |f/(z*)| = 1
ist, befindet man sich an der Grenze zwischen stabilem und instabilem Verhalten,
da sich die Abweichung von z,, zu z* nicht dndert. Somit geht sie weder gegen 0
noch gegen oo. Da ¢y jedoch auf jeden Fall kleiner als 1 ist, wird in der folgenden
Arbeit dieser Fall als stabil bezeichnet, auch wenn er ein Grenzfall ist.

Somit ist festzuhalten, dass nur solange der Betrag der Ableitung kleiner gleich 1 ist,
der Fixpunkt stabil ist. Das Kriterium fiir die Stabilitdt wird wie folgt aufgestellt:

|/ ()| <1 = Fixpunkt stabil. (6.42)

6.3 Uberpriifung von z; und z,

Mit diesem Kriterium (6.40) kann man nun untersuchen, wann die Fixpunkte x;
und x5 stabil sind. Da fiir die Uberpriifung der Stabilitit die Ableitung der Funktion
f(z) = —ox? + oz bendtigt wird, wird diese als Erstes ermittelt:

f'(x) = =202+ 0. (6.43)

In diese Ableitung setzt man nun wegen des Kriteriums fiir die Stabilitit von Fix-
punkten (6.42) den ersten Fixpunkt z; = 0 ein und erhélt:

£1(0) = —20(0) + o, (6.44)
£(0) = 0. (6.45)

Anschliefsend muss noch ermittelt werden, fiir welchen Wert der Betrag dieser Glei-
chung kleiner gleich 1 ist. Dies ist der Fall fiir |¢| < 1. Da das Bifurkationsdiagramm
aber von 0 < o < 4 gehen soll, kann o nicht kleiner als 0 sein. Dementsprechend ist
der Fixpunkt z; fiir 0 < o <1 stabil.

Als néchstes wird der Fixpunkt x5 betrachtet. Hierbei geht man nach dem gleichen
Schema vor wie bei x;. Zunichst erhilt man:

1 1
"1-—=)=—-20(1-= 6.46
Fi=2)==20(1-)+0, (6.46)
was sich durch Umformung;:
1

fa- ;) =—-20+2+o0, (6.47)

reduziert auf: .
fd—=)=2-o. (6.48)

o

Mit der Einschréinkung, dass |f'(1 — 2)| <1 sein muss, ergibt sich 1 < o < 3.

Nachdem man sowohl die Fixpunkte als auch die Stabilitit dieser berechnet hat,
kann man nun beginnen, das Bifurkationsdiagramm geméf Abbildung 6.3 zu erstel-
len. Auf der x-Achse wird dabei der Wert o aufgetragen, da o die einzige Variable
ist, welche Einfluss auf die Stabilitdt der Fixpunkte hat. Auf der y-Achse wird zq
aufgetragen. Dies ist der x-Wert, den der Fixpunkt innehat. Man berechnet ihn mit

f@r).
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Abbildung 6.3: Bifurkationsdiagramm fiir x; und xs.

6.4 Weitere Fixpunkte

Bisher wurde das System f(x) = —oz? 4+ ox nur fiir 0 < 3 betrachtet. Was ist
jedoch, wenn man o grofer als 3 wiahlt? Um dies zu iiberpriifen wird zuerst einmal
die graphische Herangehensweise gewéhlt, welche in Kapitel 6.1. vorgestellt wurde.
Bei einer diskreten Erh6hung von o -jeweils um 0, 1- stellt man folgendes fest:

fix) A

|

x

Abbildung 6.4: Grafische Bestimmung der Fixpunkte fir 3 < o < 3,2
|[Haken and Wunderlin, 1991, S. 393|).

Anstatt wie vorher auf einen Punkt zuzulaufen, pendelt man nun zwischen zwei
Punkten hin und her. Demzufolge ist anzunehmen, dass es zwei stabile Fixpunkte
geben muss. Dies sind die Fixpunkte x3 und 4. Wenn man ¢ nun noch weiter erhoht,
kommt man auf folgendes Diagramm:
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fix) *

-
X

Abbildung 6.5: Grafische Bestimmung der Fixpunkte fiir o = 3,5
[Haken and Wunderlin, 1991, S. 393|.

Hier pendelt man zwischen vier Punkten. Dies bedeutet, dass es bei 0 = 3,5 vier sta-
bile Fixpunkte geben muss (z5_s). Wenn man nun kontinuierlich o erhéhen wiirde,
wiirde man herausfinden, dass die Anzahl der Fixpunkte immer zur Basis 2 wéchst.
Ein solches Wachstum im Bezug auf eine Bifurkation nennt man auch Perioden-
verdopplung. Die Periodenverdopplung beschreibt einen wichtigen Weg in Richtung
chaotisches Verhalten. Weitere Wege ins chaotische Verhalten werden in Abschnitt
9, dem Ausblick, genannt.

Fixpunkte hoherer Ordnung als x5 kénnen nicht mehr mit f(x) ermittelt werden, da
f(z) nur zwei Losungen besitzt. Da die Anzahl der Fixpunkte zur Basis 2 wichst,
muss die Funktion jedoch vier Losungen aufweisen. Zudem miissen die bisherigen
Losungen erhalten bleiben. Aus diesem Grund iteriert man die Funktion f(z). Denn
diese Iteration erfiillt alle Bedingungen, die vorher aufgestellt wurden. Eine solche
Iteration von f(z) wird im Folgenden so dargestellt:

™ (x). (6.49)

(6.49) beschreibt die nte Iteration von f(z).
Die zweite Iteration zum Beispiel lautet:

fO(x) = f(f(x)). (6.50)

Mit dieser Formel kann man nun z3 und x4 berechnen, was im folgenden Abschnitt
vorgefiihrt wird.

Mit dem Hintergrundwissen, dass es sich bei dem logistischen Wachstum um eine
Periodenverdopplung handelt, kann man nun die Formel fiir die Fixpunkte 5 — 8
bestimmen. Denn diese Periodenverdopplung fiihrt dazu, dass man nur jede zweite
Iteration betrachten muss. Dies bedeutet, dass fiir diese Fixpunkte nicht f®(z)
sondern f™(z) bendtigt wird. Es gilt:

FO (@) = FFF(F()). (6.51)

19



6.4.1 T3 und T4

Um 23 und 24 zu bestimmen, wird zuerst (6.50) niaher definiert. Denn mit f(z) =
—ox? + oz ergibt sich:

fA() = —o(—02® + ox)* + o(—0a® + ox), (6.52)
und ausmultipliziert:
fA(x) = =zt + 20%2° — 2% — 0%2? + o’z (6.53)

Da fiir die Ermittlung der Fixpunkte die Schnittpunkte von f®(z) und g(z) = z
gesucht sind, wird die Differenzfunktion d(x) = f®(z) — g(z) gebildet:

d(x) = —o*2* +20%2% — o%2? — o2 + o%r — 2. (6.54)

Dies ist sinnvoll, da nun die Schnittpunkte von £ () und g(x) die Nullstellen von
d(x) sind.

Eigentlich ist diese Gleichung analytisch nicht l6sbar, da sie ein Polynom vierter
Ordnung ist und nur Gleichungen zweiter Ordnung ohne weiteres Wissen losbar
sind. Jedoch erhélt man durch Ausklammern von x:

d(r) = 2(—02® + 20°2* — 0%z — 0%z + 0® — 1) (6.55)

Aufgrund des Produktsatzes, der besagt, dass wenn ein Faktor 0 ist, das Produkt
auch 0 ist, kann z; = 0 als Fixpunkt bestétigt werden. Denn Fixpunkte horen nicht
einfach auf zu existieren, sondern werden ab gewissen Werten instabil. Da x; = 0
ist, muss im folgenden Teil nur —o3z® + 2032% — 032 — 0?2 + 0% — 1 beriicksichtigt
werden. Da der Fixpunkt x; eine Nullstelle von d(x) ist, liegt nahe, dass auch x5 eine
Nullstelle von d(x) ist. Wére dies der Fall, konnte man durch Polynomdivision d(z)
in eine Gleichung zweiten Gerades umformen. Die Polynomdivision ist im Anhang
zu finden (S. 36). Das Ergebnis der Polynomdivision ist:

1 .
d(z) =x(x — 1+ =) (=c*2* + (6® + 0cH)x — (6% + 0)) (6.56)
o
Die beiden ersten Faktoren von (6.56) beschreiben z; und 5. Somit miissen x3 und

x4 im dritten Faktor definiert sein. Auf diese beiden Fixpunkte kommt man mit Hilfe
der Mitternachtsformel. Die Rechnung hierfiir befindet sich ebenfalls im Anhang (S.

37). Das Ergebnis ist:
o+1++v/oc?2—20—3

— 6.57
3 20 ( )
sowie: ,
c+1—+v/0c2—-20—-3
= . 6.58
T4 9% ( )
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Als néchstes muss die Stabilitat der beiden neuen Fixpunkte bestimmt werden.
Damit die Fixpunkte stabil sind, muss Gleichung (6.42) erfiillt sein. Als erstes be-
notigt man die Ableitung von f)(x). Es kann nicht f/(z) verwendet werden, da x3
und 74 keine Losungen von f(z) sind. Die Ableitung von f®(z) aus (6.53) ist:

df® ()

y = —40°2* + 602 — 20°x — 207w + o*. (6.59)
x
In diese Ableitung setzt man nun zunéchst z3 ein und formt die Gleichung um. Man
erhalt: @
d
fd—(x?’) = 0%+ 2 +4. (6.60)
x

Die Rechnung hierfiir befindet sich im Anhang (S. 38 - 40).
Mit der Bedingung (6.42) ergibt sich dann:

| — 0%+ 20 +4] < 1. (6.61)
(6.61) kann nun in zwei Bedingungen aufgeteilt werden:

1. —0®+20+4<1, (6.62)
sowie:

2. 0?—20—-4<1. (6.63)
Fiir Gleichung (6.62) ergibt sich dann:

o) = —1, (6.64)

sowie:

oy = 3. (6.65)

Mit (4.12) kann man (6.64) ausschliefsen. Somit ist eine Grenze von x3 bei o = 3.
Dieses Ergebnis ist logisch, da x5 bei genau diesem o-Wert instabil wird. Fiir die
zweite Grenze wird (6.63) aufgelost. Dabei erhélt man:

op =1— 6, (6.66)

und:
oy =1+ 6. (6.67)

Auch hier kann man mit (4.12) eine Gleichung ausschliefsen. Dies ist in diesem Fall
(6.66). Somit beschreibt (6.67) die zweite Grenze fiir die Stabilitdt von z3. Das In-
tervall, in dem x5 stabil ist, lautet damit 3 < o < 1+ v/6.

Zu den exakt gleichen Ergebnissen wie fiir x3 kommt man auch fiir z,. Damit gilt,
dass auch x, im Intervall 3 < o < 1+ /6 stabil ist.

Anschlieflend kann man das Bifurkationsdiagramm, welches in Abbildung 6.3 ange-
fangen wurde, geméaf Abbildung 6.6 mit x3 und x4 ergénzen.
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1
— X4 stabil
087 |- x4 instabil /
X, stabil
067 X, instabil
d — X, stabil
04— |—x, stabil
0,2—
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ag

Abbildung 6.6: Bifurkationsdiagramm fiir x, xo, x3 und x4.

642 LU(5_8)

Nach der Bestimmung der ersten vier Fixpunkte sollen nun die ndchsten bestimmt
werden. Da in Abschnitt 6.4. beschrieben wurde, dass die Anzahl der Fixpunkte
zur Basis 2 zunimmt, sollen in diesem Schritt weitere 4 Fixpunkte ermittelt werden.
Diese Fixpunkte sind in Abbildung 6.5 grafisch ermittelt worden, im Folgenden sollen
sie rechnerisch ermittelt werden.

Dafiir wird zuerst die Funktion f(z) nach Vorschrift von (6.51) gebildet:

fA(z) = —o(—0(—0o(—0r*+ox)’+o(—0ox’*+ox))*+0(—0(—0a’+oz)*+0(—0az’+oz)))?
+o(—o(—0(—0x* +ox)’ +0(—02’+0x))* +0o(—0(—02® + o)’ +0(—02’ +01)))
(6.68)

Diese Funktion (6.68) ist eine Funktion achter Ordnung. Mit den vier bisher bekann-
ten Fixpunkten x(;_4) kann die Funktion (6.68) auf eine Funktion vierter Ordnung
gebracht werden. Diese kann jedoch nicht weiter vereinfacht werden. Da nur Glei-
chungen zweiter Ordnung analytisch 16sbar sind, folgt daraus, dass die Fixpunkte
T(5—g) nicht analytisch bestimmbar sind. Auch alle weiteren Fixpunkte konnen nicht
analytisch bestimmt werden, da die Anzahl der weiteren Fixpunkte zur Basis zwei
zunimmt. Dementsprechend werden auch die Ordnungen der Funktionen immer gro-
fser.
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7 Numerischer Weg

In Abschnitt 6.4.2. wurde beschrieben, dass alle Fixpunkte ab x5 nicht mehr ana-
lytisch bestimmbar sind. Aus diesem Grund soll hier beschrieben werden, wie man
Fixpunkte numerisch bestimmen kann.

7.1 Theorie zur numerischen Bestimmung von
Fixpunkten

Die numerische Bestimmung von Fixpunkten ist an die grafische Bestimmung an-
gelehnt. Denn genau wie bei der grafischen Methode benétigt auch die numerische
Methode nur die Funktion f(x) = —o2z? + ox. Mit dieser wird dann die Folge
Tar1 = 024(1 — x,) aus (4.8) gebildet. Fiir dieses Kapitel wird a, die Anzahl der
Jahre, durch n, die Anzahl an Iterationen ersetzt. Somit erhilt man:

Tpy1 = 0xp(1 — xy,). (7.1)

Anschlieflend wahlt man einen beliebigen Startpunkt auf der x-Achse, welcher als
Tn—o bezeichnet wird. Dieser Punkt hat nichts mit Fixpunkten gemein. Fiir eine bes-
sere Unterscheidung zwischen Fixpunkten und anderen Punkten werden Fixpunkte
in diesem Kapitel mit einem Stern gekennzeichnet. Der erste Fixpunkt wird somit
folgendermafen beschrieben: z7.

Den beliebigen Punkt x,_¢ setzt man nun in (7.1) ein. Um nun auf z,—; zu kommen,
muss man vorher noch definieren, fiir welches ¢ man stabile Fixpunkte berechnen
will, da man bei der numerischen Methode nur stabile Fixpunkte bestimmen kann.
Zudem erhélt man fiir diese Fixpunkte nicht eine Gleichung wie zum Beispiel (6.57),
sondern den xg- beziehungsweise f(x)-Wert von jedem Fixpunkt, der bei diesem o
stabil ist. Wenn man nun ¢ und x,—¢ definiert hat, kann man x,—g,; ausrechnen.
Mit z,—0+1 = T,—1 kann man dann z,_;; ausrechnen. Dies wiederholt man bis gilt:

Tpil = Tp (7.2)

Wenn (7.2) giiltig ist, wird z,, auf sich selbst abgebildet. Dies beschreibt die Defi-
nition eines Fixpunktes, wie sie in Abschnitt 3.4. gegeben wurde. Wenn es mehrere
Fixpunkte bei einem o-Wert gibt, gilt:

Tpis = Tp (7.3)

Hierbei steht s fiir die Anzahl der stabilen Fixpunkte bei dem gewé#hlten o-Wert.
Das heifst, dass man ab einer bestimmten Anzahl an Iterationen nur noch zwischen
den stabilen Fixpunkten hin und her springt.
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7.2 Bestimmung der Fixpunkte bei 0 = 3,5

Beispielhaft sollen nun die stabilen Fixpunkte bei 0 = 3,5 bestimmt werden.

Tn

Tn+41

Tl W~ O3

0,1
0,315
0,7552125
0,647033029453
0,799334508874
0,561395981289

0,315
0,7552125
0,647033029453
0,799334508874
0,561395981289
0,361806867185

52
23
o4
29
26
o7
o8
29

0,826940706592
0,500884210307
0,874997263602
0,382819683017
0,826940706591
0,500884210307
0,874997263602
0,382819683017

0,500884210307
0,874997263602
0,382819683017
0,826940706591
0,500884210307
0,874997263602
0,382819683017
0,826940706591

Tabelle 7.1: Bestimmung der Fixpunkte bei o = 3,5 mit Python-Programm 2.

Ab n = 52 wechselt sich immer 0, 500884210307, 0, 874997263602, 0, 382819683017
und 0, 826940706591 fiir =, ab. Somit sind diese vier Punkte die stabilen Fixpunkte
bei o0 = 3, 5.

Mit dieser Methode kann man nun alle stabilen Fixpunkte fiir 0 > 14 /6 berechnen.

Xo
o
o

o
~

Abbildung 7.1: Bifurkationsdiagramm fiir o > 1 + /6.

In dieser Abbildung 7.1 kann man gut erkennen, wie dhnlich sich die einzelnen
Periodenverdopplungen sind. Zudem ist zu sehen, wie die einzelnen o-Intervalle der
stabilen Fixpunkte immer kleiner werden. Auch erkennt man Bereiche, in denen die
logistische Abbildung stabiler ist als in ihrer Umgebung. All diese Beobachtungen
werden in Kapitel 8 genauer diskutiert.

24



7.3 Numerische Bestadtigung der analytischen
Ergebnisse

Mit der numerischen Methode kann man aber nicht nur neue stabile Fixpunkte
berechnen, sondern auch die vorher analytisch bestimmten Fixpunkte und deren
Intervalle, in denen sie stabil sind, bestitigen wie zum Beispiel das Ende des In-
tervalles [3,1 + v/6] der Fixpunkte x3 und z,. Hierfiir ldsst man sich die stabilen
Fixpunkte von zwei verschiedenen o-Werten ausrechnen. Der eine Wert muss dabei
etwas kleiner als 1+ v/6 sein, der andere etwas groker. Da 1+ v/6 ~ 3,449 ist, ist in
diesem Beispiel die kleinere Zahl 3,448 und die grofere Zahl 3,45. Nun kann man
fiir beide o-Werte berechnen, wie viele stabile Fixpunkte es gibt. Fiir 0 = 3,448
erhdlt man die stabilen Fixpunkte:

1. 0,440308631089,
2. 0,849714570767.

Somit existieren bei o = 3,448 zwei stabile Fixpunkte. Dieses numerische Ergebnis
stimmt mit dem analytischem Ergebnis iiberein.

Als néchstes miissen noch die stabilen Fixpunkte von o = 3,45 bestimmt werden.
Dabei erhilt man die stabilen Fixpunkte:

1. 0,433991660954,
2. 0,847468002159,
3. 0,445967656792,
4. 0,852427745312.

Dieses numerische Ergebnis bestitigt das analytische Ergebnis, dass es bei 0 =
3,45 vier stabile Fixpunkte gibt, also eine Periodenverdopplung stattgefunden hat.
Aufterdem ist ersichtlich, dass die vier Fixpunkte aus den vorherigen zwei entstanden
sind aufgrund der nur leicht in positive und negative Richtung abweichenden z(-
Werte.

In dieser Weise kann man nun alle analytischen Berechnungen numerisch {iberpriifen.
Hilfreich ist dabei Python-Programm 2 (S. 42), mit dem auch die vorherigen Werte
berechnet wurden. Fiir diese o-Werte musste im Programm jedoch die Anzahl der
[terationen erhdht werden. Ein sicheres Ergebnis lieferten 10000 Iterationsschritte.
Anschliefsend kann man nun noch das gesamte Bifurkationsdiagramm mit Python-
Programm 3 (S. 43) berechnen, mit welchem schon Abbildung 7.1 berechnet wurde:
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8 Besondere Merkmale des
Bifurkationsdiagrammes

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit den Besonderheiten des Bifurkationsdiagrammes,
welche schon im vorigen Kapitel genannt wurden. Diese Auffilligkeiten sollen hier
naher erldutert werden.

8.1 Selbstahnlichkeit

Eine Besonderheit des Bifurkationsdiagramms ist eine Ahnlichkeit in der Perioden-
verdopplung. Als Periodenverdopplung bezeichnet man, wenn aus einem stabilem
Fixpunkt zwei andere stabile hervorgehen. Die erste Periodenverdopplung findet
man bei o = 3, die zweite bei 0 = 1+ /6. Wenn man nun diese beiden Periodenver-
dopplungen iibereinanderlegt und die erste Periodenverdopplung um einen Faktor u
verkleinert, erkennt man, dass beide Periodenverdopplungen sich sehr dhneln. Dies
ist dargestellt in Abbildung 8.1.

xh

ay

Abbildung 8.1: Verkleinerte erste Periodenverdopplung auf zweiter Periodenver-
dopplung [Haken and Wunderlin, 1991, S. 397|.

Dennoch ist es auffillig, dass vor allem die unteren Aste relativ verschieden sind. Die-
se Abweichung der einzelnen Aste kann jedoch verkleinert werden, wenn man zum
Beispiel Periodenverdopplung 9 und 10 iibereinanderlegt. Somit nimmt die Ahnlich-
keit der Periodenverdopplungen mit der Anzahl der Periodenverdopplungen zu und
die Periodenverdopplung o, und o,_; fiir n = oo miissten perfekt selbstdhnlich
sein, wie in Abbildung 8.2. dargestellt.
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Abbildung 8.2: Perfekte Selbstdhnlichkeit [Haken and Wunderlin, 1991, S. 398].

Dies kann mit der Feigenbaum-Konstanten « erkléart werden, mit der sich im folgen-
den Abschnitt beschéftigt wird.

8.2 Feigenbaum-Konstanten

X4
ks

1 /2

(=
Fa

I
I
I
I
I
I
!
I

3 r

L == J
r
Mq r
ot——————

f P.;31

Abbildung 8.3: Schematische Darstellung der Distanz d welche fiir die Berechnung
von « notwendig ist [Schuster and Just, 2006, S. 36].

Eine weitere Besonderheit, die man an dem Bifurkationsdiagramm auffinden kann,
sind die Feigenbaum-Konstanten. Die erste Feigenbaum-Konstante § ~ 4, 6692

[Feigenbaum, 1978] beschreibt die Anderung der Gréfe der Intervalle zwischen den
einzelnen Verzweigungen auf der z-Achse. Somit gilt J,, = Z*2-"2 und 0 = lim 4,

n=0n-1 n—00

(vgl. [Haken and Wunderlin, 1991]). Hierbei ist o,, der o-Wert der n-ten Perioden-
verdopplung.
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Die zweite Feigenbaum-Konstante o ~ 2, 5029 [Felgenbaum 1978| beschreibt die
Verdanderung der Groke der Intervalle zwischen den einzelnen Asten auf der y-Achse.
Diese Konstante wird durch die Formel d” = —u,, beschrieben

[Schuster and Just, 2006, S. 36]. Dabei gllt a= lim a

n—o0

[Haken and Wunderlin, 1991, S. 408|. Aufgrund dieses Zusammenhangs ist die Selb-
stahnlichkeit bei Periodenverdopplungen héherer Ordnung grofer. Beide Konstanten
sind universell und in vielen chaotischen Systemen wiederzufinden. Entdeckt wurden
sie 1977 von S. Grossmann und S. Thomae [Grofmann and Thomae, 1977] und von
M.J. Feigenbaum [Feigenbaum, 1978] wurden sie im Jahr 1978 als universale Grofsen
fiir diskrete Abbildungen definiert, bei denen das Maximum quadratisch ist.

8.3 Periodische Fenster

Des Weiteren sind die so genannten periodischen Fenster auffillig. Sie sind stabilere
Umgebungen, die auftreten, wenn das System chaotisches Verhalten aufweist. Chao-
tisches Verhalten existiert ab o > 3,56 [Horner, 2011, S. 4|. Einen solchen Bereich
kann man zum Beispiel bei ¢ = 3,84 beobachten. In Abbildung 7.1 kann man zudem
noch mehr periodische Fenster sehen. Das Besondere an den periodischen Fenstern
ist zudem, dass in diesen stabileren Umgebungen wieder selbstédhnliche Periodenver-
dopplungen stattfinden, deren Verhéltnisse auch den Feigenbaum-Konstanten ent-
sprechen.
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O Zusammentassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Weg ins Chaos am logistischen Wachstum diskutiert. Zur
Veranschaulichung war deshalb das Ziel, ein Bifurkationsdiagramm zu erstellen. Zu
Beginn wurde das logistische Wachstum in eine Formel

f(x) = ox(l - x)

zusammengefasst mit o als Kontrollparameter. Als ndchstes wurden die zu betrach-
tenden Intervalle auf 0 < 2y < 1 und 0 < o < 4 definiert. Hierbei ist xog durch f(x*)
gegeben, wobei z* den Fixpunkt beschreibt.

Anschlieflend wurden im ersten Analyseschritt zuerst die ersten zwei Fixpunkte ana-
lytisch bestimmt. Auch wurde ein Kriterium fiir die Stabilitdt von Fixpunkten her-
geleitet. Dieses Kriterium lautet | f'(z*)| < 1. Mit diesem Kriterium konnte anschlie-
fend das Bifurkationsdiagramm im o-Intervall [0, 3] erstellt werden.

Die Bestimmung der néchsten zwei Fixpunkte folgte dann, indem man f(z) iterierte.
Dies ist moglich, da es sich bei dem logistischen Wachstum um eine Periodenver-
dopplung handelt. Danach konnte das Bifurkationsdiagramm um das o-Intervall
3, (1 + v/6)] erginzt werden.

Weitere Fixpunkte kénnen dann jedoch nicht mehr analytisch ermittelt werden, da
hierfiir das Losen einer Gleichung vierter Ordnung nétig ware. Aus diesem Grund
wurde als zweiter Analyseschritt eine numerische Methode eingefiihrt. Mit dieser Me-
thode konnte das bisherige Bifurkationsdiagramm bestétigt und auf das o-Intervall
[0,4] vervollstéindigt werden.

Am vollstiandigen Bifurkationsdiagramm koénnen nun die universalen Feigenbaum-
Konstanten nachgewiesen werden. Des Weiteren findet man eine Selbstdhnlichkeit
bei den Gabelungen der Bifurkationen und stabilere Bereiche inmitten des zum Cha-
os tendierenden Systems. Das vollstandige Bifurkationsdiagramm findet sich auf
S.26 Abbildung 7.2 wieder.

Diese Arbeit kann zudem als Grundlage einer vertieften Forschung im Bereich des
Chaos mit Hilfe der logistischen Abbildung genutzt werden. So konnte man die
universalen Feigenbaum-Konstanten numerisch fiir dieses Bifurkationsdiagramm be-
rechnen.

Wenn man dies erreicht hat, kann man dann die Universalitit dieser Konstanten bei
diskreten Abbildungen, deren Maximum quadratisch ist, beweisen, indem man ein
zweites Bifurkationsdiagramm erstellt. Ein Beispiel fiir eine Funktion, mit der man
diesen Schritt durchfiihren kénnte, ist f(x) = oz?(1 — z?).

Eine weitere Moglichkeit zur Vertiefung des Themas wére das Ausrechnen der Feigen-
baum-Konstanten fiir eine Abbildung deren Maximum nicht quadratisch ist. Denn
eine solche Funktion besitzt auch Feigenbaum-Konstanten, auch wenn diese einen
anderen Wert besitzen.
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Abbildung 10.1: Tteration 2-6 von f(x).
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Abbildung 10.2: Iteration 7 von f(z).
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Abbildung 10.8: Auflosen von &
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10.2 Python-Programme

1. Programm - beliebige Iteration erstellen

import numpy as num # importiert das Paket numpy, was zum abspeichern bendtigt wird

def ersetzen(balt, bneu, text): # definierter Befehl zur einmaligen Iteration

textn = " "
for zeichen in text: # text entspricht der Formel die iteriert werden soll
if zeichen == balt:
textn = textn + bneu # jedes x in der Formel wird durch 'iterieren'
#der Ausgangsformel, die nicht gedndert wird) ersetzt
else:

textn = textn + zeichen
return textn

formel = ' (((-a)* ((x)**2))+(a*x))' #Variable, unter der die zu
#iterierende Formel abgespeichert wird
iterieren = '(((-a)*((x)**2))+(a*x))' # Variable unter der immer

# die Ausgangsformel abgespeichert wird
n =2 # Wert, der beschreibt, die wievielte Iteration man haben will (hier die zweite
for i in range (n-1): # '-1', da fir die zweite Iteration die Ausgangsformel nur
# ein mal fir x eingesetzt werden muss (2-1=1)

formel = ersetzen('x', iterieren, formel) # iterieren der Formel
[formel] # die fertig iterierte Formel wird als Liste gespeichert
b = num.array(a) # die Liste wird als array gespeichert (funktioniert nur mit Liste)
num.savetxt('iteration.txt', b, newline='\r\n', fmt='%s') # die iterierte Funktion

# wird unter dem Namen 'iteration' als Textdatei abgespeichert

o
I

#Die dabei entstehende Datei sieht folgendermaBen aus:
#(((ma)* (((((-a)* ((x)**2))+(a*x))) **2))+(a* (((-a) * ((x)**2))+(a*x))))

Abbildung 10.10: Programm zur Erstellung einer beliebigen Iteration.

Mit diesem Programm kann man eine beliebige Iteration f () bilden und in der
Datei ’iteration.txt’ abspeichern. Um zum Beispiel die vierte Iteration zu erhalten
muss man im Quelltext nur 'n = 4’ setzen. Bevor man eine neue Iteration bestimmt,
muss man sich jedoch iiberlegen, ob man die vorherige Datei 'iteration.txt’ behalten
will. Wenn ja muss man entweder im Quelltext den Dateinamen dndern oder die
schon bestehende Datei als eine andere abspeichern. Denn beim Speichern werden
alle schon existierende Dateien iiberschrieben.
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2. Programm - Bestimmung der stabilen Fixpunkte fiir ein o

import numpy as num # importiert das Paket numpy, was zum abspeichern bendétigt wird

formel = 'a*x*(1l-x)' # die Formel, mit der gearbeitet wird, wird definiert
a =3.5 # a entspricht sigma
x = 0.1 # x steht fiir den Startwert x0
1l =[] # eine Liste zum Speichern wird definiert
12 = [] # eine weitere Liste zum Speichern wird definiert
for i in range(100): # hier wird die Anzahl der Iterationen definiert
x = eval (formel) # berechnet den Wert der Formel als Zahl
1 += [x] # figt den berechneten Wert zur Liste 'l' hinzu
for i in range(len(l)): # jeder Wert der Liste 'l' soll einzeln verarbeitet werden
12 += [i] # in der Liste 'l2' wird eine beliebige Liste erstellt
12[i] = [i, 1[i]] # in diese Liste in der Liste wird nun geschrieben, wie oft
# iteriert wurde und welches Ergebnis dabei zustande kam
speichern = num.array(12) # # die Liste wird als array gespeichert
num. savetxt ('Attraktoren35.txt' , speichern, newline='\r\n', fmt='%s') # die
fberechneten Werte werden unter dem Namen 'Attraktoren35' als Textdatei abgespeicher

#Die dabei entstehende Datei sieht folgendermaBen aus:
#0.0 0.315

#1.0 0.7552125

#2.0 0.647033029453

#...

#97.0 0.874997263602
#98.0 0.382819683017
#99.0 0.826940706591

Abbildung 10.11: Programm zur Bestimmung stabiler Fixpunkte bei vorher gewahl-
tem o.

Mit diesem Programm kann man die stabilen Fixpunkte bei einem beliebigen o-
Wert berechnen. Das Programm iteriert dabei die Folge x,.1 = ox,(1 — x,) und
gibt fiir jeden Iterationsschritt das entsprechende Ergebnis aus. Den o-Wert kann
man iiber die Variable a regeln. Sollten die Iterationsschritte nicht ausreichen, muss
die 100 in ’for i in range(100):” durch eine grofere Zahl ersetzt werden. Bevor man
die stabilen Punkte fiir ein anderes ¢ bestimmt, muss man sich jedoch iiberlegen,
ob man die vorherige Datei "Attraktoren35.txt’ behalten will. Wenn ja muss man
entweder im Quelltext den Dateinamen &ndern oder die schon bestehende Datei
als eine andere abspeichern. Denn beim Speichern werden alle schon existierende
Dateien iiberschrieben.
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3. Programm - Bestimmung des Bifurkationsdiagramms

import numpy as num # importiert das Paket numpy, was zum abspeichern bendtigt wird

formel = 'a*x*(l-x)'# die Formel, mit der gearbeitet wird, wird definiert
a = 3.4493 # a entspricht sigma #0
speicher = [] # eine Liste zum Speichern wird definiert

for q in range(3): # beschreibt die Anzahl der Werte, die man haben will #40001
x = 0.1 # x steht fir den Startwert x0
1l =[] # eine weitere Liste zum Speichern wird definiert
12 = [] # eine weitere Liste zum Speichern wird definiert
for i in range (1000100): # beschreibt die Anzahl an Iterationen die durchgefiihrt
# werden - je gréBer der Wert, desto besser
x = eval (formel) # berechnet den Wert der Formel als Zahl
if i >= 1000000: # die letzten 1000 Werte sollen gespeichert werden
1l += [ x] # in der Liste 1
1l = list(set(l)) # alle doppelten Werte werden geldscht (jeder Fixpunkt ist
# dann nur noch ein mal vertreten)

for i in range(len(l)): # jeder Wert der Liste 'l' soll einzeln verarbeitet werde
12 += [i] # in der Liste '1l2' wird eine beliebige Liste erstellt
12[i] = [a, 1[i]] # in diese Liste in der Liste wird nun geschrieben, welches

# sigma welche stabilen Fixpunkte besitzt
speicher += 12 # diese Liste wird dann zu einer anderen Liste hinzugefiigt
# (am Ende sind alle Ergebnisse in dieser Liste)
a=a+ 0.0001 # sigma wird erhdht fiir den nichsten Durchgang
# steht mit der Zahl 40001 in Verbindung damit man auf 4 kommt
speichern = num.array (speicher) # die Liste wird als array gespeichert
num.savetxt ('Attraktoren.txt' , speichern, newline='\r\n', fmt='%s')# die
#iberechneten Werte werden unter dem Namen 'Attraktoren' als Textdatei abgespeichert

#Die dabei entstehende Datei sieht folgendermaBen aus:
#0.0 0.0
#0.0001
#0.0002
#...
#3.4493 0.440004509209
#3.4493 0.849909386364
#3.4493 0.44000450921
#3.4493 0.849909386364
#3.4494 0.439981139093
#3.4494 0.849924351716
#3.4494 0.439981139095
#3.4494 0.849924351716
#3.4495 0.439111493327
#3.4495 0.84958628836
#3.4495 0.440809628404
#3.4495 0.850289676441
#...

0.0
0.0

Abbildung 10.12: Programm zur Bestimmung stabiler Fixpunkte fiir das Bifurkati-
onsdiagramm.

Mit diesem Programm kann man die stabilen Fixpunkte fiir das gesamte Bifur-
kationsdiagramm berechnen. Dabei kann, indem man 40001’ und ’0,0001" dndert,
bestimmen, wie kleinschrittig o vergrofert werden soll. Mit d&ndern von 1000100’
und "1000000” kann man die Iterationsschritte einstellen. Je mehr Iterationsschritte
das Programm ausfithren muss oder wenn das Programm mehr o-Werte ausrech-
nen soll, steigt die Lange der Berechnungszeit deutlich. Beim Abspeichern wird jede
schon vorhandene Datei gleichen Namens iiberschrieben.
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